


Equazioni a variabili separabili

Procedimento: andiamo a separare ciò che dipende direttamente da t ciò che coinvolge le u

Se chiamiamo Z una primitiva di 1/f

Se invece È una primitiva di g

Esempio:

Per determinare il valore della costante abbiamo bisogno di ulteriori informazioni

Equazioni lineari del primo ordine

Dove Sono funzioni assegnate

Parte destra dell'equazione originale

m'(t) = f(u(t))g(t)

it = Al

z = (=dzut)) = zut)(M=I

f(u(t)

G Z(u(t)) = G(t) + c => u(t) = z 2(G(t) + c)

u'(t) = n(+ )
+

f(u(t)

1 + +24 g(t) =>Misteit
↓ ↓

log(mit ↓ arctant

=> log (M(t)) = arctan(t) + c => (M(t)) = e

arcten(t) + c

= e?
arctant

= a arctants con so

arctan(os
MIto) = m(0) = 1 => (m(0)) = 1 = ae => x = 1

arctan(t)
=> ult) = e

m'(t) = a(t)mit) + b(t)d
,

b

se b = 0 = ult) = alt(n(t) -> m'()
=

a(t) = log(u(t)) = A(t) + 2 = (n(t)) = aef(t)wa

u(t)

st b + 0 = m(t) = x(t)ef(t) + u((t) = a(t(u(t) + b(t)

-Atcacte* = actimtt
-

A(t) A(t)
=>citlet't- = acticale + h(t)

-

-
Alt)

=> cit) = bltte => c(t) = Sb(s)etids + k

-> u(t) = x(t)ef't = [fb(s)e
- +(ds + k] et(t)



Esempio:

Possiamo poi anche imporre le condizioni iniziali per poter trovare il valore della costante

Equazione di Bernoulli

1 Equazione lineare del primo ordine

2 Equazione a variabili separabili

Proviamo adesso a risolvere l'equazione di Bernoulli

Facciano un cambio di variabili:

Derivando:

Sostituendo nell'equazione originale

Dividiamo adesso per

u'(H) = 3u(t) + ti + 2x(t) = = ,

b(t) = + + 2

t

m(t) = et(t)((b(s)i 1()ds + k]

A(t) = Saltidt = (idt = >(@ = 310gt)

- A(S) - 310g(s)
= se + 1 =

s+ 1b(s)e = (s + 1)e

elog/s I Is13

=> m + 1 = 1t13//s+2ds + k]

gsiteds
-
Jeds . K

.ce

Y952 + K =.... to

u(t) = +3 (logt - 2 + k)
,

to

m(t) = - (3) - logt+2
- k)

,
to

M · (t) = a(t)u(t) + b(t)u(t)" con 250
,

2 + 1

↓ = 0 + m'(t) = a(t)m(t) + b(t) >

X = 1 -> m'(t) = a(t)m(t) + b(t)u(t) = (a(t) + b(t)]u(t) -

1

M · (t) = a(t(n(t) + b(t)u(t) z = m

5 - a

- u = z1
- a

mi(t) =-z( a
- 1)

. z

X
&

1 z(1a -1)
. z) = d(t)zza

+ b(t) =1- a
Z

x- 1

1 - 2

1
+ z = a(t)zza - =-c

+ b(t) = a(t)z + b(t)
1 - Q



Che è un'equazione lineare del primo ordine

Da cui

Esempio:

Equazioni lineari a coefficienti costanti di ordine n:

Scriviamo il polinomio caratteristico associato:

Siano Le radici di questo polinomio

Se tutte le radici sono distinte allora alcune soluzioni dell’equazione iniziale sono esponenziali della forma

Osservazione

Sono soluzioni dell’equazione inziale, allora é soluzione anche 

=> z = (1-x)a(t(z + (1 - x)b(t)

(1-

c)A(t)(((z - a)b(s) =
(- C)A(s)ds + m]z(t) = e

u(t) = z(t)
= c

= et(t)((- x(b(x)ik
-(Ax)ds + k)

=
7

mist) = M(t)
+ M ,

Mit = actut + btet
t2

a(t) = En ,

b(t) = En ,
a = 2

z( + ) = e -4A(t)(((z - a)b(s)e
(- CA(s)ds + m]

Alt = SEdt = SEdt = -E ,
1 - d = 1 - 2 = - 1

-> S1z-aldbie
1-41Alds =

- 9615]eAds =

Sbisset ds = fin e 5 ds
= e

- 5

z(H) = e

-

A(t)[f(z- a(b(s)e
(- 1 + ()

ds + k]

u(t) = e

-
( + E + k) ,

keIR

un + an -=(2)

+ an -
2m( -

4

+... + d= M + dom = 0 Dove di-IR
,

ti

p(x) = 1 + an -21"
-7

+ an-274
- 2

+... + 21x + 20

77
,

12 , ...,
an

u(t) = exit

Se M1
,
Mz 241 + Buz

=> u(t) = az ext + 12e

+ 2t
+... + anett

,
xi-IR



Esempio

Scriviamo il polinomio caratteristico

Problema di Cauchy

Lemma

u in C1 soddisfa il problema di Cauchy solo se soddisfa il sistema.
Per risolvere il problema basta trovare u che soddisfa

Equazioni differenziali del secondo ordine omogenee a coefficienti costanti

Cominciamo con scrivere il polinomio caratteristico

Calcoliamo le radici del polinomio caratteristico

1 - Due soluzioni reali distinte

2 - Due soluzioni reali coincidenti

3 - Due soluzioni complesse coniugate

Metodo di somiglianza per la soluzione particolare

1 - Troviamo l’integrale dell’omogenea associata

2 - La soluzione generale sarà Soluzione particolare

Se il termine noto è dato dalla somma di due o più termini 
ripeteremo lo stesso procedimento per ogni termine e la 
soluzione finale sarà data dalla somme di tutte le soluzioni 
ottenute 

M" + u = 0

1 + 1 = 0 - 11 = i
,

12 = - i

=> u(t) = 21 eit + aze
it

= a1(cos(t) + isu(t)) + 22 (cos(t) - iseu(t)

S- x1 = 12 -> M1(t) = 2x coslt)

Sal=- az -> M2(t) = Ziaseusty

=> us(t) = cost sorzione

=> E2 it) = secti sorzione

Sust) = f(t
,
u(t))

M(tol = Mo

t

u(t) = mo + ff(s ,
M(s))ds

to

y"(t) + d = y'(t) + doy(t) = 0

* + d = X + do = 0

11t 12 t
↑1 = 12 = y(t) = ce + ce

11 = 12 = 4 = y(t) = cext + + ext

21 = x + iB ,
12 = 1- iB = y(t) = cecos(Bt) + cetsin (Bt)

y"(t) + day(t) + doy(t) = g(t) cowg(t) = e Q(t)
,

Q(t) : pocimonio Nout variabile t

g(t) = Q(t) = 1 = 0
, g(t) = cos(Bt)Q(t) , y(t) = sin(pt)@(t) , g(t) = ectros(PtQ(t)

, g(t) = extsin/Bt)OIti

Yo(t) = c+ yz(t) + czyz(t)
7

y(t) = yo(t) + j(t) cow j(t)



Scelta della soluzione particolare nel metodo di somiglianza

A - polinomio caratteristico ha due radici reali distinte

B - una sola radice con molteplicità due

C - due radici complesse coniugate

Se g(t) é del tipo 

1

2

3

&= + 22 = yz(t) = e11t
, yest) = e12t

* => y1(t) = efot
, yz(t) = texot

2z + iBz, xz - iB1 = yz(t) = e+
cos(B1t)

, yz(t) = etsin (Bet)

Q (t) oppure allett si hanno the casi :

1 = 11 oppure J = 12 + j(t) = text(t) con Ch polinomio peno stesso guado di Qut)

4 = Xo < y(t) = fe*talt) con Ch polinomio pero stesso guado di Qu

* Non coincide +> ilt) = e**Ct) con Ch polinomio pero stesso guado di Qu


