


Esercizio 1
Equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti non omogenea
9w r ) = xe*

Step 1: troviamo una soluzione all'omogenea associata.

Y' ) ragea=o A%t =0 3 A= rad
Soluzione dell’lomogenea

24t -t K )
ke v wae = Ko [ rslab) + A3 (at)] ¢ wz [cos(2f) - 4 sen(2t)]

3&)
= o eos(ih) + dad sen (26) 1+ K2cas(at) - R2isem(at)
= A4 (1+d) cos(at) + az (4-R) seulat)

= deos(2x? + bsem(zx)

Cerchiamo una soluzione particolare della non omoegena del tipo

3({) = ax) os(2x) + b(x)sem(zx)

3 .
Utilizziamo il metodo di somigli s(.‘): a(x]f_lx :xgx/ A=1 F M2:= £24
La soluzione particolare & quindi della forma: 8(7&] = [l,‘ (B +Ax):= Be* + A—)(e,)( = ¢ (Ax+B)

= X L3 *) = x X X x X

Calcoliamone la derivata 3 1= BReX + Ale®+ xe”) = Be* + Ae™  Axe® = Ae* &+ (Ax+B)Y
Calcoliamo anche la derivata seconda 3"()(] = At + At 4 (A’d—B)(’f = 9* (Ax t 2A +B)
Andiamo adesso a sostituire nell’equazione differenziale di partenza
‘a“bﬂ r f-\‘a(&) = Kc* —> Equazione di partenza
e (Ax+2A+B)+ & (Ax+B) et = xe* E risolvendo troviamo che

Axe” v 280" + Be* + uhxe” + a4Be® = xe*

—

S shxe* v (2A +sBR) eX = xe* Imponendo adesso il sistema:
i
1 - o
SA = & 5 (k=3 )A _5_,.
2P+ 3R =0 5K = '% B= o

Sostituendo nella soluzione trovata da noi: 5(“ = (Ax+B) = gy‘ ( 15;>L = 235

La soluzione trovata danoi diventa 3 <as (2x? + hsem(zx) + ex (%x - 235 )
-‘N—d_

Soluzione dell’omoegenea Soluzione particolare



Esercizio 2
Studiare I’equazione differenziale al variare del parametro alpha
Ax" () - 2X () ¢ xtb) = e ¢ sintt)

x(el = r'0) = o

“)
=0
S kxtt) = b + s
Sostituendo le condizioni inziali: -2(0) +(9) = ¢ 4 Sin(d) 5 0=4 No! 11 problema non ammette quindi soluzione

AA)
KeLd

&Az-a.ﬁ 140 — M= 23 N4- 4k - 1ifa-x Due soluzioni distinte
&

t 2K
x(£) = Cﬂ—eﬁ’\t + Cztﬁl

CAal)
t t
K=l = Ar=13z-= :—L=i\ S xlt) = Meﬁ o (_,,'be_M'-—-\ La.e_t-\-c;t'e
(Aaix)
X >4 —) Due soluzioni complesse coniugate 2 = 4 + A Nk- 4 3 AL= 14 A Nk-1 , Az= 2 _ ifNk-2
T & ] «" T " T

b oy
3n18) = caetcos [Nﬂ: ¢] « aean [&= t]
o~ I3

Cerchiamo adesso una soluzione particolare nel caso che alpha non sia 1

Q:_l

Consideriamo prima solamente il termine esponenziale

Non coincidendo il termine all’esponente com una delle radici:
2L = e 0L = Ret

o) = gt

2!\ ®) = BEAt

Andando a sostituire nell’equazione di partenza

ax" () - 2x ) ¢ xUg) = e

o(Bet—zlxﬁ oLl BJ’: eV
3 o_{_’(nk&- 2B+ B) = e*’
A

=3 B-xR=2 3 R (o) =4 D R= i

SRE) = At

T ®



@)

Consideriamo adesso solamente il termine sinusoidale

g = £V sin (BH) QLE)
=90

Non coincidendo il coefficiente della soluzione particolare con una delle
soluzioni del polinomio caratteristico possiamo scrivere:

X2 (£) = Asinlt) + Beos (t)
6 = Aceslt) = Bsin(h)
Ta' (k) = - Asin(£) - Bens()

Andando a sostituire nella equazione di partenza
ax"(£) - 2x' ) ¢ XY = sinlt)
& (- ASin(e) - Beos(8)) - 2 (Freaslt) - Bsint)) + AsintE) + Rwes it)

U

= - aAsia(t) - AR LE) - 2A ey k) - 2R5in LE) ¢ ASIRLE) + Reosi

= sinlg) [-oxA-ngf] + wo3t) [_ «B-2A +B) = sinly)

~
-oA-2R+A = L 4y §-xa -2 T tA = > _ch-,fTA“M.
2A

-xR-2ArR =70 R(A-)= 2A 5 R =

S _A("'“*;T.,,):LA A= (o((L-ocl ,_44-.__“)=_,]_ D A= ‘u-ot(a_-ok)]_a';

LT N 1 -t

R = 2z (-a)(a-o) -2

L-o o ex(a-or) G o (Ao

I restanti casi sono simili

Esercizio 3

Risolvere il seguente problema di Cauchy

sinlk)
sinlk)

- (A=)
4+ ok (A=)

Aran>  *
3 Y = 4 ( (3 ) 5 Per ricondurci ad una forma risolvibile con i nostri metodi facciamo la seguente sostituzione:

Ylo) = -2, 4ir=a G = 2ge) e gl = Z0eo) Y

=) 'j'(x]:%l ) = ¢z

Andiamo a risolvere il seguente problema

L
22 = It%— 37'
E(-A)= 4 E(-a(m) 2 3'()&)

Zlyto)) = ¥
2(-1) = L

= 2R -z (Yx)



Dividendo per z otteniamo

oAbk B
T= o o
Z(-1) =4

Questa é una equazione differenziale di Bernoulli con alpha =-1

Equazione di Bernoullt

s
e = At utd) ¢ b mik) con  AF0, AF 4

ME) = 4[\”.\.‘\.’] - £ = Lalt)- 'AZM-J‘L“'-)
MLE) ?

=% k= -yt <= a

4
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et w i il o = s
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g )
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