
Successioni e serie di funzioni

consideriamo

Def: Diciamo che la successione converge puntualmente ad una funzione

esempio: prendiamo 

le funzioni non convergono puntualmente a nessuna funzione 

Se considero l’intervallo chiuso

convergono puntualmente a 

puntualmente



OSS: convergono puntualmente ad se e solo se 

Definizione di CONVERGENZA UNIFORME

Allora fn converge a f uniformemente su E se

Nel caso della convergenza puntuale

Nel caso della convergenza uniforme 

uniformemente puntualmente

OSS: convergenza puntuale delle non implica necessariamente che uniformemente 

Abbiamo già osservato che puntualmente dove

Verifichiamo che uniformemente se converge uniformemente 

Tuttavia si ha che per



Consideriamo le funzioni definite come

puntualmente per verificare la convergenza uniforme devo dimostrare che 

Visto che le successioni 

OSS: definiamo la seguente quantità
data

Inoltre e infine vale la disuguaglianza triangolare 

In particolare le quantità 

definisco una distanza tra le funzioni f e g

Teorema: siano funzioni 

Allora uniformemente se e solo se 

Supponiamo 

ricordiamo che 

uniformemente 



Viceversa supponiamo uniformemente 

compatto

Teorema funzione continua su E e supponiamo fn->f uniformemente su E. Allora f é continua su E

uniformemente 

Abbiamo mostrato che 

Teorema: siano funzioni integrabili e supponiamo uniformemente 

OSS: é integrabile se e solo se integrabili tali che 

Essendo h e g integrabili



Abbiamo mostrato che 

Vieto che é arbitrario, f é integrabile 

Viceversa se f é integrabile ovviamente esistono funzioni integrabili h e g con

stanno convertendo uniformemente a f

Similmente 

Abbiamo mostrato che integrabili tali che 

Per l’osservazione precedente f é integrabile.
Dimostriamo che

Voglio dimostrare che

visto che queso conclude la dimostrazione.



Teorema: Siano e suppongo che uniformemente 

uniformemente 

Allora f é di classe 

Utilizziamo il teorema fondamentale del calcolo integrale che dice che

Il teorema precedente ci dice che g, essendo limite uniforme di funzioni integrabili , é integrabile

(g è continua perché limite uniforme di funzioni continue) 

D’altro conto so che uniformemente e quindi 
anche puntualmente 

Ponendo il limite nella     otteniamo

quindi il teorema fondamentale del calcolo integrale mi dice


