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Capitolo 1

Nozioni Preliminari

1.1 Spazi metrici e topologia

Denotiamo con X un generico insieme non vuoto.

Definizione 1.1.1. Una funzione d : X x X — [0, 4+00] si dice metrica su X (o anche distanza
su X) se valgono le seguenti proprieta:

(i) d(x,y) > 0 per ogni z,y € X e d(z,y) = 0 se e solo se z = y;
(ii) d(z,y) = d(y,z) per ogni x,y € X;
(ii) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) per ogni z,y,z € X.
Un insieme X dotato di metrica d si chiama spazio metrico, e si indica con (X, d).

Osservazione 1.1.2. Se Y C X ¢ un sottoinsieme non vuoto di X e (X,d) ¢ uno spazio
metrico, allora risulta che anche (Y, d) & uno spazio metrico.

Esempio 1.1.3. L’insieme dei numeri reali R dotato della distanza d(z,y) := |z — y|, per
ogni x,y € R, & uno spazio metrico. Come conseguenza dell’osservazione precedente si ha
anche che (N, d), (Z,d), (Q, d) sono spazi metrici, e piu in generale (E, d) & uno spazio metrico
per ogni sottoinsieme non vuoto £ C R.

Esempio 1.1.4. Lo spazio vettoriale R™ & usualmente dotato della metrica euclidea d. data

da
de(z,y) = |lz —yll = (1.1.1)
per ogni z,y € R", dove z; indica la i-esima coordinata di x = (x1,x9,...,2,). Si noti pero
che possiamo definire altre metriche su R, come per esempio
n
dy(2,y) ==Y | — i, (1.1.2)
i=1
doo(2,y) := max{|z1 — 1|, |z2 — Y2, .- -, |Tn — ynl}, (1.1.3)

definite per ogni x,y € R™.
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Osserviamo preliminarmente che la disuguaglianza triangolare implica la seguente: dati
x,y,z € X, si ha

|d(z,2) — d(z,y)| < d(z,y). (1.1.4)
Infatti per la disuguaglianza triangolare abbiamo

d(x, z) — d(z,y) < d(z,y)
e anche

d(z,y) = d(x,2) < d(z,y)

le quali, messe insieme, implicano ((1.1.4)).

L’introduzione di una metrica su un insieme X fornisce automaticamente una topologia su
X, e cosi X diventa uno spazio topologico. Nello specifico, avremo a disposizione una base
per gli insiemi aperti in (X, d) che ¢ data dalle palle aperte, definite come segue:

Definizione 1.1.5. Sia (X, d) uno spazio metrico, allora la palla aperta centrata in x € X e
con raggio r > 0 ¢ l'insieme
By (z):={ye X :|lz—y|<r}

Un insieme A C X si dice aperto se per ogni x € A esiste una palla B,(x) contenuta in A,
ovvero B,(z) C A. Un insieme C' C X si dira chiuso se il suo complementare C¢:= X \ C' ¢
aperto.

Per definizione si considera I'insieme vuoto @ aperto. Insiemi aperti e chiusi godono delle
seguenti proprieta:
e Se A ¢ aperto, allora A°:= X \ A & chiuso, e viceversa se C' ¢ chiuso allora C° & aperto;

e Se (A;)ier ¢ famiglia qualsiasi di insiemi aperti A;, dove i ¢ un indice che varia in un
insieme di indici I, allora 'insieme
A= 4,

i€l
ottenuto facendo 'unione di tutti gli A;, € ancora un insieme aperto;
e Se (Cy)ier ¢ famiglia qualsiasi di insiemi chiusi C; allora I'insieme
=, (1.1.5)
el
ottenuto facendo l'intersezione di tutti gli C;, & ancora un insieme chiuso.
Introduciamo ora il concetto di convergenza:

Definizione 1.1.6. Sia (z,) C X una successione e sia x € X. Diremo che la successione
(z5,) tende a z (quando n — o) se e solo se
lim d(z,,z) = 0. (1.1.6)

n—oo

In tal caso scriveremo
Ty — X

per indicare che (z,) tende a x quando n — oc.
Diremo che una successione (z,) € X ¢ convergente se esiste z € X tale che z,, — =
quando n — 4o0.
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Equivalentemente, avremmo potuto dire che la successione (z,,) tende a x se e solo se vale
la condizione seguente

Ve >0 dN. € N tale che d(z,,z)<e Vn> N.. (1.1.7)
Ovvero, usando la nozione di palla B,(x), se e solo se vale la seguente condizione
Vr >0 dN, € N tale che =z, € B.(z) Vn > N,. (1.1.8)

Definizione 1.1.7. Sia £ C X; un punto z € X si dice punto di accumulazione per E se
per ogni r > 0 esiste un punto y # = con y € E N B,(x).

Osserviamo che se x ¢ un punto di accumulazione per E, non necessariamente r € FE.
Tuttavia esiste sempre una successione (x,) C E \ {z} tale che x,, — z quando n — +oc.
Infatti, per definizione di punto di accumulazione, per ogni n > 0 esistera un punto y # x,
y € EN Bi(z). Denotando y = x,, troviamo cosi una successione che tende a z. Fissato

n

infatti r > 0, esiste un N, € N tale N% < r, e inoltre z, € B1i(x) C By(z) per ogni n > N.
Questo implica che x,, — = grazie alla definizione (|1.1.8)).
Definizione 1.1.8. Sia £ C X; sia C(F) la famiglia costituita da tutti gli insiemi chiusi che

contengono F:
C(E) :={C C X tale che C & chiuso e C D E}.

Allora chiameremo chiusura di F l'insieme E definito come

E = ﬂ C,
)

CeC(E
I’intersezione di tutti gli insiemi chiusi contenenti F.

Si osserva che per la proprieta (1.1.5), E & un insieme chiuso. Inoltre, ovviamente E
contiene E. Possiamo anche dire che F ¢ “il piu piccolo” insieme chiuso contenente F, nel
senso che se C' ¢ un insieme chiuso contenente F, allora E C C' (questo segue dal fatto che

CeC(E)).

Definizione 1.1.9. Sia £ C X e sia A(F) la famiglia di tutti gli insiemi aperti contenuti in
E, ovvero

A(E) .= {A C X tale che A ¢ apertoe A C E}.

Allora la parte interna di E, denotata con E, e definita da

o

E = U A,

A€ A(E)
I'unione di tutti gli insiemi aperti contenuti in F.
[e]
Anche in questo caso osserviamo che E & necessariamente un insieme aperto e che & conte-

o]
nuto in E. Possiamo anche dire che E ¢ “il piu grande” insieme aperto contenuto in F, nel

o
senso che se A ¢ un insieme aperto contenuto in E, allora A C E (infatti A € A(E)).
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Lemma 1.1.10. Sia C C X un insieme chiuso e supponiamo che (x,) sia una successione
con x, € C per ognin e tale che x, — x quando n — oco. Allora x € C.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo = ¢ C. Allora z € C¢, e C° & un insieme aperto,
quindi esiste r > 0 tale che B,(z) C C°. Ma questo ¢ assurdo, perche visto che x,, — z, per
la (|1.1.8) troveremo sempre punti x,, in B,(z) C C¢, contraddicendo il fatto che =, € C. O

Lemma 1.1.11. Sia E C X; allora x € E se e solo se esiste una successione (z,) € E tale
che x, — x quando n — 4o0.

Dimostrazione. Essendo E un insieme chiuso, se z,, € E C E, allora per il lemma precedente
x € E. Viceversa supponiamo = € E e prendiamo n € N; allora esistera un elemento
Ty € Bi(z)N E. Infatti, qualora avessimo Bi(z) N E = @, si avra che B1(z)¢ & un chiuso
Contene;lte E, e quindi E C Bi(x)¢, che imglica r ¢ E, assurdo. Quindril per ogni n € N
esiste x, € Bi(z) con xz, € E:1 e pertanto la successione (x,) converge a x (verificarlo) e
soddisfa la tesi del lemma. O

Corollario 1.1.12. Ogni punto di accumulazione per E C X appartiene a E.

Corollario 1.1.13. Un insieme C C X ¢é chiuso se e solo se per ogni successione (x,) C C
tale che x, — x quando n — oo, si ha x € C.

Dimostrazione. 11 “solo se” & implicato dal Lemma [1.1.10} viceversa, supponiamo per ogni
successione (x,) € C con z, — x quando n — oo, si abbia z € C. Per il Lemma
abbiamo che ogni x € C' ammette una successione (r,,) C C con x,, — , e quindi per I'ipotesi
fatta avremo anche x € C. In altre parole, ogni punto di C' appartiene anche a C, e quindi
necessariamente C' = C. Essendo C chiuso, anche C lo ¢, e abbiamo concluso. O

Definizione 1.1.14. Sia £ C X un insieme non vuoto; definiamo il diametro di E il numero
(eventualmente pari a +00)

diam(F) := sup{d(z,y) : =,y € E}.
Un insieme F C X si dice limitato se esiste r > 0 e un punto = € X tale che E C B,(x).

Grazie alla disuguaglianza triangolare possiamo dimostrare che il diametro di una palla di
raggio r ¢ sempre minore o uguale a 2r. Infatti, se z ¢ il centro della palla e z,y € B,(z2),
allora

d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) <r+r=2r

Visto che questa disuguaglianza vale per ogni x,y € B,(z), anche 'estremo superiore di
d(z,y) su tutti gli z,y € B,(z) sara < 2r.

In particolare deduciamo che se £ C X ¢ un insieme limitato, allora il suo diametro e
finito. Infatti F C B,(x) e quindi diam(F) < diam(B,(z)) < 2r.

Si puo anche dimostrare che se diam(E) < +oo allora E ¢ un insieme limitato. Lasciamo
quest’ultima prova per esercizio.

Definizione 1.1.15. Sia (X, d) uno spazio metrico, e sia f : X — R una funzione. Allora f
si dice continua in T € X se

Ve>035>0 percui |f(y)— f(T)] <e Vye X tale che d(z,y) <. (1.1.9)
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Una funzione f : X — R si dice continua su E C X se ¢ continua in ogni 7 € E.
Una funzione f : X — R si dice uniformemente continua su E C X se

Ve>036>0 percui |f(y)— f(z)]<e Va,ye€ E taliched(z,y) <. (1.1.10)

Osservazione 1.1.16. Dire che f & continua in T equivale a richiedere che per ogni succes-
sione (z;) che converge a Z, si ha
f(@n) = f(T).

Dimostrare questa equivalenza per esercizio.

Osservazione 1.1.17. Osserviamo che I'uniforme continuita di f su E implica la continuita
di f su F, ma le due nozioni non sono equivalenti. Potremmo infatti dire che se f & continua
su F, allora vale la seguente condizione:

Vee E,Ve>030=0(z) >0 percui |[f(y)— f(zx)]<e VyeX: d(zy) <4 (1.1.11)

Questa condizione contiene la formula Vz all’inizio, mentre nella (|1.1.10]) tale formula e pre-
sente alla fine. Questo significa, nella (1.1.11]) che Desistenza di 6 > 0 dipende da quale x
abbiamo fissato. Ovvero il valore di § dipende da z, e per questo abbiamo scritto 6 = §(z).

Nella (1.1.10) il valore di § > 0 e invece lo stesso per ogni x € E.

Osservazione 1.1.18. Notiamo infine che se f & una funzione continua su X, allora con-
troimmagine f~!(A) di un insieme aperto A C R & sempre un aperto in X. Viceversa, una
funzione f ¢ continua su X se per ogni aperto A C R la sua controimmagine f~1(A) ¢ aperta
in X. Lasciamo questa verifica per esercizio.

Come conseguenza si nota che se f : X — R & continua allora la controimmagine di un
insieme chiuso C' C R & sempre chiusa in X.

Lemma 1.1.19. Sia T € X. Allora la funzione d(Z,-) : X — [0,400] (quella che associa ad
ogni x € X il valore d(T,x)) é continua su X .

Dimostrazione. Facciamo vedere, utilizzando 1'Osservazione [1.1.16] che se z,, — = quando
n — oo, allora
d(Z,z,) — d(T, ).

Per la formula (1.1.4), si ha
|d(Z, zp) — d(T, 2)| < d(xp, ),
ed ora, se tende a zero il membro di destra, lo fara anche il membro di sinistra essendo non

negativo. O

Lemma 1.1.20. Siano (x,) e (y,) due successioni in X tali che x, — = € y, — y quando
n — oco. Allora
d(l’n, yn) — d(:n,y) quando n — oQ.

Dimostrazione. Per la disuguaglianza triangolare e per la ([1.1.4]) possiamo scrivere
|d(zn, yn) — d(z,y)| = [d(zn, yn) — d(zn, y) + d(zn, y) — d(z,y)|
< d(@n, yn) — d(@n, y)| + |d(2n, y) — d(z,y)]
< d(Yn, y) + d(2n, ).

Ora il membro di destra tende a zero, e quindi lo fara anche il membro di sinistra essendo
non negativo. O



8 CAPITOLO 1. NOZIONI PRELIMINARI

Definizione 1.1.21. Se x € X e r > 0 definiamo il disco di centro x e raggio r I'insieme
D,(z) ={y e X : d(z,y) <r}.

Ovviamente si ha B.(z) C D,(z) per ogni z € X e r > 0. Inoltre, si osserva che D,(x)
e chiuso. Quest’affermazione puo essere verificata in due modi, il primo e utilizzando il
Corollario e sfruttando la continuita della funzione d(-,z) (lasciamo la verifica per
esercizio), il secondo ¢ osservando che D, (x) & la controimmagine dell’intervallo chiuso [0, r]
rispetto la funzione continua d(-, x), e quindi sara chiuso (si veda Osservazione .

Come conseguenza avremo B,(X) C D,(z) per ogni »r > 0 e x € X. Tuttavia non &
sempre vero che tale inclusione sia in realta un’uguaglianza (dipende dallo spazio metrico in
considerazione).

Esercizio 1.1.22. Si trovi un esempio di spazio metrico (X,d) in cui puo accadere che
B.(X) # D,(x).

Anche per i dischi D, (z) si verifica che diam(D,(z)) < 2r.

1.2 Compattezza e completezza in spazi metrici
Definizione 1.2.1. Una successione (z,) C X si dice di Cauchy se vale la seguente proprieta:
Ve > 0 3N, € N tale che d(zp,zm) <e Vn,m > N.. (1.2.1)

Si verifica immediatamente che ogni successione convergente ¢ una successione di Cauchy
(esercizio). Il viceversa non & sempre vero, a meno che (X, d) non sia uno spazio completo:

Definizione 1.2.2. Uno spazio metrico (X, d) si dice completo se ogni successione di Cauchy
¢ convergente. Un sottoinsieme E di X si dice completo se lo spazio metrico (E,d) risulta
completo.

Lasciamo per esercizio la verifica del seguente lemma:

Lemma 1.2.3. Sia (z,) C X una successione di Cauchy e supponiamo che ci sia una
sottosuccessione (T, ) convergente a x. Allora necessariamente tutta la successione (xy)
converge a .

Mostriamo invece il seguente fatto:

Lemma 1.2.4. Sia (X, d) uno spazio metrico completo, e sia E C X un sottoinsieme. Allora
E ¢ completo se e solo se ¢ chiuso.

Dimostrazione. Supponiamo F & completo e prendiamo una successione (x,) C E conver-
gente. Allora essa ¢ di Cauchy, ed essendo E completo il suo limite sara in E. Pertanto E e
chiuso per il Corollario [I.1.13]

Viceversa, se (z,) C E € una successione di Cauchy, allora essa ammette limite z € X (X
e completo), e sempre per lo stesso Corollario si ha € E. Quindi E & completo. ]

La nozione di compattezza in spazi topologici ¢ la seguente:
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Definizione 1.2.5. Dato £ C X, diremo che una famiglia di insiemi aperti {A; : i € I}
forma un ricoprimento aperto di E se

EgUm.
el

Un insieme K C X non vuoto si dice compatto se vale la seguente condizione: per ogni
ricoprimento aperto {4; : 4 € I} di K esiste un (sotto-)ricoprimento {A; :i € I} con I C I e
I di cardinalita finita, tale che

KQU@

ieT

Osservazione 1.2.6. Si vede facilmente che se K1, Ko, ..., K, sono compatti, allora anche
la loro unione K = U’ | K; risulta essere un insieme compatto (esercizio).

In presenza di una metrica si utilizza la seguente nozione:

Definizione 1.2.7. Un insieme K C X non vuoto si dice compatto per successioni se vale
la seguente condizione: per ogni successione (z,) C K esiste una sottosuccessione (zp, )
convergente ad un punto = € K.

Per caratterizzare gli insiemi compatti in uno spazio metrico abbiamo bisogno della se-
guente nozione:

Definizione 1.2.8. Un insieme E C X si dice totalmente limitato se vale la seguente con-
dizione: per ogni € > 0 esiste n € N e un numero finito di punti {z1,...,2,} C X tali
che

1=1

Osservazione 1.2.9. Si verifica immediatamente (esercizio) che ogni sottoinsieme F' C E di
un insieme FE totalmente limitato, & totalmente limitato.

Osservazione 1.2.10. Si verifica anche che se FE ¢ totalmente limitato, allora deve essere
anche limitato. Il viceversa non e sempre vero.

In uno spazio metrico vale il seguente risultato:

Teorema 1.2.11. Sia (X, d) uno spazio metrico e sia K C X. Allora le sequenti affermazioni
sono equivalenti:

(i) K ¢é compatto per successioni;
(i) K é totalmente limitato e completo;
(iii) K é compatto.

Come conseguenza le due nozioni di compattezza e compattezza per successioni sono
equivalenti in spazi metrici.
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Dimostrazione. Per dimostrare il teorema facciamo vedere le tre implicazioni (i)=-(ii), (ii)=-(iii),
e (iii)=(i).

(i)=(ii): supponiamo K compatto per successioni, e prendiamo (z,) C K una successione
di Cauchy. Essendo K compatto per successioni, esiste una sottosuccessione (z, ) convergente
ad un punto x € K. Per il Lemma tutta la successione z, tende a x € K, e quindi
K risulta completo. Mostriamo ora che K deve essere totalmente limitato. Supponiamo per
assurdo non lo sia; negando la proprieta di totale limitatezza, deduciamo che

J2 > 0: Vn € N non esiste alcuna famiglia di n palle di raggio € che ricopre K.  (1.2.2)

Prendiamo ora x; € K; per la proprieta precedente deve esistere necessariamente xg € K \
Bz(z1) (altrimenti Bz(z1 ) ricoprirebbe K'). Similmente, deve esistere x3 € K\ Bz(x1)\ Bz(z2),
e cosl via, per ogni k > 0 esiste zj, € K \ (Ui-:llBg(aci)). In questo modo abbiamo costruito
una successione (xy) C K che verificheremo non ammettere sottosuccessioni convergenti (e
questo contraddira il fatto che K & compatto per successioni). Infatti, per come ¢ definita la
successione, avremo che

Vn,m €N, n#m, siha d(z,,zm)>¢E.

Pertanto, anche se prendiamo una sottosuccessione (7y,) di (7x), essa avra elementi che
distano a due a due almeno g. In particolare si vede che (zj,) non & una successione di
Cauchy, e quindi non puo essere convergente. Pertanto abbiamo trovato un assurdo con
I'ipotesi che K fosse compatto per successioni.

(ii)=-(iii): supponiamo K totalmente limitato e completo. In quanto totalmente limitato,
per ogni € > 0 esistono N. € N e dischi D.(p;), coni =1,..., N, tali che K C ;5 D-(pi).
In particolare, ponendo € = 1, ci sono N € N dischi D;(p;) tali che

K C Dl(pl) J---u Dl(pN)-

Supponiamo ora per assurdo che K non sia compatto. Esisterebbe allora un ricoprimento
aperto {A; : i € I} di K tale che nessun suo sottoricoprimento {A; : i € I}, con I C I
di cardinalita finita, soddisfa K C U, eTAi' Ne deduciamo che almeno uno tra gli insiemi
KN Di(p1), KN Di(p2), ..., KN Di(pn), NONE| puo essere ricoperto con un numero finito
di aperti in {4; : i € I'}. Senza perdita di generalita diciamo che tale insieme ¢ K N Dy (p1)
e rinominiamolo K7 := K N D1(p1). Anche quest’ultimo ¢ totalmente limitato (Osservazione
, quindi possiamo ricoprirlo con dischi di raggio %, in modo che

K1 € Di(p)U---UDi(pn),

dove i punti p; non sono gli stessi del caso precedente. Anche in questo caso, visto che per

K7 non possiamo trovare un sottoricoprimento finito di {A; : ¢ € I}, necessariamente almeno

uno tra gli insiemi K1 N D1 (p1), K1ND1i(p2), ..., K1NDi(py) non pud essere ricoperto con
2 2 2

nfatti, se per ogni h = 1,..., N esistesse un sottoricoprimento finito degli {A; : 4 € I}, (chiamiamolo
A; 11 € Iy}, con I, insieme finito) tale che (K N D1(pr)) C U, A;, allora si avrebbe
{ I b el )
K CU,._+A;,

i€l

conl=IU... ,UIN un insieme finito; questo contraddirebbe quanto detto in precedenza.
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un numero finito di aperti A;. Supponiamo tale insieme sia Ky := K1 N D1(p1). Possiamo
2

allora procedere come prima, ovvero trovare dei dischi di raggio i tali che
Ky C D%(m) U---u D%(pN)v

e almeno uno tra gli insiemi Ko N D1(p1), K2 N Di(p2), ..., Ko N Di(py) non puod essere
4 4 4

ricoperto con un numero finito di aperti A4;, e chiamamo esso K3. Procedendo ricorsivamente,

per ogni n € N definiamo K, quell’insieme tra K, 1 N D 1 (pl) K, 1nD 1 (pg) cee

K,1N D 1 (pN) che non puo essere ricoperto con un numero finito di aperti A Una volta

definita questa successione di insiemi K, prendiamo per ogni n un punto z, € K,. Per
definizione avremo, per ogni n € N,

Kn+1 C Krm
Kny1 C© Din( ),

per qualche punto p. Se ne deduce che |z — 2| < 2% per ogni k,m > n. In particolare,
la successione (z,) C K sara di Cauchy, ed essendo K completo, essa tendera ad un punto
T € K. A questo punto, esistera un aperto A € {A; : i € I} per cui T € A. Essendo
A aperto, esso conterra una palla B,(T) centrata in T, e di conseguenza, se n & tale che
Qn%l < r, risultera che K, 1 ¢ contenuto in B,(Z) C A. Ma questo implica che K, 11 puo
essere ricoperto da A, ovvero esiste un sottoricoprimento finito di {A4; : i € I'} che copre K, +1
(tale sottoricoprimento & quello costituito dal solo aperto A). Pertanto abbiamo trovato una
contraddizione, che deriva dall’ipotesi fatta che K non fosse compatto.

(iii)=-(i): supponiamo K compatto e, sempre per assurdo, assumiamo che K non sia
compatto per successioni. Esistera di conseguenza una successione (z,,) C K che non ammette
sottosuccessioni convergenti. Da questa ipotesi discende il seguente fatto:

Ve € K 3r(z) >0 tale che #{n:x, € By (x)} < +o0. (1.2.3)

In altre parole, per ogni x € K esiste una pallina centrata in x che contiene solo un numero
finito di punti della successione (x,). Infatti, se esistesse un punto Z tale che per ogni pallina
B, (z) ci fossero infiniti elementi in (x,), sarebbe possibile estrarre una sottosuccessione da
(x,) convergente a x (dimostrarlo per esercizio). Ora dalla condizione deduciamo che
la famiglia di palline {B,(;)(z) : z € K} forma un ricoprimento aperto di K. Essendo K
compatto possiamo trovare un sottoricoprimento finito, ovvero un numero finito di punti pq,
pa2, ..., pn tali che

K C Uﬁ\ilBr(pi) (pz)

Questo porta ad un assurdo, perche se ognuna delle palline a membro di destra contiene un
numero finito di punti (x, ), anche Uf\ilBr(pi)(pi) contiene solo un numero finito di punti in
(z5,); quindi anche K non potrebbe contenere tutta la successione (z,), assurdo. Questo
conclude la dimostrazione. O

Osservazione 1.2.12. La compattezza per successioni di un insieme E implica la chiusura
di E. Di conseguenza, ogni insieme compatto E (equivalentemente compatto per successioni)
risulta anche chiuso.
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Nel caso speciale in cui siamo nello spazio metrico R™ dotato della distanza Euclideaﬂ si
dimostra che la limitatezza di un insieme E & equivalente alla limitatezza per successioni di
E. Come conseguenza si deduce il seguente teorema:

Teorema 1.2.13. Sia E C R™. Allora E ¢ compatto se e solo se é chiuso e limitato.

Dimostrazione. Se E & compatto allora e chiuso e totalmente limitato, e quindi, essendo in
R™, sara limitato. Viceversa, supponiamo E chiuso e limitato. Essendo R™ completo, ogni suo
sottoinsieme chiuso &€ completo, e quindi anche E. Di conseguenza E ¢ completo e limitato,
quindi anche totalmente limitato, e pertanto compatto, come dimostra il Teorema [[.2.11] O

1.3 Lo spazio R" e le rette parametriche

Sia n un numero naturale > 1. Denotiamo con R" := R x R x ...R il prodotto cartesiano di
n copie dell’insieme dei numeri reali R. Nel caso n = 1 tale prodotto di riduce ad R stesso.
Ogni punto x € R" & rappresentato da una n-upla di numeri reali

x=(T1,...,%), nmeER Vi=1,...,n.

Lo spazio R™ dotato della distanza Euclidea d.(z,y) = ||z — y| definita in , risulta
essere uno spazio metrico completo e soddisfa la proprieta che un insieme M C R™ ¢ limitato
se e solo se e totalmente limitato. Segue quindi che un insieme K C R"™ & compatto se e solo
se e chiuso e limitato.

Sia g = (q1,-..,q,) € R™ un punto fissato, e sia v = (v, ...,v,) € R™ un vettore non nullo
(ovvero ¥ # (0,...,0)). Denoteremo con 753 la retta passante per il punto g e con direzione
v. Ogni punto p € rg5 di tale retta sara della forma

p=1q+to, (1.3.1)

dove t € R rappresenta un opportuno numero reale, detto parametro. Se p = (p1,...,pn)
sono le coordinate del punto p, allora I’espressione precedente coincide con

(plw . 7pn) = (Q1 +t’U1,. -y Qn +t/U’rL)

Al variare del parametro t € R, variera la posizione del punto p nella formula (1.3.1)); per
questo indicheremo il punto p con p(t), per evidenziare che il suo valore dipende dalla scelta
del parametro ¢t € R. Se il vettore ¥ & normalizzato (ovvero ||v|| = 1) allora la distanza tra il
punto p(t) e il punto g sara esattamente |t|. Infatti

1B(t) —all = llg + tv —qll = [[tv]| = [¢]][2]| = [¢].
L’espressione
p(t) =q+tv, teR, (1.3.2)

¢ detta espressione parametrica della retta r5 5 (o retta in forma parametrica), g ¢ detto punto
base della retta, ¥ la sua direzione.

2In realtd qualsiasi altra distanza equivalente.
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Vediamo ora come una retta r nel piano Cartesiano R? espressa dall’equazione
ax + by +c =0, (1.3.3)

si puo sempre esprimere in forma parametrica. Tale espressione ¢ detta forma implicita della
retta 7, e sta a significare che ogni punto p = (z,y) € R? appartiene alla retta se e solo se le
sue coordinate (x,%) soddisfano I'equazione in (1.3.3)). In altre parole r C R? coincide con

r:={(z,y) € R*: (1.3.3) & soddisfatta}.

Inoltre, nella (1.3.3]), si suppone che a e b non siano contemporaneamente nulli. Supponiamo
dunque a # 0 e poniamo

_ (—£,0) sea#0,

7= (q1,q2) = o

(0,—%) sea=0.

In ambo i casi il punto § ha coordinate che soddisfano la (1.3.3)), e quindi g appartiene alla
retta. Definiamo inoltre
7= (=b,a) € R?,

che sara un vettore non nullo. Supponiamo a # 0, e prendiamo ¢t € R qualsiasi, cosi il punto
p(t) = q+1tv = (—< —bt, at) si verifica immediatamente che appartiene a r (le sue coordinate
soddisfano (1.3.3])). Viceversa supponiamo p = (p1,p2) € r. Si avra

—c
ap1 +bps +¢c=0 = plzz—%b:ql—tb

— 2

- » mentre

dove abbiamo posto ¢
pgza@:at:(p%—at
a

(perche g2 = 0). Quindi per qualsiasi p € r abbiamo trovato che esiste ¢ € R tale che

P=Dp(t) =7 +tv.
Abbiamo quindi dimostrato che r = 753.

Una verifica simile si fa nel caso in cui supponiamo inizialmente che a = 0 (farlo per
esercizio).

Osservazione 1.3.1. Nel caso in cui b # 0 sappiamo, dal corso di Analisi 1, che ogni retta r
della forma (|1.3.3)) si puo scrivere come luogo di punti del piano le cui coordinate soddisfano

Yy =mx +q.

Viceversa, ogni retta che ammette questa espressione si esprime anche in forma implicita
come in (1.3.3). Pertanto ogni retta nella forma precedente ammette un’espressione in forma
parametrica.
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Capitolo 2
Funzioni di piu variabili

Considereremo in questo capitolo funzioni f definite su un aperto A C R™ e che prendono
valori in R¥, con n,k > 1. In questo caso, una funzione f : A — R¥ associa ad ogni punto
x € A il punto f(x) € R¥. Scriveremo

xr = (mlax% ce 7xn) f(:L‘) = (fl(m)’f2(x)v cee afk’(x))a

per indicare le coordinate di x e f(x). In particolare, per ogni i = 1,...,k, la coordinata f;
di f puo essere vista come una funzione f; : A — R che ad ogni x € A associa un numero

reale f;(x).

2.1 Calcolo differenziale in piu variabili

Definizione 2.1.1. Sia f : A — R* una funzione definita su un aperto A di R”, e sia = € A.
La funzione f si dice continua in x se per ogni € > 0 esiste un intorno U, C A di x tale che
per ogni y € Uy si ha || f(z) — f(y)|| < e. Inoltre f si dice continua su A se & continua in ogni
punto z € A.

Visto che una base per gli aperti di R™ e fornita dalle palle aperte, possiamo anche rifor-
mulare la nozione di continuita di f in z nel seguente modo: per ogni € > 0, esiste § > 0 tale
che se y € Bs(z) allora ||f(z) — f(y)|| < e. Equivalentemente, f ¢ continua in z se vale

(C) Ve>036>0tc Yy : [ly—zf <dsiha|f(z) - flyl <e

Visto che A risulta essere uno spazio metrico (con la metrica indotta da R™), la continuita
di una funzione & equivalente alla continuita per successioni. Pertanto (C) ¢ equivalente alla
seguente:

(C’) per ogni successione (z") C A convergente ad z, si ha f(z") — f(x).

Come gia osservato prima, se f : A — R¥ allora ogni sua componente f; : A — R ¢ una
funzione a valori reali. Visto che per ogni indice ¢ € {1,...,k} si ha |fi(z) — fi(y)] <
| f(x)— f(y)|| si ottiene dalla proprieta (C) che se f & continua in x allora anche f; & continua
in . E’ vero anche il viceversa, come espresso dal seguente esercizio:

Esercizio 2.1.2. Data f : A — R* come sopra, e dato © € A, dimostrare che f é continua
in x se e solo se ogni sua componente f; risulta continua in x.

15
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Esempio 2.1.3. Facciamo qualche esempio:

(1)

In questo caso n = 2 e k = 1; definiamo A = R? e f : R> = R come

f@) = llz] = /2% + 3.

Verifichiamo che in ogni € R? la funzione f risulta continua. Infatti, sia y € R?,
allora f(y) = ||ly||. Abbiamo, per la disuguaglianza triangolare

el <l =yl + Myl = Nzl = llyll <l =yl
e al tempo stesso

Iyl < llz =yl + M=l = lyll =zl < llz = yll

Mettendo insieme le due espressioni trovate otteniamo

Hyll =Nzl < lle=wll = [f) = f@)] <]z -yl

Questo implica che, per ogni € > 0 possiamo prendere 0 := ¢ in modo che ogni volta
che ||z — y|| < § = € si ha, per la disuguaglianza precedente,

[f(y) = f@)| <e.

Questo dimostra (C), ovvero f & continua in z. Essendo tale argomento valido per ogni
x € R?, la funzione f ¢ continua su A = R2.

In questo esempio n = 2 e k = 2; definiamo A = R? e f : R? — R? come

f(@) = (fi(x), fa(2)) = (llz]l, L — (22)*).

Abbiamo gia verificato nell’esempio precedente che la prima componente fi(z) = ||z|| &
contina su tutto R?. Verifichiamo che anche la seconda componente fa(z) = 1 — (x3)?
¢ continua su tutto A = R%. Questo & evidente dal fatto che essa non dipende dalla
variabile 1 e come funzione della sola variabile xo, € continua. In altre parole, se
" — x quando n — oo, allora sappiamo che z}' — x1 e x5 — 2, e allora

fa(a") =1 (25)? = 1 = (22)* = fa(2).

Consideriamo la funzione f : R? — R (quindi n = 2, k = 1) definita da

_ % se x # (0,0),
fla): {o se z = (0,0).

Se consideriamo x # (0,0) allora f risulta continua in x (verificarlo per esercizio). Ve-
diamo se f ¢ continua in z = (0, 0). Utilizzando la condizione (C’) dovremmo verificare
che ogni volta che z™ & una successione tale che ™ — (0,0) quando n — oo, allora
lim,, o f(z"™) = f(0,0) = 0. Prendendo la successione particolare z" = (a7, 2%) =
(%, %), che tende a (0,0) quando n — oo, otterremmo
N I N

FE) = ) =5 = 5
Questo valore pero non tende a zero quando n — oo (€ un valore costante e non dipende
neppure da n). Quindi la funzione f non risulta continua in (0, 0).
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(4) Sia f :R? — R (quindi n = 2, k = 1) definita da

123?
fla) = gc%:_;g se z # (0,0),
0 se x = (0,0).

Come nell’esempio precedente f risulta continua in ogni z # (0,0). Vediamo che &
anche continua in (0,0). In questo caso, facciamo vedere che per qualsiasi successione
™ — (0,0) si avra

lim f(z") =0,
n—oo
2
il che dimostrera che f & continua in (0,0). Scriviamo, utilizzando che x5 < +
(#7)? + (2)? @2+ @57 = 2 (LU?)2 +(z)? 2

e 'ultimo termine tende a zero quando n — oo, qualsiasi sia la successione z™ che tende
a (0,0). Quindi tendera a zero anche il membro di sinistra, ovvero f(z").

2.1.1 Derivabilita

Ricordiamo che {ey,...,e,} denota la base canonica di R", dove il vettore e; coincide con

dove tutte le coordinate sono nulle tranne 1’i-esima che € uguale ad 1.
Sia f : A — R¥ una funzione definita su un aperto A di R” e consideriamo un punto z € A
fissato. Fissiamo anche un indice j € {1,...,n}.

Definizione 2.1.4. Diremo che f ammette derivata parziale nella direzione j (o lungo il
versore ej, o rispetto la coordinata j-esima) nel punto Z se esiste finito il limite

o f@+hey) = f(@)
h—0 h

In tal caso indicheremo con af ( ) il valore limite.

Si noti che se f : A — RF ¢ una funzione che ammette derivata rispetto a z; allora il limite

OF (o) _ iy 1E 1) — 5@

Ox; h—0 h

?
& un vettore in R¥. Si noti inoltre che I’esistenza di tale limite implica che esistono, per ogni
1=1,...,n, 1 limiti

ofi . . [T+ hej) — fi(T)
856]' (.T) T 1111—1;% ]jj ’

(2.1.1)

e quindi il vettore af ( ) coincidera con il vettore di coordinate 8f L(T), ovvero

of of O fr
5z () = Qé() ZE@).
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Definizione 2.1.5. Sia f : A — R¥ una funzione definita su A ¢ R”. Diremo che f &
derivabile in un punto T € A se f ammette derivata parziale %fj(f) rispetto ad ogni direzione

ej, per j = 1,...,n. Inoltre diremo che f & derivabile in A se risulta derivabile in ogni punto
di A.
Nel caso in cui f e derivabile in Z, raccoglieremo tutti i vettori E(?Tfj in una matrice che

denoteremo con V f(Z), in cui sulla colonna j-esima inseriremo il vettore colonna %, nel
J

seguente modo

%;(f) %iéi@ %ﬂi;@)
Vi@ = [ o el (242
Se@) k@) ... k)

La componente (7, j) della matrice V f(7) ¢ la derivata parziale

_ ofi ,_
(V@) = ax; (7),
perognii=1,....k, j=1,...,n. In particolare V f(Z) & una matrice k x n, con k righe ed

n colonne.

Esempio 2.1.6. Riprendiamo gli esempi in [2.1.3] e discutiamone la derivabilita:

f@) = llz] = /2% + 23,

mostriamo che essa ¢ derivabile in ogni punto z # (0,0). Prendiamo h # 0 e calcoliamo
la derivata di f rispetto a x; facendo il limite del rapporto incrementale;

(1) Data f:R? - R,

- =\ f(m = g 5. =2 /2 =2
lim (@1 + h,T2) — f(T1,T2) — lim V(@1 + h)? + 73 \/x1+x2'
h—0 h h—0 h

Per concludere il conto basta osservare che, quando A — 0, si ha

V@ + )2+ T - I+ T /7 + 73+ b2+ 2hT — /7] + 73

h h
B h? + 2hT
h/Z} + 73 + h? + 2hT1 + h/Z7 + T3
. h+ 271
VT 4+ 73 + h? + 2hT) + /72 + T3
T T

% —
Vi +z3 =l

dove i passaggi sono giustificati dal fatto che T # (0,0) e quindi il denominatore non
e nullo. Osserviamo anche che il limite precedente, essendo un rapporto incrementale,
e di fatto il calcolo di una derivata come siamo abituati a fare in un corso di Analisi
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1. Precisamente, se trattiamo To come una costante C' e T1 come la variabile rispetto
a cui si deriva, il limite

o VE R T - T
h—0 h

¢ esattamente il calcolo della derivata prima della funzione xq \/a?% + C2, che fa
infatti —=2 Questo ci suggerisce che il calcolo delle derivate parziali puo essere

Vo

fatto semplicemente derivando la funzione in questione vista come funzione della sola
variabile rispetto a cui si deriva, e trattando le altre come fossero costanti.

Nell’esempio in questione perd dobbiamo ancora trattare il caso in cui T = (0,0). In
tal caso, se h > 0 il limite del rapporto incrementale diventa

= 2.2 /=2 =2 /132 h
VA CI S DGR Ve B S AL L B
h—0+ h h—0+ h h—0+ h
Invece 1i limite da sinistra viene
h—0— h h—0— h

Questo dimostra che il limiti destro e sinistro non coincidono, quindi non esiste il limite
del rapporto incrementale per h — 0, e pertanto f non & derivabile in (0,0) rispetto
alla variabile ;.

Se volessimo calcolare la derivata di f rispetto alla variabile zo avremmo una situazione
del tutto simile, e verrebbe
of .\ _ T2

7) = 2
Oy [l

per gli T # (0,0), mentre f non risulterebbe derivabile in (0,0). In conclusione il
gradiente di f esiste solo nei punti z # (0,0) e coincide con

T1 T2
Vi) = (o ).
]l ]
In questo esempio f : R? — R? ¢ la funzione

f(@) = (fi(2), fo(2)) = (2], 1 = (22)?),
2

ovvero f1(x) = ||z|| e si tratta come nell’esempio precedente, mentre fo(z) =1 — (x2)°.
Per il calcolo del gradiente di fo osserviamo che essa non dipende dalla variabile z1, e
quindi risulta sempre derivabile rispetto a z; e la derivata ¢ nulla (f, & una costante
rispetto x1),

df2
—(x)=0.
92, (z)
Invece, rispetto a xo, sara sufficiente calcolare la derivata nel modo classico, ovvero
dfo d

= —(1—(22)%) = —2z3.
By © dm( (2)%) T2
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Quindi se x # (0,0) la f risulta derivabile e il gradiente sara

%(x) %(x) &z xp
o) = [2e\ ) o\ (Tl Tl )
Vi) <6f2<x> o8 (a) (5 1)

Ox1

Invece, se z = (0,0), la funzione f non & derivabile in z, percheé non ¢ derivabile la sua
prima componente fi.

Ricordiamo che f :R? — R & definita da

_[Em sea#(00)
fla): {0 se x = (0,0).

Se consideriamo x # (0,0) allora f risulta derivabile (verificarlo per esercizio) e deri-
vando prima rispetto a x1 e poi rispetto a 3 si trova il gradiente

2 2 2 2

Vi) = <x2(x1 —23) z1(x} —x1)> |

(22 4+ 23)% " (a3 + 23)?

Vediamo in (0, 0) se la funzione & derivabile: calcoliamo a questo scopo il solito rapporto
incrementale

3oy (00) = i LRSS ERE - 252 0
e similmente of
-((0,0)) =0.

Pertanto f risulta anche derivabile in (0, 0), nonostante non sia continual

Sia f : R? — R la funzione

szx
fla) = x%ijg se z # (0,0),
0 se z = (0,0).

Anche in questo caso, per x # (0,0) la f risulta derivabile (verificarlo per esercizio) e
derivando prima rispetto a x; e poi rispetto a xo si trova il gradiente

2z175  at— 2l >
3
(af +w3)*" (a7 + 23)”

Vi) = (

Vediamo in (0, 0) se la funzione ¢ derivabile: calcoliamo a questo scopo il solito rapporto
incrementale

of _ i £00,0) = £(0,0) . 0-h7—0 _
Oy ((0,0)) = Jim h = lm ——— =0,
e similmente of
S((0.0) = .

Pertanto f risulta anche derivabile in (0, 0).
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Cosi come, data una funzione f : A — R¥, possiamo chiederci se essa ammette derivata
nella direzione e;, allo stesso modo possiamo fissare una direzione v € R™ non necessariamente
parallela ad uno degli assi coordinati, e chiederci se f ammette derivata in quella direzione.

Definizione 2.1.7. Sia f : A — R* con A C R™ aperto, e sia T € A ev € R, v # 0.
Diremo che f ammette derivata direzionale in T nella direzione v se esiste finito il limite
of f@+hv) - f(7)

%( 7) = ilz—>0 h

Nel caso specifico in cui v = e; si ritrova ovviamente la derivata parziale rispetto a x;. In
generale pero v puo essere una combinazione lineare non banale delle e;.

Esempio 2.1.8. (1) Prendiamo f : R?® — R definita come
f(x) = z129 — 3x3,
e calcoliamo af L(T) perz € R% e
v:=(1,-2,-1).

Dobbiamo allora calcolare il limite

J— _ 2 _ _
ov h—0 h h—0 h
: (xl + h)(xQ — 2h) - 3(1'3 - h) — x1292 + 373
= lim
h—0 h

= hm( 2x1 +x9 —2h 4+ 3) = —2x1 + 22 + 3.

(2) Consideriamo la funzione f nell’esempio [2.1.3] punto (4) e calcoliamo la derivata dire-
zionale in (0, 0) rispetto al vettore v = (1,—1). Si ha
of f((h,—h)) = f((0,0)) . ~—h®—0

gy ((0:0)) = Jimy n =

N

2.1.2 Differenziabilita
Il concetto di differenziabilita descrive una proprieta ancora piu forte della derivabilita.

Definizione 2.1.9. Sia f : A — R* con A C R" aperto, e sia T € A; supponiamo f sia
derivabile nel punto T. Allora diremo che f ¢ differenziabile in T se vale

i {@) = @) = V@)@~ 7)

TT |z — Z|]

= 0. (2.1.3)

Si noti che al numeratore della frazione che compare nel membro di destra compare il
prodotto di Vf(Z) con il vettore (z — Z). Esso ¢ un prodotto tra una matrice R¥*" e un
vettore con n componenti, e va quindi inteso come un prodotto ”riga per colonna”. Nello
specifico, il risultato sara un vettore in R* (quindi con k componenti) e avremo

V@) (zr—7) Zax - Tj),
=1 9%
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dove ognuno degli a—f & un vettore con k componenti. La componente i-esima dunque di
a

V(@) (z—7=) e dat da

(Vi@ -, = 23: @)~ 7).

Quindi il numeratore della frazione che compare in ¢ un vettore in R*. Il denominatore
€ uno scalare, quindi la frazione intera ¢ un vettore in Rk e dire che il suo limite ¢ 0 significa
che come vettore tende all’origine (ovvero con 0 si denota l'origine in R¥, ovvero il vettore
(0,...,0) € R¥). Per questo motivo, la & equivalente a richiedere che

i (@) = f(@) = Vf(@)(2 —7)|

=T |z — ||

—0, (2.1.4)

dove questa volta la frazione € uno scalare che tende a 0 inteso come numero reale. Si noti
che in quest’ultima espressione al numeratore compare la norma di un vettore in R¥, mentre
al denominatore la norma di un vettore in R".

Esempio 2.1.10. Riprendiamo 'analisi della funzione al punto (4) dell’Esempio [2.1.3| Per
verificare la differenziabilita in Z = (0,0), dovremmo mostrare la validita della (2.1.3]) per
T = (0,0). Visto che le derivate direzionali in (0,0) sono

of of
(%1((0 ,0)) =0, 3@((0 ,0)) =0,

(verificarlo per esercizio), avremo V f((0,0)) = (0, 0) e quindi bisognera studiare il limite per
x — (0,0) della quantita

x%xz

f(z) = f((0,0)) = VF((0,0)x _ 2343 iz

|| 2l (e +a3)¥

Tale limite non esiste, infatti prendendo la successione (z), = (£,0) che tende a (0,0) per

n — 00, avremo
f((z)n) = f((0,0)) = VF((0,0))x
1)l

f((2)n) — f((O

=0 Vn,

e quindi
,0)) = Vf((0,0))x
(@)l

|
Invece scegliendo la successione (), = (1,1) (tende a (0,0) anch’essa), abbiamo

f((@)a) — £((0,0)) = VF((0,0)z _ 1/n? 1 1

[(@)nll N (2/n2)3/2 ©93/2 - 93/2°

=0.

lim
n—oo ’

Quindi avremo due successioni che tendono a (0,0) lungo le quali il limite della quantita
sopra ¢ diverso, e pertanto il limite per z — (0,0) di tale quantita non esiste. Concludiamo
che la funzione f non ¢ differenziabile in (0, 0).

Teorema 2.1.11. Sia A C R" aperto, sia f : A — RF e sia T € A; se f ¢ differenziabile in
T allora valgono le sequenti conclusioni:
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(a) f é continua in T;
(b) per ogni vettore v € R™, v # 0, esiste la derivata direzionale di f rispetto a v, nel punto
T, e vale
of
v
Dimostrazione. Per verificare il punto (a) scriviamo
1f (@) = f@) = f(x) = f(@) = V(@) —Z) + V()= —T)|
<|f(z) = f@) = V@) (z —2)| + IVf(Z)(z —Z)|

(Z) =V f(@)v.

]

o=
< W@ =12 = VO =Dy, i+ 9 1@ o - L

e adesso, facendo il limite per x che tende a 7, il membro di destra tende a zero, visto che
|z — || — 0, la frazione tende a zero per la (2.1.4), e il numero ||V f(Z)|| ¢ una costante che
non dipende da . Quindi anche il membro di sinistra (che & non negativo) tende a zero, e la
continuita ¢ dimostrata.

Facciamo vedere ora il punto (b): ricordiamo che Vf(Z)v & un vettore in R¥ ottenuto
moltiplicando la matrice V f(T) per il vettore v. Prendiamo h # 0 e x := T+ hv in modo tale
che quando h — 0 si ha x — =. Quindi utilizzando il limite , con questa scelta di z, si
avra

0= li
hs0 I[[]] B0

) = ) VI _ (SRS b i)

Per h > 0, si ha |h| = h e l'espressione precedente diventa

f(@+ ) — f(7)

r _ _
hao h Vi@,
mentre se h < 0 si ha |h| = —h e allora
=) — (E
lim J@+ o) = (@) = Vf(T)v.
h—0~ h

Gli ulimi due limiti ci dicono che esiste la derivata parziale di f in T in direzione v, e che
coincide con V f(T)v. O

Vediamo ora una condizione sufficiente per garantire la differenziabilita di una funzione.

Teorema 2.1.12 (Teorema del differenziale totale). Sia A C R™ aperto, sia f: A — R e sia
T € A; supponiamo che esista § > 0 tale che f risulta derivabile in Bs(Z) e supponiamo che
le derivate parziali ngj, per i =1,...,n, siano continue in T. Allora f risulta differenziabile
n T.

Dimostrazione. Per semplificare i conti, supponiamo che n = 2 (ovvero la funzione dipende da
sole due variabili e x = (x1,x2)). Dobbiamo mostrare la validita di (2.1.3]), dove ricordiamo

Vi@ ) = 3 S @) - 7) = L@ T + @)~
j=1
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Quindi mostriamo che

o S@) = @) = @) - ) - ZL @) - )

T—T |z — Z||

= 0. (2.1.5)

Consideriamo la quantita f(x)— f(Z) = f((x1,22)) — f((Z1,T2)), e supponendo senza perdita
di generalita che x1 > 71 e x9 > T riscriviamo tale quantita come

f((@1,22)) — f((Z1,72) = f((21,22)) — f((21,72)) + f((21,72)) — f((T1,T2)).  (2.1.6)

Essendo la funzione ¢t — f((¢,Z2)) continua sull’intervallo [Z1,x1] e derivabile in (Z1,z1) (la
sua derivata sara g—g{l(t,fg)) possiamo applicare ad essa il teorema di Lagrange deducendo
esistenza di un punto £ € (71, x1) tale che

f((a,72)) = S(@1,72)) = (€.72) o1~ ),

Similmente anche la funzione s — f(x1,s) & continua su [T2, 3] e derivabile in (T2, z2) (la
sua derivata sara 88—;;(1:1, s)) e sempre il teorema di Lagrange ci fornisce ¢ € (T2, z2) tale che

f((ar,2) = F((@1.72) = 5 (01,002 — 7).

Inserendo le ultime due espressioni in (2.1.6) otteniamo

f((z1,22)) — f((T1,T2)) = ;22(57332)(331 —71) + 88;2(951,()(1:2 — Ty),

e cosl inserendo tale espressione in ([2.1.5)), lo scopo della dimostrazione sara far vedere che
la quantita

FL (&) (w1 — T1) + 5 (21, Q) (w2 — T2) — 55 (71, T2) (21 — T1) — 5L (1, T2) (w2 — T2)
Jo =3l
(Eem) - E@mm) @ -7) + (1,0 - L@1m) (@ - 7)
[l — =]
of of (z1 —71) of of (z2 —T2)
= (e - @) 57 + (o0 - g 5
tende a zero quando x — T. Ma ora le quantita ﬁl_fl e £2=22 5ono, in valore assoluto, minori

z[| 7 =z
o uguali a 1; quindi bastera far vedere che entrambi i termini

<8f (&, 7)) — gfl(xl,:cz)> <§ai(x1’o gf (:cl,mz)>

_ . . . Of - . .
tendono a zero quando x — T. Il primo termine tende a zero perche 8—;1 ¢ continua in T e,

quando x — T, anche 1 — ] e cosi, essendo € € (T1,21), anche & — Z1. Stesso ragionamento
per il secondo termine, in cui basta osservare che se + — T allora (z1,() — (Z1,%2). La
dimostrazione & conclusa. O



2.1. CALCOLO DIFFERENZIALE IN PIU VARIABILI 25

2.1.3 Derivate successive

Cosi come abbiamo calcolato le derivate parziali di una funzione f : A — R* con A Cc R"

aperto, possiamo anche calcolare le derivate parziali di 5)7];. Infatti, se la derivata parziale

% esiste in A, allora essa sara una funzione % : A — RF, e come tale potrebbe ammettere
J J

derivate parziali.

Definizione 2.1.13. Sia f : A — R* con A C R" aperto, e supponiamo che, per qualche

j €{1,...,n}, esista la derivata parziale %fj in un punto 7 € A. Siai € {1,...,n}. Diremo

che f ammette derivata seconda rispetto a z; e z; in T se % ammette derivata parziale
J

rispetto a z; in . In tal caso scriveremo

Pf 0 (00N S (@ + hei) - FL (@)
6$jal'i T)= a:EZ al‘j v _hli% h '
Nel caso in cui ¢ = j scriveremo anche
0% f 0% f

02,2 ") = Gwiom, )
Supponiamo per semplicita che f : A — R assuma valori reali (quindi non in R* con k > 1).

Definizione 2.1.14. Nel caso in cui f : A — R ammetta in T tutte le derivate parziali

seconde agéafxi (Z) per ogni i,j7 = 1,...,n, diremo che f ¢ derivabile due volte in Z. In tal

caso si definisce 'Hessiano di f in T la matrice V2 f(Z) contenente tutte le derivate parziali
seconde di f in T, ovvero

L@ @ .. @

o2 dr1022 \ T 910y \ ¥
f = 0f2 (= ofs (=
v2f(j) — O0x20x1 (fL‘) Tm%(x) te 8x282g;n ($) (217)
82'f” B 82.]0.. B 82}.7
Brnd1 (@) DarOcs @) ... @(fﬂ)-

In altre parole V2f(Z) & quella matrice che in posizione della riga i-esima e colonna j-esima
ha

P
Vif(@)iy = iz, (7).

Nel caso in cui f : A — R¥ ’Hessiano sara un tensore k x n x n. In altre parole, per ogni

i =1,...,n, la funzione i-esima componente di f sara f; : A — R e ammettera Hessiano
0% f;
V2 £i(T)kj = (T
fl( )k] Gmk(?a:j( )7
k,j=1,...,n.

. . . . . . N . . 2 g—
Il seguente teorema fornisce condizioni sufficienti affinche le derivate miste 63 BJ; -(Z) e
10T

0%f (= . . . ) .. . .
m(l‘) ottenute derivando prima rispetto a x; e poi rispetto a x;, e viceversa, coincidano.
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Teorema 2.1.15 (Teorema di Schwarz). Sia A C R™ un aperto e f : A — R funzione che

. . o2 B) .. L . . .
ammette derivate seconde miste R afx € Ba; gx per alcuni indici i # j. Supponiamo che tali

derivate siano continue in T € A; allom

Pf o P
8;@69@ N (‘9:6]83:2

Il teorema ¢ enunciato nel caso in cui A C R" e quindi f dipende da n variabili. La
dimostrazione la diamo nel caso in cui n = 2, essendo tuttavia estendibile al caso generale
in modo immediato. Pertanto stiamo supponendo f dipenda da sole due variabili z1 e x5 €
vogliamo dimostrare che sotto le ipotesi del teorema vale

o’f B 0% f
8.1’1(9%’2 = 81‘281‘1 o

Dimostrazione. Consideriamo un punto z = (x1,z2) € A e denotiamo con h := x; — T; e
k := x9 — Ty. Visto che vorremo mandare al limite z a T, possiamo supporre che ci sia una
palla B§(Z) C A e x € Bs(Z). Inoltre, supponiamo per semplicita che h > 0 e k > 0 (gli altri
casi si tratteranno in modo analogo).

Definiamo la funzione G come

G(h,k) == f(Z1 + h, @2 + k) — f(T1 + 1, T2) — f(T1,T2 + k) + f(T1,T2). (2.1.8)
Introduciamo anche la funzione di una variabile F': [Z1,%; + h] — R definita come
F(t):= f(t,T2+ k) — f(t,T2). (2.1.9)

Tale funzione risulta continua su [Z1,Z1 + h] e derivabile nell'intervallo (Z1,Z1 + h), con
derivata

of
8:01

Con lausilio di F', la formula in (2.1.8) diventa
G(h,k) = F(z1 4+ h) — F(71),

-, 2+l€)—ﬁ( t,Ta). (2.1.10)

/ —
F'(t) = 01

e allora possiamo applicare il teorema di Lagrange, che ci fornisce un numero & € (Z1,Z1+h)
tale che

of of
G(h,k) = F'(&1)h = | = (&1, + k) — =——(&1,T2) | h.
() = Pl = (52 @+ 1) - 2 @.m)
Possiamo adesso studiare la quantita a membro destro: la funzione ¢ +— 8:1:1 (51, t) risulta
derivabile in ¢ grazie alle 1pote51 che esistono le derlvate seconde parziali, e visto che infatti
la derivata rispetto a ¢ d1 (51, t) coincide con 8z2 d:vl L (&1, 25). Quindi ancora il Teorema di
Lagrange ci garantisce che e51ste un numero &, € (Ta, T2 + k) tale che

af _ of _ 0 of 0% f
. (1,72 + k) Py (€1,72) = Ds 011 - (61,&)k = 921079 (€1,&2).
Quindi tornando all’espressione precedente, otteniamo
82
G(h,k) = / (&1,&2)kh. (2.1.11)

8371 8%2
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Ora ripartiamo dalla (2.1.8)) e introduciamo la mappa H : [T2, T2 + k] — R definita come
H(t) .= f(z1 + h,t) — f(T1,1). (2.1.12)

In tal modo osserviamo che G(h,k) = H(Z2 + k) — H(Z2), e ragionando in modo analogo a
prima, troviamo un numero 7y € (T2, T2 + k) tale che

G, k) = H' () = ((,ff@c o) — §j2<x1,n2>) k.

Procedendo come nel caso precedente, si trova un 7y € (Z1,%1 + h) tale che

of ,_ of ,_ 0% f
G(h, k) <6:U2 (T1 + hym2) o1s (5701’772)> D12071 (11, m2)
Da questa espressione e dalla (2.1.11)) si trova
0 f O f
81'18:1?2 (£1a€2) - 8.17281171 (7717172)’

per ogni h,k scelti come all’inizio. Ora, se facciamo tendere (h,k) — (0,0), vediamo, per
come sono stati trovati i numeri &1, &2, 11,12, che (£1,&2) — (T1,T2) e (m,n2) — (T1,%2)-
Pertanto, essendo le derivate continue in (Z1,T2), i concludiamo

o2 f 2) = o2 f
8%16562 N 8x28x1

(7),

ovvero la tesi. O

Definizione 2.1.16. Una funzione f : A — RF si dice di classe C? se & continua su A. In tal
caso scriveremo f € CO(A;R¥) dove C°(A;RF) & 'insieme di tutte le funzioni continue da A
in Rk,

Sia m > 1 un numero naturale. Diremo che una funzione f : A — R¥ ¢ di classe C™ se f
ammette tutte le derivate di ordine m ed esse risultano continue su A. Se f & di classe C™
scriveremo f € C™(A;RF), dove C™(A;R¥) denota I'insieme di tutte le funzioni da A in R¥
di classe C™.

Infine, diremo che f : A — RF & di classe C™ se f ammette tutte le derivate di qualsiasi or-
dine m > 1 ed esse risultano continue su A. Anche in questo caso denoteremo con C*(A; R¥)
I'insieme di tutte le funzioni da A in R* di classe C°.

2.1.4 Composizione di funzioni di piu variabili

Consideriamo una funzione g : A — B dove A C R"™ ¢ B C R™ sono insiemi aperti, e sia
f : B — R* una funzione data. Possiamo considerare allora la composizione di g ed f come
la funzione che ad ogni x € A, associa il valore f(g(z)) € R*. Indicheremo tale funzione con
fog:A— RF e sard chiamata funzione composta di f con g.

Esempio 2.1.17. (1) Siano A =R e B=R™, con m > 1. Siano T € R™ e v € R™\ {0}
due vettori prefissati e definiamo g(t) := T+ tv per ogni t € R. Sia inoltre f : R™ — RF
una funzione generica; la funzione composta f o g : R — R¥ sara allora

flgt) = f@+tv), VteR.
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Possiamo allora calcolare il gradiente di f o g (qualora risulti derivabile). In tal caso,
visto che fog e funzione di una sola variabile ¢, dovremmo calcolare un’unica derivata,
che consiste in

(fog)(t) = lim flg(t+h)) = flg(t) — lim f@+tv+ hv) — f(f—i—tu).

h—0 h h—0 h

Ponendo 3 := T + tv, tale limite coincide con

o F@ )~ f@) _of
h—0 h ov

#) = Vi@

La prima uguaglianza ¢ valida chiaramente se il limite esiste finito (e in tal caso coincide
con la derivata parziale di f rispetto a v in 7), mentre la seconda uguaglianza & valida,
ad esempio, se f ¢ differenziabile in 7 (e in tal caso I'uguaglianza segue dal punto (b)
del Teorema [2.1.11)). In definitiva abbiamo (f o g)/(t) = Vf(Z + tv)v. Ricordando che

T + tv = g(t) I'ultima espressione si riscrive come

(fog)(t)=Vf(g(t))v.

D’altro canto, ¢'(t) = v, e quindi abbiamo ottenuto la formula di derivata per la funzione
composta

(fog)(t)=Vf(g(t)d'(t),

dove il prodotto tra Vf(g(t)) e ¢'(t) ¢ da intendersi come prodotto tra una matrice e
un vettore, riga per colonna.

Proseguendo come nell’esempio precedente, abbiamo verificato che la funzione t —
fog(t) = f(T+tv) & derivabile (in realta differenziabile) qualora tale risulti f. Questa
differenziabilita e valida per ogni t € R, e quindi la quantita

f@+tv) = f(@) = f9(t)) — f(9(0))

puo essere espressa, tramite il Teorema di Lagrange, nel seguente modo

f@+t) = f(2) = f(9(t) = £(9(0)) = t(f 2 9)'(&),

dove & € (0,¢) & un numero opportuno (stiamo supponendo t > 0, altrimenti avremmo
scritto € € (¢,0)). Quindi

of 9

F@+tv) = f(@) = tVf(9(€))9'(€) = t5-(9(8)) = t5-(T + &v). (2.1.13)

Questa formula tornera comoda nel seguito.

Teorema 2.1.18 (di derivazione della funzione composta). Siano A C R™ e B C R™ insiemi
aperti, siano g : A — B ed f : B — R* funzioni date di classe C*. Allora la funzione composta
fog:A—RF ¢ diclasse C e il suo gradiente é

V(fog)(x) =Vf(g(z))Vy(x).
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La formula precedente va interpretata come un prodotto (riga per colonna) tra matrici. La
prima matrice V f(g(z)) ha dimensione k x m, mentre Vg(z) ha dimensione m x n, e quindi
il risultato sara una matrice k& x n. Ricordiamo, denotando h = f o g, che per definizione di
gradiente

%(m) g%(a;) g%(x)
Vh(z) = on (@) G(e) - g (2.1.14)
%(x) %(m) %(:p)

e inoltre, denotando con il simbolo y la variabile in R™,

%%,:i(g(x)) %;(g(x)) %4;(9(9:))
stte) = | WO BOED ) 2119
Fe(g@) @) ... FrEa@)
(%%(x) %9 (z) ... %%L(a:)
Voa) = | @) G G| (2.1.16)
0%(z) §%(z) ... §%(x)

Quindi, svolgendo il prodotto riga per colonna delle ultime due matrici, la tesi del teorema
afferma che

- Of; Ogi
(g(x))5—

h o= o= 2.1.17

(Vh@));; = (Vige (@), 228% @), @) (2.1.17)
perognit=1,...,kej=1,...,n.

Dimostrazione. Fissiamo ¢ € {1,...,k} e iniziamo a calcolare le derivate direzionali della

componente (f o g);. Per comodita, come prima denotiamo h = f o g, e fissiamo v € R un
vettore non nullo. Per ogni numero reale ¢t > 0 scriviamo il rapporto incrementale

hi(z +tv) — hi(z) _ (fog)i(z+tv) — (foglilx) _ filg(z +tv)) — filg(z))

t t t

Ponendo w = 4@ttv)—g(x)

filg(x) +g(z +tv) — g(x)) — filg(x)) _ filg(z) + sw) — fi(g(x))
t t
ed ora applichiamo la formula (2.1.13)) che ci fornisce di un numero £ € (0, s) tale che

filg(@) + sw) — filgl@)) _ s0f;
t t Ow

e s:=|g(x +tv) — g(z)||, riscriviamo 'ultima espressione come

(9(2) + €w) = SV filg(a) + Ew)w.

Pertanto, abbiamo ottenuto

hz(ac + tU) — hz(x)
t

(x + tv) — g(x)
t

= Vfilg(x) + ew)?
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ed ora mandando ¢t — 0 arriviamo a

Wi a) = Q2D (0 — 0 () 2 () = Vil () (Vg (a)r).

Nel caso particolare in cui v = e;, avremo

(fog)
E)xj

(2) = Vi) 22 () = 3 2 (g 2 ), (2.1.18)

31‘j

Abbiamo provato che le derivate parziali di fog (e quindi le componenti del gradiente) hanno
forma . Rimane da far vedere che f o g e differenziabile. Usiamo allora il teorema del
differenziale totale, che ci consente di dire che fog e differenziabile in T se le derivate parziali
sono continue in un intorno di . Ma questo ¢ evidente dalla grazie all’ipotesi che f

e g sono di classe C. O
Torniamo all’esempio [2.1.17], abbiamo verificato che se g(t) ;== Z+tv ed f : R™ — R allora
/ / _ — af _
(fog)(t)=V[(g(t)g'(t) = V[T +tv)v= 87%(56 + t)vg.

k=1

Supponendo f di classe C? in un intorno di Z possiamo calcolare la derivata seconda di fog
in ¢t =0 che ¢

(709 ©0) = tim LSO U200y, (VI +10) = V1)

t—0 t t—0
(- @) e o s,
= tgr(l) t - ; %aixk(.%')’uk
=22 T o @k = v(VAf(@)v). (2.1.19)
k=1 =1 IOk

2.1.5 Massimi, minimi e punti stazionari di funzioni di piu variabili
Supponiamo f : A — R sia una funzione definita su un aperto A C R".

Definizione 2.1.19. Diremo che T € A ¢ un punto di minimo relativo se esiste una palla
B, (T) tale che

f(@) < f(x) Vo € AN B,.(T). (2.1.20)
Similmente, diremo che ¢ un punto di massimo relativo se esiste una palla B, (Z) tale che
f(@) > f(x) Vo € AN B,.(T). (2.1.21)

Inoltre, se T ¢ un punto di minimo relativo (rispettivamente massimo relativo), diremo che T

¢ un minimo relativo stretto (rispettivamente, massimo relativo stretto) se la condizione in

(2.1.20) (rispettivamente ) vale con disuguaglianza stretta ogni volta che x # 7.
Infine, diremo che T ¢ un minimo assoluto per f se

f(@) < f(x) Vx € A, (2.1.22)
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e diremo che & un massimo assoluto per f se
f(@) = f(x) Vo € A (2.1.23)

Diremo che il minimo assoluto (rispettivamente massimo assoluto) e stretto se le disugua-
glianze precedenti valgono strettamente se = # 7.

Supponiamo ora f : A C R® — R sia di classe C! e che T € A sia un punto di minimo
relativo. Esiste allora una palla B,(7), intorno di 7, tale che f(Z) < f(x) per ogni x € B,(Z).
In particolare, per ogni h € (—p, p) e ogni v € R™ con |jv|| =1, si avra

F@+hv) — f(@) > 0.

Cio implica che

of . .. f@+h)— f(ZT)
ma allo stesso tempo
of ) _ o fE@he)— (@)

Quindi necessariamente %(E) = 0. In particolare, essendo f di classe C! e quindi differen-

ziabile in Z, risultera

Vf(@) =0.
Lo stesso risultato sarebbe stato ottenuto se avessimo supposto T massimo relativo.
Definizione 2.1.20. Sia f: A C R" — R. Un punto T € A si dice stazionario se V f(z) = 0.
Il ragionamento precedente porta al seguente teorema:

Teorema 2.1.21. Sia f: A CR" — R di classe C' e siaT € A. SeT ¢ un punto di massimo
o minimo relativo, allora T é un punto stazionario.

Supponiamo ora f : A C R® — R di classe C? e andiamo a studiare cosa succede alla
derivata seconda in un punto T € A di minimo relativo. A tale scopo, come fatto prima,
prendiamo v € R™ con |jv|]| = 1, e la funzione g(t) := T + tv, t € (—p,p). La funzione
composta fog: (—p,p) = R soddisfera

foglt)=f(T+tv) > f(&)=fog(0), Vte(—pp)

e quindi avra un minimo relativo in ¢t = 0. Di conseguenza la sua derivata seconda in t = 0
sara necessariamente non negativa:

(f09)"(0) =v(Vf(@v) = Z 5o pm B0k 2 0, (2.1.26)

dove abbiamo usato la formula (2.1.19)).
Introduciamo allora la seguente definizione:
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Definizione 2.1.22. Sia M € R™ "™ una matrice n X n. Allora diremo che M ¢ definita
positiva se per ogni v € R" con |[v|| =1 si ha v(Mv) > 0, ovvero

n n
ZZMijjUk > 0, Yo eR": |jv]| =1.
k=1 j=1

Diremo che M & semidefinita positiva se la disuguaglianza precedente vale con il > invece del
maggiore stretto ed esiste v con ||v]| = 1 tale che v(Mv) = 0.
Similmente diremo che M e definita negativa se

n n
D> Mjgwjue <0, Yo eR": o] =1,
k=1 j=1

e semidefinita negativa se la disuguaglianza precedente vale con il < invece del minore stretto
ed esiste v con ||v]| =1 tale che v(Mwv) = 0.

Osservazione 2.1.23. Notare che M ¢ definita positiva se e solo se
min{v(Mv) : ||v| = 1} = inf{v(Mwv) : ||v]| =1} > 0,
e similmente
max{v(Mv) : ||v| =1} = sup{v(Mv) : |[v|| =1} <0

se ¢ definita negativa. Questo perche I'insieme dei vettori v con ||v|| = 1 & un compatto di
R™ e la funzione v — v(Mwv) & continua.

La discussione precedente porta allora al seguente teorema:

Teorema 2.1.24. Sia f : A C R® — R di classe C? e sia T € A un punto di minimo
relativo (massimo relativo, rispettivamente). Allora V2f(Z) ¢ definita o semidefinita positiva
(negativa, rispettivamente).

Abbiamo quindi trovato una condizione necessaria perche T sia un punto di massimo o mini-
mo relativo. Servira pero trovare anche delle condizioni sufficienti. A tale scopo, introduciamo
il seguente risultato:

Teorema 2.1.25. Sia f : A C R" — R di classe C? e sia T € A; allora esiste una funzione
Rz : A — R tale che per ogni x € A si ha

fla) = £(@) + V@@ ~7) + 5~ ) (VI@) - 7)) + Rale), (2.1.27)

e tnoltre
igm = 0. (2.1.28)
Dimostrazione. Consideriamo un vettore v € R™ con ||v|| = 1 e la funzione ¢(t) = f(T + tv),

che ¢ definita per ¢ reali e in un intorno di 0. Essendo g la composizione di f con la funzione
t +— T + tv abbiamo gia osservato che g risulterd di classe C? e di conseguenza ammette
sviluppo di Taylor al secondo ordine in 0 della forma

o(t) = 9(0) + g (0)t + 6" (1)
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dove 7 € (0,t) (set > 0) o 7 € (t,0) (se t < 0). La formula precedente puod essere riscritta

o(t) = 9(0) + 4 O)t + 56" OF + (36" (F ~ 36" 0)F).

e visto che ¢'(0) = Vf(T)v, ¢"(0) = v(V2f(Z)v), e ¢" (1) = v(V2f(ZT + Tv)v), otteniamo

”(7’)t2 _

f@+tv) = f(7)+ Vf(T)vt + %U(V2f(f)v)t2 + %t2 (v (V2f(T + To)v) — U(VQf(E)U)).
=

Scegliendo v := pi=fr e t = ||z — Z|| Pespressione precedente diventa

f(x) = f(@) + Vf(@)(r-7) + %(96 - 7)(V?f(@)(z — 7)) + Ra(2),

dove abbiamo definito

R T 2 o rT—T
Ra(w) s = 5o =7 — *H<(v f@+r

e dove 7 dipende da x e soddisfa 7 € (0, ||z — Z||). Rimane da verificare la proprieta (2.1.28):
dividendo I'espressione precedente per ||z — Z||? otteniamo

) - V@) ).

|l — |

| Rz(x)] 1] z— 9 oy x—T 9 T—T ’
= _ \V4 T \Y
oo e =2 e e (VI @+ =) - “)N|—*U
1 xTr —
2 v2 \V&
<s|pml|ese = - vre
L2 T4+ T TTT g2 x o
Sy |VIEA T ) TV )H‘u—mu‘
:% v2f(§+r“:C ,H) V@),

e ora il membro di destra tende a zero quando x — T perche 7 — 0 e quindi

_ r—x _
T+T— =T
|z — |

e le derivate seconde sono continue in T (essendo f di classe C?). O
Grazie a questo risultato possiamo dimostrare il seguente teorema:

Teorema 2.1.26. Sia f : A C R" — R di classe C? e sia T € A un punto stazionario (ovvero
V£(@) =0); se V2f(T) ¢é definita negativa, allora T ¢ un punto di massimo relativo stretto.
Se invece V2 f(T) ¢ definita positiva, allora T ¢ un punto di minimo relativo stretto.

Dimostrazione. Mettiamoci nel caso in cui V2f(Z) & definita negativa. Allora per il Teorema

2.1.25 abbiamo
F(@) ~ 1@) = V@)@ ~7) + 50~ ) (VI@) - 7)) + Rele),

e visto che V£(Z) = 0, dividendo per ||z — Z||? otteniamo

fle)—f@) 1 - <V2f( ) T—T )+ Rz ()

le =2 2]z | le =2/ flz —z)*
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Grazie all’Osservazione [2.1.23| si ha

1l z—7 < 9,y T—XT m
s——(V f(x)if) < 4 <0,
2 ||z — | |z —Z| 2

dove m = sup{v(V2f(Z)v) : ||v|| = 1}. Inoltre, grazie alla formula (2.1.28), esiste § > 0

tale che se ||z — Z|| < J allora |||}§i%l)2|’ < @, e di conseguenza dall’espressione precedente

deduciamo (essendo m < 0)

f(z) — f(@)

|l — |2

lm|  m
< —=—<0
4 4 ’

=
2

per ogni x € Bs(T). Questo implica che f(x) — f(T) < 0, per ogni x € Bs(T), x # T, e quindi
7 € un massimo relativo stretto. O



Capitolo 3

Integrazione

La teoria dell’integrale di Riemann e valida in R” per ogni n > 1. Tuttavia, per semplificare
le notazioni, svolgeremo la maggior parte della nostra discussione nel caso n = 2.

3.1 Integrale di Riemann

Definizione 3.1.1. Un rettangolo R C R? & un insieme della forma [a,b) X [c,d) dove
a,b,c,d € R sono numeri con a < b, ¢ < d. Un plurirettangolo P C R? ¢ un qualsiasi insieme
che puo essere scritto come unione finita di rettangoli disgiunti. Ovvero P & un plurirettangolo
se esistono rettangoli R;, ¢ = 1,...,k a due a due disgiunti, tali che P = Ui?:lRi.

Dato un rettangolo R = [a,b) X [c,d), chiameremo partizione di R una sua suddivisione in
rettangoli piu piccoli. Ovvero, una partizione di R si identifica con due sequenze di numeri
realia=xg <z <---<zxpn=bec=yy <y <-- < ymy =d, e denoteremo con

Rij = [mi_l,xi) X [yj—lyyj); 1€ {1,... ,TL}, j € {1,.. . ,m}

i rettangolini la cui unione ¢ R, ossia

In particolare, R puo essere visto come un plurirettangolo.

Definizione 3.1.2. Sia £ C R? un insieme, denoteremo con yg : R? — R la funzione
caratteristica dell’insieme F, definita come

1 sexeckl
T) = ’ 3.1.1
xe(T) {0 sex ¢ E. ( )

In particolare y g assume solo i valori 0 e 1.

Definizione 3.1.3. Sia R C R? un rettangolo fissato. Una funzione f : R — R si dice
semplice se esiste una partizione di R in rettangolini R = |J;-, U;n:l R;; tale che f ¢ costante
su ogni rettangolino R;;. In altre parole, f & semplice se esistono numerireali \;;,7=1,...,n,
7 =1,...,m tali che

flx) = Nij se v € Ryj, ie{l,...,n}, je{l,...,m}.

35
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La formula sopra puo essere riscritta in forma compatta nel seguente modo
n m
f = ZZ/\inRU. (3.1.2)
i=1 j=1

Per ogni rettangolo R = [a,b) X [¢,d) possiamo definire la sua area come m(R) = (b —
a)(d — ¢). La quantita m(R) prende il nome di misura di Peano-Jordan di R. Vogliamo ora
definire 'integrale di una funzione semplice.

Definizione 3.1.4. Sia R = [a,b) X [¢, d) un rettangolo e sia f : R — R una funzione semplice
della forma (3.1.2). Allora si definisce 'integrale di f su R la quantita

/R fla,y)dedy :==> > Nigm(Ri) = Y > Nijlws — zio1) (i — yim1). (3.1.3)

i=1 j=1 i=1 j=1

Vogliamo ora definire 'integrale di funzioni generiche. A questo scopo introduciamo la
seguente definizione:

Definizione 3.1.5. Sia R = [a, b) X [¢, d) un rettangolo e sia f : R — R una funzione limitata.
Definiamo le seguenti due classi di funzioni

Ft:={p:R— R:pesemplice e ¢ > f su R}, (3.1.4)
F~:={¢Y: R— R:9 e semplice e ¢ < f su R}.

Il fatto che f & una funzione limitata garantisce che le classi F* e F~ sono non vuote.
Osserviamo inoltre che per ogni funzione ¢ € F' e ogni 1) € F~ siha o > e

/w(aﬁ,y)dxdyg/(p(m,y)da:dy. (3.1.6)
R R

Definizione 3.1.6. Sia R = [a, b) X [c,d) un rettangolo e sia f : R — R una funzione limitata.
Definiamo l'integrale superiore di f su R il valore

/* f(z,y)dxdy := inf{/R o(z,y)dzdy : o € F}. (3.1.7)
Similmente I'integrale inferiore di f su R ¢ definito come
Af(a:,y)dacdy = sup{/Rl/J(x,y)d:vdy e F L (3.1.8)
Dalla formula segue che, per ogni f : R — R limitata, si ha
[ sy < [ se sy
Inoltre dalla definizione segue che se p € FT e 1) € F~ allora

/wmmmws/#mmmws/fummwg/wmmmw. (3.1.9)
R * R
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Definizione 3.1.7. Diremo che f: R — R limitata ¢ integrabile secondo Riemann su R se

/f(ac,y)dwdy = /* f(x,y)dxdy. (3.1.10)

In tal caso si definisce 'integrale di f su R come

/Rf(x,y)dmdy ::/*f(:n,y)dxdy:/ fx,y)dxdy. (3.1.11)

Lemma 3.1.8. Sia f : R — R una funzione limitata. Allora i due fatti sequenti sono
equivalenti:

o f é integrabile secondo Riemann su R;

e per ogni € > 0 esistono due funzioni semplici o € Ft e € F~ tali che

/ o(x,y)dzdy —/ Y(x,y)dedy < e. (3.1.12)
R R

Dimostrazione. Se f & integrabile secondo Riemann allora, per definizione, [, f(z,y)dzdy =
i * f(z,y)dzdy. Essendo I'integrale inferiore un estremo superiore, avremo che per ogni € > 0
esiste una funzione semplice ¢ € F~ tale che

€
/Rw(ﬂf,y)dmdy > /f(ﬂr,y)dxdy — 5
Similmente per 'integrale superiore, esisterd ¢ € F tale che
/ o(z, y)dzdy S/ [, y)dzdy + %
R

Sottraendo 1'ultima espressione alla precedente, abbiamo trovato ¢ € F' e ¢ € F~ tali che
(13.1.12) vale.

Viceversa, supponiamo per ogni € > 0 esistano ¢ € F* e ¢p € F~ tali che (3.1.12)) valga.
Grazie alla , troviamo immediatamente

/ f(x,y)dedy - / f(x,y)dedy < /R (e, y)dady — /R (e, y)dedy < e.

Pertanto, [~ f(x,y)dzdy — [, f(z,y)dzdy < e per ogni ¢ > 0, e quindi necessariamente
7 f(z,y)dzdy — [, f(z,y)dzdy = 0, ovvero f & integrabile. O

3.2 La misura di Peano-Jordan e alcune funzioni integrabili

Definizione 3.2.1. Sia f : R® — R una funzione data. Chiameremo supporto di f I'insieme

supp(f) := {z € R" : f(x) # 0}.

Diremo che f & a supporto compatto se supp(f) risulta essere un insieme compatto in R"™.
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Visto che il supporto di una funzione e sempre chiuso (per definizione), esso risultera
compatto se e solo se risulta limitato.

Ad esempio, se £ C R™ & un insieme limitato, allora xg € una funzione a supporto com-
patto. Se una funzione f : R> — R & a supporto compatto, allora esiste un rettangolo R che
contiene il suo supporto,

supp(f) C R.

Definizione 3.2.2. Sia £ C R? un insieme limitato, e sia R un rettangolo tale che £ C R.
Diremo che E € misurabile secondo Peano-Jordan se la funzione xg : R — R risulta integrabile
secondo Riemann su R. Il suo integrale sara anche denotato con m(F) che prende il nome di
misura di Peano-Jordan di E:

m(E) := /RXE(x,y)dafdy-

Non e difficile verificare che la definizione appena data ¢ indipendente dalla scelta del
rettangolo R che contiene E. In particolare, la misura di Peano-Jordan m(E) di E non
dipende dalla scelta del rettangolo R su cui si integra yg. Lasciamo questa verifica per
esercizio.

Supponiamo FE sia un insieme limitato misurabile secondo Peano-Jordan. Allora, se R &
un rettangolo contenente F e denotiamo con f = x g, sappiamo che per ogni € > 0 esistono
funzioni semplici p € F* e ¢ € F~ tali che (3.1.12)) vale. Siano R;; rettangolini che formano
una partizione di R tali che

n m n m
=1 j=1

i=1 j=1

per alcuni valori di A\;; e p;; reali. Ora, se R;; C E, allora, visto che \;; > xg > puij,
si ha A\j; > 1 e p;; < 1. A meno di diminuire il valore di ¢ e di aumentare il valore di
1, possiamo supporre che A\;; = 1 = p;; in questo rettangolino R;;, e (3.1.12)) vale ancora.
Analogamente se R;; N F© = @ possiamo invece supporre che \;; = 0 = p;;. E invece, se
Ri; N E # @ e allo stesso tempo R;; \ E # @, avremo necessariamente \;; > 1 e p;; < 0.
Supponendo uguaglianze in questo caso, avremo che ¢ e 9 coincidono su tutti i rettangolini
R;; tranne in quelli che intersecano sia E che R;; \ E, e in tal caso A\jj; =1 > 0 = ;5. Questi
ultimi rettangolili contengono quelli che intersecano F. Denotando l'insieme di questi ultimi
rettangolini con Zgg avremo

/R () dady — /R b, y)dady = Y m(Ry) <e. (3.2.1)

R;; EXSE

Ora, i rettangolini in Zyg sono tutti e soli quelli che ricoprono JF; pertanto, abbiamo
scoperto che se E ¢ un insieme limitato misurabile secondo Peano-Jordan, per ogni ¢ > 0
possiamo trovare un ricoprimento di 0F composto da rettangolili (quindi un plurirettangolo
che contiene JF) la cui area ¢ minore o uguale a €. Quanto osservato implica che la funzione
caratteristica xgg € integrabile secondo Riemann e il suo integrale ¢ nullo: ovvero, abbiamo
ottenuto il seguente lemma:

Lemma 3.2.3. Sia E C R? un insieme limitato misurabile secondo Peano-Jordan; allora OF
¢ un insieme misurabile secondo Peano-Jordan e risulta m(OF) = 0.
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Sia ora f : R? — R una funzione. Studiamo ora alcune condizioni sufficienti affinché f
risulti integrabile:

Teorema 3.2.4. Sia R C R? un rettangolo e sia f : R? — R una funzione continua su R.
Allora f risulta integrabile su R.

Dimostrazione. La dimostrazione utilizza il fatto che una funzione continua su un compatto
& anche uniformemente continua.

Essendo uniformemente continua, sappiamo che per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che, se
v,w € R soddisfano ||w — v|| < §, allora |f(v) — f(w)| < e. Per ogni ¢ > 0 allora scegliamo
una partizione R;; di R tale che il diametro di R;; sia minore di d, per ogni 7, j. Inoltre, la
funzione f : El-j — R & a sua volta continua, e quindi ammette massimo e minimo assoluto
su Eij, che denoteremo con )\;-; e )\Z-_j, rispettivamente. Per quanto detto prima, risultera
)\;; — )\;j < e. Di conseguenza, se definiamo le due funzioni semplici ¢, : R — R come

o= > Nixr, V=) > ARy

i=1 j=1 i=1 j=1

avremo che ¢ < f < ¢ su R, e gli integrali soddisfano

/Rgpda:dy = Z Z )\jjm(Rij) /Rd)dxdy = Z Z )‘;jm(Rij)~

i=1 j=1 i=1 j=1

Sottraendo le due espressioni precedenti, abbiamo

/R odzdy — /R ddrdy = Y (N5 = A\)m(Ry) <D0 em(Ri;) =em(R).  (3.2.2)

i=1 j=1 i=1 j=1

Pertanto, per ogni € > 0 abbiamo trovato che esistono due funzioni semplici ¢ € F* et € F~
tali che vale (3.2.2). Essendo m(R) una costante, la condizione (3.1.12)) & soddisfatta, e il
teorema ¢ dimostrato. O

Teorema 3.2.5. Sia f: R — R una funzione limitata integrabile, e sia 2 C R un insieme
misurabile secondo Peano-Jordan. Allora la funzione fxg risulta integrabile su R.

Dimostrazione. Essendo f limitata esiste una costante M > 0 tale che |f| < M su R =
[a,b) X [c,d). Essendo f integrabile su R per ogni ¢ > 0 esistono funzioni semplici ¢ =
Dot 2y NijXRy; € =00y DM pijXR,; Su una partizione comune @ = x, < 71 < -+ <
Tp =bec=yy <y < - - < Ym, tali che vale. Inoltre E essendo misurabile,
possiamo applicare il Lemma e trovare una partizione a = z, < zy < --- <al, =be
c=1yy <y < <y, = d tale che, denotando con R}; = [r;_;,z}) X [y;_;,y;) un suo
rettangolino e con Zyg la famiglia contenente i rettangolini Rfij che intersecano OF, si ha

> m(Rj) <e. (3.2.3)

R;jE%[jE

Consideriamo gli insiemi di punti X = {zo, z1, ..., 2, }U{z(, 21, ..., 20, } e Y = {yo,y1, ..., ym U
{vo,v1,-- -,y }, possiamo ordinare in ordine crescente gli elementi di X e Y e denotarli con



40 CAPITOLO 3. INTEGRAZIONE

X ={Zo,Z1,...,zn} ¢ Y = {¥0,¥1,.-.,Ynm}, in modo che essi formano una partizione di
R. Denotiamo anche con R;; il generico rettangolino [Z;—1,Z;) X [yj—1,¥;j), per i =1,..., N,
j=1,..., M.

Denotiamo con @3;3 la famiglia di rettangolini ﬁij che intersecano OF. Ora, per come
abbiamo costruito la partizione X e Y ¢ facile vedere che (esercizio)

U &ic U &
Rij€%or Rj;€ %o
e quindi dalla (3.2.3)) si deduce che
> m(Ry) <e. (3.2.4)
ﬁz‘jG@\aE

Adesso modifichiamo le funzioni semplici ¢ e ¥ nel seguente modo: anzitutto notiamo che
esse possono essere scritte nella forma

N M N M
= Z Z NijXR,, Y= Z [ijX R,
=1 j=1 i=1 j=1

dove abbiamo definito Xz-j = A\pp Se ﬁij C Rygp, e similmente fi;; = gy se Eij C Rpp. Detto
cio, definiamo

N M R R M
50 3) LTSI 3) 3y S
i=1 j=1 i=1 j=1
dove _ R N
Aij se Rjj CE, fij  se Ry CE,
)\z'j == 0 se éi]’ Q (R\E), ,aij = 0 se ﬁij g (R\E),
M se R\i]‘ € @aE, —M se j%ij S Q(?E-

In tal modo & immediato verificare che 121\ < fxg < @ in E. Inoltre,

N M
/Rgada;dy - /Rz/;dxdy =D (i — figg)m(Ryj) =

=1 j=1
= Y Oy —Rm(Riy) + Y (N — fig)m(Rij)
Eijeg@\a}; EijCE
=2M Y m(Ry)+ Y (i — figg)m(Ryj)
ﬁije,@aE ﬁijCE
N M R
<2Me + Z Z()\zj - ﬁw)m(Rw) (3.2.5)
i=1 j=1
= 2Me +/ pdxdy —/ Ydxdy < (2M + 1)e, (3.2.6)
R R

dove abbiamo usato la (3.2.4)) e la (3.1.12)). Di conseguenza, per ogni ¢ abbiamo trovato due
funzioni semplici tali che

/ pdxdy — / Jdmdy < (2M + 1)e,
R R
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ed essendo 2M + 1 una costante indipendente da e, questa condizione & equivalente alla
(13.1.12), ovvero fxp ¢ integrabile. O

Definizione 3.2.6. Se E C R ¢ un insieme misurabile secondo Peano-Jordan in un rettan-
golo R e f: R — R una funzione tale che fxg é integrabile. Allora f si dira integrabile su
FE e lintegrale di f su E si definisce come

/ fdxdy = / fxedxdy.
E R
Dai teoremi e seguono immediatamente i seguenti corollari:

Corollario 3.2.7. Sia f : R — R una funzione continua su un rettangolo chiuso R, allora
per ogni insieme misurabile E C R risulta che f é integrabile su E.

Corollario 3.2.8. Sia f : R?2 — R wuna funzione continua a supporto compatto e sia E un
insieme limitato misurabile secondo Peano-Jordan. Allora f é integrabile su E.

3.2.1 Insiemi normali

Analizziamo ora alcuni casi particolari di insiemi misurabili secondo Peano-Jordan.

Definizione 3.2.9. Un insieme E C R" si dice normale rispetto alla variabile z; se esiste
un insieme E’ C R"~! misurabile secondo Peano-Jordan e due funzioni limitate e integrabili
f,g: E' — R tali che g(2’) < f(2') per ogni 2’ € E' e

E={z eR":g(a)) < < f(a)},
dove abbiamo denotato x’ = (x1,...,2; 1, %it1,...,Tn) € R* L

In R? ad esempio, dato un intervallo £’ = (a,b) e due funzioni integrabili f, g : (a,b) — R
limitate e tali che g(z) < f(z) per ogni = € (a,b), il dominio E = {(z,y) : z € (a,b), g(z) <
y < f(x)} si dira normale rispetto l'asse y. Viceversa, il dominio £ = {(z,y) : y €
(¢,d), g(y) <z < f(y)} si dird normale rispetto ’asse x, ogni volta che f,g: (¢,d) — R sono
come Sopra.

Mostriamo ora che tali insiemi sono misurabili secondo Peano-Jordan. Dimostreremo tale
proprieta nel caso di domini bidimensionali, anche se una piccola modifica della dimostrazione
garantisce che il risultato sia valido in R™.

(
b

Lemma 3.2.10. Sia E = {(z,y) : x € (a,b), g(z) <y < f(z)} un dominio normale. Allora
E é misurabile secondo Peano-Jordan.

Dimostrazione. Per definizione le funzioni f e g sono integrabili su (a,b) e quindi per ogni
e > 0 esistono funzioni semplici @1, p2,¥1,v%2 : (a,b) = Rtaliche 1 < f < ey < g <o
su (a,b) e

b b
/ (o1 —¢Y1)dx < ¢, / (p2 — 9)dx < e.

Essendo f > g possiamo anche supporre che o < 91 su (a, b). Inoltre, possiamo supporre che
le funzioni 1, Y2, Y1, 19 sono definite su una medesima partizionea = o < 1 < -+ < T, = b
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(perche?). In tal caso risultera
n n
L= Z)\;rx[mi—lvmi)’ Y1 = Z )\;X[xi—l,xi%
1=1 i=1

n n
Y2 = ZM;_X[xi,l,xi)a /(/)2 = Z’U’L_X[szhxz)
i=1 i=1

Inoltre, essendo f e g limitate, possiamo supporre che max;—1__, \; = SUPge(ap1f(2)}, e
min;—1,._, p; = infye(qp){g(7)}. Con questa notazione a disposizione, troviamo

n

b
[ o1 = nyde = 308 = X )(ai — i) < = (3:2.7)
a i=1
e similmente

n

b
/ (p2 — Po)dx = Z(uj —p; )i —xi—1) < e (3.2.8)

=1

Denotato con M > 0 una costante tale che —M < g < f < M su (a,b), prendiamo ora un
rettangolo R := [a,b) x [—=M, M), in modo che E C R. Costruiamo due funzioni semplici
U,®: R — Rtaliche ¥ < xgp < ® su Re [p(®— ¥)dedy & sufficientemente piccolo.
Definiamo dunque

n n
V= Z Xlz_1,a:)x[uf A7) ¢ = Z Xle_1,2)x[u7 A
=1 =1

In questo modo, essendo [r_1,2;) X [, A7) C [z-1,7;) % [, A]) si vede subito che ¥ < ®.
Inoltre, visto che ¢y > f > g > 19 risultera

Ulz-1,2:) x [1F.47) € B,

i=1
e similmente

EC | Jlw—1,m) x [, A,

-

=1

cosl da avere ¥ < xyp < ®. Calcoliamo ora gli integrali, ottenendo

n

/R((I> — W)dady = Z()‘j — iy = A ) (@ = wiea)
i—1
- Z (O‘;L — A7)+ (1 - N:))(% —xi_1) < 2e.
i—1

Questo mostra che xg € integrabile secondo Riemann su R e quindi E € misurabile secondo
Peano-Jordan. O
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3.3 Teorema di Fubini e cambio di variabili

Vediamo ora un metodo per calcolare integrali multipli. Mettiamoci prima nel caso planare,
n = 2.

Teorema 3.3.1 (Fubini in dimensione 2). Sia R := [a,b) X [¢,d) un rettangolo e sia f :

R — R una funzione limitata integrabile. Supponiamo che per ogni x € [a,b) la funzione

fx : [e,d) — R definita come fx( ) = f(z,y) sia integrabile su [c,d). Allora la funzione
F :[a,b) — R definita da F(x f f(x,y)dy risulta integrabile su [a,b) e si ha

b
/F(a:)dx:/Rf($,y)dxdy. (3.3.1)

La formula precedente afferma quindi che

/ab/cdf(x’y)dydx:/Rf(x’y)dmdy’ (3.3.2)

ovvero per calcolare l'integrale di f su R & possibile svolgere i due integrali iterati, prima
nella variabile y e poi nella x.

Prima di dimostrare I’enunciato precedente, vediamo che esso vale per funzioni semplici:
se f & una funzione semplice su R abbiamo il seguente risultato.

Proposizione 3.3.2. Sia f : R — R una funzione semplice. Allora le ipotesi del teorema
3.3.1 sono soddisfatte e vale la formula (3.3.2)). Inoltre, la funzione F sara semplice.

Dimostrazione. Essendo f semplice, si scrivera nella forma

T,y) = ZZ/\inRij(xay)a

i=1 j=1

con Rjj := [xi_1,2;) X [yj—1,y;) per opportune partizioni a =g < --- <axp=bec=1y <
- < Ym = d. Notiamo subito che per z € [a,b) fissato, diciamo z € [z;_,, z;) per qualche 1,
avremo

Foly) = F(2y) = D> Npxrs, (@,9) = Y AXjy, 1) (9)-
P =

In particolare, f, € una funzione semplice sull’'intervallo [c,d) e in quanto tale ¢ integrabile
su tale intervallo. Inoltre, il suo integrale e

/foc Zi)\;] Yj — Yj-1)-

Jj=1

Ovviamente tale integrale dipende dal valore di = che abblamo ﬁssato perche ¢ l'indice ¢
a dipendere dalla scelta di z € [a,b). In particolare, F'(z) := f fz(y)dy avra la seguente
espressione

Z 1 A (Y5 — yj—1)  se x € [z, x1),

F(Jﬁ'): Z )\2]( yj 1) se T € [%1,.’172),

Zm Mj(yj — Yj—1) sex € [Tp_1,Tp).
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In forma concisa, si avra

n

m
Z)\U y] 1 X[xz I:xz)(aj)
=1 j=1

Risultera che anche F' & una funzione semplice, e in quanto tale sara integrabile su [a, b), con
integrale pari a

/ d.fU - Z Z AU y] 1 - Ti— 1 Z Z >\ij z] / fd.fdy
=1 j=1 =1 j=1
Questo conclude la dimostrazione. ]

Dimostrazione del Teorema[3.3.1. Supponiamo f come nelle ipotesi, e in quanto integrabile,
per ogni € > 0 esisteranno due funzioni semplici ¢ € FT™ e ¢ € F~ tali che

/ apdl‘dy—/ Ydzdy < €. (3.3.3)
R R
Per ogni z fissato, avremo

Vr(y) < fuly) < @z(y) Yy € [c,d)

e inoltre, le funzioni introdotte sono integrabili sull’intervallo [c,d) (la f, lo ¢ per ipotesi,
mentre le altre due perche sono semplici). Pertanto risultera

d d d
t/%@@ﬁ/h@@ﬁ/wmw% Va € [a,b).

Denotando con ¥(x), F(z), e ®(x) i tre integrali sopra, rispettivamente, abbiamo che per la
Proposizione U e & sono funzioni semplici su [a, b), quindi integrabili e i loro integrali
su [a,b) coincidono con gli integrali di ¢ e ¢ su R; in altre parole

/Rwdxdy:/abqf(x)dxg/f@(x)dx:/R@dxdy.

Inoltre, per la (3.3.3), si ha
b b
/ O(x)dx —/ U(z)dr <e. (3.3.4)

Abbiamo quindi trovato, per ogni € > 0, due funzioni semplici \I! e ® soddisfacenti ¥(x) <
F(z) < ®(x), per ogni x € [a,b) e i cui integrali soddisfano . Questo implica che F' ¢
integrabile e il suo integrale & compreso tra fab U(z)dr e f @ da: ovvero

b
/¢d:vdy§/ F(w)d:cg/cpdxdy.
R a R

Visto che anche || r f(x,y)dzdy soddisfa

[ wasdy < [ flag)dody < [ odudy
R R R
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avremo,
b

| / f (2, y)dady - / F(a)de| < e.
R a

Essendo tale disuguaglianza valida per ogni € > 0 risultera necessariamente | g f(x,y)drdy =

f: F(z)dx, e la dimostrazione ¢ conclusa. O

Enunciamo ora il teorema di Fubini in dimensione n generica. Dato un rettangolo R = R :
[a1,b1) X -+ X [an, by) in R™ denotiamo con R,_; C R"~! il rettangolo Ry, := [a1,b1) X - -+ X
[@n_1,bn_1). In generale denotiamo con Ry C R* il rettangolo Ry := [a1,b1) X --- X [ag, bx),
perognik=1,...,n—1.

Teorema 3.3.3. (Fubini) Sia R := [a1,b1) X -+ X [an,by) un rettangolo in R™ e sia f :
R — R una funzione limitata integrabile. Supponiamo che la funzione x, — f(x1,...,2y)
sia integrabile su [an,by,) per ogni scelta di (x1,...,2p—1) € Ry—1. Allora la funzione F), :

R,_1 — R definita da

b

Fo(x1,...,2p-1) = flx1, ..., xp)dxy,
Qn
risulta integrabile su R,_1 e st ha
/ Fn(xl, e ,xn_l)dml e d.’En_l = / f(.’l?)d.f (335)
Rn_1 R
In generale per ogni k € {2,...,n — 1} supponiamo che la funzione xp — Fiy1(x1,...,Tk)
risulta integrabile su [ay,by) per ogni scelta di (x1,...,x5—1) € Rx_1, allora

bk
Fi(z1,...,25-1) ;:/ Frp1(z1, ..., 2p)doy,

ag

risulta integrabile su Ryg_1 e avremo

/ Fr(xy,...,z5_1)dxy ... dog_q = Fyiq(z1,. .., xp)dey ... dag.
Ry_1 Ry,

Come conseguenza, nelle ipotesi precedenti avremo

by b bn
/ / f(:l}l,...,l'n)dxndl‘nfl dzl = / f(,I)de
ail a2 an R

Introduciamo ora un teorema che ci permette di calcolare integrali multipli con una formula
di cambio di variabili.

A questo scopo specifichiamo prima cos’¢ una mappa di cambio di variabile. Supponiamo
A, B C R" siano due insiemi non vuoti e sia ® : A — B una funzione biunivoca che soddisfa
le seguenti proprieta:

(C1) @ ¢ di classe C1, e scriveremo ® € C1(4; B);

(C2) il gradiente di ® non si annulla mai in A, ovvero V®(x) # 0 per ogni = € A.



46 CAPITOLO 3. INTEGRAZIONE

Ricordiamo che essendo ® una mappa da A C R™ in B C R”, il suo gradiente sara una
matrice n X n, con componenti

0P;
81‘j

V<I>Z-j =

e in quanto tale il significato di (C2) & per ogni z si ha che le componenti g‘fj non sono tutte

contemporaneamente nulle (in altre parole, V® non € mai la matrice identicamente nulla).
Inoltre si puo calcolare il determinante di V®, detto determinante Jacobiano. Richiederemo
inoltre che

(C3) det(V®(x)) # 0 per ogni x € A.
Si noti a questo punto, che (C3) implica (C2).

Teorema 3.3.4. Supponiamo A, B sottoinsiemi aperti di R™ e sia ® : A — B una mappa
che soddisfa (C1)-(C3). Sia f: B — R una funzione integrabile su E C B, allora

/ f(y)dy = / F(®())] det(V(x))|da. (3.3.6)
E d-1(E)

Non dimostreremo questo teorema, ma lo utilizzeremo spesso per risolvere esercizi di
integrali multipli.
3.3.1 Coordinate polari, cilindriche e sferiche

Nel caso planare, in R?, abbiamo la nozione di coordinate polari che sono spesso utili per
risolvere integrali multipli.
Sia @ : (0, 400) x [0,27) — R?\ {0} la funzione di cambio di variabile

®(p,0) = (pcosb, psinb). (3.3.7)

Un facile conto mostra che il determinante di V& coincide con p,

det(V®(p,0)) = p. (3.3.8)
Le coordinate p, 0 vengono chiamate coordinate polari, e parametrizzano ®;(p,0) = x e
Dy(p, ) = y, quindi il sistema di cambio di variabili si puo anche riscrivere come
x = pcosb, (3.3.9)
y = psinf.

Nel caso consideriamo anche la coordinata verticale z, e quindi c¢i mettiamo in R?, possiamo
considerare il cambio di variabili

x = pcosb,
y = psiné, (3.3.10)
z=2.

Le coordinate (p, 6, z') vengono chiamate coordinate cilindriche e si ottengono dal cambio ci
variabili ® : (0, 4+00) x [0,27) x R — R3\ {(z,y,2) : = y = 0}, data da

®(p,0,2') = (pcosh, psinb, 2'). (3.3.11)
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Anche in questo caso lasciamo per esercizio il calcolo del gradiente e del determinante, che
come nel caso precedente verra

det(V®(p,0,2")) = p. (3.3.12)
Lievemente piut complicate sono le coordinate sferiche (7,6, ¢), che portano al sistema

T =T oS P cosb,
Yy = 1 cos psinb, (3.3.13)

z =rsinp.

La mappa di cambio di variabile sara @ : (0, +o00) x [0,27) X (=5,2) = R*\ {(z,y,2) : z =
y = 0}, data da

®(r,0,p) = (rcospcost,rcospsinb, rsing). (3.3.14)
Il determinante di V® in questo caso viene

det(V®(r, 0, p)) = 12 cos p. (3.3.15)

3.4 Integrali impropri

Abbiamo finora visto come integrare funzioni limitate su domini limitati, trattiamo ora il
caso in cui le funzioni sono illimitate o il dominio di integrazione ¢ tale.

Definizione 3.4.1. Sia £ C R" un sottoinsieme non limitato e tale che, per ogni R > 0 risulti

che l'insieme E N Br(0), quando non vuoto, ¢ un insieme misurabile secondo Peano-Jordan.
Sia f : F — R una funzione limitata non negativa, e tale che f risulti integrabile su

E N Br(0) per ogni R > 0. Allora f si dice integrabile in senso improprio su E se il limite

lim f(z)dx, (3.4.1)
R—00 JENBR(0)

esiste finito. In tal caso si definisce tale limite come I'integrale di f su E, ovvero

/ f(z)dz = lim f(x)dx.
E

R—co JENBR(0)
Nel caso in cui f non & non negativa, si scompone f = f* — f~ dove f*(x) := max{f(z),0}

e f~(z) := max{—f(z),0} sono la parte positiva e negativa di f, rispettivamente. Allora
diremo che f ¢ integrabile in senso improprio su E se f* e f~ lo sono, e in tal caso definiamo

/E f(z)dz = /E FH(@)dz — /E £ (2)dz.

Nel caso in cui invece f va integrata su un dominio limitato, ma non risulta essere una
funzione limitata, ci appelliamo alla seguente definizione.
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Definizione 3.4.2. Sia F C R™ un sottoinsieme limitato misurabile secondo Peano-Jordan,
e sia T € R™ un punto di accumulazione per F. Sia f : E — R una funzione non negativa e
tale che f risulti limitata e integrabile su '\ B,(Z) per ogni r > 0. Allora f si dice integrabile
in senso improprio su E se il limite

lim f(z)dz, (3.4.2)
r—0t E\Br (%)

esiste finito. In tal caso si definisce tale limite come I'integrale di f su E, ovvero

/f(:v)dx: lim f(z)dx.
E

r—0+ E\B,(%)

Nel caso in cui f non & non negativa, anche in questo caso si scompone f = f* — f~ e diremo
che f & integrabile in senso improprio su E se f™ e f~ lo sono, e in tal caso definiamo

/E f(z)dz = /E FH(@)dz — /E £ (2)dz.

Osservazione 3.4.3. Un’osservazione importante € che i limiti in (3.4.1]) e (3.4.2) esistono
sempre, perche la funzione f ¢ stata presa non negativa e pertanto la quantita || EABR(0) f(x)dx

¢ monotona non decrescente in R (similmente, |[ F\B,(7) f(x)dx & monotona non crescente in
r). Il problema ¢ che entrambi possono essere +00.

Un’altra osservazione importante ¢ che tali limiti possono essere svolti anche se invece di
rimuovere (o intersecare) delle palle, prendiamo altre figure geometriche. Questa osservazione
¢ formalizzata nel prossimo lemma.

Definizione 3.4.4. Sia FF C R"™ un insieme qualsiasi contenente l’origine. Per ogni r > 0
definiamo il riscalato F, di F' di fattore r come

F,:={rz:xz e F}.
Inoltre, per ogni T € R™, definiamo F(T) il traslato di F' come
F@)={z+7:2€F}.
Ad esempio se F' = Bg(0), risulta F,. = Bgr,(0) e F(T) = Br(Z).

Lemma 3.4.5. Sia F' C R™ un insieme misurabile secondo Peano-Jordan che contiene [’o-
rigine e risulta essere limitato. Supponiamo che esistano due costanti positive cq,co tali
che

Bey(0) € F C By 0).

Sia inoltre f : E — R una funzione non negativa definita su E come nella Definizione [3.4.1]
Allora vale

lim f(z)dz = lim f(z)dz.
R—o0 JENBR(0) R—o0 JpnFg

Se invece f : E — R ¢ una funzione non negativa e E é come nella Definizione[3.4.4 allora

lim f(x)dz = lim f(x)dz.
r—0+ E\B,(%) ( ) r—0+ E\F,(%) ( )
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Dimostrazione. Mettiamoci nel primo caso: grazie all’ipotesi avremo, per ogni R > 0,
B, r(0) C Fg C Be,r(0).

Di conseguenza avremo, essendo f non negativa,

/| RS /| s /| e

Passando allora al limite per R — oo la disuguaglianza precedente, otteniamo subito la
tesi grazie al teorema dei carabinieri. In modo analogo si dimostra la seconda uguaglianza
(esercizio). O
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Capitolo 4

Successioni e serie di funzioni

Cosi come si studiano successioni e serie numeriche, possiamo generalizzare tale concetto a
successioni e serie in cui ogni termine dipende da una variabile x. In tal caso, ogni termine
della successione o serie in questione potra essere visto come una funzione della variabile x,
definita su un opportuno dominio.

4.1 Successioni di funzioni

Definizione 4.1.1. Sia f, : E — R, n € N, una successione di funzioni definite su un
dominio comune F C R™. Diremo che la successione di funzioni f,, converge puntualmente
ad una funzione f : F — R se per ogni x € E la successione numerica f,(x) tende a f(z),
ovvero

Vo e E, fn(z) = f(x).

Diremo che f,, converge ad f uniformemente se vale la seguente condizione
Ve >0 In. € N tale che |fu(x) — f(x)| <e, VexeE, Vn>n.. (4.1.1)

E’ facile verificare che la convergenza uniforme implica quella puntuale. Il viceversa e falso
in generale. Possiamo esprimere la condizione di convergenza puntuale nel seguente modo:
fn converge puntualmente ad f se e solo se

Vz € E, Ve >0 dn. € Ntale che |fu(x)— f(x)] <e, Vn>n.. (4.1.2)

La presenza del quantificatore V& € E all’inizio dell’affermazione fa si che in questo caso
ne = ne(x) dipende da x e quindi puo essere diverso a seconda del punto z in cui stiamo
guardando la convergenza. In invece, n. non dipende da x, e quindi ¢ “uniforme”
rispetto a x € F.

Definizione 4.1.2. Sia f : E — R con E C R™. Definiamo la norma infinito || f|lec di f
come

| £lloo = sup{|f(@)] : = € E}. (413)
Se A C E possiamo definire la norma infinito || fllco,a di f su A come
[/ lloc,a == sup{|f(z)] : @ € A}. (4.1.4)

o1



52 CAPITOLO 4. SUCCESSIONI E SERIE DI FUNZIONI

Osservazione 4.1.3. Si dimostra con una verifica immediata (esercizio) che f, : E — R
converge uniformemente a f : F — R se e solo se

Ve >0 dn. € N tale che |[[fn — flloo <€ Vn > ne.. (4.1.5)

Esempio 4.1.4. Sia f, : [0,1] = R, n > 2, la funzione

nx se z € [0, 2]
falx)=<2—nx sexc [%,%]
0 se x € [2,1].

Si verifica che per ogni = € [0, 1] la successione f,(z) — 0 quando n — co. Quindi f, — f
puntualmente, dove f : [0,1] — R & la funzione identicamente nulla. D’altra parte non c’e
convergenza uniforme, infatti, grazie all’Osservazione possiamo vedere che || fu|loc = 1
per ogni n, e pertanto || fn, — fllco = ||fnllco nON tende a zero.

Un’altra verifica immediata porta al seguente:
Lemma 4.1.5. Sia f: E — R. La quantita || f|le € finita se e solo se f & limitata.

Definizione 4.1.6. Sia F C R™. Definiamo i seguenti insiemi di funzioni:
F(E):={f:E— R: feélimitata},

C(E):={f:E —R: f & continua su E},
Cy(E) := C(E) N Fy(E),

ovvero Cy(E) consiste delle funzioni f : E — R continue e limitate su E.

Lemma 4.1.7. Gli insiemi F(E), C(E) e Cy(E) sono spazi vettoriali su R. Inoltre la
quantita || - ||oo € una norma su Fy(E) e Cy(E).

Dimostrazione. La verifica che F,(E), C(E) e Cy(E) sono spazi vettoriali ¢ immediata e segue
dal fatto che sono insiemi chiusi per combinazioni lineari a coefficienti reali.

Inoltre, per il Lemma [4.1.5]la quantita || f||o & finita per ogni f € Fy(E) e f € Cy(E). Per
verificare che |||« € una norma, dobbiamo controllare che siano valide le seguenti condizioni,
per ogni funzione f e g:

e [flloo = 0, ¢ [ flloc = 0 se e solo se f = 0;
e per ogni A € B, [Af]loc = M[1f]loc:

o [1f +9lloo < I flloc +[1gllco-

Lasciamo al lettore tale semplice esercizio. Per 'ultima condizione, la disuguaglianza trian-
golare, basta sapere che per ogni x € F si ha

£ (@) + g(@)] < [f(@)] + 9(2)] < [|Flloc + ll9loo;

da cui segue la tesi passando all’estremo superiore su x € E nel membro di sinistra. ]
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Lemma 4.1.8. Siano fcFy(FE) e sia f : E — R tale che f, — f uniformemente. Allora
feF(E)e
[ fnlloo = [I.f]loc-

Dimostrazione. Per definizione di convergenza uniforme avremo ||f, — fllcc — 0 quando
n — oo. Inoltre, per ogni n avremo

e allo stesso tempo
[ falloo < [[flloc + 1fn = flloo-

La prima delle due disuguaglianze di dice che necessariamente || f||~ < +oc che ci dice che f
e limitata. Mettendo invece insieme le due disuguaglianze precedente si evince che

[l falloo = ILfllool < N1.fn = Flloos
da cui segue immediatamente che || fy||cc = || f]]co- O
Mostriamo ora la seguente proprieta:

Lemma 4.1.9. Sia f, : F — R una successione di funzioni continue tali che f, — f
uniformemente. Allora f é una funzione continua.

Dimostrazione. Sia x € FE; facciamo vedere che f ¢ continua in z. Sia € > 0, allora esiste
ne € N tale che

|fuly) = fFW)I <

In particolare, questo varra per n = n., ed essendo f,_ continua in x avremo anche che esiste
6 > 0 tale che

per ogni y € E, Vn > n..

w| ™

[fne () = fre (2)] <

Allora, per ogni y € Bs(z) N E avremo anche

(@) = F@)] < 1£@) = Fu. @) + oo @) = Fu. @)+ o 0) = FO) S S+ 2+ 5 =<

Quindi abbiamo scoperto che per ogni € > 0 possiamo trovare § > 0 tale che |f(x)— f(y)| < ¢
per ogni y € E con ||z — y|| < 0, ovvero f & continua in x. O

per ogni y € Bs(z) N E.

Wl ™

Definizione 4.1.10. Dato uno spazio vettoriale normato, é naturale introdurre una distanza
nel sequente modo: Se X denota lo spazio vettoriale e || - || la norma su di esso, definiamo la
distanza tra x,y € X come

d(z,y) := |lz —yll.
La verifica che la distanza precedente e di fatto una distanza e lasciata per esercizio.

Applicando la precedente definizione agli spazi Fy,(E) e Cp(E) otteniamo che tali spazi sono
spazi metrici dotati della distanza

Tale distanza induce, come discusso nel Capitolo 1, iil concetto di convergenza: f, — f in
tale spazio se e solo se d(fy, f) — 0, ovvero se e solo se ||fn — flloo — 0, e quindi se e solo
Come conseguenza del Lemma precedente abbiamo il seguente:
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Corollario 4.1.11. Lo spazio vettoriale Cy(E) € chiuso rispetto alla convergenza uniforme.
Mostriamo ora che Cy(E) € anche uno spazio completo.
Teorema 4.1.12. Lo spazio Cy(E) € completo.

Dimostrazione. Dobbiamo far vedere che ogni successione di Cauchy converge (ovvero esiste
f € Cy(E) tale che f, — f in Cy(FE)). A questo scopo, sia f, una successione di Cauchy,
ovvero tale che per ogni € > 0 esiste n. € N tale che || f, — fimlloo < € per ogni n,m > n..
Per definizione di norma || - || sara allora vero che, per ogni x € E,

|fu(®) = fm(z)| < € per ogni n, m > ne..

In altre parole, per ogni x € E la successione (numerica) f,,(z) € una successione di Cauchy.
In quanto tale, essa converge ad un valore reale che chiamiamo f(x). Pertanto, abbiamo
scoperto che f, — f puntualmente. Ora, la convergenza sara anche uniforme, dal momento
che, passando al limite per m — oo nella espressione precedente troviamo che, per ogni & > 0
esiste n. € N tale che, per ogni z € E si ha

[fn(z) = fx)| <€ perognin,m > ne.

Ma questa equivale alla convergenza uniforme di f,, ad f. A sua volta, essa & equivalente a
richiedere che || f,, — f|loo — 0 quando n — oco. Ora, per il Lemma f € Cy(E) e pertanto
abbiamo trovato una funzione f € Cy(E) tale che f, — f rispetto la distanza in Cy(FE). La
tesi segue. [

Mostriamo ora che la convergenza uniforme preserva anche U'integrabilita delle funzioni.

Lemma 4.1.13. Siano f, : E — R funzioni limitate e integrabili secondo Riemann su un
insieme E misurabile secondo Peano-Jordan, con E C R e R un rettangolo. Supponiamo
fn = [ uniformemente, allora f risulta integrabile e

/E Fol@)dz — /E F(x)da.

Prima di dimostrare il Lemma premettiamo la seguente osservazione:

Osservazione 4.1.14. Sia f : E — R limitata con £ come nel lemma precedente: allora f ¢
integrabile se e solo se per ogni € > 0 possiamo trovare due funzioni integrabili g,h : £ — R
con g < f < h e tali che

/ h(z) — g(z)dr < e.
E

Infatti, da una parte se f ¢ integrabile la condizione sopra ¢ sempre verificata perche pos-
siamo trovare g, h semplici (e quindi integrabili) che soddisfano tale condizione. Viceversa,
supponiamo la condizione sopra sia soddisfatta; essendo g ed h integrabili possiamo trovare
funzioni semplici ¢*, pT tali che ™ < g <9yt ep  <h< gt e

[ ot - v @n <, | ¢t@) e @<
E E
Sara allora anche vero che

/ g(x) =~ (z)dx < e, / ot (z) — h(z)dr < ¢,
E E
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e quindi

L@ v @io= [ o)~ hado + [

h(z) — g(x)dz + / g(x) — ¢~ (z)dx < 3e.
E

E

Pertanto, per ogni € > 0 possiamo trovare funzioni semplici ¢,1~ : E — R tali che ¢~ <
f<e¢te [pot(x)—y (x)dx < e, condizione sufficiente (e necessaria, in realtd) per garantire
Iintegrabilita di f.

Dimostrazione del Lemma[{.1.13. Visto che f, — f uniformemente per ogni € > 0 esiste n.
tale che || fn, — fllooc < € per ogni n > n.. Da cio |f(x) — fu(z)| < e per ogni x € R e quindi
f(x) < fu(x)+e =: h(z) e allo stesso tempo g(z) := fr(x) —e < f(x) per ogni x € E. Quindi
per ogni € > 0 troviamo due funzioni g, h come nell’Osservazione precedente, implicando che
f ¢ integrabile. Per mostrare che I'integrale di f,, converge a quello di f basta osservare che

/E Fo(@)dz — m(E)e = /E Jo(@) — ed < /E F@)dz < /E Fo(@) +edz = m(B)e + /E Fol@)da

che implica
|/Ef(ﬂc)d$—/Efn(x)daz| < em(E).

Essendo tale disuguaglianza valida per ogni n > n. abbiamo mostrato che | g fo(z)dr —

Jg f(z)dx. O
Definizione 4.1.15. Sia f : [a,b] — R¥. Diremo che f & di classe C'' sull'intervallo chiuso
[a, b] se

e f & continua su [a, b];
o feC((a,b);RY);
e csiste la derivata destra f’(a™) di f in a ed esiste la derivata sinistra f/(b~) di f in b;

e ponendo
f'(a™) sex=a
F@) =4 fl@) sexe(ab)
f/(b7) sex=b

allora f’ & continua su [a, b].
Mostriamo ora il seguente:

Teorema 4.1.16. Siano f, : [a,b] — R funzioni di classe C* sull’intervallo chiuso [a,b].
Siano f, g : [a,b] = R tali che f,, converge uniformemente ad f ed f) converge uniformemente
a g sufa,b]. Allora f & di classe C1 su [a,b] e f' = g.

Dimostrazione. Sappiamo che per ogni n vale il teorema fondamentale del calcolo integrale:

fu(x) = fula) + /x fr(t)dt, YV € [a,b].
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Grazie al fatto che f] sono continue deduciamo che anche g & continua, e inoltre f; essendo
integrabile su [a, b] soddisfa, grazie al Lemma 4.1.13

/: fLt)dt — /: g(t)dt.

Inoltre avremo f,, — f puntualmente, e quindi passando al limite per n — oo nella formula
sopra otteniamo

f(z) = f(a)+ /w g(t)dt, Vz € [a,b].

Da questa formula, di nuovo il teorema fondamentale del calcolo integrale ci permette di
dedurre che f'(x) = g(x) per ogni z € [a,b], da cui si deduce facilmente la tesi. O

Definizione 4.1.17. Introduciamo il seguente spazio vettoriale
C'([a,b]) := {f : [a,b] — R: f & di classe C" su [a, D]}

Ogni funzione f € C'([a,b]) risulta limitata con f’ limitata. Di conseguenza per ogni tale
funzione risultera finita la norma

I£ller = 1flloe + 11/ lloc-

Come prima, risultera che C'([a,b]) & uno spazio vettoriale e || - ||c1 & una norma su tale
spazio. Grazie al teorema precedente possiamo mostrare ora che C!([a,b]) & uno spazio
metrico completo rispetto alla distanza indotta da tale norma.

Teorema 4.1.18. Lo spazio C'([a,b]) ¢ completo se dotato della norma || - || 1.

Dimostrazione. Sia f, € C1([a,b]) una successione di Cauchy: ovvero, per ogni € > 0 esiste
Ne per cui

an - fm”oo + Hfrlz - fr/nHoo = ”fn - meCl <eg, Yn,m > ne.

Ma allora si vede subito che f,, e f/, sono entrambe successioni di Cauchy in Cjy([a,b]). Ne
deduciamo dal Teorema |4.1.12| che esistono f, g € Cy([a, b]) tali che

In— 1, fl—g uniformemente per n — oo.

Concludiamo dal Teorema [4.1.16| che f € C'([a,b]), e f' = g. Infine, grazie alle convergenze
appena mostrate, si vede subito che ||f, — f|lct — 0 quando n — oo, che conclude la
dimostrazione. O

4.2 Serie di funzioni

Serie di funzioni sono particolari successioni, espresse come somme parziali.

Definizione 4.2.1. Siano f,, : E — R funzioni date; la serie di funzioni ) 7, f, si dice che
converge puntualmente ad f : E — R se la successione delle somme parziali S, := > 1" fi

converge puntualmente ad f. In tal caso scriveremo f(z) = > "7 fn(z). Similmente diremo

che la serie converge uniformemente ad f se la successione di somme parziali S,, converge ad
. . . : oo o

f uniformemente. Diremo inoltre che la serie > f, converge totalmente se > ° || fn|loo

¢ una serie convergente.
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Lemma 4.2.2. Supponiamo la serie Y > fn converga totalmente. Allora esiste una funzione
[ :E — R tale che Y ;" fn converge uniformemente ad f.

Dimostrazione. Da una parte abbiamo

Z | fn ()] < Z [ frlloo < 400,
n=0 n=0

quindi per ogni = € E la serie Y 7 | fn(x)| converge, e quindi anche Y > ; fn(x) converge;
chiamiamo il limite f(z). Mostriamo che le somme parziali convergono uniformemente ad f.
Infatti

f(@) = Su@)|=1 D fi@< D 1@< D Ifillo

i=n-+1 1=n-+1 1=n-+1
ed essendo tale disuguaglianza valida per ogni x € F otteniamo anche

[e.9]

1F = Sulloc < Y I filloo-

i=n-+1

Il membro di destra andando a 0 quando n — oo, concludiamo che ||f — Sp|lcc — 0 quando
n — o0. O

Teorema 4.2.3. Sia f =Y fn una serie convergente totalmente, dove f, : E — R sono
funzioni limitate integrabili; allora f & limitata, integrabile e

/Efdng/Efndx.

Dimostrazione. Sappiamo dal lemma precedente che le somme parziali S,, — f uniforme-

mente. Dal Lemma [4.1.13|sappiamo quindi che [ Spdx — [ fdx. Pertanto

fdx = lim /fidzz:: /fnd:n.
A=l ) | fide =) |

O

Teorema 4.2.4. Siano f, : [a,b] — R funzioni di classe C*(|a,b]), e supponiamo che
Yoo fn € >0l fr siano serie convergenti totalmente ad f e g, rispettivamente. Allora

feclab) ef =g

Dimostrazione. Applicando il Teorema [4.1.16| alle somme parziali S, = Y ;" fi e alle loro
derivate S}, = > f! otteniamo subito la tesi. O
4.2.1 Serie di potenze

Le serie di potenze sono particolari serie di funzioni in cui f,(y) = an(y — y0)™; qui a, € R
sono numeri reali e yg € R & fissato. Con il cambio di variabili x = y — yg la serie di potenze

si scrive:
oo
E anx™.
n=0
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Sicuramente osserviamo che tale serie converge per il valore x = 0. Tuttavia, per valori diversi
da 0 potrebbe non convergere mai, come ad esempio nel caso in cui a, = n".
Vale comunque il fatto seguente:

Lemma 4.2.5. Sia ZZO:O an,x" una serie di potenze: supponiamo che essa converga per
z =y #0. Allora per ogni xz € (—|yl|,|y|) si ha che Y > ,a,x™ converge.

Dimostrazione. Sappiamo che Y > a,y" converge, ¢ quindi il suo termine generale sara

infinitesimo, e la successione a,y™ limitata. Esiste dunque M = sup, {|a,y"|} < 4+o00. Sia
3 0 n .

ora x € (—|y|, |y|) e mostriamo che »° ja,z™ converge assolutamente:

n| __ ni|= JL R S —
Z\anx |—Z\any ]\yn\§ZM|y‘n—M1_r<+oo, (4.2.1)
n=0 n=0 n=0
dove abbiamo posto r = \%] < 1. Questo conclude la dimostrazione. O

Osservazione 4.2.6. Come conseguenza del Lemma appena enunciato abbiamo il fatto
) D 0o "

seguente: se la serie di potenze )~ a,x non converge, allora essa non converge per nessun

valore di z tale che |z| > zo. Infatti, se per assurdo essa convergesse per un certo y con

ly| > xg, convergerebbe anche per tutti i valori  compresi in (—|y|, |y|), che includono z,

assurdo.

Definizione 4.2.7. Sia > 7 jana™ una serie di potenze. Si definisce raggio di convergenza
R della serie il numero (eventualmente uguale a +00)

o0
R := sup{|z| : Z anz™ converge}.
n=0
Come conseguenza del Lemma e I’Osservazione deduciamo immediatamente il
seguente:

Teorema 4.2.8. Sia Y ° ap,x™ una serie di potenze e sia R il suo raggio di convergenza.
Se R = 0 allora la serie converge solo per x = 0; se R = +oo allora .7 japa™ converge
per ogni x € R. Se invece R € (0,00) allora la serie converge per ogni x € (—R, R) e non
converge se |x| > R.

In generale, a priori non si pud dedurre la convergenza della serie nel caso in cui |z| = R.
. o0 1 n o0 1 n 3 3 —
Le due serie > 7 2q2™ e >0 70 ooy —72" hanno entrambe raggio di convergenza R = 1, la
prima non converge per x = 1, mentre la seconda si.

Teorema 4.2.9. Sia Y 7 ap,z™ una serie di potenze, e sia R > 0 il suo raggio di con-

vergenza. Allora f(z) = Y00 anx™ risulta di classe C' su (=R, R), la serie di potenze
g(x) = 30°  naya™ ! ha raggio di convergenza R, e f' =g su (—R, R).

Dimostrazione. Facciamo vedere come prima cosa che g(x) = Y o0 na,z"! converge in
(—R, R); siano = € (—R, R) tali che y > |z|; allora la serie ) > a,y" converge, ed & quindi
limitata la successione |a,y"| < M < 4o00. Mostriamo che la serie di funzioni » >, na,x" !
converge totalmente su [—r,r| con r = |z| (come conseguenza convergera puntualmente, e
quindi anche in z.) Si ha

o) 00 n—1

o0 oo r
D lInana™ Moo = D Inanllla”™ e orey = D Inanle™ < 37 Mg
n=1

n=1 n=1 n=1
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e adesso l'ultima serie converge grazie al criterio della radice, e grazie al fatto che |§| < 1.

Abbiamo dunque dedotto che > °° | na,z" ! converge totalmente su [—r,7] per ogni r <
R, in che implica anche che converge puntualmente per ogni x < R (come conseguenza il
raggio di convergenza di > o0 | na,z"
strettamente maggiore). Inoltre, convergenza totale implica quella uniforme, quindi le somme
parziali S}, (z) = Y I, ia;z"~! convergono uniformemente a g su [—r,r].

sara > R; mostrare per esercizio che non puo essere

Ora un argomento simile mostra che anche ) °  a,a™ converge totalmente su [—r,7], e
quindi anche S, (z) = >, a;x* convergono uniformemente ad f. Essendo S, ed S/, continue
deduciamo che f e g sono continue su [—r,r]. Il Teorema allora implica f € C([—r,7]),
che f' =g su [—r,r], ed essendo r < R arbitrario, concludiamo la tesi. O

Visto che la serie f/(z) = g(x) = > oo ; na,2™ ! ha raggio di convergenza R, come la sua
primitiva f(z), possiamo riapplicare il teorema precedente alla serie g, deducendo che essa &
C' e la sua derivata ha stesso raggio di convergenza. Possiamo interare il ragionamento per
ogni derivata di f, e se ne deduce il seguente:

Teorema 4.2.10. Sia f(x) = > 7 ana™ una serie di potenze, e sia R > 0 il suo raggio di
convergenza. Allora f é di classe C* su (—R, R) e per ogni k > 0 si ha

>l e
fr ) = nz;f(n_k)!anx k

Mostriamo ora un criterio per il calcolo del raggio di convergenza.

Teorema 4.2.11. Sia > " a,z" una serie di potenze. Supponiamo esista il limite L :=

limy, 00 V/|anl|; allora

(i) Se L =0 allora il raggio di convergenza R é +o00;
(ii) Se L = +o0 allora R =0 e la serie converge solo per v = 0;
: _1
(iii) Se L € (0,00), allora si ha R = 1.
Dimostrazione. Mettiamoci subito nel terzo caso (iii): il criterio della radice applicato al-

la serie Y ° ja,x" ci garantisce che essa converge se lim, oo {/|a,x™| < 1, mentre non
convergera se tale limite fosse > 1. Tale limite coincide con

lim {/|apz"| = |z|L.
n—oo
Pertanto se |z| < % converge, mentre non convergera se || > % Questo implica R = % Nel

caso (ii) avremo sempre
lim {/|apz™| = 00, Vr # 0,

n—oo

e non puo esserci convergenza per tali z. In modo analogo (esercizio), si tratta il caso (i). O
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4.2.2 Serie di Fourier

Consideriamo le funzioni trigonometriche cos(kx) e sin(kz), k € N; considereremo anche la
funzione costante 1. Come notazione globale useremo la seguente: per ogni k € Z definiamo
er : R — R come

1 se k=0,
ex(z) = ¢ cos(kxr)  se k>0, (4.2.2)
sin(|klz) se k <O0.

Lemma 4.2.12. Le funzioni ey appena definite soddisfano la sequente proprieta:

ﬂ 0 sek#h
/ ex(z)ep(z)dr = 2r sek=h=0 (4.2.3)
o T  sek=h#0.

Inoltre

/T%@Mx:{% sek=0 (4.2.4)

r 0 altrimenti.

Lasciamo per esercizio la semplice verifica.

Definizione 4.2.13. Sia f : R — R; f ¢ periodica di periodo T' > 0 se per ogni = € R risulta
f(z) = f(x+1T). Sia f : [-7,7) — R; denoteremo con f : R — R la funzione periodica di
periodo 27 definita come

f(z) = f(x — 2mm) se x € [(2m — 1), (2m + 1)7) Vm € Z.
f prende nome di estensione 27-periodica di f.

Definizione 4.2.14. Una funzione f : [a,b] — R si dira continua a tratti se esiste una
partizione di [a,b] della forma a =ty < t; < --- < t, = b tali che f risulta continua su
(ti,tiv1) per ogni i = 0,...,n — 1. Diremo che f & C! a tratti se ¢ continua a tratti e se su
ogni intervallo [¢;,t;+1] valgono le seguenti proprieta:

e esistono i limiti hmx%t;r flx)=:f(t)e lilrnm%t;rl flx) = f(ti 1)

e esistono i limiti dei rapporti incrementali

f(ti+h) — (&)

"(tF) = li "(t-) = 1 :
F =l =% i) =, B h ,
e la funzione
1) se x =t
fl(@) =< f(x) se x € (ti,tiy1)

f/<ti_+1) sex =t

risulta continua su [t;, t;1+1].
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Definizione 4.2.15. Sia f : [-m,m) — R una funzione integrabile: allora definiamo i
coefficienti di Fourier di f i valori

1 (7 1 /7
= — d = — d
wi= [ f@e@dr== [ fa)ds
1 (7 1 (7
ap = — f(@)eg(z)de = — f(x) cos(kx)dx per k >0,
LR - L —"
1 (7 1 (7
by = — f(z)e_g(z)dx = f(z)sin(kx)dx per k > 0. (4.2.5)
T ) )
Data una funzione integrabile f : [—7,7) — R si definisce la sua serie di Fourier la seguente
a o
0
5 + Z ay, cos(kx) + b sin(kz)) (4.2.6)
k=1
Ci chiediamo ora quand’e che la serie di Fourier associata ad f : [-m,m) — R converge, e

in caso affermativo se converge (almeno puntualmente) alla funzione f.

Lemma 4.2.16. Per ognit € R, n € N, risulta

sin(t(n + 1))
sin(%)

Dimostrazione. Mostriamo il lemma per induzione su n. Per n = 0 la formula & corretta,

quindi bisogna mostrare il passo induttivo. Supponiamo allora il lemma sia vero per un certo

valore di n € N. Facciamo vedere che

1
5T cost + cos(2t) + - - + cos(nt) =

1 in(t(n +
— 4 cost+cos(2t) + - - - + cos(nt) + cos((n + 1)t) = s1112(n())
S11

5 (4.2.7)

DO| e+
— |oles

Per ipotesi induttiva

sin(t(n + 3))

1
=~ +cost 4 cos(2t) + - - - + cos(nt) 4+ cos((n+ 1)t) = —
2 2sin(3)

+ cos((n + 1)t);

il membro destro ¢ allora

sin(t(n+ 3)) + 2sin(%) cos((n + 1)t)  sin(t(n+ 1) — L)) + 2sin(%) cos((n + 1)t)

2 _
2sin(%) B 2sin(§)

_ sin(t(n +1)) cos(%) — sin(%) cos((n + 1)t) + 2sin(%) cos((n + 1))

B 2sin(%)

_sin(t(n + 1)) cos(§) +sin(5) cos((n+1)t)  sin(t(n+1) + §) (4.2.8)

B 2sin(%) B 2sin(%) o
che implica la (4.2.7)). O
Proposizione 4.2.17 (Disuguaglianza di Bessel). Sia f : [-7,7) — R una funzione limitata

e integrabile e siano ag, ag, by, k > 0, i suoi coefficienti di Fourier. Allora

2 ™
ap Z 2 | 12 1 2
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Dimostrazione. Denotiamo con S, (x) = @ +>")'_; (ay cos(kx)+by sin(kx)) la somma parziale
di Fourier. Avremo [™_|f(z) — Sp(z)[*dz > 0. Sviluppando il quadrato troviamo

' f(z)%dz > 2 f( )Sp(x)dz — i Sy (z)2da. (4.2.10)
Da una parte abbiamo
2 T f(z)Sp(x)dz = ag x)dx + Z <2ak x) cos(kx)dx + 2by, /7r f(x) sin(kx)dSU)
= maf + 27 Z(ai +3) (4.2.11)
k=1

dove si ¢ usata la definizione di coefficienti di Fourier. D’altra parte si ha

_7; Sn(x)*dz = /_7; (% + zn:(ak cos(kx) + by, sin(k;x))>2d$

- /7T (ao + Z a2 cos®(kx) + b7 sin (kx)))da:

. \4

+ Zl/ a; cos(iz) + b; sin(iz))(a; cos(jz) + b; sin(jz))dx
’éég

+2 Z ayby / cos(kz) sin(kz)dz + ag Z/ ay, cos(kx) + by sin(kx)dz.
Utilizzando ora il Lemma [4.2.12| 'ultima espressione ci da

T T n
B Sy (z)dz = Eag + 7 ;(az +b2).

Questa, insieme alla (4.2.11)), implica nella (4.2.10))

F(z)%dz > gag > (a} +b3), (4.2.12)
- k=1

che & valida per ogni n € N. Quindi possiamo passare al limite per n — oo e ottenere la
tesi. [

Osservazione 4.2.18. Come conseguenza della disuguaglianza di Bessel otteniamo che la
serie dei quadrati dei coefficienti di Fourier & convergente, e in particolare infinitesima:

ap — 0, b, — 0 quando k — oc.

In particolare, otteniamo che se f & una funzione integrabile e limitata allora

f(z) cos(kx)dx — 0, f(z)sin(kx)dx — 0 quando k — oo.



4.2. SERIE DI FUNZIONI 63

Possiamo ora dimostrare il seguente Teorema:

Teorema 4.2.19. Sia f : [-7,7) — R una funzione C* a tratti limitata. Allora la serie di
Fourier % + 372 (ay, cos(kx) + by sin(kx)) di f converge puntualmente a w, dove
fla®) = lim_f(z), f(@7) = lim_f(z).

Yy—x Yy—x
Dimostrazione. Ricordando la definizione dei coefficienti di Fourier possiamo scrivere
Sp(z) = 1 /7r I( )(1 + ancos(ix) cos(iy) + sin(ix) sin(i ))d
n(@) = | f)(3 2 y y) ) dy
1" I L™, sin((n+5)(y — @)
W/Qf@m2+;;mm@ r)))dy W/;ﬂm rn(iry W
I sin((n + %)t)
= — t ——=dt 4.2.13
W/;ﬁf(+@ ool (4.2.13)

dove abbiamo usato il Lemma [4.2.16| e il cambio di variabili y —x = ¢t. Usando la definizione
di estensione 27-periodica f possiamo scrivere 'ultimo termine come

sin((n + %)t)

2sin(%)

Sp(x) = % _ﬂ Fx+1) dt.

Osserviamo ora che, sempre per il Lemma

™ sin((n + $)t) T 0 sin((n + 1)t)
/0 2sin(%) dh=5= /_7r 2sin(L) .

2

Quindi anche

1" o sin((n + 4)t) 1 /0 _ sin((n+ $)t)
| s

. t2 x - i =
T 2sin(3) L - 2sin(3) 2

Pertanto abbiamo ottenuto

+ - T F (ot
R e f“)gmm+1ﬁmt
2 2sin(% 2
/ it x” ( Dain((n + Lyt (4.2.14)
2Sln 2
Definendo o) (o)
flx+t)—f(x~
Gla.t) =4 7, 20ma) erelhm
f(x;;);é()x ) sete [—7,0),

zt x~ i
() = LD HTET) LT e pin(n + %)t)dt.

2 T J)_n
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Dalla definizione di G segue subito che essa € continua a tratti sugli intervalli aperti (—m,0)
e (0, 7). Inoltre

fla+t) - fat) 3§

lim G(z,t) = li = fl(a™

t—1>H01+ (1‘7 ) t—1>H01+ t sin(%) f (l’ )7
e anche - .

lim G(z,t) = lim flett) = fla”) - Et = f'(z7),

t—0~ t—0- t sin(3)

che implica che G ¢ limitata e continua a tratti su tutto [—m, 7). Come conseguenza essa ¢
integrabile e limitata; scrivendo allora

sin((n + %)t) = cos(nt)sin(t/2) + sin(nt) cos(t/2),

avremo

+ - 1 (" 1 [7
Sp(z) — W == | G(a,t)cos(nt)sin(t/2)dt + = | G(z,t)sin(nt)cos(t/2)dt,
TJ TJ
ed essendo anche le funzioni G(z, t) sin(t/2) e G(z,t) cos(t/2) integrabili e limitate su [—m, 7),
concludiamo dall’Osservazione [£.2.1§ che

fl@®) + f(a7)

5 — 0, quando n — oo. (4.2.15)

Sp(x) —
Questa ¢ la tesi. O

Raffiniamo ora la convergenza appena ottenuta.

Teorema 4.2.20. Sia f : R — R una funzione di classe C' e 2m-periodica. Allora la sua
serie di Fourier converge totalmente su [—m,m) (e quindi anche uniformemente ad f).

Dimostrazione. Notiamo anzitutto che f’ : R — R sara una funzione continua e 2m-periodica,
quindi per la disuguaglianza di Bessel

1 m 2
= f/(m)Qdm > % + Z(Ox% + Bg),
- k>1

dove abbiamo indicato con «g, oy, Bk 1 coefficienti di Fourier di f’. Possiamo ora ottenere
una relazione tra questi coefficienti e i coefficienti di Fourier di f: si ha

Ty = i f(x)dx = f(r) — f(—m) =0,

o L/ f(x)sin(kx)dx = 77‘('&

i 1 .
Tag = f(x) cos(kx)dx = Ef(x) sin(kx) ;

—Tr

by = _ﬂ f(x)sin(kz)dx = —%f(x) cos(kx)

T=—T k —

=T 1 ™
o + - /_7r f'(z) cos(kx)dx = ﬂ%7

18kl
k

da cui |ag| = e |bg| = % per ogni k > 0.
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Dobbiamo ora mostrare che
o0
50 + ,; ay, cos(kx) + by sin(kz))

converge totalmente su [—7, 7). A questo scopo stimiamo

lak, cos(kx) + by sin(kz)|| o [—x,x) < lar| + [brl,

e quindi
=1
Z [|ay, cos(kx) + by sin(kz)|| oo [—x,x) < Z EAERNESY 7 okl +1Be])
k=1 k=1 k=1
1 > 2 ) )
k=1
Questo conclude la dimostrazione. ]

Corollario 4.2.21. Sia f : R — R una funzione di classe C' e 2m-periodica. Allora la
disuguaglianza di Bessel ¢ un’uguaglianza, ovvero

1 f( )2dx = g + Z(a% +b2). (4.2.16)

L’uguaglianza (4.2.16|) prende il nome di identita di Parseval.

Dimostrazione. Dal Teorema [4.2.20|deduciamo che S,,, somma parziale di Fourier relativa ad
f, converge ad f uniformemente su [—m, 7). Di conseguenza anche S? tende uniformemente

ad f2, da cui, per il Lemma [4.1.13| abbiamo

li_}rn Sy (x)?dx = f(x)*dx

La tesi allora segue osservando che [7_ S, (z)*dx = % + > (a2 4+ b2). O
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Capitolo 5

Curve e superfici

5.1 Curve

Definizione 5.1.1. Una curva parametrizzata in R" & una funzione + : [a,b] — R™ di classe
C*. Diremo che la curva & di classe C'! sull’intervallo chiuso [a, b], e scriveremo v € C*(1a, b)),
se

e esistono i limiti dei rapporti incrementali

7(@) = tLiTJr W V) = tlirz?— w;

e la funzione v : [a,b] — R™ & continua su [a, b|;
e per ogni t € (a,b) risulta +/(t) # 0.

Data una curva regolare v : [a,b] — R™ chiameremo talvolta velocita della curva la sua
derivata /().

Un esempio gia visto di curva regolare ¢ quello delle rette parametriche: dati p,v € R",
v # 0, la funzione v : R — R" data da y(t) = p + tv € una curva regolare (con [a,b] = R)
dato che 7/(t) = v # 0.
Definizione 5.1.2. Data una curva regolare v : [a, b] — R™ chiameremo sostegno della curva
I'insieme 7([a, b]) € R".

Un altro esempio di curve regolari sono i grafici di funzioni (opportunamente parametriz-
zati, come segue): sia f : [a,b] — R™ una funzione di classe C! su [a,b]; allora la curva
7 : [a,b] — R™"1 definita come

V() == (¢, f(1)), t € [a,b], (5.1.1)
¢ una curva regolare, dal momento che sara di classe C'!([a,b]) (verificarlo) e la derivata
¥ () = (1, f(), t € la, 0],

non si annulla mai (la sua prima componente ¢ sempre # 0). In questo caso il sostegno della
curva -y coincidera con il grafico della funzione f, infatti

V([a,0]) = {(z,y) € [a,0] x R" -y = f(z)}.

67
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In questo caso specifico, osserviamo facilmente che la velocita della curva rappresenta un
vettore tangente al sostegno della curva stessa. Precisamente, dato ¢ € [a,b], il vettore
v (t) = (1, f(t)) & tangente a y([a,b]) nel punto v(t) = (¢, f(%)), e la retta

r(t) =) +ty/(0) = (E+ ¢, f() + (D)

ha come sostegno la retta tangente al v([a, b]) nel punto ().
Mostriamo ora che tale proprieta geometrica vale per ogni curva regolare, non solo per i
grafici di funzione. A questo scopo mostriamo il seguente:

Proposizione 5.1.3. Sia v : [a,b] — R? una curva regolare, e siat € (a,b). Allora esiste un
intorno I C (a,b) dit tale che vy puo essere espressa come il grafico di una funzione f della
variabile x, oppure di una funzione g della variabile y.

Dimostrazione. Essendo 7 regolare abbiamo «/(t) # 0, e quindi una delle due componenti di
7/(t) non si annulla. Supponiamo per esempio v5(t) # 0, e come tale assumiamo ~v5(t) > 0.
Esistera allora un intorno I di ¢ tale che 74(s) > 0 per ogni s € I, e quindi la funzione
v9 : I — R & strettamente crescente, e pertanto invertibile. Essendo I un intervallo, anche
J := 72(I) & un intervallo, e 75 ' : J — I risultera crescente. Chiamando y = 7o(s), avremo
s =75 ' (y), e allora 4(s) = (11(5),72(s)) = (M5 ' (),y) = v o7 ' (y) per ogni s € I.
Percio, la mappa 7 := 7072_1 : J — R? ha stesso sostegno di v su I, e definendo g := v, 072_1
si avra
() = (9(y),y)  Vye

In modo analogo si puo procedere nel caso in cui {(t) # 0 e mostrare che esiste una funzione
f:J — R tale che v(I) coincide con il sostegno di

V(@) = (z, f(x)) Vael
O

Essendo quindi ogni curva regolare “localmente” grafico di funzioni, risultera che ~/(t)
rappresenta un vettore tangente alla curva nel punto ~(¢).

Esempio 5.1.4. Prendiamo la curva v(t) := (3, |t|?) per t € R. Risulta che v & di classe C!
su R, ma non ¢ una curva regolare in quanto

t3

V(1) = (%3

)

si annulla (entrambe le componenti si annullano) in ¢ = 0. Inoltre, se denotiamo con x := t3,
ci accorgiamo che la curva v ha come sostegno il grafico della funzione f(x) = |z|, in quanto

v(t) = (z,]=]), vz € R.

Tale grafico non ammette vettore tangente nel punto (0,0), e infatti in tale punto la derivata
7/(0) si annulla.

Definizione 5.1.5. Sia v : [a,b] — R"™ wuna curva regolare, allora per ogni t € [a,b] si
definisce il versore tangente alla curva in y(t) il vettore

o
P = T
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Definizione 5.1.6. Siano v : [a,b] = R™ e o : [¢,d] = R™ due curve. Diremo che esse sono
equivalenti se esiste una funzione p : [a,b] — [c,d] biunivoca e di classe C1, tale che p'(t) # 0
per ogni t, e

V() =o(p) Ve lab].

Diremo che v e o hanno stessa direzione se p'(t) > 0 per ogni t, mentre direzione opposta se
p'(t) > 0 per ogni t.

Lemma 5.1.7. Siano v : [a,b] - R™ e 0 : [¢,d] — R" due curve regolari. Allora se hanno
stessa direzione si avra 7y(t) = 7,(p(t)) per ognit, mentre se hanno direzione opposta avremo

7 (t) = =75 (p(1))-

Dimostrazione. Nel caso in cui v e ¢ hanno stessa direzione si avra, dalla definizione di
equivalenza,

V() =olpt) = )=o) ),

da cui [y ()] = llo'(p(@) [P/ ()], e quindi

V() o(p(t) p'(t) _ o (p(t)
() = = : = 7o(p(1))
! @I e’ @)l '@ llo’(p@)] )
Nel caso in cui la direzione € opposta si avra |§ ig;l = —1, e quindi

o’ (p(t))

o) - @)

T (t) =
O

Definizione 5.1.8. Sia ¥ : [a,b] — R™ una curva di classe C*, allora si definisce la lunghezza
di v il valore L(y) dato da

b
L(y) = / I/ (8) .

Prendiamo come esempio una curva - : [0, 1] — R"™ che parametrizza il segmento di vertici
P, Q € R"™. Avremo, ad esempio,

y(t) :=Pt+Q(1—1)

in modo che y(0) = @, (1) = P, 7 & regolare e 7/(t) = P — Q. In particolare, avremo

1 1
L(y) = /0 I/ (t)lldt = /0 1P - Qldt =P - Q.

che ¢ la lunghezza del segmento PQ.
Vediamo ora che la lunghezza di una curva non dipende dalla specifica parametrizzazione,
ma solo dal sostegno della stessa.

Lemma 5.1.9. Siano v : [a,b] — R" e o : [c,d] — R™ due curve di classe C* equivalenti.
Allora L(y) = L(0).
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Dimostrazione. Supponiamo p : [a,b] — [c,d] sia strettamente decrescente, e quindi p/(t) < 0
per ogni ¢ (il caso contrario si tratta in maniera analoga). Allora, dovendo essere bigettiva,
p soddisfera p(a) = d e p(b) = c¢. Pertanto

/Hv Mt(/Ha )t = /Ha (1) dt = /Ww Dl ()t

e facendo ora il cambio di variabile p(t) = s avremo

b c d
Anv@muz—énawwm=1|wwww,

che ¢ la tesi. O

Lemma 5.1.10. Sia v : [a,b] — R"™ una curva di classe C', allora

n/ Dt = () H</H7 ).

Dimostrazione. Se ||v(b) —~y(a)|| = 0 non c¢’¢ nulla da dimostrare, quindi assumiamo ||7y(b) —
~(a)|| > 0. In tal caso, per ogni vettore v € R™ avremo

b b b b
v = @) =v- ([ Vo) = [ i< [l @l =l [ ol

e ponendo v = y(b) — y(a) si ottiene subito la tesi. O

Definizione 5.1.11. Sia 7 : [a,b] — R"™ una curva di classe C', e siano t; € [a,b] punti tali
chea =1ty <t <--- <tp=">. La famiglia {t; : i = 0,...,k} prende nome di partizione di
[a,b]. Per ogni partizione di [a,b] si definisce la spezzata o : [a,b] — R™ di vertici y(t;) la
curva definita come

t—1t;
o(t) =~(ti) + ———(V(tix1) — v(t:)) set € [ti, tiv1], (5.1.2)
tiv1 — 1
per ogni i =0,...,k — 1. La lunghezza della spezzata o si definisce come

??‘
H

L(o) = 3" LioLlti, tisa)) Ej/‘ o/ (1)t = EZWVZH O

Si noti che una spezzata non ¢ in generale di classe C'.

-
Il
o

Teorema 5.1.12. Sia 7 : [a,b] — R™ una curva di classe C*, allora per ogni k € N e ogni
partizione {t; 11 =20,...,k}, la spezzata o di vertici y(t;) soddisfa L(o) < L(7y). Inoltre, vale

L(y) =sup{L(o) : k€N, t;:1=0,...,k, o ¢éla spezzata di vertici y(t;)}.
Per dimostrare il teorema premettiamo il seguente lemmas:

Lemma 5.1.13. Sia v : [a, ] = R™ una funzione continua. Allora per ogni T € (o, B) si ha

/||v ||dt<H/ dt||—2/ o(t) — v(r)|dt. (5.1.3)
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Dimostrazione. Fissato 7 € (a, 3), abbiamo

B8 B8 B8
v(T)(f—a) = v(T)dt = / v(t)dt —I—/ (v(1) — v(t))dt
da cui, usando anche il Lemma [5.1.10
B8 B8
()8 = a) < | / o(t)dt] + / lo(r) — v(®)]dt. (5.1.4)

D’altra parte, la disuguaglianza triangolare implica che |[v(7)| > ||v(t)]] — |lv(T) — v(t)]|, e
quindi

Q

B B B
lo()I(8 - a) = / lo(r)ldt > / o (e)lldt - / lo(r) — w(t)|ldt.

Mettendo insieme quest’ultima disuguaglianza con ([5.1.4)) concludiamo

B
/ lo(e)lldt - / lo(r) — v(®)dt < | / Dt + / lo(r) — v(®)dt,

ovvero la tesi. O

Dimostrazione del Teoremal5.1.14. Utilizzando sempre il Lemma [5.1.10] abbiamo

k—1 k—1 tiv1 b
=Y ti) — )] =< 3 / I/ (B)ldt = / I (O)lldt = L(7),
i=0 i=0 Jti a

per ogni spezzata o. Di conseguenza avremo anche
sup{L(0) : k€N, t; : 1 =0,...,k, o ¢&laspezzata di vertici v(¢;)} < L(7).

Mostriamo la disuguaglianza opposta e fissiamo £ > 0 arbitrario; essendo 4 continua su [a, b]
sara uniformemente continua ed esistera 6 > 0 tale che se |t —s| < § allora |7/ (t) —7/(s)] < e.

Prendiamo allora una partizione t;, con i = 0,...,k, di [a,b] tale che ¢;11 — t; < § per ogni
1=0,...,k. Come conseguenza avremo
17 (t) —~'(s)|| <, Vt, s € [ti, tiv1], Vi=0,...,k— 1

Per il Lemma B.1.13] avremo

tit i+1
/t @)t < | / (H)dt]| — 2 / I/ () =+ (73) e

= It =3l =2 [ 10 = e

> Iy (tiv1) — ()| — 2e(tiv1 — ),

dove 7; € (t;,ti+1) € un qualsiasi punto. Sommando su i =0,...,k — 1, otteniamo

Z / I/t Hdt<Z|lv 1) — At - 26 = L(o) — 2.

Prendendo quindi I'estremo superiore su tutte le possibili partizioni ¢ abbiamo ottenuto
L(y) 4+ 2 <sup{L(o) : k€N, t; :i=0,...,k, o ¢&laspezzata di vertici v(¢;)},

che implica la tesi essendo € > 0 arbitrario. ]
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5.2 Superfici

Definizione 5.2.1. Dati due vettori a,b € R3 si definisce il loro prodotto vettoriale a x b il
vettore di R? che ha componenti

a x b= (agbs — agba, azby — a1bz, a1by — azby).

Un modo di ricordarsi il risultato del prodotto vettore a x b ¢ calcolando il determinante
della matrice 3 x 3

ay; az ag
M=1by by b3 (52 1)
€] €2 €3

che produce
det(M) = (azbs — azba)er + (azby — a1bz)ez + (a1by — azby)es,

in modo che se €; rappresenta 1’i-esimo vettore della base canonica, il vettore ottenuto coincide
con a X b.
Elenchiamo ora alcune proprieta del prodotto vettoriale:

(1) per ogni a,b € R3 si ha
axb=-bxa;

(2) se a x b = (0,0,0) allora a & parallelo a b. Ovvero, se a # 0, esiste A\ € R tale che
Aa = b;

(3) per ogni a,b,c € R? si ha

(axb)-c=((bxc)-a=(cxa)-b.

Lasciamo per esercizio la verifica delle proprieta sopraelencate. Vediamo invece alcune
conseguenze di esse: dalla proprieta (1) segue che a X a = —a X a e quindi

axa=(0,0,0)
per ogni a € R3. Similmente, se A € R risultera anche
(Aa) x a=(0,0,0).
Dalla proprieta (3) prendendo ¢ = a risulta
(axb)-a=(bxa)-a=(axa) -b=0,

questo mostra che il vettore a x b & ortogonale ad a, e in modo analogo sara anche ortogonale
ab.

Ricordiamo che un insieme A C R? si dice sconnesso se esistono due aperti U,V C R? tali
che

e UNA#2#£VNA;
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e UNV = g;
e ACUUYV.
L’insieme A si dira connesso che non ¢ sconnesso.

Definizione 5.2.2. Sia A C R? un aperto limitato e connesso. Denotiamo con K := A la
chiusura di A (che risultera compatta). Una superficie parametrizzata é una mappa ¢ : K —
R3 che soddisfa le sequenti proprieta:

o p € CY(ARY);
o € CYK;R3).
Diremo che ¢ ¢ una superficie regolare se valgono anche:
(i) ¢ ¢ iniettiva su A;
(ii) G2 x 52 #(0,0,0) su tutto A.

Infine, chiameremo sostegno della curva limmagine di K attraverso ¢, ovvero linsieme
o(K) C R3.

Per le superfici regolari esiste la seguente definizione di area:

Definizione 5.2.3. Sia ¢ : K — R? una superficie regolare. L’area di ¢ si definisce come
quel valore a(p) ottenuto come

— [ %%, 9
a(p) '_/K”&r X ay”c&dy. (5.2.2)

Consideriamo ora una superficie regolare ¢ : K — R3 e se (20, yo) € A & un punto assegnato,
prendiamo un intorno rettangolare di esso (xg — 0,0+ ) X (yo — 1, Yo + 1) che sia contenuto
in A. Allora possiamo considerare le curve 7 : (xg—9,20+0) = R3 e o : (yo—n,y0+n) — R?
come

V(1) = ¢(t,90), a(s) := p(z0, ).

Entrambe le curve hanno sostegno nel sostegno della superficie ¢ e passano per il punto
©(z0,y0). Infatti v(zg) = o(yo) = p(x0,yo); in particolare avremo che il vettore tangente alla
curva 7 in ¢(xg, yo) sara anche tangente alla superficie, e similmente il vettore tangente a o
(perche le curve sono contenute nella superficie). Risulta quindi che i due vettori

d 0

' (z0) = 5 Pt 0) =z = éTi(ZCo,yo), (5.2.3)
d Oy

o' (yo) = £80(9007 $)|s=yo = yy(xo,yo), (5.2.4)

sono tangenti alla superficie nel punto ¢(xg,yo). Questo ci permette di definire il piano
tangente alla superficie nel punto ¢(xg, yo), che sara a sua volta una superficie che denotiamo
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con Ty(z4.40)5; dove S = p(K) & il sostegno di ¢. Allora T, ,)S sara definito come il piano

. . 0 0
passante per ¢(xg,yo) e contenente i vettori 52 (zo,yo) e 8—‘;(10, Yo); OVVero

0 0
Ttp(:co,yo)s(u7 ’U) = (P(‘I'Oa ?Jo) + uaii(xm y(]) + v£<$07 y0)7 (ua U) € RQ' (525)

Questo piano avra anche un vettore ortogonale (in realta infiniti vettori ortogonali, che pero
avranno stessa direzione a meno di un segno). Ricordando che a x b & ortogonale sia ad a che a

. . . 8()0 8@ . . .
b, e considerando che i vettori 5 (o, 90) € 5E (20, y0) sono contenuti nel piano (sono paralleli

. s Op dp
ad esso), avremo che un vettore normale al piano Tz, 40)S sard 32 (2o, y0) X 5 (%0, yo)-
Ovvero

¢ dp
%(Io,yo) X 87y($07y0) 1 Tw(xo?yo)S. (526)

5.3 Massimi e minimi vincolati

Veniamo ora al problema di studiare massimi e minimi di funzioni relativamente a sottoinsiemi
specifici dei propri domini.

Teorema 5.3.1 (Dini). Sia F : A C R? — R una funzione di classe C* e sia (zo,1y0) € A
un punto tale che F(xg,y0) = 0. Supponiamo che %(xo,yg) £ 0, allora esiste un rettangolo
I xJ:=[xg— 0,20+ 0] X [yo —n,y0 + 1] incluso in A tale che per ogni x € I esiste un unico
y € J tale che F(z,y) = 0. Denotando tale y con y = g(x), avremo che la funzione g : [ — J
¢ di classe C1 e

J(z) = m Vo e I (5.3.1)

Supponendo invece che g—f(aco, Yo) # 0 esistera sempre un rettangolo I x J := [xg— 0, o+ 0] X
[Yo — 1, yo + 1] incluso in A tale che per ogniy € J esiste un unico x € I tale che F(z,y) = 0.
Denotando in tal caso x = h(y), avremo che h: J — I ¢& di classe C' e

& (). y)
W(y) = —ob 7 Vy € J. (5.3.2)

7z (My),y)
Il Teorema del Dini ci permette di dire quando il luogo di zeri della funzione F', denotato
con I' := {(z,y) € A: F(z,y) = 0} puo essere espresso localmente come grafico di una

funzione (o della z o della y) e quindi come sostegno di una curva parametrica.

Dimostrazione. Mettiamoci nell’ipotesi in cui %(xo,yo) # 0, ad esempio %(ﬂfo,yo) >0, e

dimostriamo il teorema in questo caso specifico (gli altri casi si trattano in modo analogo).
Essendo %(wo,yo) >0e %—5 ¢ continua, esistera un intorno (che prendiamo rettangolare)

IxJcCAd (x0,90) su cui %—Z > 0. Prendiamo J = [yo — 7, yo+n] con n > 0, e allora avremo

che la funzione s — F(zg,s) con s € J ha derivata in s che coincide con %—5 e sara quindi

strettamente positiva. Di conseguenza tale funzione e strettamente crescente, ed essendo
F(z0,y0) = 0 avremo che F(xp,s) < 0 per s < yp e F(xg,s) > 0 per s > yp. In particolare
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F(zo,y0—n) < 0 e F(zo,y0+n) > 0. Scegliamo ora § > 0 in modo che I := [zg—8,z9+6] C T
e
F(z,yo—mn) <0 Vo eI, F(z,yo+mn) >0 Vo € I.

Concludiamo che per ogni (z,y) € I x J si avra che %—Z(m,y) > 0 e allo stesso tempo vale
la condizione precedente. Conseguentemente la funzione s — F'(x,s) con s € J ha derivata
rispetto ad s strettamente positiva, e ha valore negativo per s = yg—n e positivo per s = yg+n.
Ne deduciamo che per ogni x € I deve esistere un y € J tale che la funzione s — F(z,s) si
annulla in s = y, ovvero la prima parte della tesi. Denotando ora tale y con g(z) dimostriamo
che g : I — J & di classe C! e soddisfa . A tale scopo fissiamo x1, 2 € I e consideriamo
la funzione di ¢ € [0, 1] definita da

H(t) := F(z1 + t(z2 — 21), 9(21) + t(g(22) — g(21)))-

Avremo H(0) = F(x1,9(z1)) = 0e H(1) = F(x2,9(z2)) = 0. Inoltre H & continua (perche
lo & F') e derivabile con

H'(1) = L P(ay + 1xs — m), 9(a1) + 1{g(2) — gla)
= (o2~ )2 (@ 4 #(os — 1), 0(a0) + tla(e) — (20)

+ (glaz) — g<x1)>fff;(x1 (s — 21), g(21) + tg(x2) — 9(x1)))

(dove abbiamo usato la formula di derivazione della funzione composta). Per il teorema di
Rolle esistera un punto £ € (0, 1) tale che H'(£) = 0, e quindi

(02 = 21) S (1 + €l — ), (o) + E(g(w2) — g(1)) =

= —(g(z2) — 9(561))2];(901 +&(r2 — 21), 9(z1) + §(9(22) — g(21))),

il che implica, ponendo M := min{%—g(a},y) c(z,y) € I x J} e m = max g—i(aﬁ,y) D (z,y) €

IxJ},

|z — 21

m
< M‘lm - $1|,
ovvero g ¢ Lipschitziana di costante §;, e quindi continua. Dalla stessa formula otteniamo

anche che

g(x) —g(wy) _ GE(w1 +E(wp — 1), g(21) + E(g(a2) — g(21)))

T2 — I1 %(361 +&(z2 — 1), 9(z1) + &(9(22) — 9(21)))

)

da cui mandando z1 — x2 e usando che in tal caso avremo &(z2—x1) — 0 e {(g(z2) —g(z1)) —
0, otteniamo la formula (5.3.1)) con z = z2. Da qui segue la tesi visto che da tale formula si
evince anche la continuita di ¢’ e quindi il fatto che ¢ & di classe C!. O
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In ambo i casi e il Teorema precedente ci assicura che il luogo di zeri I' =
{(z,y) € A: F(z,y) = 0} della funzione F' puo essere espresso come curva parametrizzata
(localmente), e in particolare come grafico di una funzione. Se (zg,yo) € I' e sono soddisfatte
le ipotesi del teorema, allora in un intorno di (xg,yo) avremo che I' coincide con il sostegno
della curva

V(@) = (2, 9(2)) oppure  a(y) = (h(y), h).

Le velocita delle curve sopra saranno

oF (z,g9(x)) %F(h(y)ay)
"(x) = "(z)) = (1, -9z 2777 o (y) = (W = (=24 """ 7).
7( ) (179( )) (L %1;(33,9(96))) (y) (h (y),l) ( %ﬁ(h(y),y)’l)

Dalle osservazioni fatte nella sessione precedente sappiamo che v'(xzg) e ¢’(yo) sono tangenti
alla curva (quindi a I') nel punto (zg,yo). Calcolando il prodotto scalare di v/(z¢) e o’(yo) con
VF(xo,y0) = (%—5(:00, Y0), %—5(:50, yo)) e usando che g(zo) = yo € h(yo) = xo ci accorgiamo che
tale prodotto scalare ¢ nullo. Questo significa che i vettori 7/(xo) e o/ (yo) (che sono tangenti
a I') risultano ortogonali a VF(xg,yo). Ne segue che

VF(xo,y0) LT in (o, o), (5.3.3)

ovvero il gradiente di F' & ortogonale al luogo di zeri di F'.

Un teorema analogo a quello sopra vale quando cerchiamo di descrivere il luogo di zeri di
funzioni definite su domini di R3.

Teorema 5.3.2 (Dini 2). Sia F': A C R® — R una funzione di classe C* e sia (v, yo, 20) € A
un punto tale che F(xo,y0,20) = 0. Supponiamo che %—f(xo,yo,zo) # 0, allora esiste un
parallelepipedo (rettangolo in R3) I x J x K = [xg— 3,20 +6] X [yo —n, yo +1] x [20 — (, 20 + (]
incluso in A tale che per ogni (x,y) € I x J esiste un unico z € K tale che F(x,y,z) = 0.
Denotando tale z con z = f(x,y), avremo che la funzione f : I x J — K ¢ di classe C! e

OF (2,y, (z,y)) %(wf(w)))

Vi(r,y) = (—89” — V(z,y) e I x J.  (5.3.4)

L (z,y, f(z,y) ZE(x,y, f(z,y))
Anche in questo caso possiamo esprimere localmente il luogo di zeri S di F,
S:={(z,y,2) € A: F(x,y,2) = 0},
come grafico di una funzione di due variabili (e quindi come sostegno di una superficie)
o(z,y) = (z,y, f(z,9)),

le cui derivate parziali saranno
8—(’0(1’ 0= (1.0 _%—i(m,y,f(w,y)) 8—@(1’ = (0.1 _%(%%f(%@)
O Y (ay, f(ay) oy S (ay, f(ay)

Anche in questo caso, svolgendo i prodotti scalari di queste derivate con VF(xg,yo, 20) tro-
viamo 0 come risultato. Questo significa che il gradiente di F' & ortogonale a tali derivate,
che sappiamo pero, dalla sessione precedente, essere tangenti ad S. Ne consegue che

VF(.’L‘(), Yo, Zo) 1 S, (535)
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ovvero anche in questo caso VF' & ortogonale al luogo di zeri S di F.

Occupiamoci ora di studiare massimi e minimi relativi di funzioni ristrette a curve o
superfici, o in generale a insiemi che sono descritti come zeri di funzioni scalari.

Denotiamo con Z il luogo di zeri di una funzione F' : A — R, dove assumiamo A C R"
(dove n > 2, e terremo in mente i casi trattati prima in cui n = 2,3). Nel caso in cui n = 2,
supporremo che il luogo di zeri Z & parametrizzato (localmente) da una curva (sappiamo che
questo pud essere assunto grazie al teorema del Dini). Scriviamo Z = ~(I) dove 7 : [ — R?
parametrizza Z ed I & un intervallo. Se vogliamo studiare i punti di massimo o minimo di
una funzione f : A — R ristretta a Z dovremmo studiare prima i punti stazionari di

fr(@)) tel

A questo scopo imponiamo che la derivata di f o~ si annulla. Avremo

 For(t) = V(D) -+ (1) =0,

Pertanto, la condizione necessaria affinche il punto v(¢) € Z sia un punto di massimo o
minimo relativo per la funzione f sul vincolo Z & che il gradiente di f sia ortogonale a /(t).
Se v(t) = (w0, y0) € Z, questa condizione si traduce con

V f(xo,y0) L Z in (xo,y0)-

Confrontando questa espressione con ([5.3.3)), anche VF' deve essere ortogonale a Z, e quindi
risultera che Vf e VF sono paralleli in (zg,yo): esistera allora A € R tale che

Vf(zo,y0) = AVF (20, yo)- (5.3.6)

In maniera analoga, nel caso in cui Z ¢ il luogo di zeri di una funzione F' : A — R con
A C R3, possiamo suppore che (localmente) Z sia parametrizzato da una superficie (Teorema
del Dini 2) ¢ : K — A. Pertanto, punti di massimo o minimo di f su Z dovranno soddisfare
la condizione

V(f o) (u,v) = Vf(p(u,v))Ve(u,v) = 0.

91 e
_ )
vo- (& £)
ou ov

Ricordando che

la condizione precedente si traduce nel richiedere che V f(¢(u, v)) sia ortogonale sia a V1 (u, v)
che a Vo (u,v): ma i Vy;(u,v) determinano il piano tangente a Z in ¢(u,v) = (o, Yo, 20),
e quindi la condizione precedente ci dice che

V f(zo,y0,20) L Z in (x0, Yo, 20)-

Ricordando infine la (5.3.5)), concludiamo anche in questo caso che VF e V f devono essere
paralleli tra loro, e quindi esistera A € R tale che

Vf(x(),yo,Zo) = )\VF(JJ(),y(),Z()). (5.3.7)

Possiamo allora enunciare il seguente teorema:
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Teorema 5.3.3. (Moltiplicatori di Lagrange) Sia A C R™ un aperto e siano F,f : A — R
funzioni di classe C*. Sia Z := {x € A: F(x) = 0} e supponiamo VF non si annulla su Z.
Allora condizione necessaria affinche il punto xg € Z sia di massimo o minimo relativo per
la funzione f ristretta a Z é che esista A € R tale che
Vf(xo) = AVF(20)
Il teorema precedente puo anche essere enunciato dicendo che condizione necessaria affinche

il punto xg € Z sia di massimo o minimo relativo per la funzione f ristretta a Z & esista
A € R per cui il punto (A, zg) sia un punto stazionario della funzione Lagrangiana

L(\, z) := AF(x) — f(x).

Il teorema puo essere anche generalizzato a piu vincoli: se ad esempio vogliamo studiare
i punti di massimo e minimo relativo di f sul luogo Z := {z € A : F(z) = G(z) = 0}
dove si annullano le funzioni F' e G, dobbiamo cercare i punti stazionari della Lagrangiana
L :R? x A — R definita come

L(/\l, )\Q,x) = )\1F((L‘) + )\QG(.I) — f(CE)



Capitolo 6

Equazioni Differenziali e Problema
di Cauchy

Tratteremo per lo piu il caso in cui 'incognita dell’equazione differenziale &€ una funzione di
una variabile a valori reali. Quindi ci scontriamo con un’equazione del tipo
uM(t) = Ft,u, o, ... u™Y) (6.0.1)

dove u®) = %u indica la derivata di ordine k nella variabile ¢t della funzione u, ed F :
I xR™ — R & una data funzione, I C R un intervallo. Di fronte ad un’equazione come sopra
ci chiediamo se esiste una funzione u : I — R che la soddisfa per ogni t € I. L’equazione
prende nome di equazione differenziale di ordine n.

Ogni equazione differenziale di ordine n della forma puo essere ricondotta ad un
sistema di equazioni differenziali del primo ordine, nel seguente modo: definiamo il vettore
U € R" come

Uy :=u, U :=1/, U, = ukD Uy :=u" Y. (6.0.2)

Facendo la derivata prima di U otteniamo, usando anche la (6.0.1]),

Ul =U,
U, =Us
(6.0.3)
1/1—1 =Uy
U, =F(tU,...,Up,).
sistema che si puo sintetizzare nell’espressione
U = f(t,U), (6.0.4)

dove la funzione f : I x R™ — R™ avra componenti
fi(t,U):Ui+1 seign—l, fn(t,U):F(t,U)

L’equazione (|6.0.4]) & un’equazione differenziale del prim’ordine vettoriale (cioe in cui la fun-
zione incognita € un vettore U : I — R™), ed nel caso generale puo essere vista come sistema

79
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di equazioni differenziali del prim’ordine per n funzioni scalari,

U{ = fl(tv U)

Ué - fQ(tv U)

(6.0.5)
rlL—l = fnfl(tv U)

\U1,1 = fn(t) U)

Ci occuperemo ora di studiare le equazioni differenziali al prim’ordine, e per semplicita ci
metteremo nel caso scalare, ovvero quello in cui la funzione incognita u & a valori reali.

6.1 Problema di Cauchy

Il problema di Cauchy consiste nel cercare una soluzione u di un’equazione differenziale del
primo ordine, imponendo che in un certo tempo tg la funzione v assumi un determinato valore
prefissato ug. Ovvero, cerchiamo soluzioni del sistema

") = f(¢t, u(t
u(to) = Up
Teorema 6.1.1. Sia A C R? un insieme aperto e sia f : A — R una funzione di classe C*.
Sia (to,up) € A. Allora esiste un intervallo I = (tog — ro,to + 10) ed una funzione u: I — R
che soddisfa (6.1.1)). Inoltre, tale soluzione del problema di Cauchy é unica.

Osservazione 6.1.2. Cercare una soluzione di presuppone richiedere che la funzione
da cercare sia quantomeno derivabile nella variabile ¢ (altrimenti 1’equazione differenziale
non avrebbe senso). Per funzioni di una variabile, la derivabilita implica la continuita, e
quindi la funzione cercata u sara continua. Di conseguenza, essendo f una funzione continua,
anche f(t,u(t)) risultera continua (composizione di funzioni continue), e ne deduciamo che
se u'(t) = f(t,u(t)) anche u' sara continua. Concludendo, ogni soluzione dell’equazione
differenziale u/(t) = f(t,u(t)) sard necessariamente di classe C'!.

Per funzioni di classe C! vale in teorema fondamentale del calcolo integrale, che implica,
che se integriamo ambo i membri dell’equazione differenziale su un intervallo (¢, t) otteniamo

t

u(t) ~ ulto) = [

to

t
u'(s)ds = t f(s,u(s))ds.

Infine, visto che u(tg) = ug, abbiamo ottenuto che ogni soluzione del problema di Cauchy
(6.1.1])) deve essere di classe C! e soddisfare, per ogni ¢,

u(t) = up + t f(s,u(s))ds. (6.1.2)

Viceversa, se u € C' soddisfa (6.1.2), allora (ponendo ¢t = to) deve soddisfare u(ty) = ug, e
(derivando la D’espressione precedente) anche I'equazione differenziale v/(t) = f(¢,u(t)). In
definitiva, u soddisfa il problema di Cauchy (6.1.1)) se e solo se u & di classe C! e soddisfa
6.1.2).
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Dimostrazione. Iniziamo a discutere 1’esistenza della soluzione: a questo scopo, grazie all’os-
servazione precedente, cerchiamo soluzioni u che soddisfino (6.1.2)).

Step 1: Iniziamo nel fissare un rettangolo R := [tg — 7, to + 7] X [ug — p, up + p] in modo che
sia tutto contenuto in A. Essendo R compatto ed f e Vf continui, esisteranno finiti i due
valori M, L > 0 definiti da

M = max{|f(t,u)| : (t,u) € R} L= max{]%(t,u}\ : (t,u) € R}. (6.1.3)

Poniamo allora

ro := min{r, P I:=(tog —ro,to + ro). (6.1.4)

il
Facciamo ora vedere che possiamo definire una successione di funzioni ug, : I — [ug— p, uo+ p
il cui limite uniforme & una soluzione del problema di Cauchy. Definiamo, per ogni k > 1,

uo(t) == ug per ogni t € I,
t
up(t) :==uo+ [ f(s,up—1(s))ds per ogni t € I. (6.1.5)

to

Step 2: Facciamo vedere che per ogni k > 0 e per ogni ¢t € [ si ha
lug () — ug| < p. (6.1.6)

Per k£ = 0 e chiaramente vero; procediamo per induzione e mostriamo che se vale per k, allora
anche per k + 1. Scriviamo, utilizzando la definizione di ug41,

t

k1 (t) = uol = | t (s, ur(s))ds|.

Supponendo t > ty avremo

t

w41 (t) — ol < t | f (s, uk(s))|ds

ed essendo, per ipotesi induttiva, ug(s) € [ug — p, up + p|, possiamo stimare

t t
|f(s,ur(s))|ds < | Mds=|t—tog|M < roM < p.
to to
Essendo anche valida una stima identica nel caso in cui ¢ < tg, abbiamo mostrato (6.1.6]) nel
caso k + 1, e per induzione per ogni k € N.
Step 8: Mostriamo, sempre per induzione, che per ogni k € Ne t € I, si ha

k1]t — tol”
jun(t) — wpy (0] < LA L

Nel caso k = 1 abbiamo |ui(t) — ug(t)| < ffo |f(s,uo(s))|ds < M|t — to|, che & la tesi nel
caso t > to (I'altro si fa allo stesso modo). Procediamo con il passo induttivo, e supponendo

(6.1.7), facciamo vedere che

(6.1.7)

t—t k+1
g1 (1) — ug(t)] < ML’“%.

CESY (6.1.8)
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Anche in questo caso supponiamo t > ty (la verifica nell’altro caso ¢ identica). Scriviamo

t t

s () =@ = | f(s,uk(5)) = f(s,up-1(s))ds| < [ |f(s,ur(s)) = f(s,ur—1(s))|ds.

to to

Per il teorema di Lagrange sappiamo che, per ognl s, esiste un valore £(s) compreso tra ug(s)

e ug_1(s) tale che f(s,ug(s)) — f(s,up—1(s)) = 8u(s &(s))(ur(s) —ug—1(s)). Da qui si deduce

|[f (s, un(s)) — f(s,ur—1(s))| < %(8,5(5))”%(5) — ug-1(s)| (6.1.9)

da cui

|1 (t) — ug(t)] =< t I%(S,E’(S))HW(S) —up—1(s)lds < L | ur(s) — up—1(s)[ds

to

t k k+1
¢ tot
<r [ apr Bt g et
o k! (k+1)!

che ¢ la tesi.
Step 4: Prendendo ora I’estremo superiore nella (6.1.7)) per ¢ € I otteniamo anche

k
otk = o, < MLF12E

Questo implica che la serie

00
E U — Ug—1)
k=1

converge totalmente su I, dal momento che > 77, MLF- 12(} = J‘L/[eL’"O < +o0. Di conse-
guenza, le somme parziali > ,_;(ur — ug—_1) convergono uniformemente a qualche funzione
w: I — R. Ma adesso, Y . (ur — up—1) = un — ug, € quindi scopriamo che

Uy, — U= U+ Ug uniformemente su I.

Dallo Step 2 scopriamo anche che |u — up| < p, e quindi w : I — [ug — p,ug + p]. Inoltre, le
Uy sono tutte continue e tale sara la u. Infine, scrivendo
t
un(t) =uo+ | f(s,un—1(s))ds, (6.1.10)

to

osserviamo che essendo f continua su R, anche le funzioni integrande f(s, u,—1(s)) converge-
ranno uniformemente a f(s,u(s)) (verifica lasciata per esercizio, guardare la (6.1.9))), e quindi
passando al limite per n — oo nell’espressione precedente concludiamo

u(t) = up + t f(s,u(s))ds. (6.1.11)

Questo ci dice che u & di classe C! ed & soluzione di (6.1.1)) (grazie all’Osservazione [6.1.2)).

Passiamo ora alla dimostrazione dell’unicita della soluzione.
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Step 5: Supponiamo u e v siano entrambe soluzioni di (6.1.2). Allora

u(t) —o(t) = t fs,u(s)) — f(s,v(s))ds.

Se u e v non coincidessero ovunque, definendo

t1 = sup{t € [to,to + ro] : w = v su [to, ]},
to 1= inf{t S [to — ’I"o,t()] U= su [t,to]},

si avrebbe che o t; < tg + 19, oppure to > ty — ro (o entrambi). Supponiamo to > ty — g
(laltro caso ¢ simile) e quindi avremmo u = v su [t2, o] mentre esse non coinciderebbero su
[t,to], per ogni t < t. Scriviamo allora, per ogni t € [, to],

u(t) —v(t)] = | t fs,u(s)) = f(s,v(s))ds] S/tO\f(&U(S))—f(S,v(S))\dS

t t
= [ 1) = s v()lds < 1 [ uts) ol
dove abbiamo usato la . Stimando |u — v| con la sua norma infinito, abbiamo per ogni
t € [t,ta]
lu(t) —v(t)] < Lllu = vl ., (t2 = 1),
e prendendo lestremo superiore su tutti gli ¢ € [¢, t2] nel membro di sinistra, concludiamo

[ = 0ll oo, 05) < Lllte = 0llog, 5] (B2 = )-

L il che ¢ assurdo perche

to — i ottenendo una

Ora, se per assurdo [[u — v||,, 7,4, # 0, concluderemmo (t2 —¢) >

Il

t ¢ un numero arbitrario < to, e quindi potremmo scegliere t :
contraddizione.

Concludiamo che necessariamente [|u — vl|, 74, = 0, ovvero u = v su [t, #2] portando ad
una ulteriore contraddizione con la definizione di t5. Segue che to deve essere necessariamente
uguale a tg — rg, ovvero u = v su tutto I. ]

Cosl come abbiamo mostrato il teorema precedente, avremmo potuto dimostrare il seguen-
te:

Teorema 6.1.3. Sia A C R? un insieme aperto e sia f : A — R una funzione continua
localmente Lipschitziana nella seconda variabile. Sia (to,up) € A. Allora esiste un intervallo
I = (to —ro,to +10) ed una funzione u: I — R che soddisfa . Inoltre, tale soluzione
del problema di Cauchy é unica.

La locale Lipschitzianita ci permette di dire che nel rettangolo R scelto nella dimostrazione
precedente esiste un L > 0 per il quale

|f(t,u) — f(t,v)| < Llu —v|. (6.1.12)

Questa proprieta permette di evitare di passare per la (6.1.9)) (che ci porta esattamente alla
stessa disuguaglianza). Il resto della dimostrazione ¢ identica al caso precedente.
Un simile teorema vale per le funzioni a valori vettoriali:
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Teorema 6.1.4. Sia A C R™""! un insieme aperto e sia f : A — R una funzione continua
localmente Lipschitziana nella seconda variabile. Sia (to,up) € A. Allora esiste un intervallo
I=(ty—ro,to+ro) ed una funzione u : I — R™ che soddisfa

u' = f(t7u)
{u(()) — . (6.1.13)

Inoltre, tale soluzione del problema di Cauchy € unica.

Quest’ultimo teorema ci garantisce l’esistenza di una soluzione dell’equazione differenziale
6.0.1) di ordine n. Infatti abbiamo visto che essa & equivalente al sistema del prim’ordine
6.0.3), che a sua volta & un caso particolare del sistema (6.0.5)). Se imponiamo una condizione

iniziale per il sistema ([6.0.3)) esso diventa un caso particolare del problema di Cauchy (6.1.13]).
Si osservi che fissare un dato iniziale per w in (6.1.13]) significa fissare un vettore ug :=

ub,ud, ..., ul) e imporre che wu;(ty) = ub. esso ri-interpretando il vettore u come in
gy ud m e i he wu;(t L. Ad do il
(6.0.2), otteniamo che il sistema ([6.0.3)) diventa

(u) = F(t,u, o/ ... )

u(0) = u}

u/(0) = ud (6.1.14)

Quindi il Teorema (/6.1.4) ci garantisce l’esistenza e unicita di una soluzione dell’equazione
(6.0.4) a patto di imporre n dati iniziali, uno per ogni derivata di ordine inferiore all’ennesima.

6.2 Soluzioni massimali e globali

Proposizione 6.2.1. Sianou : (a,b) = R ev: (¢,d) = R funzioni che risolvono la medesima
equazione differenziale u'(t) = f(t,u(t)) e V'(t) = f(t,v(t)) sui loro domini, e supponiamo
u=wv su (a,b)N(c,d). Allora la funzione w : (a,b) U (¢,d) — R data da

w(t) = {u(t) set e (a,b)

v(t) sete (cd)
¢ ancora soluzione di w'(t) = f(t,w(t)) sul suo dominio.

Dimostrazione. Intanto osserviamo che w & ben definita, visto che u = v su (a,b) N (¢, d).
Ora, se t € (a,b) avremo w'(t) = u/(t) = f(t,u(t)) = f(t,w(t)), e similmente se ¢t € (c,d).
Quindi w risolve 'equazione differenziale. O

Proposizione 6.2.2. Sianou : (a,b) = R ev: (a,b) = R funzioni che risolvono la medesima
equazione differenziale u'(t) = f(t,u(t)) e v'(t) = f(t,v(t)), dove supponiamo f continua e
localmente Lipschitziana nella seconda variabile. Se u(tg) = v(to) per qualche to € (a,b),
allora w=v su (a,b).
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Dimostrazione. Supponiamo falsa la tesi e poniamo

T :=sup{t € [to,b) : u = v su [to, ]};

supponiamo allora ¢ < b. Per continuita avremo u(t) = v(t) =: wo, e allora u e v risolvono
entrambe il problema di Cauchy

{w/ t) = f(t,w(t))

() = wo,

cosi coincideranno in un intorno di ¢ grazie all’unicita della soluzione. In particolare, esistera
ro > 0 tale che u = v su [t — g, t + ro] che porta ad una contraddizione con la definizione di
t. Concludiamo che allora deve essere ¢ = b. Un discorso analogo mostra che u = v su [a, to],
e abbiamo concluso. O

Definizione 6.2.3. Siano u : (a,b) - R e v : (¢,d) — R funzioni che risolvono la medesima
equazione differenziale u'(t) = f(t,u(t)) e v'(¢t) = f(¢t,v(t)) sui loro domini. Diremo che u &
un prolungamento di v se

* (¢,d) S (a,b);
e u=uvsu (cd).

Diremo che u & una soluzione massimale dell’equazione differenziale u/(t) = f(¢, u(t)) se u
non ammette prolungamenti.

Veniamo ora alla discussione dell’esistenza di soluzioni massimali.

Teorema 6.2.4. Sia f : A C R? = R una funzione continua e localmente Lipschitziana nella
seconda variabile. Supponiamo u : (a,b) — R risolve u' = f(t,u); allora o u é una soluzione
massimale, oppure essa ammette un prolungamento massimale.

Dimostrazione. Supponiamo u non sia massimale e dimostriamo che esiste un prolungamento
massimale. Sia U la famiglia di funzione che sono prolungamenti di wu:

U :={w: (ay,by) — R:w & un prolungamento di u}.
Sia I := U, c¢(@w, bw), e definiamo v : I — R come
v(t) = w(t) se t € (ay,by).

Anzitutto notiamo che v & ben definita, perche se w; e wy sono funzioni tali che ¢ € (ay,, bw,)
per ¢ = 1,2, avremo che wi(t) = we(t). Infatti, entrambe w; e wy prolungano u, quindi
coincidono su (a,b) e per le Proposizioni e coincideranno anche su (ay,, by,) N
(s, bu, ) € quindi in t. Essendo ora che v coincide con w su (ay, by, ), essa risolve la medesima
equazione differenziale di w, e quindi v" = f(¢,v). Infine, v non ammette prolungamenti,
perche se v : J — R fosse un suo prolungamento, avremo I C J e v sarebbe anche un
prolungamento di u, quindi v € U e per definizione di I avremo J C I, contraddizione. La
tesi € dimostrata. O

Analizziamo ora un caso in cui soluzioni massimali sono definite globalmente.
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Teorema 6.2.5. Sia A =1 xR un aperto con I intervallo (puo essere anche tutto R), e sia
f A= R una funzione continua, localmente Lipschitziana nella seconda variabile, e tale
che esiste K > 0 per cut

[f ()] < K(Ju| +1) V(t,u) € A.
Allora ogni soluzione massimale dell’equazione differenziale v’ = f(t,u) & definita su tutto I.

Dimostrazione. Sia u : (a, ) — R una soluzione massimale, e supponiamo per assurdo che
(o, B) € I. Se I = (a,b) possiamo allora supporre che 5 < b. Prendiamo un punto ¢ty <
tale che tg + ﬁ > (. Consideriamo il problema di Cauchy

{w'<t> = f(t,w(t))

w(to) = u(to) =: uo, (6.2.1)

prendiamo allora r < i tale che R := [tog—r, to+7] X [ug—p, ug+p] C A, e tale che tog+r >
(questo si puo fare perche to + i > f3). Il Teorema (in realta il Teorema ) ci dice
che esiste una soluzione w : [ty — ro,to + 70| = [uo — p, uo + p] dove

ro = min{r, P M := max{|f(t,u)| : (t,u) € R}.

b
Ricordiamo che p puo essere scelto a piacere, e scegliamo p := 1 + |up|, in modo che se
(t,u) € R si abbia |u| < |ug| +p =14 2|ug|, e

[f (& u)] < K(1+ Jul) < 2K(1 + [uo),

da cui M < 2K (14 |ugl) e 7 > %ﬁ% = 5. Pertanto rg = r, e quindi la soluzione w &
definita sull’intervallo [tg — 7, t9 + r| con tg +r > 5. Questo significa che possiamo estendere
la soluzione u sul dominio («, 8) U [to — 7, to + 7] che contiene strettamente (a, §) e pertanto
la v non sarebbe stata massimale, assurdo. Grazie a questa contraddizione abbiamo scoperto
che necessariamente b = ; un discorso analogo mostra che a = a e quindi u & definita su

tutto I. O

6.3 Teoremi di confronto

Iniziamo con la seguente proprieta:

Lemma 6.3.1. Siano u,v : I — R funzioni di classe Ct, e supponiamo u(to) = v(tg) per
qualche tog € I. Se u/(tg) > v'(ty) allora esiste un intorno J di to tale che per ognit € J si
abbia

u(t) > v(t) set > to, u(t) <o(t) set <tp. (6.3.1)
La dimostrazione del lemma & lasciata per esercizio.

Teorema 6.3.2. Sia f : A — R funzione continua e siano u,v : I — R funzioni di classe C*
tali che

u'(t) > f(t,u(t)) V(1) < f(t,v(t)) vtel. (6.3.2)

Supponiamo inoltre che una delle due disuguaglianze precedenti valga in modo stretto. Allora
se v(ty) < u(ty) per qualche ty € I si ha anche che v(t) < u(t) per ogni t > t.
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Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che u(t) < v(t) per qualche ¢ > tg. Definiamo
t:=1nf{t > to : u(t) <wv(t)}.
Per continuita si avra w(t) = v(f), ma per ipotesi avremo anche u'(f) > v'(t) perche
V() < FE0@) = £ u(®) < D),

dove una delle due disuguaglianze e stretta. Allora per il lemma precedente esistera un
intorno di ¢ tale che se t < t avremo u(t) < v(t), il che contraddice la definizione di t. Segue
che necessariamente u(t) > v(t) per ogni ¢t > o, e il teorema ¢ dimostrato. O

Teorema 6.3.3. Sia f : A — R funzione continua e localmente Lipschitziana nella seconda
variabile, e siano u,v : I — R funzioni di classe C' che soddisfano

{u’(t) = f(t,u(t)) {v’(t) < f(to(t) (6.3.3)

u(to) = yo v(to) < Yo,

per qualche (to,y0) € A. Allora v(t) < u(t) per ognit > to.



	Nozioni Preliminari
	Spazi metrici e topologia
	 Compattezza e completezza in spazi metrici
	Lo spazio Rn e le rette parametriche

	Funzioni di più variabili
	Calcolo differenziale in più variabili
	Derivabilità
	Differenziabilità
	Derivate successive
	Composizione di funzioni di più variabili
	Massimi, minimi e punti stazionari di funzioni di più variabili


	Integrazione
	Integrale di Riemann
	La misura di Peano-Jordan e alcune funzioni integrabili
	Insiemi normali

	Teorema di Fubini e cambio di variabili
	Coordinate polari, cilindriche e sferiche

	Integrali impropri

	Successioni e serie di funzioni
	Successioni di funzioni
	Serie di funzioni
	Serie di potenze
	Serie di Fourier


	Curve e superfici
	Curve
	Superfici
	Massimi e minimi vincolati

	Equazioni Differenziali e Problema di Cauchy
	Problema di Cauchy
	Soluzioni massimali e globali
	Teoremi di confronto


