Secondo appello, 12/07/24

Esercizio 1: Sia f: R3> — R la funzione

flz,y, 2) = {\/?ygarctan (22 4+ 2y%)  se (x,y) # (0,0)

0 altrimenti.

Dire se e dove f ¢ continua, derivabile e differenziabile.

Soluzione: La funzione f ¢ continua ovunque fuori dall’asse z. Utilizzando la disug-
uaglianza | arctan(t)| < t, possiamo scrivere

2% + 2y?
v )| S el ey <2V

e I'ultimo termine tende a zero quando (z,y) — (0,0); ne deduciamo che f & continua
anche sull’asse z. Scrivendo

arctan(z? + 2y?)
Vaity? o

si vede che f ¢ derivabile e differenziabile fuori dall’asse z e fuori dal piano {z = 0}.
Mettiamoci in un punto di tale piano, P = (xq, yo,0) con (zo,y0) # (0,0). Allora

fxy,2) = 2|

lim f<$07 Yo, Z) B f(‘r07 Yo, O) _ arctan(;z:% + 2y(2))

+ /2 2 ’
z—0 z i + Yo

lim f(IOJy()?Z) B f(x(hyOJO) _ _arctan(m% + 2y§)

z—0~ z A /ZE% —+ yg
Essendo diversi i due limiti sopra, non esistera la derivata parziale %(P), e quindi f non
sara derivabile, e quindi nemmeno differenziabile.
Mettiamoci ora in un punto @ = (0,0, zo) dell’asse z. Per definizione f(0,0,z) = 0
per ogni z, e quindi le derivate parziali sono

mentre

of
%(Q) =Y
h tan(h? tan(h?

lim f(h, 0, 2) _ lim ’ZO’arc an(h?) |Zoyarc an(h?) 20l
h—0+ h—0+ hv/h2 h—0+ h|h|

. f(h,0,2) , arctan(h?) , arctan(h®)

| T =] 7 =] B
Ty = el e = i sl 20l

quindi %(Q) esiste (ed ¢ uguale a 0) se e solo se zy = 0. In modo analogo si vede che %(Q)
esiste ed € uguale a zero se e solo se zp = 0. Ne deduciamo che f non ¢ mai derivabile, a
meno che @ = (0,0,0), dove si ha

V£(0,0,0) = (0,0,0).



Verifichiamo ora che ¢ anche differenziabile in (0,0,0): a tale scopo dobbiamo mostrare

che
.f(x>yv Z) B f(oa 070) B Vf(0,0,0) ) ('Tvy?Z)

lim =0.
(2,y,2)—(0,0,0) Va2 4y + 22
[’argomento del limite (in modulo) &
|z arctan(z? + 2y?)| < 2] (2? + 2y?) < 2)(22* +2y%) 202,

N N e R NN e N e N N
e visto che I'ultimo termine tende a zero quando (z,y,z) — (0,0,0), concludiamo che f
e anche differenziabile nell’origine.

Esercizio 2: Siano E, F,G C R3 gli insiemi definiti come
E:={(z,y,z2) e R : 2> <1—y*}
Fi={(x,y,2) eR* 12 < /192 |yl <1}
G:={(r,y,2) eR*: (z+2+7y)* <1}.
Si dica quali tra E, F, G sono limitati, e si dica quali tra gli insiemi
ENF, ENgG, FNnaG,

sono compatti. Si calcolino i massimi e minimi relativi e assoluti su G della funzione
22 — z?

f(z,y,2) = Cp s

Soluzione: Nessuno tra gli insiemi F/, F' e GG, ¢ limitato. Punti in £ ed F possono
avere qualsiasi valore della z (arbitrariamente grande), mentre 'insieme G contiene tutti i
punti della forma (n, —n, 0) per n arbitrario (e quindi grande a piacere). Inoltre si nota che
ENF = E (visto che £ C F) e quindi anche esso non ¢ limitato (dunque non ¢ compatto).
Anche F'NG non & limitato perche contiene tutti i punti della forma (—n,0,n) con n > 0.
Infine, I'insieme ENG ¢ chiuso e limitato (dunque compatto). Infatti & intersezione di due
chiusi (quindi chiuso). Verifichiamo che ¢ limitato: dalla condizione in E si ha 22 +y* < 1
e dunque |z| < 1, |y| < 1. Dalla condizione in G abbiamo |z 4+ y + z| < 1. Quindi per la
disuguaglianza triangolare |z| < |[x +y+ 2|+ | -2 —y| < 1+ |z|+ |y| < 3. Anche il valore
di z & quindi limitato, e £ N G & compatto.

Passiamo allo studio della funzione f su G. Intanto GG puo essere riscritto come

G={(z,y,2) eER*: =1 < z+a+y <1}

Cerchiamo i punti critici interni: a questo scopo calcoliamo il gradiente di f, che sara

g(w g, 2) = 222 — (z +y+2)?) — (22 — 2%) (22 + 2y + 22)
ox 7 (2—(x+y+2)?)? ’
6_f(x 2= —(22 — 2%) (27 + 2y + 22)

oy " = (@ry+t27P

g@ y.2) = 22(2— (z+y+2)?) — (2 — 23 (27 + 2y + 22)
Dz 77 (2—(z+y+2)?)? ’



e imponendo che tutte e tre le derivate si annullino, troviamo

22— (z+y+2)?)—(*—2H)2r+2y+22)=0
—(22 =) (2x +2y+22) =0
222 — (x+y+2)%) — (22 —2%) (22 + 2y + 22) = 0.

Sostituendo la seconda equazione nelle altre due, otteniamo

—2¢(2—(z+y+2)%) =0
—(z2—2*)(2x+2y+22)=0
22(2— (z+y+2)?)=0.

Sapendo che 2 — (z+y+2)? non si annulla mai in G, la prima e terza equazione implicano
necessariamente che r = z = 0. La seconda equazione non da nessun’altra condizione su
y, quindi tutti i punti della forma (0, y, 0) sono punti critici (notare che |y| < 1 allinterno
di G). Su questi punti si ha f(0,y,0) = 0. Notando che in punti della forma (z,y,0) (per
x arbitrariamente vicino a 0) si ha f(x,y,0) < 0 mentre in punti della forma (0,y, z) si
ha f(x,y,0) > 0, concludiamo che i punti critici appena trovati sono punti di sella.

Cerchiamo ora massimi e minimi sui due vincoli (bordo di G) dati da {z +y+ z = 1}
e {x +y+ z = —1}. Su entrambi i vincoli la funzione si semplifica e prende la forma

f(l’,y,Z) = Z2 _1’2'

Il criterio dei moltiplicatori di Lagrange allora richiede di risolvere i due sistemi

—2r = A\ —2x =\
0=A 0=2A

2z =\ 2z =\
r+y+z=1 r+y+z=-1

quindi gli unici punti critici sono (0, 1,0) sul primo vincolo e (0, —1,0) sul secondo. Es-
sendo questi della forma (0, y, 0) le stesse considerazioni di prima ci dicono che sono punti
di sella. In definitiva, non ci sono punti di massimo o minimo relativo in G.

Esercizio 3: Si consideri successione di funzioni

fa(z) = {, <3j - 1)2

n

Si dica per quali = € R la successione converge puntualmente. Per ogni § € (0, 1) si studi
convergenza uniforme sugli intervalli della forma [0, 1] e sull’intervallo [0, 1].

Possiamo dire che la serie >~ = f,(x) converge uniformemente su [0,1]? e su
[0, +00)?

Soluzione: Per x =0 si ha f,(0) = {/ # che tende a 1 quando n — oco. Se x > 0, per

n sufficientemente grande avremo

D<r-t<e = f0)< fule) < VR



Visto che sia f,(0) — 1 che Va2 — 1 avremo f,(z) — 1 quando n — oo. Similmente, se
x < 0 avremo che per n abbastanza grande

1 n
2e<zr——<0 = fn(0) < fu(z) < Va2,
n

e come prima si verifica che f,(z) — 1 quando n — oo.
Passiamo ora allo studio della convergenza uniforme sull’intervallo [d, 1]; per n abbas-
tanza grande (ovvero n > 2/0) avremo

0
2

IN

€r —

S|

<1 Ve [0, 1].

02
Zenmer  wep

|fol2) =1 <1 ﬁ Vz € [4,1].

Dal momento che il membro di destra dell’ultima espressione tende a zero, avremo che
fn — 1 uniformemente su [0, 1]. Nel caso in cui invece si studia la convergenza su [0, 1] la
convergenza non ¢ uniforme, perche

Questo implica che

e quindi

1
I = U 2 () =11 = 0= 1] =1,

che non tende a zero.
Infine notiamo che |f,(x)| < 1 per ogni = € [0,1], e pertanto > >~ L f.(x) converge

n=1 n2
totalmente su [0, 1] dal momento che 25| f,(x)| < - la cui serie converge.
’ n . n . .
Su [0, +00) invece la serie non convergerd uniformemente. Prendiamo la successione

T, = }L + n", per la quale # fa(zn) = 1. Quindi avremo

=1
k=n

e quindi la norma non tende a zero e la serie non converge uniformemente.

Esercizio 4: Sia « un numero reale positivo; si consideri il seguente problema di
Cauchy:

{ww=ﬂ%w+wﬂ

u(a) = 0.

Si trovi la soluzione per « = 1 e a = —1. Si trovi la soluzione per o = % e la si indichi
con u,. Studiare il limite puntuale e uniforme lim,, ., u,(t).

. ) . N NRE - . o ..
Soluzione: L’equazione ¢ a variabili separabili, e si ha =5 = 4/ |t| da cui integrando

2 1
log(u + 2|) = §t|t|5 +c.



1
Pertanto la soluzione generale dell’equazione differenziale soddisfera |u + 2| = cestl!? . Se

-2/3

. N 2 .
a =1 siavra 2 =ces da cui c = 2e , pertanto

2

u(t) = 2033 _ o

2/3 e allora

Se invece o« = —1 avremo ¢ = 2¢
243 42
u(t) = 2e3 35— 2.

2
Infine, se o = % avremo 2 = ce3n%/2 e dunque

1
24)¢)2 —

up(t) = 2e3 W9,

. 241413 s .
Quando n — oo chiaramente wu, (t) — 2e5'? — 2 =: yy(t). La convergenza sara uniforme
solo sugli insiemi limitati £, dal momento che

: 2
[un(t) — up(t)] = 2€§t|t|1”(1 o),
e la norma infinito di tale funzione & data da
1263047 | (1 — & 572)

1
che tende a zero se ||2@§t|t|? oo,

(perche t sara limitato).

g < 400, ma questo e vero solo sugli insiemi limitati

Esercizio 5: Si consideri il dominio
Qi={(z,y,2) ER®: > + 22 <1, —()* +2°) <z <1}

Si dica se Q & limitato, poi si calcoli il volume di €2 e gli integrali delle funzioni f(z,y, z) = x
e g(z,y,2) =ysu i

Soluzione: ) ¢ limitato perche dalla prima condizione —1 <y <1, -1 < z < 1, e dalla
seconda —2 < z < 1. Passando a coordinate cilindriche tali che y = pcosf, z = psinf,
x = x (come le classiche ma scambiando il ruolo delle varie variabili)

2w 1 1 2m 1 2m 1 1 3
/ drdydz = / / / pdxdpdt = / / p+ pPdpdf = / (= +-)df = =m.
) o Jo J-p? o Jo o 2 4 2

Per gli integrali delle funzioni abbiamo

2 1 1 1 2m 1
/ xdxdydz = / / / xpdrdpdd = = / / (1 — p*)pdpdd
Q 0 0 J_p2 2 Jo 0

1 /21 1 T
= — ——2)dh = -
2/0 (2 6) 3’

2 1 1 2 1
/ ydrdydz = / / / 0% cos Odxdpdl = / / (p? + p*) cos Odpdd
Q o Jo J-p2 o Jo
2w 1 1

:/0 (§+ g)cosﬁdﬁ = 0.
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