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Corpo rigido - definizione

(s)Un corpo rigido e" un sistema di punti materiali in cui la distanza tra
una qualsiasi coppia di punti che lo costituiscono rimane costante.

* Essendo un sistema di punti possiamo applicare le definizioni e i
risultati ottenuti nelle lezioni precedenti sui sistemi di punti.
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Esempio di corpo rigido



Corpo rigido - definizione
* Esempi di corpo non rigido
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Corpo rigido - definizione

* Essendo un Sistema d| puntipossiamo applicare le
def|n|2|on| e i risultati-ottenuti nelle lezioni precedenti sui

* Possiamo ad esempio calcolare la posizione del centro di
massa CM.




Corpo rigido — sistemi di riferimento

Per lo studio del moto di un corpo )
rigido possiamo definire diversi sistemi 2
di riferimento.

(e Sistema di riferimento inerziale

* Sistema di riferimento con origine nel
centro di massa e assi paralleli a quelli O

del sistema inerziale

* Sistema di riferimento con origine nel X
centro di massa e assi che ruotano
insieme al corpo rigido



Corpo rigido — sistemi di riferimento

Per lo studio del moto di un corpo
rigido possiamo definire diversi sistemi 2
di riferimento.

* Sistema di riferimento inerziale

* Sistema di riferimento con origine
nel centro di massa e assi paralleli a 0
quelli del sistema inerziale

* Sistema di riferimento con origine nel
centro di massa e assi che ruotano
insieme al corpo rigido

CM




Corpo rigido — sistemi di riferimento

Per lo studio del moto di un corpo
rigido possiamo definire diversi sistemi 2

di riferimento.
* Sistema di riferimento inerziale

* Sistema di riferimento con origine nel
centro di massa e assi paralleli a quelli 0
del sistema inerziale

* Sistema di riferimento con origine
nel centro di massa e assi che
ruotano insieme al corpo rigido
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Corpo rigido — dinamica o e o ot n
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Riepilogo delle relazioni fondamentali che descrivono la dinamica dei punti materiali:

sono alla base dello studio della dinamica del corpo rigido.
W—M o MoTo ToTalE
dP

— = =(R(E)
dt macy

alL LN
T g = M el o ZEnT
Queste relazioni ci permettono di capire come variano P ed L nel tempo
@ Relazioni vettoriali
 Dipendono dalle forze esterne e dai rispettivi momenti

* Permettono di studiare il comportamento complessivo del sistema ma non guello dei.

singoli punti. - -
Lavoro e variazione dell’energia cinetica \)\/Mb _ \)(/% P& - AE "
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- Corpo rigido —dinamica - 5 Cdn -dy, ) 2 Fryrdng,
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Per le forze interne, abbiamo trovato che per una generica coppia di punti /=~ - & eome <o a,

I —> Spos e 1 Y
dW()— l] drlj >PW ‘ 2_\.)(/. Z O ron

Il lavoro delle forze interne dipende da drlj, cioe da quanto si spostano i punti uno e’i?uj?f
rispetto aII’aItro.

Se i punti rimangono alla stessa distanza tra Iorqg;” = 0 oppure dr;; & perpendicolare a
F;j equmdldW() =0 noon i3 Taws ke A fRuelo
///fﬁ dw' = SAWi
Nei corpi rigidi risulta quindi dWi§D _ 04 1o es ap e } \
@{(I-a;ol’; jck\)\/ fJ—O
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Possiamo riscrivere il teorema deII’energia cinetica come '\

W(E) +-J ;::"= Exp — Exa
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Considerando per il caIc lo dgﬂEVoro soltanto le forze esterne ™~ (I @@Am»@n VOO A
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Corpo rigido — dinamica

Per i corpi rigidi abbiamo quindi

dP R£
— =Mmary =
dt CM

dL 2
/ _

g
/ 3 H"‘\,

'f __ Wap = Exp — Exa

Possiamo omettere I'apice (E), e sottointeso che le forze da prendere in considerazione

sono esterne. —
cE e



Corpo rigido — rappresentazione del moto

* Quante informazioni devo specificare per
identificare la posizione di un corpo rigido

P ———— s

nello spazio? = Jyu Af Sue s

* |n un corpo rigido le coordinate di un
qualsiasi punto ad esso solidale rispetto al
sistema di riferimento con origine in CM e
assi solidali al corpo sono fisse o

0. SIR wmepe o (N o de YW ’
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Corpo rigido — rappresentazione del moto

* Quante informazioni devo specificare per
identificare |la posizione di un corpo rigido
nello spazio?

* Per conoscere la posizione di qualsiasi
punto solidale al corpo basta conoscere le
sue coordinate nel sistema mobile e Ia
configurazione del sistema mobile rispetto o
a quello fisso y




Corpo rigido — rappresentazione del moto

* Quante informazioni devo specificare per
identificare |la posizione di un corpo rigido
nello spazio?

|| sistema di riferimento e definito dalla

posizione del centro di massa 1y, e dai
versorii', j', k'

* Per definire -y devo specificare 3
parametri (le componenti cartesiane)



Corpo rigido — rappresentazione del moto

* Possiamo definire anche le cemponenti dei
versori i’, j', k' rispetto al sistema inerziale

Ji' =i’ i+i'j+ik z
j’ =j’xi +j’yj +j,zk
k' =Kk, it+k'yj+k k

* Per poterli rappresentare ho bisogno di 9
valori ma...




Corpo rigido — rappresentazione del moto

* i',j', k' sono versori, quindi devono avere modulo unitario
°lx+l’32,+l’§—1

Jr+iy =1

kLK +E;=1

i, j', k' sono ortogonali tra loro, quindi

*i'yj'x + i,yj,y +i',j', =0

* J'xk'x +j’yk,y +j'2k', =0

Uk ik, +TK =0



Corpo rigido — rappresentazione del moto

* Per rappresentareli’, j', kK’ abbiamo bisogno di 9 parametri, legati tra
loro da 6 relazioni. Quindi soltanto9-6=3)di loro sono indipendenti.

* Ricordiamo che servono altri 3 parametri per identificare .y,

Torniamo alla domanda di partenza

Ouante informazioni devo specificare per identificare la posizione di un
corpo rigido nello spazio?

Possiamo rispondere adesso: le informazioni che dobbiamo specificare
sono3+3=6

Si dice anche ch% un corpo rigido nello spazio ha 6 gradi di liberta'.
“6)\@’)_ S(e a‘é&m R [wmw S

N cg\(b ‘Gl‘&ugéo rvao cg{lm*o o




Gradi di liberta

Piu in generale, in un sistema dinamico, cosa rappresenta il numero di
gradi di liberta?

deyaspecitcac&peudeﬁmiwaLeJaJ:onﬁgummMeLSJm
v et @@, (o spopwe La o (ore. 4w )
K\wﬂz

Enumero di gradi di liberta e il minimo numero di informazioni chejg



Gradi di liberta

Esempi:
* Un punto che si muove su una retta ha 1 grado di liberta
* Un punto nel piano ha 2 gradi di liberta
* Un punto nello spazio ha 3 gradi di liberta
e Un sistema di n punti materiali nello spazio ha 3n grsa%lj\ajrllberta
* Un sistema di n punti materiali nel piano ha 2n gradi di liberta

doo dapv feve

Abbiamo verificato che un corpo rigido nello spazio ha 6 gradi di
Ilberta indipendentemente dal numero di punti che lo compongono ||




- Corpl continui
I cglgmgf)%’g?gi sono sistemi costituiti da un numero

molto ele di punti di massa infinitesima.

In un sistema discreto le quantita che caratterizzano
I'intero sistema si calcolano con un’operazione di

sommatoria. Ad esempio, per la massa:  Se t- Qv L pudt

m = m;
=1 MZ MY
Foy = Yicamry o
Qi1 ™M

In un sistema continuo I'operazione di sommatoria si.
sostituisce con un integrale, la massa del sistema sara

quindi data da: - ‘757

mzjdm

E per il centro di massa:

P, my
PP,
1y,
G
P;
P m;
My

v



Corpi continul 0 . dm v@ e § 4V
V mo

Per calcolare le grandezze del sistema come integrali nelle variabili dello spazio e utile
introdurre il concetto di densita. Per un corpo tridimensionale, si definisce la densita di

P=" —P E %:S

Dimensionalmente la densita & definita massa/lunghezza3 (M /L3)
Una volta definita la densita, posso calcolare la massa totale del corpo continuo come

m:éo(mn > &d}-\%\' m JV pdV . ;]
R ‘/\/ I
Se la densita é costante il corpo si dice@thg_g_gpgb e vale |a reIazionewmw
Ml N : i dTordk
(oo oMopp0o doyr i o

(0 T 10lod Q@ijw‘g t@a(@\}w m:g\]



Corpl continul

Casi particolari: corpi bidimensionali, sono corpi in cui due dimensioni sono
prevalenti rispetto alla terza (ad esempie piastre, gusci, membrane, lamiere, ecc.).
In questo caso conviene definire unaldensita-di area o di superficie.

,0 =d_7n Ao A .SuP.
Y™ da §- L, )
W

Dimensionalmente la densita di area si calcola come
massa/superficie=massa/lunghezza?

In questo caso posso calcolare la massa come:

— ) Sufﬁ{m
» m = [ padA
A

Se la densita di superficie € costante, il corpo bidimesionale si dice omogeneo e

posso calcolare la massa come:

m=pd  se owpe (5wt



Corpl continul

Infine, consideriamo il caso particolare di un corpo monodimensionale, vale a dire un corpo
in cui una dimensione e prevalente rispetto alle altre due, ad esempio cavi, aste, tubi, funi,

catene, ecc. Si definisce in questo caso una densita lineare:

dm 3 Qﬂ
PL="al 27
La densita lineare, dimensionalmente si calcola come massa/lu :
In questo caso posso calcolare la massa come
s m = j pdl
l
Se la densita lineare € costante il corpo si dice omogeneo e posso calcolare la massa come:
m = pl

-._.__,_,_.—-ﬂ""



Corpi continui, centro di massa

T

Listow ’{’

LSl

n
S i=1Mi T
cM =

ionale, consideriamo un corpo continuo, la posizione

del centro di massa e definita come:

- [rdm _@% rpdV

Tem = [dm m

BV?SAJ

Y’ z
CH m

Possiamo calcolare le coordinate del centro di massa rispetto a un dato sistema di

riferimento:

N J, pxdv
cM =T
_J, pydv
cM =T
L J, pzdv
cM =T
e S DAY

\/
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Centro di massa, alcune proprieta
) rwa/m w0 LM ©
ol o J
Se un corpo e omogeneo e ha un centro di simmetria, il centro di
massa coincide con'il centro di simmetria

-> ->
\ Y Cﬂi(Cuﬂo S
Ao Um r;w
centio
di
sipimétria



Centro di massa, alcune proprieta

L«Dﬂ{\b Guliico  Cinwo U“'{
O -+ T S &
rm

Se un corpo ha un asse di simmetria, il centro di massa si trova su
quell’asse

_—

oo U Stua € we Y Ole
Lo drvide (2 bafo b |
2 e il e spodee Tyl N
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Centro di massa, esempio di calcolo

Consideriamo ad esempio un cono omogeneo, calcoliamo la
posizione del centro di massa. Dato che il cono ha un asse di
simmetria, il centro di massa si trova sull’asse del cono.
Calcoliamo la distanza z.), tra la base del cono e il centro di
massa.

Il volume del cono é dato da:

v TR*h
. \ 3 epTel \
Se il cono e omogeneo e la sua densita € p, |la sua massa sara
= V! -f:‘h
TR*h m S?‘i S
m = pV =p 3 J
Calcoliamo la posizione del centro di massa. Ricordiamo che
= 1y
~ J, pzadv g@ v d
ZcMm = ~
m

M




Centro di massa, esempio di calcolo
[, pzdVv lMag)\Dr_%

ZcM = O
¢ m Ko

Per calcolare I'integrale di volume, possiamo dividere il cono in fette
infinitesime parallele alla base, pos o scrivere in questo caso

dV = dz Av=dnrd
Per le proprieta dei triangoli simili rlsulta inoltre m., > 41d
rmR=(h-2):h dt ‘g
_h-2), :
TTTh rL v d 1

Sostituendo nell’integrale si ottiene:

n no (=2 )y, TR
J, pzdv [  pirizdz Jom{=—F—R) dz

Zey = = = =12
m 1'n_RZh mR2h mR2h
P73 3 3

h
~ 4 j%ol\f

Y




Centro di massa, alcune proprieta

T

N

. . . . . . . . \\
Se un corpo omogeneo ha un piano di simmetria, il centro di massa si trova su quel piano.

qﬁ%ﬁ_corpo ha due o pil piani di simmetria, il centro di massa si trova nell’intersezione tra
i

AR

—

piano di simmetria



Centro di massa, esempio
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Solidi composti da piu forme “semplici”

GiftedMathematics.com

Possiamo determinare i centri di massa
degli elementi piu semplici e poi calcolare
il centro di massa complessivo sfruttando
le proprieta dei sistemi discreti

CL-e {?dw (2 C@/@p 8L puore- v



Solidi complessi .. s wye -




. Corpo rigido: tipi di moto

 Moto di traslazione




o . ) . . . MSTO :‘u' CU; dD'E)' o M
Corpo rigido: tipi di moto ST
AN (VTR0

Moto di traslazione

' 6@? CD/UPO e?o’ee 5
(o)’
* I'punti seguono traiettorie parallele tra loro. dol 54@\ .

* Gli assi del Sistema di riferimento solidale al corpo rlmangono paraIIeI|

(non ruotano). K

* Le traiettorie dei punti possono essere rettilinee o curvilinee.

&)=




Corpo rigido: tipi di moto

b
Moto di rotazione uo Ao Frveade

 Tutti i punti si muovono di moto

circolare con la stessa velocita angolare . A
W  fuwstomr g sll ope 2 i
{\Mﬁu @ o 5

—
W e’ L. = qwe 4 [olod = 2

* La direzione di w e quella dell’asse di
rotazione



Corpo rigido: tipi di moto

anfo
e Moto generico  frnle ¢ (wia

* [stante per istante e possibile
rappresentarlo come la combinazione di
una rotazione e una traslazione.



Moto di traslazione




Corpo rigido: tipi di moto

. Mot%fl traslano\r&._ - gL am

Q0w

al punti seguono tralettorle paraIIeIe tra loro




Corpo rigido: tipi di moto

* Moto di traslazione
In ogni istante, i puntlghdahﬁliﬂ{;e%%@%%l la

stessa velocita.

—
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Corpo rigido: tipi di moto

-5 * Moto di traslazione
* In_ogni istante, i puntsi solidali al  corpo

°Istante per |stantel eIoc u&‘ oo aDone~

poai@ |
variare in modulo,-direzione e verso. B o e
* La velocita di un generico puntov e’

uguale alla velocita™ del centro di
massa V.

V=Vcm



Moto di traslazione

* La velocita di un generico punto v e uguale alla velocita del centro di massa

Vcem
DV = vCM

Per un generico moto e un generico punto abbiamo visto che possiamo
scrivere o SR Moeble L CAm

V=vcy+V
Essendo v’ la velocita del generico punto rispetto al centro di massa.

- Nel moto di traslazione risultap’ = 0



Moto di traslazione

* La velocita di un generico punto v e uguale alla velocita del centro di massa

@ @% e Hole  \bortddis % ca
0= ven R
. . . . . . . ] )E_;k m’\\{ cu, A o o
Energia cinetica del corpo rigido in moto di traslazione 3 P QA
* Abbiamo visto che per un sistema di n punti tp G o Vem®
[ P n p1 ] , Eps e 4l ouopra 47 "
Ey, = z — m;V; ey yma
/ k 2 /;Dt-gﬂ) /U“A@
\ ’VPer un corpo continuo abbiamo dm= 53V N dan = Vabon” dbw
" 1 1 g (o fraw~
ib(_ oo (o Ek = _]‘E Uzdm —= j _ZpUZdV \_\( aj-}j;w 4
KQ w :"“\ignng Susde. @ !//
* Per un corpo continuo che ha moto traslatorio v = Vemr louts < gelll 4 CAN

W s 152 Ep = _1 VgMj pdV =} vaCM* e

Q CD(L? (11 PVO UDVZ / %4 - \ 2
O .

o ng\@@

M o TOASLATOU © . 7 - b Fov <
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. . futbgaﬂ
Moto di traslazione ., 4 wu-

QUANT I o1 ot hvaen L T oVt 2
. o . o o . . " o - -~ m “ v
Torniamo un attimo ai sistemi di punti materiali..x - 2

Momento della quantita di moto, in caso di maoto generico, per un sistema
n risultato analogo a quello visto per

1N
)

discreto di punti, si puo dimostrare/u
I'energia cinetica (primo teorema di Konig), possiamo cioe scrivere il centro

. ¢ ——
di massa totale come: T“""ff""" el L‘i/ - L oy

oTbl € . / Y XmV TV ’leoﬁ

@ ] L -_ LCM + L‘%m\m—& ::l. le O

\ . o Mg a, !
Dove L), € il momento angolare del centro di massa PAELAN
LCM = TCMvaCM = TCMXP: m%fv;;;w
C—S(\\eaw\ Totely 9 R Sislow '4’.'(4 "c‘ep

MentreLé il momento angolare dei singoli punti rispetto al centro di can
massa:

—_— n

L = z 1@i>< m,;v’l-




. . e A
. Moto di traslazione s <o

Nel caso di corpo rigido e moto di traslazione, il secondo termine si annulla,
datochev’; =0

h—_f?_‘ o
n )
L' = z r'xmv; =0 W‘W “ore TR L Yl
=1 l N L cx =0
E quindi T
i i
Dove, come abbiamo visto:

wibhe de w;’ﬂ,“
LCM — TCMvaCﬁ — ‘I‘CMXP (e N2 %}55? UM



Moto di traslazione « . «. o

Riepilogando, abbiamo visto che le grandezze significative per un Sistema di
punti materiali o un Sistema continuo, in caso di moto di traslazione sono

pari a:
Quantita di moto

Energia cinetica

Momento della quantita di

->

P = mvocym
1
Ey =-mvcy
2
moto

L —_ LCM —_ TCMXP

—>
R

me Ua A o codlin
(e o) hwowe 1M AoTo
A TS 2 1o &

foss, wolen (2 &valba Goo

w m'co/.uln st

tedW A ]

Mo m\;S g-.w
'f

Slo M W'-ﬁuﬁm‘%
=N



Moto di traslazione

Equazione di moto del centro di massa—
L— = ma = K
dt CM

In questo caso, dato che

U;= Ley = remXP

MO (J] LoV
Lequazione dei momenti s 4950 o 4, st
dL Ho
dt

g owems

cop o
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Moto di traslazione o soowe .0 wis

Per studiare il moto di un corpo rigido che si muove di moto traslatorio e’

sufficiente studiare I'equazione _ oo WL LT L oo o @y Nk
Z on \ CH — >
\ é’fm\’cn
dP Fone phwe
dt |

(in altri termini, possiamo studiare il moto del corpo come se fosse un punto
materiale di massa pari alla massa m del corpo rigido, concentrata nel suo
centro di massa) \M Moto D\ TasS02 M




Moto di traslazione




Moto di rotazione
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Moto di rotazione
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Moto di rotazione intorno a un asse fisso

* |l corpo ruota intorno a un asse fisso 2xo v 56 e

e Tutti i punti solidali al corpo si muovono

di moto circolare su un piano opus o ) e 4> LY =
perpendicolare all'asse di oo prafle Gittsh Wz'@
fie N Qv 0
* Le velocita.dei punti sono d__!_v___e__r_se, mala "
velocita angolarejw = = e la stessa per
tutti i punti | Vo plee €
,U%Q%.mw 2 (2 (Gv&% loo STome ¥ o are
Lo vib divnn < bn popya ERE
La direzione di w eWWQIIa dell’asse di 4« R
rotazione. T - -
— -5 o ‘ \V = 45 =S (1 Aosb
O i gt et v
e Kﬁff‘“" Vo= p“’l_f

=S L:_-)k Lo Coe ove 2 Je Yudh
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Moto di rotazione intorno a un asse fisso

Per studiare il moto di rotazione ci concentriamo 0 o
. 4
sull’equazione: Veo taonewe ol Houemro apt >

| o
e ZerF < | &
-l

M e il momento deIIe forze esterne calcolato
rispetto a un determinato polo (conviene prenderlo
per semplicita sull’asse di rotazione).

| son g "o oy [Pt

L,
L e il momento aggé&:\ig del corpo, calcolato
rispetto allo %tesso polo fhe abbiamo scelto per M

Cerchiamo di studiare il vettor@e la sua derivata
rispetto al tempo.




Moto di rotazione intorno a un asse fisso

&Q‘ e w.Qoofézf@%@@a A

Utilizziamo la definizione vettoria lla
velocita angolare, definiamo quindi il vettore
velocita angolare/w. )

@La direzione di w & quella dell’asse di <§

rotazione.

* Il modulo e pari alla
tale che per un generico punto v = wR. b w

* Il verso & definito in modo tale che w vedﬂ

il corpo ruotare in senso antiorario.




T ~ = Diver.

Moto di rotazuone intorno a unﬁ flsso ) D s

Altre ipotesi: o — .

w
La direzione di w e fissa (asse di rotazione fisso), 5
ma il suo modulo puo variare .l vzuR , W aome oyt

o, puog
Jrude el &y Co
» Se il modulo di w varia, posso definire il vettore (

/ accelerazione angﬁlalc S (>

- dw I
a =———
de |
Che ha la stessa direzione di w, il suo mgdulgLe W
pari alla derivata della velocita angolare a = — | RdY
e si misura in‘rad/s2. 4t

. . ] ] . _ (Me_@@ Neoria  aumer
i Non e detto che il centro di massa si trovi Iungoﬁ o Gl e ClLote

'asse di rotazione. ) P e W ok



Moto di rotazione intorno a un asse fisso

L

Fissiamo un sistema di riferimento inerziale WW YuSk Y 1
con origine sull’asse di rotazione e asse z

diretto come il vettore w. Mom € P ¢ Sia (M
. . . r\lu-to. El)—é—’ 2
Analizziamo il moto del generico punto P;

solidale al corpo.

Il punto si muove con moto circolare di
raggiolk;,, O\ Tm=--T

La sua velocita e pari a:

T,; raggio vettore che identifica P; sulla
circonferenza, il suo modulo e R;




-

Moto di rotazione intorno a un ass(@ﬁf@o | .

'accelerazione del generico punto P; solidale

al corpo vale:

/’Y\,OI’(AEUQ W.\Y) I G
Yz AW
Dove la componente normalg (centripetg) &
pari a: - VQ*\ e”‘: YTy
Ani = OXOXT; = —0*Tp; -0 b

Mentre la componente tangenziale € pari a:

\ati = axry, \

glesoo %}ﬂb

Ricordando che | acceléfazmne angolare e

_dw
Cdt

definita come: —

o - d (35 Y

4 t

(s VSTAHEDTE, /Uof\ﬁﬁgx}o oV R elnas

e Qe Qroudbr's L1l
B Yuonsene q o

fac S0 wamete /MW-‘M
o Gpiedin's



Moto di rotazione intorno a un asse fisso

Cistge @ m}( :
Abbiamo visto che I'asse di rotazione |
coincide con l'asse z del sistema inerziale v,
BN
. . . ’ | 28 % T, /
Polo per il calcolo dei momenti 2 punto/0 ) s, 2 °R

generico sull’asse di rotazione, ad esempio
I'origine del sistema di riferimento.

Non e detto che O si trovi sulla circonferenza
percorsa da P;.




Moto di rotazione intorno a un asse fisso .

Alcune definizioni: | |
i A
- 1;=> vettore che congiunge O con P; ;‘_ B )
@ angolo tra r; e I'asse di rotazione - == ",
. . | R
Calcoliamo il momento angolare della |
generica particella che costituisce il corpo . ‘ y
r|g|d0 " | o |0
L : [ =-6 |/
Dalla definizione di momento angolare: - el
o |L; = r;Xm;v; ' |‘0’

L; e perpendicolare ar; e v; ﬂ

[I— Proiezione sul piano

che contienezer;,
v; entra nel foglio ™\




Moto di rotazione intorno a un asse fisso

',
Li =T Xm;v; Q
T P S ==
L; forma con I'asse z un angolo (— — Qi) ( R )
""" 2 ‘rn\- /
{ﬂﬁajza /w yrv ‘,"' l&=
A {‘ / {
Modulo di L \f“m LN 2/

ol|6 /

\ {L@utfb . y
Lﬂe VA i\r‘ 0, Proiezione sul piano._ ' O~
- l
o gpet” T_ o che contiene zer;,
Cern (MR il /N v; entra nel foglio

Y



Moto di rotazione intorno a un asse fisso

on. Po=30° Cos[bo)=5  Smso:l

'asse z FERE A
Li; = L i) =
yLisind; =miRiw
i ViR ome isto #

N X\ So @ feola

Otteniamo quindi:
LiZ = ml-Rl-za)
/ 4
cs:u{ww&a ’Q“c?‘ LY g -
:LM o Qo s
4 ©O

Proiezione sul
piano che
contiene z e r;




Moto di rotazione intorno a un asse fisso

Per I'intero corpo rigido, supponendo che sia costituito da
n punti discreti,

A

Li =T;Xm;v; Q

n n | 4 [ _
L= Z L; = Z r; Xm;v; ' e =
i=1 i=1 | e

Tni Z2258)

. R
In generale L non e parallelo a w.

Se calcoliamo la componente di L lungo l'asse di . (e
rotazione otteniamo | 2

n n <
LZ=L-k=z Li-k=z miRl-Za) » b
n i=1 i=1

= (2 ml-Rl-z) w=1l,w
i=1



Moto di rotazione intorno a un asse fisso

Definiamo illmomento di inerzia|del corpo rigido

. ) . . . { ‘_
rispetto all’asse z (asse di rotazione) come: (ondb wdo &Q e _Z <
o MW e (M] :
n , n , 5 o
I, = z m;R; = z mi(xi + Yi) E
i=1 | i=1
dicwa 4/

o A
N




Moto di rotazione intorno a un asse fisso

Definiamo il momento di inerzia del corpo rigido rispetto
all’asse z come:

n n
L= mRI=) " m(x?+y})
=1 =1

Per un corpo continuo possiamo modificare 'espressione
del momento di inerzia come dm > PV

93/m:,jgﬁl\l

~
L= p2+yav - [ug ot
v
Unita di misura del momento di inerzia? massa -
lunghezza® Guga 2

Da che cosa dipende? Dalla distribuzione di massa e
dall’asse rispetto a cui si calcola.

Mo, §1 wEQe &
Lp (esrsTenys HHE P (AP

e A VAL (LE olo. L
Ne Lo TR ANGOLAAC a




MANTENEE (L Sua STRTO D HOTR7

» Moto di rotazione intorno a un asse fisso

Per I'intero corpo rigido

n n
L z Li == z riXmivi Q
i=1 i=1 o

/’“M% ffbe “Had W ome & YoV |‘~.
* In generale L non e parallelo a @ ‘ PRSP ol
e Durante il moto L ruota intorno a’w. & | (o 909 T\

* La proiezione di{L sulla direzione di(w,|L, = I,w & B
proporzionale alla velocita angolare @.———=-7, o0/

* || coefficiente di proporzionalita I, dipende dalle - ‘|
caratteristiche del corpo e dalla posizione dell’asse.

* L., non dipende dalla scelta del polo (da dove si
trova O lungo 'asse di rotazione)




Moto di rotazione intorno a un asse fisso

ﬁbbiamo visto che la proiezione di L; lungo t:
asse z
m €D
L, =L; -k =Licos (5 — Hl-) - -
_ - _ : _ 2 y o, R
= L;sin8; = rym;R;w sin 8; = m;R; w ( !\R
| Tni -/
Proiezione di L; in direzione perpendicolare N A
all'asse z Reoi 0 in dings. atregreele agl (o o (oT0>: I
Liy = Lisin (5 — 6,) R 0 | /s B
o . = -Sln —_ — . —_— T'.m. .w COS . | ' f-___\‘ ““1 . .
il i 2 i AL RN i \Dw o |0/ 1 cornd g

La %irezione di L;, ruota insieme al corpo
rigido

'Z)
. Y g9
+ Liy 91'

QQ@ dr . aﬂi'('oggg(a o
wee o Loy

Proiezione sul
piano che
contiene z e r;




Moto di rotazione intorno a un asse fisso

W

e Esistono casiin cui L e parallelo a w.

Ad esempio se I'asse di rotazione e un
asse di simmetria.

Esistono altri casi che vedremo dopo...

0 powetOlo awgﬂéefbe it
L ¢ Ww@wc@’mi‘

(&g Cc w\?

LT f () c‘;
Inquestocasorisulta L =L,* L y
St . w
PARTWIN —> -7 — 'W”’ ~ \; \
. L=1w Lp =)~ \3 oy L
Jo. aoN MO L _ZO
Qocen’ ¥ 1 = YVawro wpede otg. o, ¢ 0w s
- e L — L 1w
L ;\Z U\) a‘L O\ f_,
-2 1
-g[h o J!Cﬂ/
QO ANGoLE o W@ / L/U ¢ CmMm
ANCER c/@@ { ﬁomg(\h (toncd (ool 2 D

c@m(%s

' (N cyu»QgQ ol 71 oz

Sull rome L §o]ovseo



Moto di rotazione intorno a un asse fisso

Quando_L non e parallelo a w(e ruota attorno all’asse
di rotazione) si parla di moto di precessione.

—

MHoto 4
Se w e costante si dice precessione unlformE. ?low con vt
e W

\ . . \ g
Se w e costante anche il modulo di L & costante (ma
non la direzione, dato che L ruota insieme al corpo.

. Ar Qe (e um\%wrm@
In questo caso risulta

povaXo dL

Corve = — wxL !
(e analogo a quanto visto per il vettore posizione, per
. . dr
=— = WXTr -7 .
il quale risultavd ) — = WXr) o cand

dt

\-\ p
| ot T, /
R /
o |0/
2. _¢b '
S
(e Lowe4 0/



Moto di rotazione intorno a un asse fisso

Nel caso di precessione uniforme

dL e perpendicolare a L e all’asse di rotazione.
O‘L: UJ-L.ﬁSQ,u.\{ :le

dL dob
E—LLE —LJ_C()

—Quindi in questo casa M e perpendicolare a L e
all’'asse di rotazione e il suo modulovale M = L, w




Esempio 1 Uper o ol

dL
M == wXL Moudle agslag
L = 1‘1 val + r2 vaZ
v1 = wxr1
V>, = WXTr
2 2 rl’:fzr\("

—> L=2mrv=2mriew V- %W
L{' &*{J
% }. HO"" . \p(,kw LAY

e ¥ L, =2mre Ty e el g U
L e diretto come l'asse di rotazione, L = I, w o m(w PR
dL - 40 e ™
M = — = Iza d - @ dﬁ guets



vero e @'W
| VSN
Esempio 1 oo Joo (olo
Analizziamo le forze agenti sul sistema, suppé)éqigmo 0 . Lwsc el
la velocita angolare costante > <7 47 27 F Bl c
L N p dL
})W“g . ﬁé"”% M =— L0
'z (v dt e
\Wof‘*ﬂ g
Sl
= mdcy =@ |
e
/oy

(,M‘:O éomL :Dg,tjr@
- o q O é““éw
o \
99:;;(\“
. (Qw@é’%@e T 695‘“%{30”1&@’98
Q © | AR
RO %\ﬁ\‘

e h=0

/-
foremo T obwe = O ow C;;”Ywﬁh\




1 : : o (Rl o L e & eho o' [ o
. v Cnecewree @ @ ¢ (potuts =«
Esempio 2 ooy e e

a oot A L:M‘UW -
i dL oot
M=— =wXL
dt
o L = r{Xmv, + roXmuv, L=tm Ry, w
* V1 = wxrlo‘\ Ly 2m . s N I/
Qupwm. tasTal® - Vy = WXTy) s

° Se w e’ costante, ot R

L, = 2mrsin 9@w= 2mR*w > costante  ou e o

e i -
L, = 2mrcos@ v = 2mr cos 0 Rw = modulo
costante, cambia la direzione fo Mgu  con () cnp Figura 6.17
dL 4. | P. Mazzoldi - M. Nigro - C. Voci
e M =— = wXL L= s Vol, - Meccanica o temodinamics
dt EdISES [0

'M=L,w=2mrcosd Rw? => il weerd I%le 4o Lo ca e']
puldllo

Hodudo = w.L,&wﬁ.\
-

Ly fodth, ¥ ca foo Moot



Esempio 2 |

Analizziamo le forze agenti sul sistema o>
’2. ﬁuﬂ T e fﬁm Fe

Q;me»'pd'e "(h\u.g-i)j ““qu!hﬂ'aﬁq
1

/

Lo (W WC@S ﬂ;}w MoMewlo

(er dog "o (oo G\o@wﬁaﬂ-@@ Q2 ~eDbo >4 /\(ﬁa Mﬂ'_‘ ! F;‘ ‘

}{DHEJ‘{‘O 4 O Tl A = MollerT o TICELTE

e L QWQW fotoode o e pﬁY?:w
e o Cofr T
I [*? :
<¢ an\.aﬁ'a e @r{'ﬂ' '& Fofu\."J (‘f‘}‘q? ‘ZUP ?}0@ ole !

[oTavae opSD- & oo 4 fone

e - ‘
LfHoHéJJTO Apld oz  => M U 0??@?)13 YUO%\ . p_yo}?)b; < ﬁ‘”@wp



MU Hom. Torwenie : o3 UM G0 VuSo. e L?]/\Jmun Prr&a < s o qusle en,

—> 1o mox Ro ‘f(\Ef»W‘Q Lo L &\ﬂ-" U\) (.ON(Q ¢ oilu'b‘b’o
M o tone pon nwete = OKL/% 0 => Céwu-f/ oOhe J’ODQQ =3% w«x(w
ae
Moto di rotazione, equazioni di moto

o necerove
@ diretto come l'asse di rotazione, i, coper. 05 & oo ame di BT €5 TS

L = IZ(D fvom Wy
dL
_ M = _ Za

/ dt
» Conoscendo il momento delle forze esterne posso calcolar@
N

.y 1 <Gon =7 PoresSo \Sb-
qumd|a=I—M 1
Z

E per integrazione posso calcolare @ vsln” @vﬁ@?@




- Moto di rotazione, equazioni di moto

% Se L ha direzione generica, per determinare il moto utilizzo

y dL, , L=1L1, «L,
. = — 04 . Scdde
z dt z Lo
La componente di M perpendicolare all’asse mi da’
dIJJ_ —-> -7
MJ_= dt Non M Do ;)«BO SN N;W

Che non fornisce informazioni aggiuntive sul moto



Yo . Al wt
>d Ho un Moto &NcoLME .. Hoxo AefR 2

¢ Moto di rotazione, energia cinetica

koo, N2 W
v c:lly
n 1 n 1 1 |
- E,, = 2 — 1]2 2 — R2 2 I ' w Sl
of). \ Tao
Ricordiamo che 2 or 0“5‘
W= AL, Yebo Te Goiono @ Hof&w7d
Che relazione esiste tra lavoro e momento?
w () d@ d
dW =dE, = Lwdw =1, —dw-l—d@-f ad = Md6
. dt dt L
Quindi  dw = L 4w oo = 4L - A
) Ofin e
N Hovo caable W = Mdo
Oin L: lz W




W : S%Mﬂﬁ{ﬁ

Moto di rotazione, energia cinetica

Potenza in funzione del momento e della velocita angolare
@, (oRae 4l foTre

= Sama M&‘IJ" ‘l"arma'l 78

Hoto RVDT

sa..} ?Qﬂf Mo o\(é’ - Coﬂlk‘a .

P=HW e
(w - (Hwde *S};j\&



. - B Cﬂe ‘o
i e @ : it W
- Esempio et il co - ce e
- ! m,ﬂ;o«\ }O QJJ\-Q)}];," ‘iuQ mfm A‘\j,')'qu
T Mm@ 3 ) oTTogl ) D | :
Cm A, SeTioa J{ow / Hhowe oA {U’" <
e m,g+T+ R;=0 o ¥ f 3
(v /7 Pt . i :
B a : 29
’ JElﬂ WM .,(m.'_ ™
>¢€ “3%’& 2 Mmiad=m g —T
LT W 1 1 /’,I
Qe dot Ol G D j et Catpo rigels g“wmfb&'ian’ra‘ >a\a§1. db J
s @ (9\57 y :

disco S0 ¢ sl w
Cet o -
O, o o 4L ScSleg ]




fun.qiw’?bﬁﬁﬂe 2> G ol wa Yol YFm woto

@uo@ﬂmm¢zwﬂ.@%&-mfﬁf;Q%J/

Mo w0 j(is«&m

o &30 oo CM,Q] P
N Ve g
) K- Le

w$%*
Esempio
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2 L e F1EY
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« Coppia di vettori applicati

Definizione: Si definisce come coppia di ve/tto:iﬂappli\c;ti, un sistema di vettori
applicati costituito da due vettori opposti((A{, a) e (Az,}
Goran. due Vo Ol

Oﬂgﬂb

. Colesbo.
Hor. \owoude seh oo 0) 4
4 = ddloue Noo- (Ve YEE
Qe B Coudrs~

ae N

Fodule Nz od
o Qryen. ovteg . PO
ywrso  copen ol (A ~A2)




)fw*\ - Yot Foo' %

Coppia di vettori applicati

Definizione: Si definisce come coppia di vettori applicati,
un sistema di vettori applicati costituito da due vettori opposti
(A1, @) e (Ay, -a).

Essendo la risultante di tale sistema nullo, il momento
risultante (momento della coppia) € invariante rispetto al
punto O scelto come polo per il calcolo del momento

R
R7o

-2 -2

f{:’ ZHL 2 S a ke

{
(2 ft’Wa—f:’ YO;;; EF: t Yod

risultante. (ovowds € & storo n ogu ps” flo: =5 ¢ ira Y X9,
= o A~

Ao b @B -

Si definisce quindi momento della coppia (M) un vettor

avente:

- modulo uguale al prodotto del modulo di uno dei due vettori,
|a|, per la distanza-tra le rette d'azione dei due vettori d
(braccio)@:illm= la|d) H= e 4 ~ fhecws 4L forer1o

- direzione o gn.na-ie/al piano di appartenenza dei due vettori
(piano della coppia)

- verso determinato in modo tale che il vettore (A;-A,), aed M
formino una terna destrorsa.

Qs
et KZP‘M{ U~
/ ~_
A



Coppia di vettori applicati

Le tre coppie riportate in figura, applicate allo stesso corpo rigido,
hanno lo stesso momento M.

#\
/ 30N

Ca four et cop By e 1

Coppie equivalenti: due coppie aventi lo stesso momento sono
tra loro equivalenti.




Esempio |
Gofpiaz (repado Sl s A I el
Qual e’ la relazione tra ec&ppia e velocita™ angolare in un motore che
lavora a potenza costante? Mo L (m(’

o @it vet
b K W




Impulso angolare

 Teorema dell'impulso .
P :, F=4f =

[]=j Fdt = AP Jt
t1

. . . dL
In modo analogo integrando rispetto al tempo I’equa2|one@=a
possiamo verificare che

jFaez’a: M



Fotis < un oo o vowe Lo jun Whokople 4L
. Momento diinerzia . 4w s w4 we

FORTIPY - 44 M
Definiamo | LQOgnLo___dj____i_n_er%__d_eTco_rp_o___ri_gi_d_o___r_is_p_e__ttto_ Soni s’
e

all’asse z come: Lovoreme
— . 6’4)‘-.01’0\ ﬂéﬂ /\).Jb Mé;&a i Iro‘d}(w/

T . ? " 2 2
1=

1=
* Per un corpo continuo possiamo modificare |'espressione

del momento di inerzia come , ) ,
rrsfﬂb o0 e & Cpon oomumwa)[/\w ehad ?{Mw' afd

Iz=j p(x? +y*)dv dm- o4\
V



Momento di inerzia

Analogamente, per gli assi x e y avremo

" 2 " 2, .2
Ix=z_ m;R; =z_ m;(yf + z7)
i=1 i=1
Clx = j p(y? +z%)dV
%

n 2 n 2 2
I, = E m;R; = E mi(xi +Zi)
i=1 i=1

Ely = JV p(x? + z4)dV

OP2
my

P,




Momenti di inerzia
per alcuni corpi

Ho_u, \Lgh Yo T:w o e X

vl O!,(,'sw o

Slender rod

Cope 10 )0t

4 oadlo & vt

I,=1,=mL?

' 'z{m\.ulﬁe{ AL

Thin rectangular plate | __%

St e £ ope

1 R
I = —m(b2+c2)
12
I =-Lme?
Y= 12

T
I,= Emb-’-

(lareca ‘).- U>o ﬁo
‘ty'w

I = é m(b2 + ¢2)

Rectangular prism 1,= é m(c? + a?)
I,= 1'—2171(02 +b?)
.o
I, = Emrz
Thin disk bi I 1 2
y i P :mr

m:m xé“a'q'w Snfm




Momenti di inerzia

per alcuni corpi

I
% Circular cylinder L=3 mal
y
h II = lgomaz
Circular cone \| I,=1= %m(%aZ + h2)
x
Yy
Q Sphere 1 L=I,=1I= %ma2
a
z x
N (e 4ato Com amn e audho o, Ao €

WM' &Ko d’w'd“ &0 s




Momento di inerzia — teorema di Huygens
Steiner \l2>2 (e’ )>0

]

* |l momento di inerzia dipende dalle caratteristiche del corpo

‘rotes

(geometria, densita’) e dalla posizione dell’asse;, ed e
sicuramente unLvalore;eaSLthata una direzione, qual e il

valore minimo del momento d| inerzia rispetto a un generico asse

—

ad essa parallelo? —
e e

* Negli esempi precedenti abbiamo calcolato il momento di inerzia

dy Yelar

rispetto a un asse che passa per il centro d| massa, ma se |'asse
non passa per CM devo rifare il calcolo? &




Momento di inerzia — teorema di Huygens

Steiner Se w/&ﬁ‘ ;:i,;b. e
. . , . , T .
Riprendiamo l'espressione di I,
ame & (ot 2 \
n = ‘
A coude & 4
=S Cks
- i=1 N \
= ml-(R’i + d)z =z mi(R{Z + ZR’id + dz) = %
i=1 n i=1 ,JJ\
2 o 2 G
=1, +md- + z 2m;2R;d = I,, + md ) 2P
=1 No ‘
T TRk ppa M e e
IZ — IZ’ + md2<._ 473 ram Vm‘f Mmaa\'? Z\
P T C,,ZCLW ab.rnme A in
> ij[:lm& N . S fo1 ”
ww & -
[NPRT _5(05-\0 / ) (Y9 '\W;;a-\{ Lol 4
J ol 4 g R Hareo-
m\o\l & ot




" qnazm ” i#amﬂm 6{1 ALy wozﬂgw, b
DO\ 4 ﬂoﬁLﬁTD J).‘Hik)\)\ibo Al AN COVAE

I\/Iomento dl InerZIa — matrlce dl Iner2|a
%u.»m{» ssovgly Lz Goro, Ao rustome
0 s;stome ry@"d o are e ['w*/“* LA
ot @ wph? W oesto |z 9o
o E se l'asse dirotazione non comudesse con nessuno dei tre assi X,

yez? @

—
\J
Q_._
t“
A
c‘,\J_—-'
P

* Indichiamo con u il versore dell’asse di rotazione e con u,, u,, u, le
sue componenti rispetto al sistema di riferimento cartesiano con
cui abbiamo calcolato i momenti diinerzia Iy, I, e I,

... € possibile verificare che il momento di inerzia rispetto all’asse u
vale ho obcobdlo  Co
ﬁ’é/Q M [xf \G/ !2

oo S Yo Yo Fon (7Y
e|



Momento di inerzia — matrice di inerzia

o Iy = Lug + Liug + Lyug — 2Lyuuy, — 21u,u, — 2L,usu,
I

Dove I, Iy, I, sono i momenti di inerzia rispetto agli assi x, y e z che

abbiamo gia incontrato, mentre Ly, Iyz, Iyz SONO | cosiddetti

momenti di inerzia centrifughi (o prodotti di inerzia)

A
1n rd 2
= - t \

Ly = mix;yi 2 Zm rrd

1
Iyz — - MyYizi

=1

n
Ly, = m;x;zj



Momento di inerzia — matrice di inerzia

Grazie a questa definizione, possiamo calcolare le componenti cartesiane del
momento angolare il momento angolare corrispondente a una generica velocita’
angolare come il risultato del seguente prodotto matrice-vettore

Caxce L:lw
L=[I]a) . 2 ¢

dove

_ Ix _Ixy _Ixz_
I =|"ly Ly —ly
__Ixz _Iyz Iz |
E" la matrice di inerzia del corpo calcolata rispetto al sistema di riferimento xyz




- Moto di rotazione intorno a un ass

e fisso

()“(36553?”5 s oo (o equ bdpo
NO , 7«»‘ ,

Esistono casi in cui L e parallelo a w.

Ad esempio se |'asse di rotazione e un
asse di simmetria.

Esistono altri casi che vedremo dopo...

In questo caso risulta

L |
L=l s
LJ_=O
L, =

'USC)’,@B‘Q



Moto di rotazione intorno a un asse fisso

Quando L non e parallelo a w e ruota attorno all’asse
di rotazione) si parla di moto di precessione.

Se w & costante si dice precessione uniforme. Vi

Se w e costante anche il modulo di L e costante (ma | \\7’
non la direzione, dato che L ruota insieme al corpo. I

. )ONL
In questo caso risulta (hecepion -

| dlL Ria PDWI“Q j ol

o M=— =wxL | C(w: eyl > %

dt /4

(e analogo a qu isto per il vettore posizione, per 0/

. . dr
il quale risultava v = pri W XT)




Moto di rotazione intorno a un asse fisso

Nel caso di precessione uniforme

dL
® M=— =wXL
dt Jopllo
ﬂ:WLL

dL e perpendicolare a L e all’'asse di rotazione.
dL =L,d¢ oL

dL _ d¢ _,
dt lalt_ L@

—>Quindi in questo ¢
LA_) = /s . D l
all’asse di rotazione e il suo modulovale M = L, w alesly i /m

éffﬂ% | =7 Lown . Voo (. Wg A go.\(@ {ng




Esempio 1

Analizziamo il moto di un corpo rigido costituito da due sferette uguali di
massa m collegate da un’asticella di massa trascurabile di lunghezza 27,
che ruota intorno a un asse passante per il centro dell’asticella e
perpendicolare ad essa con velocita angolare w.

Iy dL
dt
Calcoliamo il momento angolare m
L =r,Xmv, + r,Xmv,
UV, = WXTry <
vZ - wxrz r

Il modulo del momento angolare vale quindi
L =2mrv =2mr?w
Il momento di inerzia del corpo rigido in questo caso vale:
I, = 2mr?
L e diretto come 'asse di rotazione,
L=I,w

dL 4. Volglme

ng'm} A

T
PR

\2 = 5 M R~

NESISTENAP 4" U0 Conps q VeV G (U*’/% Wlo L

T

£ bg <o (o2%
W&Moﬁirw"



Moto di rotazione, equazioni di moto

Se L e diretto come l'asse di rotazione,
L=lLw
dL

M=—=]«a
dt ~

Conoscendo il momento delle forze esterne posso calcolare M,
L 1
quindi a = I—M
Z

E per integrazione posso caIcoIar{w/}



Moto di rotazione, energia cinetica

Calcoliamo l'energia cinetica di un corpo in
moto di rotazione intorno a un asse fisso:

n 1 , v w i,
Ey = g _ Emlvl =
| SRt
= — m;R?w? =—=1, w?
— l*% — Z
2 Lai=

=
—
.




Lavoro delle forze agenti su un.corpo in moto

di rotazione

Ricordiamo che Wée

W — AEk
Che relazione esiste tra lavoro e momento? Hotlo Mowol Torle Frei

do dw —

dW =dE;, = LLwdw = IZE dw = ]ZE df = l,adf = Md6
Quindi
Ofin
W = Mdo

Qin



Moto di rotazione, potenza

Potenza in funzione del momento e della velocita” angolare

p=""=pM
dt @



o AW
foes Cpa L o A
\/
: H = lald
Esemplo ot
cp/y-b
Qual e la relazione tra coppia e velocita angolare in un motore che
lavora a potenza costante? o 43 ulb- )
g
P=Mw .
|Conote




Esempio

myg+T+ R, =0
ma=myg—T
l,aa = rXT
a=ra

4= Q%

vV = Rw
o~ YK

m,

n; o\




Esempio

ma=-mg+T
lL,a =71T

a=ra

O\

R‘

T
b

by

R



Momento di inerzia

Definiamo il momento di inerzia del corpo rigido rispetto

all’asse z come: feste 4 oo & whee 6\ o\la L7 YIS DD  ad UM
oo @

S : I
/ - 4o 4T

n ) n v 5 5

I, = - MRy = E _ mi(xl- +yl-)
i=1 i=1

Per un corpo continuo possiamo modificare I'espressione

del momento di inerzia come

I, = j p(x% + y2)dv
V



Calcolo dei momenti di inerzia

Analogamente, se I'asse di rotazione coincide con gli assi x o
y possiamo definire i corrispondenti momenti di inerzia

come:

" 2 " 2 2 n
I =z m;R; =z (yf + z; o™
X L izlml(yL Zz) (n;’)Pz h,

I =j p(y? +z*)dv

n v n PO,m
=) mR? =Z m;(x? + 22) |

i=1 i=1 z

I, = j p(x?% + z%)dV
%




Momenti di inerzia
per alcuni corpi

Slender rod 8 l1_2 mL2
= -:Em(b2 +c2)
Thin rectangular plate y= 2 et
12
I,= ;lémbz
L= ém(b2 +c2)
Rectangular prism )= ]15 mlc2 + a2)
I,= ll—zm(a2 +b?)
I, = %mrz
Thin disk

1
=] = =yl
I,=1,= Lmr




Momenti di inerzia
per alcuni corpi

I
Circular cylinder k=3 mal
I,=1I,=m(3a2 + L?)
Yy
h I, = pma?
=L =2mEa2+h2
Circular cone \I I!I L sm(4a + h?)
z
x
Y
Sphere IL=I,=1,= %ma2
a
z x




Momento di inerzia — teorema di Huygens
Steiner

Il momento di inerzia dipende dalle caratteristiche del corpo

(geometria, densita) e dalla posizione dell’asse, ed e sicuramente
un valore positivo. Data una direzione, qual e il valore minimo del
momento di inerzia rispetto a un generico asse ad essa parallelo?

Negli esempi precedenti abbiamo calcolato il momento di inerzia
rispetto a un asse che passa per il centro di massa, ma se |'asse
non passa per CM devo rifare il calcolo? '@



Momento di inerzia — teorema di Huygens
Steiner ‘

z non passi per il centro di massa del corpo. Prendiamo
un secondo asse z’ parallelo a z e passante per il centro

di massa: Q

n
I, = m;R;
i=1

n n
= Z mi(R'l- + d)z =z mi(lez + ZR,id + dz) d

n
== IZ/ + de + Z ZmiZR,id = IZ/ + mdz
i=1

o 2 ) A
I,=1, +md Holento Dl jngar v € apnco MAGGeoné

@{wudra )‘“{f ALLJNTJA/LN Q;;;,(J\psn’

DEL CENO D' MSSRP



Momento di inerzia — matrice di inerzia

&' ‘/U.\ s W ! Igcwa W
* E sel’asse di rotazione non coincidesse con nessuno dei tre assi
x,yez? &

* Indichiamo con u il versore dell’asse di rotazione e con
U,, Uy, U, le sue componenti rispetto al sistema di riferimento
cartesiano con cui abbiamo calcolato i momenti di inerzia I, I, e

I

... € possibile verificare che il momento di inerzia rispetto all’asse u
vale



Momento di inerzia — matrice di inerzia
I, = Lu2 + I,gu% + Igug, — 2Ly uytty — 21Uy, — 2usu,

* Dove Iy, I, I, sono i momenti di inerzia rispetto agli assi x, y e z che
abbiamo gia incontrato, mentre Ly, Iyz, Iyz SONO | cosiddetti
momenti di inerzia centrifughi (o prodotti di inerzia)

P - .

Iy = - MiXxiyi
=1
n

Iyz — - MyYizi
=1
n

I, = m;xizi



Momento di inerzia — matrice di inerzia

Grazie a questa definizione, possiamo calcolare le componenti cartesiane
del momento angolare il momento angolare corrispondente a una
“generica velocita angolare come il risultato del seguente prodotto

matrice-vettore dos (o (PNa corlow
L o it
L=]|llw
dove
- Ix _Ixy _Ixz-

/N
(M= |-Ly L, —l,

__Ixz _Iyz Iz |
E" la matrice di inerzia del corpo calcolata rispetto al sistem
riferimento xyz

IIQ.)
Yol




. Moto di
rotolamento -

ot + Tneslasiae




) (M dras s om

\/C:r? 1 Tapsia2 ¥ LoTre o0 e
_ W€ (oto Ll dfgeo Suta Moto di traslazione e
M oto dl roto | amento rotazione caratterizzato da

avere, istante per istante, un
punto con velocita nulla

(punto di contattocon-it
tracciato). po WV b N=o

Il centro di massa del disco

trasla in direzione orizzontale
con velocita vy, mentre il
disco ruota con velocita
angolare w. Ve, —> T SuA2

Nel punto di contatto la
velocita e istantaneamente |
nulla.

P e o ex @ egon

M,oﬂ'm M CO‘VJA
Pl de Coulalla A V=2



Moto di rotolamento cmematlca o

' S fYve <
,\} _ v U ‘((\/‘/ P cmo. "
2 Ucye i . b whoh o Y ot (>
o o Se il punto di cor@wéf@o ha velocita nulla, la “**

velocita di un generico punto puo essere

: scritta, istante per istante, come o acc. Vot

w \ Y Vp = WXTcp
M Vose E in particolare, per il centro di massa,
' risulta

© ey = @XTey |\
Se CM si muove verso destra, w “entra” nel
foglio.

Possiamo scrivere quindi le seguenti
relazioni cinematiche tra le velocita e le
accelerazioni del disco:

Vey = (1)@ Y'w}o,pb&f 215 o
| Acpm = %R

C v At



I\/Iotogl_i rotolamento - dinamitca

Ay Analizziamo quindi la dinamica del
disco. Supponiamo che sul centro di

massa sia applicata una forza F~ ~

0 ¥ orizzontale che trascina il disco lungo
re— . .
mgl ) Eljar.nO. o _ibvw: P Moto < uy
Scriviamo le equazioni di moto: -

» o Accelerazione del centro di massa:
X

JV Mmacy = R

Momento angolare:
dL

= =

M



. . . Ak Stdadb
Moto di rotolamento - dinamica ST = bonnr
Analizziamo la prima equazione
Mmacy = R
Ay

La risultante delle forze e data da:

F f e la forza generata dall’attrito tra disco e
O : : .
: - tracciato, che consente il moto di rotolamento !
mgl (forza di aderenza). efu 0l &l rove taws Al
< Consideriamo le componenti orizzontali e
X + ! verticali delle forze:

In direzione orizzontale abbiamo:
o maCM = F — f

Mentre in direzione verticale:
N—mg=20
s N =mg (200 Wnelel oAy gy oo
B far (o
(Y\QQ Ko’toca/wmfn @NY@ = o -grepree.



. . . | = '3 w
Moto di rotolamento - dinamica
Consideriamo i momenti
A v TS dL Sl € oo
| So 0o® B EzM .@;\;(mgnra

Calcoliamd il momento rispetto ad O
e L oo y La=1Xf <l s

Possiamo considerare solo la componente

W{ O\ égtp L C‘ S“ L
B> Q;.AgD 2 _
X I = ﬂi,,-w o VB Lp oo &
Da cui ricaviamo: / - acelows . opler
f I,a
R

g(ﬁ\ R ﬂ(?p’d e i

--.> ~
VM; wx'Y Ny = Wy
~ Qe
QC/L(: A ﬁ X -
R



Moto di rotolamento - dinamica V. we

Possiamo adesso riprendere |'espressione
) .
dell'accelerazione g %2 <P

macy =F —f
E sostituire I'espressione di f appena
trovata . q
Q> n
_ IZC( _ IZaCM "E
f= — 2
R R
Ottenendo:
_ Izacm
mdacy = — RZ

Da cui possiamo ricavare l'accelerazione
(mRZ + IZ)aCM = FR2



Moto di rotolamento - dinamica o - E e rown
o /m s
or'eP
A, g wleor -
)
0O ¥ F /
- Acm = IZ
h mgl r\TI”L +ﬁ..__>m,¢wﬁoﬁ'(w‘°
y "~ R? R%( I,
{\pﬂ’&& YT &
QQ_NO C W (%0 S y QQ_QL
é)\ ~Q\ /Qlouxgﬂ/' W OW W /UQWM ’g_(
gwe L0 M . (
do /xe@j;\ QW%




Moto di rotolamento - dinamica

* f < ushN

e oSt (we Qﬂp o> (0




Moto di
rotolamento




® Moto di traslazione e
M OoTO d| roto | amento rotazione caratterizzato da
avere, istante per istante, un
punto con velocita nulla
(punto di contatto con il
tracciato).

Il centro di massa del disco

trasla in direzione orizzontale
con velocita vy, mentre i
disco ruota con velocita

angolare w.

Nel punto di contatto la
Lon tresfa velocita e istantaneamente
nulla.



Moto di rotolamento - cinematica ~

4N
U”o-;-

Se il punto di contatto ha velocita nulla, Ia
velocita di un generico punto puo essere
scritta, istante per istante, come &

e Vp=wWXTcp Si?}' W x¥

-

E in particolare, per il centro di massa,
risulta

“(Vem = WXTeym
Se CM si muove verso-destra, w “entra” nel
foglio.

Possiamo scrivere quindi le seguenti
relazioni ;me_matlc_he tra le velocita e le
accelerazioni del-disco:

UCM = wWR

aCM = aR

* wrY



Moto di rotolamento - dinamica

Ay Analizziamo quindi la dinamica del
disco. Supponiamo che sul centro di
massa sia applicata una forza F

0 K orizzontale che trascina il disco lungo
1 = il piano.
me .. T
Scriviamo le equazioni di moto:

Accelerazione del centro di massa:
N maCM = R

Momento angolare:
dL

= =

M



Moto di rotolamento - dinamica

Analizziamo la prima equazione
Mmacy = R

La risultante delle forze e data da:

f e |la forza generata dall’attrito tra disco e
tracciato, che consente il moto di rotolamento
(forza di aderenza).

Consideriamo le componenti orizzontali e
verticali delle forze:

In direzione orizzontale abbiamo:
macy =F — f
Mentre in direzione verticale:
N—mg=20
N =mg



Moto di rotolamento - dinamica

Consideriamo i momenti

Ay ﬂ' - M
dt
Calcoliamo il momento rispetto ad O
0 ¥ La =rxf
o
: Possiamo considerare solo la componente
me in direzione perpendicolare al piano (z):
B
f X IZCZ — fR

Da cui ricaviamo:

I,a

F=%&



Moto di rotolamento - dinamica

Possiamo adesso riprendere |'espressione
Ay dell’accelerazione

macy =F — f
E sostituire I'espressione di f appena

o oy trovata
Iza IzaCM
mg f = =
1 R R?
> Ottenendo:
I X . Iacm
N mdacy = F — R2

Da cui possiamo ricavare l'accelerazione
(mRZ + IZ)aCM = FR2




Moto di rotolamento - dinamica

Ay L'accelerazione risulta quindi pari a:

F
K Acm =
o T L
me 1

R2
Sostituendo, possiamo determinare la
» forza di aderenza, che risulta/pari a:
f X
F

mR?
I,

_ IzaCM _ Iz
~ R2  R?

F
I,
m+ﬁ 1+




Moto di rotolamento - dinamica

Analizziamo il valore di f. Osserviamo che

A v alllaumentare della forza di fraz:onp F la
: forza f aumenta. s Teawe, 070" Doea [&dmao,
W LA PC‘LO'DE
K f F
0 : = >
, mR
1 3 14—
me z
PUL : 0 indefinito? No!
> Oltre a un certo limite (limite di aderenza)
. . la forza f non puo aumentare
N ' ulteriormente. Il limite e dato dalla
relazione_dell’attrito-eeulombiano:
f =usN
Se questo limite non e soddisfatto, la
cond|2|on

disfatta e la ruota slitta.



N

&d

Moto di rotolamento - dinamica / S

-

Analizziamo un altro caso, incuialla ruotaé
applicate una coppia di forze con momento pari a
M. '

-

- Impostiamo le equazioni di moto.

Accelerazione del centro di massa:
r maCM == R
Esplicitiamo le forze agenti sul disco. Le forze che

costituiscono la coppia non sono considerate _
perché sono opposte e quindi Ia loro somma e nulla

Componente in direzione orizzontale
o macy =f
Componente in direzione verticale
N—-—mg=20

Da cui otteniamo
N =mg



Ripasso: Coppia di vettori applicati

Definizione: Si definisce come coppia di vettori applicati, un sistema di vettori S
applicati costituito da due vettori opposti (A;, a) e (A,, -a). r
PP pposti (A;, a) e (A, -a) Ho' - Mo +xaox R

Essendo la risultante di tale sistema nullo, il momento
risultante (momento della coppia) € invariante rispetto al
punto O scelto come polo per il calcolo del momento
risultante.

Si definisce quindi momento della coppia (M) un vettore

avente:

- modulo uguale al prodotto del modulo di uno dei due vettori,
|a|, per la distanza tra le rette d’azione dei due vettori d
(braccio) |M| = |al|d

- direzione ortogonale al piano di appartenenza dei due vettori
(piano della coppia)

- verso determinato in modo tale che il vettore (A;-A,), aed M
formino una terna destrorsa.




Moto di rotolamento - dinamica

Ay

Consideriamo |'equazione dei momenti

dL M. o=

dt - tot
Calcolo del momento risultante rispetto ad
0' - TG

La=rxf+ MY

Consideriamo la componente in direzione
perpendicolare al piano:

ao'nm,;{wu
- L,a==fR+ M
Da cui possiamo esplicitare la forza di
aderenza .
M-I« (v o ea
4 f - R \E’D&

..--'-"'"""--_'

7%




Moto di rotolamento - dinamica

Ay

-~

Si sostituisce I'espressione della forza di
aderenza appena definita

M-I«
R
Nell’equazione dell’accelerazione
macy = f
Ricordando che a.-); = Ra si ottiene
M—-1,a
R

Da cui possiamo esplicitare «
(mR*+ ) a =M

mRa =



Moto di rotolamento - dinamica

Ay

-~

LU'accelerazione angolare del disco e quindi
pari a:

M
a =
mR? + I,
E quindi I'accelerazione del centro di massa
sara pari a
° MR

a —
M mR2 +1,

Sostituendo si ottiene il valore della forza
di aderenza.

f:m — I




Moto di rotolamento - dinamica

Ay

-~

La forza di aderenza dipende dal
momento della coppia applicata

\ B MR
f _ma%‘; — T mR? + 1,
_ I

R (1 +mR2)

Ma anche in questo caso, deve
rispettare il vincolo di aderenza

f < usN



Moto di rotolamento e forza di aderenza

Ay Yem Ay Vcm
' I
S
0 K ,
meg 1 L "j_
- > L >
f C X C f -

Ruota trascinata Ruota motrice @n. Hoieq



Moto di rotolamento e forza di aderenza

¢ alc. ¢ @cc

< v “g\,\i{‘f‘_go P
C
—_—

<

f

Ruota frenata

ot M M:O
Mw&-@gﬂoﬁ(w

o Sobbfe i€ incdo & DS

Ruota frenata, cinematica



A cosa serve e come funziona il sistema ABS?
SiaTen @l fle Cugree

Sensori misurano velocita angolare ruote e & pclin e ‘Péjﬁ N
w

Yusts Uy
(21 yuoty

Vem = WR? se STR (oo Qowao SHWene

SeUCM:/:(,()R Qﬁ,ruﬁag}bp,m b [ 4w 2 wﬂ“.‘ﬂ\ K W



Energia cinetica in un moto generico

L'energia cinetica, in un moto generico, puo essere scritta come:
. B =Epe+Epr  topn Crdi & Yoo
€ Yoy

E,,, = w - L tiene conto della parte di rotazione del moto, nel caso
generale dipende dalla velocita angolare e dalla matrice di inerzia.

1 . : : :
. E, = =muv?,, tiene conto della parte di traslazione del moto generico.
kt =5 MVcy

Maggiori dettagli nei corsi di robotica e sistemi meccanici...



E :,%)\zwL

By =g mV’
e, - g MV Xy

Energia cinetica in un moto di rotolamento

* Anche in un moto di rotolamento abbiamo: 7 5 N
Ex = Et + Exr Dol w g

. . L=\, W wee

In questo caso in particolare N r;m

1 : : :
Ey, = —Ia)2 tiene conto della parte di rotazione del moto.

f
E,.: = —mvCM tiene conto-della parte di traslazione del moto generico.

Sapendo pero che nel moto di rotolamento
Vem = Rw

Wmmmwwm

QE_—I +=
e =5 L’ 4

Oppure in funzione della veloccita del centro di massa
1 1

« E =—lla)2-|——lm1]2 =—li-|—m‘ 2 2 T

@\Z,

mvCM——U + mR?)w* N




Ournice ol Sistam

Esempio : e

Aoto D\ aotelaxc Mo
-f\ Mauc@,u‘o?e b (v

Je” 10
A/) - Ferrtiz;

CMTOLME}WO\ v

Problema: un disco parte da fermo da
un’altezza h su un piano inclinato,
voglio determinare la velocita del corpo

alla fine della discesa.
Co st 400 -
Wi(_ﬁx& ->

QQ’U WO N\ICM

\ \l»@ 287 (osT

(Csoluo e Uumwﬁ(; Viste Zuepolco
o Fp e Fp o 40

Sul corpo rigido agisce la forza peso, che e

conservativa e |la reazmne_dej_mann_dj_aapngglo

inclinato, che non compie lavoro dato che il punto

dicontatto istante per istante € fermo.

Possiamo applicare la
meccanica. ¢hesdo

th

Ge- mgh=5(lz+rgwf <

Cuspsin e &

Loy,
L
2mgh
I, + mR?

X =

j%)nservazmne dell’energia
H; e oy

Dey=o

EH.&: Eﬁ,,,,
i 1
PA E,fz«_ﬁ
< oo




Esempio

Q

oIsWiH dL
(J‘cefwﬂ"'

s.l.r'

W 4156\[‘37‘""

Approfondimento: anche nel moto di
rotolamento esistono fenomeni

dissipativi dell’'energia meccanica,
dovuti alla.deformazione locale dei
materiali e alla loro non perfetta
elasticita.

n condizioni reali quindi I'energia
meccanica non si conserva nel moto di
rotolamento, ma tende a diminuire.

Questi fenomeni possono essere
rappresentati introducendo il concetto
di attrito di rotolamento o volvente.

- Maggiori dettagli nel corso di sistemi
meccanici.



ﬂﬁ{
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Relazione cinematica
) Acy — Ra vimcofo Uondh'c

N
Stesso esempio, utilizzando le equazioni di
S p\"i AN .N’N\o(& WW_ M{ ]
moto  onori DT e e Al
(uaummol&dlﬂ O *
(( » Aisultante delle forze in direzione parallela al piano /\%@ -
UMM —7'mg sind — f = macy D
\r/Equa‘zmne dei momenti L”’ “r "”3““’ (08
LR N
Yofw. Lm].:?ud ¥y &91 Vo
l\.US-"

Dall’equazione dei momenti ricaviamo la forza di

aderenza
L,a
R
Risolvendo, si ricava 'accelerazione del centro di
massa T
. Iacy
mg sindg — 22 mdcy
— mg sind gsind
@ B L 1, L
m + R2 + MR2



Stesso esempio, utilizzando le equazioni di
mMoto

Accelerazione del centro di massa
mgsiny— gsind

B P
M TRz mRZ
Accelerazione angolare _
_dem __ 9 sin
R )

Forza di aderenza

gsind  I,mgsind
L) - (mR2 +1,)




Stesso esempio, utilizzando le equazioni di

MOoto

La forza di aderenza deve soddisfare
il vincolo coulombiano.
N =mg cos?V

mg sin

= 2
()
Z

f =usN

Jnénﬁ
(mRZ < uspg cosv

1)




Stesso esempio, utilizzando le equazioni di

MOoto

mg sin Y

-y < Usmg cos v
1)

“sinY

< Us CcoSV




Impulso angolare

* Teorema dell'impulso

)
J = Fdt = AP
tq
dL
In modo analogo integrando rispetto al tempo I'equazione M = =

possiamo verificare che

W‘J\“M@’W t,



Impulso angolare No Sorze  iquibive

ty
t Mdt —_ AL ' - =S
! =N ALz ¥ x<
Se la forza e’ dittipo impulstivo (agisce in un tertnpo molto breve)
2 2 2
Mdt = (rxF)dt = rxj Fdt = rxJ
ts ts ts

Y 2 LoJTaﬁ&Q

éQ Q% ‘go\“:o\ @ \Wu@ B v 'ucc(s»@o
WP(}L&O O L MaﬁgU‘Q = MOHESVTI Af) MRUL § o

JHalt = Y>L’<\ Srie = AL



AR
\_\L’J \.”J Q’7 —g

bl/ - Y'\j\
By
| ( 1
Esempio W-\]\MC&Q@-} »UQQ/UJ‘\J;Q O-. [\U'O ‘{UOT&'D
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Quando inizia il moto di rotolamento puro?
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Urti tra_punti materiali e corpi rigidi-

Negli urti che coinvolgor]p corpi rigidi e punti materiali possiamo
applicare il teorema dell’impulso e dell'impulso angolare

J=AP =mvcy Uso WQ (oW
rxXJ = AL

Se l'urto e perfettamente elastico si conserva |'energia cinetica.

Se I'urto e’ completamente anelastico i corpi rimangono collegati dopo

)
'urto. . VT \,



Urti tra punti materiali e corpi rigidi

Nel teorema dell'impulso
] = AP = MUVUcm
Oltre alle forze dell’'urto, che sono interne, se il corpo-e”in qualche

modo vincolato occorre tener conto del fatto che possiamo avere forze
vincolari di tipo impulsivo quindi non e detto che AP =0

In questi casi possiamo scegliere il polo per il calcolo del momento

angolare in modo che
AL =0
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Figura 6.70

P. Mazzoldi - M. Nigro - C. Voci
g Fisica Vol. | - Meccanica e temodinamica
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Figura 6.72 (Esempio 6.36)

4 | P.Mazzoldi - M. Nigro - C. Voci

' — Fisica Vol. | - Meccanica e lermodinamica
EdISES F33

Fi+F,—F;=0
Fi=F
F3+F4—F5=O
F3 =F,
Pi+P,—F,—F,=0

5 equazioni nelle incognite F;, F,,... Fx
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Figura 6.71 (Esempio 6.35)

/| P. Mazzoldi - M. Nigro - C. Voci
e FE5C2 VoL, | - Meccanica e termodinamica




Esempio: il paranco differenziale




