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Corpo rigido - definizione
• Un corpo rigido e` un sistema di punti materiali in cui la distanza tra 

una qualsiasi coppia di punti che lo costituiscono rimane costante.

• Essendo un sistema di punti possiamo applicare le definizioni e i 
risultati ottenuti nelle lezioni precedenti sui sistemi di punti.

Esempio di corpo rigido



Corpo rigido - definizione
• Esempi di corpo non rigido



Corpo rigido - definizione

• Essendo un sistema di punti possiamo applicare le 
definizioni e i risultati ottenuti nelle lezioni precedenti sui 
sistemi di punti.
• Possiamo ad esempio calcolare la posizione del centro di 

massa CM.

CM



Corpo rigido – sistemi di riferimento

Per lo studio del moto di un corpo 
rigido possiamo definire diversi sistemi 
di riferimento.
• Sistema di riferimento inerziale
• Sistema di riferimento con origine nel 

centro di massa e assi paralleli a quelli 
del sistema inerziale
• Sistema di riferimento con origine nel 

centro di massa e assi che ruotano 
insieme al corpo rigido
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Corpo rigido – sistemi di riferimento
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Per lo studio del moto di un corpo 
rigido possiamo definire diversi sistemi 
di riferimento.
• Sistema di riferimento inerziale
• Sistema di riferimento con origine 

nel centro di massa e assi paralleli a 
quelli del sistema inerziale
• Sistema di riferimento con origine nel 

centro di massa e assi che ruotano 
insieme al corpo rigido



Corpo rigido – sistemi di riferimento
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Per lo studio del moto di un corpo 
rigido possiamo definire diversi sistemi 
di riferimento.
• Sistema di riferimento inerziale
• Sistema di riferimento con origine nel 

centro di massa e assi paralleli a quelli 
del sistema inerziale
• Sistema di riferimento con origine 

nel centro di massa e assi che 
ruotano insieme al corpo rigido



Riepilogo delle relazioni fondamentali che descrivono la dinamica dei punti materiali: 
sono alla base dello studio della dinamica del corpo rigido.

𝑑𝑷
𝑑𝑡

= 𝑚𝒂!" = 𝑹($)

𝑑𝑳
𝑑𝑡

= 𝑴($)

Queste relazioni ci permettono di capire come variano 𝑷 ed 𝑳 nel tempo
• Relazioni vettoriali
• Dipendono dalle forze esterne e dai rispettivi momenti
• Permettono di studiare il comportamento complessivo del sistema ma non quello dei 

singoli punti.
Lavoro e variazione dell’energia cinetica

𝑊&'
($) +𝑊&'

(() = 𝐸)' − 𝐸)&

Corpo rigido – dinamica



Per le forze interne, abbiamo trovato che per una generica coppia di punti
𝑑𝑊*+

(() = 𝑭*+ / 𝑑𝒓*+
Il lavoro delle forze interne dipende da 𝑑𝒓*+ cioè da quanto si spostano i punti uno 
rispetto all’altro.

Se i punti rimangono alla stessa distanza tra loro 𝑑𝒓*+ = 0 oppure 𝑑𝒓*+ è perpendicolare a 
𝑭*+ e quindi 𝑑𝑊*+

(() = 0

Nei corpi rigidi risulta quindi 𝑑𝑊*+
(() = 0

Possiamo riscrivere il teorema dell’energia cinetica come
𝑊&'

($) +𝑊&'
(() = 𝐸)' − 𝐸)&

𝑊&'
($) = 𝐸)' − 𝐸)&

Considerando per il calcolo del lavoro soltanto le forze esterne

Corpo rigido – dinamica



Per i corpi rigidi abbiamo quindi

𝑑𝑷
𝑑𝑡

= 𝑚𝒂!" = 𝑹

𝑑𝑳
𝑑𝑡

= 𝑴

𝑊&' = 𝐸)' − 𝐸)&

Possiamo omettere l’apice (E), è sottointeso che le forze da prendere in considerazione 
sono esterne. 

Corpo rigido – dinamica



Corpo rigido – rappresentazione del moto

• Quante informazioni devo specificare per 
identificare la posizione di un corpo rigido 
nello spazio?

• In un corpo rigido le coordinate di un 
qualsiasi punto ad  esso solidale rispetto al 
sistema di riferimento con origine in CM e 
assi solidali al corpo sono fisse
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Corpo rigido – rappresentazione del moto

• Quante informazioni devo specificare per 
identificare la posizione di un corpo rigido 
nello spazio?

• Per conoscere la posizione di qualsiasi 
punto solidale al corpo basta conoscere le 
sue coordinate nel sistema mobile e la 
configurazione del sistema mobile rispetto 
a quello fisso
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Corpo rigido – rappresentazione del moto

• Quante informazioni devo specificare per 
identificare la posizione di un corpo rigido 
nello spazio?

• Il sistema di riferimento e` definito dalla 
posizione del centro di massa 𝒓!" e dai 
versori 𝒊#, 𝒋#, 𝒌#

• Per definire 𝒓!" devo specificare 3 
parametri (le componenti cartesiane)
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Corpo rigido – rappresentazione del moto

• Possiamo definire anche le componenti dei 
versori 𝒊#, 𝒋#, 𝒌# rispetto al sistema inerziale

• 𝒊# = 𝑖′$𝒊 + 𝑖′%𝒋 + 𝑖′&𝒌
• 𝒋# = 𝑗′$𝒊 + 𝑗′%𝒋 + 𝑗′&𝒌
• 𝒌# = 𝑘′$𝒊 + 𝑘′%𝒋 + 𝑘′&𝒌

• Per poterli rappresentare ho bisogno di 9 
valori ma… 
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Corpo rigido – rappresentazione del moto

• 𝒊#, 𝒋#, 𝒌# sono versori, quindi devono avere modulo unitario
• 𝑖′$' + 𝑖′%' + 𝑖′&' = 1
• 𝑗′$' + 𝑗′%' + 𝑗′&' = 1
• 𝑘′$' + 𝑘′%' + 𝑘′&' = 1
• 𝒊#, 𝒋#, 𝒌# sono ortogonali tra loro, quindi 
• 𝑖′$𝑗′$ + 𝑖′%𝑗′% + 𝑖′&𝑗′& = 0
• 𝑗′$𝑘′$ + 𝑗′%𝑘′% + 𝑗′&𝑘′& = 0
• 𝑖′$𝑘′$ + 𝑖′%𝑘′% + 𝑖′&𝑘′& = 0



Corpo rigido – rappresentazione del moto

• Per rappresentare 𝒊#, 𝒋#, 𝒌# abbiamo bisogno di 9 parametri, legati tra 
loro da 6 relazioni. Quindi soltanto 9-6=3 di loro sono indipendenti.

• Ricordiamo che servono altri 3 parametri per identificare 𝒓!"
Torniamo alla domanda di partenza
Quante informazioni devo specificare per identificare la posizione di un 
corpo rigido nello spazio?
Possiamo rispondere adesso: le informazioni che dobbiamo specificare 
sono 3 + 3 = 6
Si dice anche che un corpo rigido nello spazio ha 6 gradi di liberta`.



Gradi di libertà

Più in generale, in un sistema dinamico, cosa rappresenta il numero di 
gradi di libertà?

Il numero di gradi di libertà è il minimo numero di informazioni che 
devo specificare per identificare la configurazione del sistema.



Gradi di libertà

Esempi: 
• Un punto che si muove su una retta ha 1 grado di libertà 
• Un punto nel piano ha 2 gradi di libertà
• Un punto nello spazio ha 3 gradi di libertà
• Un sistema di n punti materiali nello spazio ha 3n gradi di libertà
• Un sistema di n punti materiali nel piano ha 2n gradi di libertà

.. Abbiamo verificato che un corpo rigido nello spazio ha 6 gradi di 
libertà indipendentemente dal numero di punti che lo compongono



Corpi continui
I corpi continui sono sistemi costituiti da un numero 
molto elevato di punti di massa infinitesima.
In un sistema discreto le quantità che caratterizzano 
l’intero sistema si calcolano con un’operazione di 
sommatoria. Ad esempio, per la massa:

𝑚 =#
!"#

$
𝑚!

E per il centro di massa:

𝒓%& =
∑!"#$ 𝑚! 𝒓!
∑!"#$ 𝑚!

In un sistema continuo l’operazione di sommatoria si 
sostituisce con un integrale, la massa del sistema sarà
quindi data da:

𝑚 = &𝑑𝑚
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Per calcolare le grandezze del sistema come integrali nelle variabili dello spazio è utile 
introdurre il concetto di densità. Per un corpo tridimensionale, si definisce la densità di 
volume come: 
𝜌 = '(

')
à 𝑑𝑚 = 𝜌 𝑑𝑉

Dimensionalmente la densità è definita massa/lunghezza3 (𝑀/𝐿*)
Una volta definita la densità, posso calcolare la massa totale del corpo continuo come

𝑚 = &
)
𝜌𝑑𝑉

Se la densità è costante il corpo si dice omogeneo e vale la relazione
𝑚 = 𝜌𝑉

Corpi continui



Corpi continui
Casi particolari: corpi bidimensionali, sono corpi in cui due dimensioni sono 
prevalenti rispetto alla terza (ad esempio piastre, gusci, membrane, lamiere, ecc.). 
In questo caso conviene definire una densità di area o di superficie.

𝜌& =
𝑑𝑚
𝑑𝐴

Dimensionalmente la densità di area si calcola come 
massa/superficie=massa/lunghezza2

In questo caso posso calcolare la massa come:

𝑚 = 4
&
𝜌&𝑑𝐴

Se la densità di superficie è costante, il corpo bidimesionale si dice omogeneo e 
posso calcolare la massa come:  

𝑚 = 𝜌𝐴



Corpi continui

Infine, consideriamo il caso particolare di un corpo monodimensionale, vale a dire un corpo 
in cui una dimensione è prevalente rispetto alle altre due, ad esempio cavi, aste, tubi, funi, 
catene, ecc. Si definisce in questo caso una densità lineare:

𝜌+ =
𝑑𝑚
𝑑𝑙

La densità lineare, dimensionalmente si calcola come massa/lunghezza.
In questo caso posso calcolare la massa come

𝑚 = &
+
𝜌+𝑑𝑙

Se la densità lineare è costante il corpo si dice omogeneo e posso calcolare la massa come: 
𝑚 = 𝜌𝑙



Corpi continui, centro di massa

Torniamo al caso generale tridimensionale, consideriamo un corpo continuo, la posizione 
del centro di massa è definita come: 

𝒓%& =
∫𝒓𝑑𝑚
∫𝑑𝑚

=
∫) 𝒓𝜌𝑑𝑉

𝑚
Possiamo calcolare le coordinate del centro di massa rispetto a un dato sistema di 
riferimento: 

𝑥%& =
∫) 𝜌𝑥𝑑𝑉

𝑚

𝑦%& =
∫) 𝜌𝑦𝑑𝑉

𝑚

𝑧%& =
∫) 𝜌𝑧𝑑𝑉

𝑚

𝒓!" =
∑#$%
& 𝑚# 𝒓#
∑#$%
& 𝑚#



Centro di massa, alcune proprieta`

Se un corpo è omogeneo e ha un centro di simmetria, il centro di 
massa coincide con il centro di simmetria



Centro di massa, alcune proprieta`

Se un corpo ha un asse di simmetria, il centro di massa si trova su 
quell’asse



Centro di massa, esempio di calcolo
Consideriamo ad esempio un cono omogeneo, calcoliamo la 
posizione del centro di massa. Dato che il cono ha un asse di 
simmetria, il centro di massa si trova sull’asse del cono. 
Calcoliamo la distanza 𝑧!" tra la base del cono e il centro di 
massa.
Il volume del cono è dato da:

𝑉 =
𝜋𝑅0ℎ
3

Se il cono è omogeneo e la sua densità è 𝜌, la sua massa sarà

𝑚 = 𝜌𝑉 = 𝜌
𝜋𝑅0ℎ
3

Calcoliamo la posizione del centro di massa. Ricordiamo che 

𝑧!" =
∫1 𝜌𝑧𝑑𝑉

𝑚

𝑅
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Centro di massa, esempio di calcolo
𝑧%& =

∫) 𝜌𝑧𝑑𝑉
𝑚

Per calcolare l’integrale di volume, possiamo dividere il cono in fette 
infinitesime parallele alla base, possiamo scrivere in questo caso 

𝑑𝑉 = 𝜋𝑟,𝑑𝑧
Per le proprietà dei triangoli simili risulta inoltre

𝑟: 𝑅 = ℎ − 𝑧 : ℎ

𝑟 =
ℎ − 𝑧
ℎ

𝑅
Sostituendo nell’integrale si ottiene:

𝑧%& =
∫) 𝜌𝑧𝑑𝑉

𝑚 =
∫-
. 𝜌𝜋𝑟,𝑧𝑑𝑧

𝜌𝜋𝑅
,ℎ
3

=
∫-
.𝜋 ℎ − 𝑧

ℎ 𝑅
,
𝑑𝑧

𝜋𝑅,ℎ
3

=
𝜋𝑅,ℎ,
12
𝜋𝑅,ℎ
3

=
ℎ
4

𝑅

ℎ

𝑟



Centro di massa, alcune proprieta`

Se un corpo omogeneo ha un piano di simmetria, il centro di massa si trova su quel piano.
Se un corpo ha due o più piani di simmetria, il centro di massa si trova nell’intersezione tra 
i piani



Centro di massa, esempio di calcolo







Solidi composti da più forme “semplici”

Possiamo determinare i centri di massa 
degli elementi più semplici e poi calcolare 
il centro di massa complessivo sfruttando 
le proprietà dei sistemi discreti



Solidi complessi



Corpo rigido: tipi di moto

• Moto di traslazione 
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Corpo rigido: tipi di moto

Moto di traslazione

• I punti seguono traiettorie parallele tra loro.
• Gli assi del Sistema di riferimento solidale al corpo rimangono paralleli 

(non ruotano).
• Le traiettorie dei punti possono essere rettilinee o curvilinee.  



Corpo rigido: tipi di moto

Moto di rotazione

• Tutti i punti si muovono di moto 
circolare con la stessa velocità angolare 
𝝎

• La direzione di 𝝎 è quella dell’asse di 
rotazione



Corpo rigido: tipi di moto

• Moto generico

• Istante per istante è possibile 
rappresentarlo come la combinazione di 
una rotazione e una traslazione.



Moto di traslazione
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Corpo rigido: tipi di moto
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• Moto di traslazione 
I punti seguono traiettorie parallele tra loro 



Corpo rigido: tipi di moto
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• Moto di traslazione 
In ogni istante, i punti solidali al corpo rigido hanno tutti la 
stessa velocità.



Corpo rigido: tipi di moto
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• Moto di traslazione 
• In ogni istante, i punti solidali al corpo 

rigido hanno tutti la stessa velocita`
• Istante per istante, la velocita` puo` 

variare in modulo, direzione e verso. 
• La velocita` di un generico punto 𝒗 e` 

uguale alla velocita` del centro di 
massa  𝒗!"

𝒗 = 𝒗!"



Moto di traslazione
• La velocità di un generico punto 𝒗 è uguale alla velocità del centro di massa  
𝒗!"

𝒗 = 𝒗!"
Per un generico moto e un generico punto abbiamo visto che possiamo 
scrivere

𝒗 = 𝒗!" + 𝒗′
Essendo 𝒗′ la velocità del generico punto rispetto al centro di massa.

à Nel moto di traslazione risulta 𝒗# = 0



Moto di traslazione
• La velocità di un generico punto 𝒗 è uguale alla velocità del centro di massa  
𝒗!"

𝒗 = 𝒗!"
Energia cinetica del corpo rigido in moto di traslazione
• Abbiamo visto che per un sistema di 𝑛 punti 

𝐸( =1
)*+

, 1
2
𝑚)𝑣)'

• Per un corpo continuo abbiamo

𝐸( = 5
1
2
𝑣'𝑑𝑚 = 5

-

1
2
𝜌𝑣'𝑑𝑉

• Per un corpo continuo che ha moto traslatorio 𝒗 = 𝒗!"

𝐸( =
1
2
𝑣!"' 5

-
𝜌𝑑𝑉 =

1
2
𝑚𝑣!"'



Moto di traslazione
Torniamo un attimo ai sistemi di punti materiali…
Momento della quantità di moto, in caso di moto generico, per un sistema 
discreto di punti, si può dimostrare un risultato analogo a quello visto per 
l’energia cinetica (primo teorema di Konig), possiamo cioè scrivere il centro 
di massa totale come: 

𝑳 = 𝑳!" + 𝑳′
Dove 𝑳!" è il momento angolare del centro di massa

𝑳!" = 𝒓!"×𝑚𝒗!" = 𝒓!"×𝑷
Mentre 𝑳# è il momento angolare dei singoli punti rispetto al centro di 
massa:

𝑳# =1
)*+

,
𝒓′)×𝑚)𝒗′)



Moto di traslazione
Nel caso di corpo rigido e moto di traslazione, il secondo termine si annulla, 
dato che 𝒗′) = 0

𝑳# =1
)*+

,
𝒓′)×𝑚)𝒗′) = 0

E quindi
𝑳 = 𝑳!"

Dove, come abbiamo visto:

𝑳!" = 𝒓!"×𝑚𝒗!" = 𝒓!"×𝑷



Moto di traslazione
Riepilogando, abbiamo visto che le grandezze significative per un Sistema di 
punti materiali o un Sistema continuo, in caso di moto di traslazione sono 
pari a:
Quantità di moto

𝑷 = 𝑚𝒗!"
Energia cinetica 

𝐸( =
1
2
𝑚𝑣!"'

Momento della quantità di moto
𝑳 = 𝑳!" = 𝒓!"×𝑷



Moto di traslazione
Equazione di moto del centro di massa

𝑑𝑷
𝑑𝑡

= 𝑚𝒂!" = 𝑹

In questo caso, dato che 

𝑳 = 𝑳!" = 𝒓!"×𝑷

L’equazione dei momenti
𝑑𝑳
𝑑𝑡 = 𝑴

Non aggiunge ulteriori informazioni nello studio del problema. 



Moto di traslazione
Per studiare il moto di un corpo rigido che si muove di moto traslatorio e` 
sufficiente studiare l’equazione

𝑑𝑷
𝑑𝑡

= 𝑚𝒂!" = 𝑹

(in altri termini, possiamo studiare il moto del corpo come se fosse un punto 
materiale di massa pari alla massa 𝑚 del corpo rigido, concentrata nel suo 
centro di massa)
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Moto di traslazione



Moto di rotazione



Moto di rotazione



• Il corpo ruota intorno a un asse fisso
• Tutti i punti solidali al corpo si muovono 

di moto circolare su un piano 
perpendicolare all’asse 
• Le velocità dei punti sono diverse, ma la 

velocità angolare 𝜔 = .
/ e` la stessa per 

tutti i punti

La direzione di 𝝎 è quella dell’asse di 
rotazione.

Moto di rotazione intorno a un asse fisso 

𝜔



Per studiare il moto di rotazione ci concentriamo 
sull’equazione: 

𝑴 =
𝑑𝑳
𝑑𝑡

𝑴 è il momento delle forze esterne calcolato 
rispetto a un determinato polo (conviene prenderlo 
per semplicità sull’asse di rotazione).
𝑳 è il momento angolare del corpo, calcolato 
rispetto allo stesso polo che abbiamo scelto per 𝑴
Cerchiamo di studiare il vettore 𝑳 e la sua derivata 
rispetto al tempo. 

Moto di rotazione intorno a un asse fisso 

𝜔



Utilizziamo la definizione vettoriale della 
velocità angolare, definiamo quindi il vettore 
velocità angolare 𝝎. 
• La direzione di 𝝎 è quella dell’asse di 

rotazione.
• Il modulo è pari alla velocità angolare 𝜔, 

tale che per un generico punto 𝑣 = 𝜔𝑅.
• Il verso è definito in modo tale che	𝝎 vede 

il corpo ruotare in senso antiorario.

Moto di rotazione intorno a un asse fisso 
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Altre ipotesi:
La direzione di 𝝎 è fissa (asse di rotazione fisso), 
ma il suo modulo può variare. 
Se il modulo di 𝝎 varia, posso definire il vettore 
accelerazione angolare:

𝜶 =
𝑑𝝎
𝑑𝑡

Che ha la stessa direzione di 𝝎, il suo modulo è 
pari alla derivata della velocità angolare 𝛼 = 01

02
e si misura in rad/s2.
Non è detto che il centro di massa si trovi lungo 
l’asse di rotazione.

Moto di rotazione intorno a un asse fisso 
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Fissiamo un sistema di riferimento inerziale 
con origine sull’asse di rotazione e asse 𝑧
diretto come il vettore 𝝎.
Analizziamo il moto del generico punto 𝑃!
solidale al corpo.

Il punto si muove con moto circolare di 
raggio 𝑅!

La sua velocità è pari a: 
𝒗! = 𝝎×𝒓"!

𝒓"! raggio vettore che identifica 𝑃! sulla 
circonferenza, il suo modulo è 𝑅!

Moto di rotazione intorno a un asse fisso 
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L’accelerazione del generico punto 𝑃! solidale 
al corpo vale:

𝒂! = 𝒂"! + 𝒂#!
Dove la componente normale (centripeta) è 
pari a:

𝒂"! = 𝝎×𝝎×𝒓"! = −𝜔$𝒓"!
Mentre la componente tangenziale è pari a:

𝒂#! = 𝜶×𝒓"!
Ricordando che l’accelerazione angolare è
definita come:

𝜶 =
𝑑𝝎
𝑑𝑡

Moto di rotazione intorno a un asse fisso 

𝑃#
𝑎'#

𝑎&#



Abbiamo visto che l’asse di rotazione
coincide con l’asse 𝑧 del sistema inerziale

Polo per il calcolo dei momenti à punto 𝑂
generico sull’asse di rotazione, ad esempio 
l’origine del sistema di riferimento.

Non è detto che O si trovi sulla circonferenza 
percorsa da 𝑃!.

Moto di rotazione intorno a un asse fisso 



Alcune definizioni:
𝒓)à vettore che congiunge O con 𝑃)
𝜃)à angolo tra 𝒓) e l’asse di rotazione
Calcoliamo il momento angolare della 
generica particella che costituisce il corpo 
rigido
Dalla definizione di momento angolare:

𝑳) = 𝒓)×𝑚)𝒗)
𝑳) è perpendicolare a 𝒓) e 𝒗)

Moto di rotazione intorno a un asse fisso 

𝒓&#  

𝜃#𝜋
2
− 𝜃#

𝑳#  

Proiezione sul piano 
che contiene z e 𝒓#, 
𝒗#  entra nel foglio 

𝑧

𝒓#



𝑳) = 𝒓)×𝑚)𝒗)
𝑳) forma con l’asse 𝑧 un angolo  3

' − 𝜃)

Modulo di 𝑳)
𝐿) = 𝑟)𝑚)𝑣) = 𝑟)𝑚)𝑅)𝜔

Moto di rotazione intorno a un asse fisso 

𝒓&#  

𝜃#𝜋
2
− 𝜃#

𝑳#  

Proiezione sul piano 
che contiene z e 𝒓#, 
𝒗#  entra nel foglio 

𝑧

𝒓#



Calcoliamo la componente di 𝑳) lungo 
l’asse 𝑧

𝐿)& = 𝑳) K 𝒌 = 𝐿)cos
3
' − 𝜃) =

𝐿) sin 𝜃) = 𝑟)𝑚)𝑅)𝜔 sin 𝜃) =𝑚)𝑅)'𝜔

Otteniamo quindi:
𝐿)& = 𝑚)𝑅)'𝜔

Moto di rotazione intorno a un asse fisso 

𝒓&#  

𝜃#

𝑳#  

𝜋
2
− 𝜃#

𝑳#  
Proiezione sul 
piano che 
contiene z e 𝒓#  



Per l’intero corpo rigido, supponendo che sia costituito da 
𝑛 punti discreti,

𝑳! = 𝒓!×𝑚!𝒗!

𝑳 =7
𝒊&𝟏

𝒏
𝑳! =7

𝒊&𝟏

𝒏
𝒓!×𝑚!𝒗!

In generale 𝑳 non è parallelo a 𝝎.

Se calcoliamo la componente di 𝑳 lungo l’asse di 
rotazione otteniamo 

𝐿) = 𝑳 : 𝒌 =7
𝒊&𝟏

𝒏
𝑳! : 𝒌 =7

𝒊&𝟏

𝒏
𝑚!𝑅!$𝜔

= 7
𝒊&𝟏

𝒏
𝑚!𝑅!$ 𝜔 = 𝐼)𝜔

Moto di rotazione intorno a un asse fisso 

𝒓&#  



Definiamo il momento di inerzia del corpo rigido 
rispetto all’asse 𝑧 (asse di rotazione) come: 

𝐼& =1
𝒊*𝟏

𝒏
𝑚)𝑅)' =1

𝒊*𝟏

𝒏
𝑚) 𝑥)' + 𝑦)'

Moto di rotazione intorno a un asse fisso 

𝒓&#  

𝑃#

𝑅#

𝑣#



Definiamo il momento di inerzia del corpo rigido rispetto 
all’asse 𝑧 come: 

𝐼) =7
!&*

"
𝑚!𝑅!$ =7

!&*

"
𝑚! 𝑥!$ + 𝑦!$

Per un corpo continuo possiamo modificare l’espressione 
del momento di inerzia come

𝐼) = ?
+
𝜌 𝑥$ + 𝑦$ 𝑑𝑉

Unità di misura del momento di inerzia? massa ⋅
𝑙𝑢𝑛𝑔ℎ𝑒𝑧𝑧𝑎$

Da che cosa dipende? Dalla distribuzione di massa e 
dall’asse rispetto a cui si calcola.

Moto di rotazione intorno a un asse fisso 

𝒓&#  



Moto di rotazione intorno a un asse fisso 

𝒗#

𝑳#

Per l’intero corpo rigido

𝑳 =1
𝒊*𝟏

𝒏
𝑳) =1

𝒊*𝟏

𝒏
𝒓)×𝑚)𝒗)

• In generale 𝑳 non è parallelo a 𝝎
• Durante il moto 𝑳 ruota intorno a 𝝎.
• La proiezione di 𝑳 sulla direzione di 𝝎, 𝐿& = 𝐼&𝜔 è 

proporzionale alla velocità angolare 𝜔. 
• Il coefficiente di proporzionalità 𝐼& dipende dalle 

caratteristiche del corpo e dalla posizione dell’asse.
• 𝐿& non dipende dalla scelta del polo (da dove si 

trova O lungo l’asse di rotazione) 



Abbiamo visto che la proiezione di 𝑳! lungo 
l’asse 𝑧

𝐿!) = 𝑳! : 𝒌 = 𝐿!cos
𝜋
2
− 𝜃!

= 𝐿! sin 𝜃! = 𝑟!𝑚!𝑅!𝜔 sin 𝜃! =𝑚!𝑅!$𝜔

Proiezione di 𝑳! in direzione perpendicolare 
all’asse 𝑧
𝐿!, = 𝐿!sin

𝜋
2
− 𝜃! = 𝑟!𝑚!𝑅!𝜔 cos 𝜃!

La direzione di 𝑳!, ruota insieme al corpo 
rigido

Moto di rotazione intorno a un asse fisso 

𝒓&#  

𝜃#

𝑳#  
Proiezione sul 
piano che 
contiene z e 𝒓#  

𝐿#(

𝜔

𝐿#)



Esistono casi in cui 𝑳 è parallelo a 𝝎.
Ad esempio se l’asse di rotazione è un 
asse di simmetria. 
Esistono altri casi che vedremo dopo…

In questo caso risulta

𝑳 = 𝐼&𝝎
𝐿7 = 0
𝐿& = 𝐿

Moto di rotazione intorno a un asse fisso 

𝝎
𝑳



Moto di rotazione intorno a un asse fisso 
Quando 𝑳 non è parallelo a 𝝎 e ruota attorno all’asse 
di rotazione) si parla  di moto di precessione.

Se 𝝎 è costante si dice precessione uniforme.
Se 𝝎 è costante anche il modulo di 𝑳 è costante (ma 
non la direzione, dato che 𝑳 ruota insieme al corpo.

In questo caso risulta 

𝑴 =
𝑑𝑳
𝑑𝑡

= 𝝎×𝑳

(è analogo a quanto visto per il vettore posizione, per 
il quale risultava 𝒗 = 0𝒓

02 = 𝝎×𝒓)



Moto di rotazione intorno a un asse fisso 
Nel caso di precessione uniforme

𝑴 =
𝑑𝑳
𝑑𝑡 = 𝝎×𝑳

𝑑𝑳 e` perpendicolare a 𝑳 e all’asse di rotazione. 

𝑑𝐿 = 𝐿7𝑑𝜙

𝑑𝐿
𝑑𝑡

= 𝐿7
𝑑𝜙
𝑑𝑡

= 𝐿7𝜔

àQuindi in questo caso 𝑴 è  perpendicolare a 𝑳 e 
all’asse di rotazione e il suo modulo vale 𝑀 = 𝐿7𝜔



Esempio 1

𝑳 = 𝒓+×𝑚𝒗+ + 𝒓'×𝑚𝒗'
𝒗+ = 𝝎×𝒓+
𝒗' = 𝝎×𝒓'

𝐿 = 2𝑚𝑟𝑣 = 2𝑚𝑟'𝜔

𝐼& = 2𝑚𝑟'

𝑳 e` diretto come l’asse di rotazione, 𝑳 = 𝐼&𝝎

𝑴 =
𝑑𝑳
𝑑𝑡

= 𝐼&𝜶

𝜔

𝑴 =
𝑑𝑳
𝑑𝑡

= 𝝎×𝑳



Esempio 1
Analizziamo le forze agenti sul sistema, supponiamo 
la velocità angolare costante

𝑴 =
𝑑𝑳
𝑑𝑡

= 𝐼/𝜶 = 0

𝑹 =
𝑑𝑷
𝑑𝑡

= 𝑚𝒂!" = 0

𝜔



Esempio 2

𝑳 = 𝒓+×𝑚𝒗+ + 𝒓'×𝑚𝒗'
𝒗+ = 𝝎×𝒓+
𝒗' = 𝝎×𝒓'

Se	𝝎	e`	costante,
𝐿& = 2𝑚𝑟 sin 𝜃 𝑣 = 2𝑚𝑅'𝜔 à costante
𝐿7 = 2𝑚𝑟 cos 𝜃 𝑣 = 2𝑚𝑟 cos 𝜃 𝑅𝜔à modulo 
costante, cambia la direzione

𝑴 =
𝑑𝑳
𝑑𝑡

= 𝝎×𝑳

𝑀 = 𝐿7𝜔 = 2𝑚𝑟 cos 𝜃 𝑅𝜔'

𝑴 =
𝑑𝑳
𝑑𝑡

= 𝝎×𝑳



Esempio 2
Analizziamo le forze agenti sul sistema



Moto di rotazione, equazioni di moto
Se 𝑳 e` diretto come l’asse di rotazione, 

𝑳 = 𝐼&𝝎

𝑴 =
𝑑𝑳
𝑑𝑡

= 𝐼&𝜶

Conoscendo il momento delle forze esterne posso calcolare 𝑴, 
quindi 𝜶 = 𝟏

9/
𝑴

E per integrazione posso calcolare 𝝎



Moto di rotazione, equazioni di moto
Se 𝑳 ha direzione generica, per determinare il moto utilizzo 

𝑀& =
𝑑𝐿&
𝑑𝑡

= 𝐼&𝛼

La componente di 𝑴 perpendicolare all’asse mi da`

𝑀7 =
𝑑𝐿7
𝑑𝑡

Che non fornisce informazioni aggiuntive sul moto



Moto di rotazione, energia cinetica

𝐸- =7
!&*

" 1
2
𝑚!𝑣!$ =7

!&*

" 1
2
𝑚!𝑅!$𝜔$ =

1
2
𝐼) 𝜔$

Ricordiamo che 
𝑊 = Δ𝐸-

Che relazione esiste tra lavoro e momento?

𝑑𝑊 = 𝑑𝐸- = 𝐼)𝜔𝑑𝜔 = 𝐼)
𝑑𝜃
𝑑𝑡
𝑑𝜔 = 𝐼)

𝑑𝜔
𝑑𝑡

𝑑𝜃 = 𝐼)𝛼𝑑𝜃 = 𝑀𝑑𝜃
Quindi 

𝑊 = ?
.!"

.#!"
𝑀𝑑𝜃



Moto di rotazione, energia cinetica
Potenza in funzione del momento e della velocita` angolare

𝑃 =
𝑑𝑊
𝑑𝑡 = 𝑀𝜔



Esempio

𝑚'𝒈 + 𝑻 + 𝑹: = 0

𝑚+𝒂 = 𝑚+𝒈 − 𝑻

𝐼&𝜶 = 𝒓×𝑻

𝑎 = 𝑟𝛼



Esempio

𝑚+𝑎 = −𝑚+𝑔 + 𝑇

𝐼&𝛼 = 𝑟𝑇

𝑎 = 𝑟𝛼



Definizione: Si definisce come coppia di vettori applicati, un sistema di vettori
applicati costituito da due vettori opposti (A1, a) e (A2, -a). 

Coppia di vettori applicati



Definizione: Si definisce come coppia di vettori applicati, 
un sistema di vettori applicati costituito da due vettori opposti
(A1, a) e (A2, -a). 

Essendo la risultante di tale sistema nullo, il momento
risultante (momento della coppia) è invariante rispetto al 
punto O scelto come polo per il calcolo del momento
risultante.

Si definisce quindi momento della coppia (M) un vettore
avente:
- modulo uguale al prodotto del modulo di uno dei due vettori, 
|a|, per la distanza tra le rette d’azione dei due vettori d 
(braccio) |M| = |a|d

- direzione ortogonale al piano di appartenenza dei due vettori
(piano della coppia)

- verso determinato in modo tale che il vettore (A1-A2), a ed M
formino una terna destrorsa.

Coppia di vettori applicati

a- a

d
M

A1

A2



Coppie equivalenti: due coppie aventi lo stesso momento sono
tra loro equivalenti.

20N
N20N 30N

30N

30N

30N

0.6m

0.4m

0.4m 0.4m 0.4m

Le tre coppie riportate in figura, applicate allo stesso corpo rigido, 
hanno lo stesso momento M.

Coppia di vettori applicati



Esempio
Qual e` la relazione tra coppia e velocita` angolare in un motore che 
lavora a potenza costante?

𝑃 = 𝑀𝜔

𝑀 =
𝑃
𝜔



Impulso angolare

• Teorema dell’impulso

𝑱 = 5
20

21
𝑭𝑑𝑡 = Δ𝑷

In modo analogo integrando rispetto al tempo l’equazione 𝑴 = 0𝑳
02	possiamo verificare che 

5
20

21
𝑴𝑑𝑡 = Δ𝑳



Momento di inerzia
Definiamo il momento di inerzia del corpo rigido rispetto 
all’asse z come: 

𝐼& =1
𝒊*𝟏

𝒏
𝑚)𝑅)' =1

𝒊*𝟏

𝒏
𝑚) 𝑥)' + 𝑦)'

Per un corpo continuo possiamo modificare l’espressione 
del momento di inerzia come

𝐼& = 5
-
𝜌 𝑥' + 𝑦' 𝑑𝑉



Momento di inerzia
Analogamente, per gli assi x e y avremo

𝐼$ =1
𝒊*𝟏

𝒏
𝑚)𝑅)' =1

𝒊*𝟏

𝒏
𝑚) 𝑦)' + 𝑧)'

𝐼$ = 5
-
𝜌 𝑦' + 𝑧' 𝑑𝑉

𝐼% =1
𝒊*𝟏

𝒏
𝑚)𝑅)' =1

𝒊*𝟏

𝒏
𝑚) 𝑥)' + 𝑧)'

𝐼% = 5
-
𝜌 𝑥' + 𝑧' 𝑑𝑉

P1

P2

Pn

P3
m2

m3 mn

m1

Pn

x

y

z

R
n



Momenti di inerzia 
per alcuni corpi



Momenti di inerzia 
per alcuni corpi



Momento di inerzia – teorema di Huygens 
Steiner
• Il momento di inerzia dipende dalle caratteristiche del corpo 

(geometria, densita`) e dalla posizione dell’asse, ed e` 
sicuramente un valore positivo. Data una direzione, qual e` il 
valore minimo del momento di inerzia rispetto a un generico asse 
ad essa parallelo?

• Negli esempi precedenti abbiamo calcolato il momento di inerzia 
rispetto a un asse che passa per il centro di massa, ma se l’asse 
non passa per CM devo rifare il calcolo? 😫



Momento di inerzia – teorema di Huygens 
Steiner
Riprendiamo l’espressione di 𝐼&

𝐼& =1
𝒊*𝟏

𝒏
𝑚)𝑅)'

=1
𝒊*𝟏

𝒏
𝑚) 𝑅′) + 𝑑 ' =1

𝒊*𝟏

𝒏
𝑚) 𝑅)#' + 2𝑅′)𝑑 + 𝑑' =

= 𝐼&# +𝑚𝑑' +1
𝒊*𝟏

𝒏
2𝑚)2𝑅′)𝑑 = 𝐼&# +𝑚𝑑'

𝐼& = 𝐼&# +𝑚𝑑'



Momento di inerzia – matrice di inerzia

• E se l’asse di rotazione non coincidesse con nessuno dei tre assi x, 
y e z? 😫

• Indichiamo con u il versore dell’asse di rotazione e con ux, uy, uz le 
sue componenti rispetto al sistema di riferimento cartesiano con 
cui abbiamo calcolato i momenti di inerzia 𝐼$, 𝐼% e 𝐼&

… e` possibile verificare che il momento di inerzia rispetto all’asse u 
vale 



Momento di inerzia – matrice di inerzia

𝐼< = 𝐼$𝑢$' + 𝐼$𝑢$' + 𝐼$𝑢$' − 2𝐼$%𝑢$𝑢% − 2𝐼%&𝑢%𝑢& − 2𝐼$&𝑢$𝑢&

Dove 𝐼$, 𝐼%, 𝐼& sono i momenti di inerzia rispetto agli assi x, y e z che 
abbiamo gia` incontrato, mentre 𝐼$%, 𝐼%&, 𝐼$& sono i cosiddetti 
momenti di inerzia centrifughi (o prodotti di inerzia)

𝐼$% =1
)*+

,
𝑚)𝑥)𝑦)

𝐼%& =1
)*+

,
𝑚)𝑦)𝑧)

𝐼$& =1
)*+

,
𝑚)𝑥)𝑧)



Momento di inerzia – matrice di inerzia
Grazie a questa definizione, possiamo calcolare le componenti cartesiane del 
momento angolare il momento angolare corrispondente a una generica velocita` 
angolare come il risultato del seguente prodotto matrice-vettore

𝑳 = 𝑰 𝝎

dove

𝑰 =
𝐼$ −𝐼$% −𝐼$&
−𝐼$% 𝐼% −𝐼%&
−𝐼$& −𝐼%& 𝐼&

E` la matrice di inerzia del corpo calcolata rispetto al sistema di riferimento xyz



Esistono casi in cui 𝑳 è parallelo a 𝝎.
Ad esempio se l’asse di rotazione è un 
asse di simmetria. 
Esistono altri casi che vedremo dopo…

In questo caso risulta

𝑳 = 𝐼!𝝎
𝐿" = 0
𝐿! = 𝐿

Moto di rotazione intorno a un asse fisso 

𝝎
𝑳



Moto di rotazione intorno a un asse fisso 
Quando 𝑳 non è parallelo a 𝝎 e ruota attorno all’asse 
di rotazione) si parla  di moto di precessione.

Se 𝝎 è costante si dice precessione uniforme.
Se 𝝎 è costante anche il modulo di 𝑳 è costante (ma 
non la direzione, dato che 𝑳 ruota insieme al corpo.

In questo caso risulta 

𝑴 =
𝑑𝑳
𝑑𝑡

= 𝝎×𝑳

(è analogo a quanto visto per il vettore posizione, per 
il quale risultava 𝒗 = #𝒓

#% = 𝝎×𝒓)



Moto di rotazione intorno a un asse fisso 
Nel caso di precessione uniforme

𝑴 =
𝑑𝑳
𝑑𝑡 = 𝝎×𝑳

𝑑𝑳 e` perpendicolare a 𝑳 e all’asse di rotazione. 

𝑑𝐿 = 𝐿"𝑑𝜙

𝑑𝐿
𝑑𝑡

= 𝐿"
𝑑𝜙
𝑑𝑡

= 𝐿"𝜔

àQuindi in questo caso 𝑴 è  perpendicolare a 𝑳 e 
all’asse di rotazione e il suo modulo vale 𝑀 = 𝐿"𝜔



Esempio 1
Analizziamo il moto di un corpo rigido costituito da due sferette uguali di 
massa 𝑚 collegate da un’asticella di massa trascurabile di lunghezza 2𝑟, 
che ruota intorno a un asse passante per il centro dell’asticella e 
perpendicolare ad essa con velocità angolare 𝝎.

𝑴 =
𝑑𝑳
𝑑𝑡

Calcoliamo il momento angolare
𝑳 = 𝒓!×𝑚𝒗! + 𝒓"×𝑚𝒗"

𝒗! = 𝝎×𝒓!
𝒗" = 𝝎×𝒓"

Il modulo del momento angolare vale quindi
𝐿 = 2𝑚𝑟𝑣 = 2𝑚𝑟"𝜔

Il momento di inerzia del corpo rigido in questo caso vale:
𝐼# = 2𝑚𝑟"

𝑳 e` diretto come l’asse di rotazione, 
𝑳 = 𝐼#𝝎

𝑴 =
𝑑𝑳
𝑑𝑡

= 𝐼#𝜶

𝜔



Moto di rotazione, equazioni di moto
Se 𝑳 e` diretto come l’asse di rotazione, 

𝑳 = 𝐼!𝝎

𝑴 =
𝑑𝑳
𝑑𝑡

= 𝐼!𝜶

Conoscendo il momento delle forze esterne posso calcolare 𝑴, 
quindi 𝜶 = 𝟏

'!
𝑴

E per integrazione posso calcolare 𝝎



Moto di rotazione, energia cinetica
Calcoliamo l’energia cinetica di un corpo in 
moto di rotazione intorno a un asse fisso:

𝐸( =3
)*+

, 1
2𝑚)𝑣)- =

=
1
23)*+

,
𝑚)𝑅)-𝜔- =

1
2 𝐼!𝜔

-

Riassumendo:

𝐸( =
1
2
𝐼!𝜔-

𝜔

𝝎



Lavoro delle forze agenti su un corpo in moto 
di rotazione

Ricordiamo che 
𝑊 = Δ𝐸(

Che relazione esiste tra lavoro e momento?

𝑑𝑊 = 𝑑𝐸( = 𝐼!𝜔𝑑𝜔 = 𝐼!
𝑑𝜃
𝑑𝑡 𝑑𝜔 = 𝐼!

𝑑𝜔
𝑑𝑡 𝑑𝜃 = 𝐼!𝛼𝑑𝜃 = 𝑀𝑑𝜃

Quindi 

𝑊 = =
."#

.$"#
𝑀𝑑𝜃



Moto di rotazione, potenza
Potenza in funzione del momento e della velocita` angolare

𝑃 =
𝑑𝑊
𝑑𝑡 = 𝑀𝜔



Esempio
Qual e` la relazione tra coppia e velocita` angolare in un motore che 
lavora a potenza costante?

𝑃 = 𝑀𝜔

𝑀 =
𝑃
𝜔

𝑀

𝜔



Esempio

𝑚-𝒈 + 𝑻 + 𝑹/ = 0

𝑚+𝒂 = 𝑚+𝒈 − 𝑻

𝐼!𝜶 = 𝒓×𝑻

𝑎 = 𝑟𝛼



Esempio

𝑚+𝑎 = −𝑚+𝑔 + 𝑇

𝐼!𝛼 = 𝑟𝑇

𝑎 = 𝑟𝛼



Momento di inerzia
Definiamo il momento di inerzia del corpo rigido rispetto 
all’asse z come: 

𝐼! =3
𝒊*𝟏

𝒏
𝑚)𝑅)- =3

𝒊*𝟏

𝒏
𝑚) 𝑥)- + 𝑦)-

Per un corpo continuo possiamo modificare l’espressione 
del momento di inerzia come

𝐼! = =
2
𝜌 𝑥- + 𝑦- 𝑑𝑉



Calcolo dei momenti di inerzia

Analogamente, se l’asse di rotazione coincide con gli assi 𝑥 o 
𝑦 possiamo definire i corrispondenti momenti di inerzia 
come:

𝐼% ='
𝒊'𝟏

𝒏
𝑚*𝑅*+ ='

𝒊'𝟏

𝒏
𝑚* 𝑦*+ + 𝑧*+

𝐼% = ,
,
𝜌 𝑦+ + 𝑧+ 𝑑𝑉

𝐼- ='
𝒊'𝟏

𝒏
𝑚*𝑅*

+ ='
𝒊'𝟏

𝒏
𝑚* 𝑥*

+ + 𝑧*
+

𝐼- = ,
,
𝜌 𝑥+ + 𝑧+ 𝑑𝑉

P1

P2

Pn

P3
m2

m3 mn

m1

Pn

x

y

z

R
n



Momenti di inerzia 
per alcuni corpi



Momenti di inerzia 
per alcuni corpi



Momento di inerzia – teorema di Huygens 
Steiner
• Il momento di inerzia dipende dalle caratteristiche del corpo 

(geometria, densità) e dalla posizione dell’asse, ed è sicuramente 
un valore positivo. Data una direzione, qual è il valore minimo del 
momento di inerzia rispetto a un generico asse ad essa parallelo?

• Negli esempi precedenti abbiamo calcolato il momento di inerzia 
rispetto a un asse che passa per il centro di massa, ma se l’asse 
non passa per CM devo rifare il calcolo? 😫



Momento di inerzia – teorema di Huygens 
Steiner

Riprendiamo l’espressione di 𝐼., supponiamo che l’asse 
z non passi per il centro di massa del corpo. Prendiamo 
un secondo asse 𝑧’ parallelo a 𝑧 e passante per il centro 
di massa:

𝐼. ='
𝒊'𝟏

𝒏
𝑚*𝑅*

+

='
𝒊'𝟏

𝒏
𝑚* 𝑅′* + 𝑑 + ='

𝒊'𝟏

𝒏
𝑚* 𝑅*

/+ + 2𝑅′*𝑑 + 𝑑+

== 𝐼./ + 𝑚𝑑+ +'
𝒊'𝟏

𝒏
2𝑚*2𝑅′*𝑑 = 𝐼./ + 𝑚𝑑+

𝐼. = 𝐼./ + 𝑚𝑑+

𝑑

𝑅!

𝑅!′



Momento di inerzia – matrice di inerzia

• E se l’asse di rotazione non coincidesse con nessuno dei tre assi 
𝑥, 𝑦 e 𝑧? 😫

• Indichiamo con 𝒖 il versore dell’asse di rotazione e con 
𝑢𝑥, 𝑢𝑦, 𝑢𝑧 le sue componenti rispetto al sistema di riferimento 
cartesiano con cui abbiamo calcolato i momenti di inerzia 𝐼3, 𝐼4 e
𝐼!

… è possibile verificare che il momento di inerzia rispetto all’asse 𝒖
vale 



Momento di inerzia – matrice di inerzia

𝐼5 = 𝐼3𝑢3- + 𝐼3𝑢3- + 𝐼3𝑢3- − 2𝐼34𝑢3𝑢4 − 2𝐼4!𝑢4𝑢! − 2𝐼3!𝑢3𝑢!

Dove 𝐼3, 𝐼4, 𝐼! sono i momenti di inerzia rispetto agli assi x, y e z che 
abbiamo già incontrato, mentre 𝐼34, 𝐼4!, 𝐼3! sono i cosiddetti 
momenti di inerzia centrifughi (o prodotti di inerzia)

𝐼34 =3
)*+

,
𝑚)𝑥)𝑦)

𝐼4! =3
)*+

,
𝑚)𝑦)𝑧)

𝐼3! =3
)*+

,
𝑚)𝑥)𝑧)



Momento di inerzia – matrice di inerzia
Grazie a questa definizione, possiamo calcolare le componenti cartesiane 
del momento angolare il momento angolare corrispondente a una 
generica velocità angolare come il risultato del seguente prodotto 
matrice-vettore

𝑳 = 𝑰 𝝎
dove

𝑰 =
𝐼3 −𝐼34 −𝐼3!
−𝐼34 𝐼4 −𝐼4!
−𝐼3! −𝐼4! 𝐼!

E` la matrice di inerzia del corpo calcolata rispetto al sistema di 
riferimento 𝑥𝑦𝑧



Moto di 
rotolamento



Moto di rotolamento
Moto di traslazione e 
rotazione caratterizzato da 
avere, istante per istante, un 
punto con velocità nulla 
(punto di contatto con il 
tracciato).

Il centro di massa del disco 
trasla in direzione orizzontale 
con velocità 𝒗𝑪𝑴, mentre il 
disco ruota con velocità 
angolare 𝝎.

Nel punto di contatto la 
velocità è istantaneamente 
nulla.



Moto di rotolamento - cinematica 

Se il punto di contatto ha velocità nulla, la 
velocità di un generico punto può essere 
scritta, istante per istante, come

𝒗𝑷 = 𝝎×𝒓𝑪𝑷
E in particolare, per il centro di massa, 
risulta

𝒗𝑪𝑴 = 𝝎×𝒓𝑪𝑴
Se CM si muove verso destra, 𝝎 “entra” nel 
foglio. 
Possiamo scrivere quindi le seguenti 
relazioni cinematiche tra le velocità e le 
accelerazioni del disco:

𝑣67 = 𝜔𝑅
𝑎67 = 𝛼𝑅

𝝎



Moto di rotolamento - dinamica 
Analizziamo quindi la dinamica del 
disco. Supponiamo che sul centro di 
massa sia applicata una forza 𝑭
orizzontale che trascina il disco lungo 
il piano. 
Scriviamo le equazioni di moto:
Accelerazione del centro di massa: 

𝑚𝒂67 = 𝑹
Momento angolare:

𝑑𝑳
𝑑𝑡

= 𝑴

𝑵



Moto di rotolamento - dinamica 
Analizziamo la prima equazione

𝑚𝒂67 = 𝑹
La risultante delle forze è data da:

𝑚𝒂67 = 𝑭 + 𝑵 + 𝒇 + 𝑚𝒈
𝒇 è la forza generata dall’attrito tra disco e 
tracciato, che consente il moto di rotolamento 
(forza di aderenza).
Consideriamo le componenti orizzontali e 
verticali delle forze:
In direzione orizzontale abbiamo: 

𝑚𝑎67 = 𝐹 − 𝑓
Mentre in direzione verticale:

𝑁 − 𝑚𝑔 = 0
𝑁 = 𝑚𝑔

𝑵



Moto di rotolamento - dinamica 
Consideriamo i momenti

𝑑𝑳
𝑑𝑡

= 𝑴

Calcoliamo il momento rispetto ad 𝑂
𝐼.𝜶 = 𝒓×𝒇

Possiamo considerare solo la componente 
in direzione perpendicolare al piano (𝑧):

𝐼.𝛼 = 𝑓𝑅
Da cui ricaviamo:

𝑓 =
𝐼.𝛼
𝑅

𝑵



Moto di rotolamento - dinamica 

𝑵

Possiamo adesso riprendere l’espressione 
dell’accelerazione

𝑚𝑎67 = 𝐹 − 𝑓
E sostituire l’espressione di 𝑓 appena 
trovata

𝑓 =
𝐼.𝛼
𝑅

=
𝐼.𝑎67
𝑅+

Ottenendo:

𝑚𝑎67 = 𝐹 −
𝐼.𝑎67
𝑅+

Da cui possiamo ricavare l’accelerazione
𝑚𝑅+ + 𝐼. 𝑎67 = 𝐹𝑅+



Moto di rotolamento - dinamica 

𝑵

𝑎$% =
𝐹

𝑚 + 𝐼&
𝑅'

𝑓 =
𝐼&𝑎$%
𝑅'

=
𝐼&
𝑅'

𝐹

𝑚 + 𝐼&
𝑅'

=
𝐹

1 + 𝑚𝑅
'

𝐼&



Moto di rotolamento - dinamica 

𝑓 ≤ 𝜇/𝑁𝑵

𝑓 =
𝐹

1 +𝑚𝑅
-

𝐼!



Moto di 
rotolamento



Moto di rotolamento
Moto di traslazione e 
rotazione caratterizzato da 
avere, istante per istante, un 
punto con velocità nulla 
(punto di contatto con il 
tracciato).

Il centro di massa del disco 
trasla in direzione orizzontale 
con velocità 𝒗𝑪𝑴, mentre il 
disco ruota con velocità 
angolare 𝝎.

Nel punto di contatto la 
velocità è istantaneamente 
nulla.



Moto di rotolamento - cinematica 

Se il punto di contatto ha velocità nulla, la 
velocità di un generico punto può essere 
scritta, istante per istante, come

𝒗𝑷 = 𝝎×𝒓𝑪𝑷
E in particolare, per il centro di massa, 
risulta

𝒗𝑪𝑴 = 𝝎×𝒓𝑪𝑴
Se CM si muove verso destra, 𝝎 “entra” nel 
foglio. 
Possiamo scrivere quindi le seguenti 
relazioni cinematiche tra le velocità e le 
accelerazioni del disco:

𝑣$% = 𝜔𝑅
𝑎$% = 𝛼𝑅

𝝎



Moto di rotolamento - dinamica 
Analizziamo quindi la dinamica del 
disco. Supponiamo che sul centro di 
massa sia applicata una forza 𝑭
orizzontale che trascina il disco lungo 
il piano. 
Scriviamo le equazioni di moto:
Accelerazione del centro di massa: 

𝑚𝒂!" = 𝑹
Momento angolare:

𝑑𝑳
𝑑𝑡

= 𝑴

𝑵



Moto di rotolamento - dinamica 
Analizziamo la prima equazione

𝑚𝒂$% = 𝑹
La risultante delle forze è data da:

𝑚𝒂$% = 𝑭 + 𝑵 + 𝒇 + 𝑚𝒈
𝒇 è la forza generata dall’attrito tra disco e 
tracciato, che consente il moto di rotolamento 
(forza di aderenza).
Consideriamo le componenti orizzontali e 
verticali delle forze:
In direzione orizzontale abbiamo: 

𝑚𝑎$% = 𝐹 − 𝑓
Mentre in direzione verticale:

𝑁 − 𝑚𝑔 = 0
𝑁 = 𝑚𝑔

𝑵



Moto di rotolamento - dinamica 
Consideriamo i momenti

𝑑𝑳
𝑑𝑡

= 𝑴

Calcoliamo il momento rispetto ad 𝑂
𝐼&𝜶 = 𝒓×𝒇

Possiamo considerare solo la componente 
in direzione perpendicolare al piano (𝑧):

𝐼&𝛼 = 𝑓𝑅
Da cui ricaviamo:

𝑓 =
𝐼&𝛼
𝑅

𝑵



Moto di rotolamento - dinamica 

𝑵

Possiamo adesso riprendere l’espressione 
dell’accelerazione

𝑚𝑎$% = 𝐹 − 𝑓
E sostituire l’espressione di 𝑓 appena 
trovata

𝑓 =
𝐼&𝛼
𝑅

=
𝐼&𝑎$%
𝑅'

Ottenendo:

𝑚𝑎$% = 𝐹 −
𝐼&𝑎$%
𝑅'

Da cui possiamo ricavare l’accelerazione
𝑚𝑅' + 𝐼& 𝑎$% = 𝐹𝑅'



Moto di rotolamento - dinamica 

𝑵

L’accelerazione risulta quindi pari a:

𝑎!" =
𝐹

𝑚 + 𝐼#
𝑅$

Sostituendo, possiamo determinare la 
forza di aderenza, che risulta pari a:

𝑓 =
𝐼#𝑎!"
𝑅$

=
𝐼#
𝑅$

𝐹

𝑚 + 𝐼#
𝑅$

=
𝐹

1 + 𝑚𝑅
$

𝐼#



Moto di rotolamento - dinamica 

𝑵

Analizziamo il valore di 𝑓. Osserviamo che 
all’aumentare della forza di trazione 𝐹 la 
forza 𝑓 aumenta.

𝑓 =
𝐹

1 + 𝑚𝑅'
𝐼&

Può aumentare in modo indefinito? No! 
Oltre a un certo limite (limite di aderenza) 
la forza 𝑓 non può aumentare 
ulteriormente. Il limite è dato dalla 
relazione dell’attrito coulombiano:

𝑓 ≤ 𝜇(𝑁
Se questo limite non è soddisfatto, la 
condizione di rotolamento non può essere 
soddisfatta e la ruota slitta.



Moto di rotolamento - dinamica 

𝑵

Analizziamo un altro caso, in cui alla ruota è 
applicate una coppia di forze con momento pari a 
𝑴.
Impostiamo le equazioni di moto. 
Accelerazione del centro di massa:

𝑚𝒂!" = 𝑹
Esplicitiamo le forze agenti sul disco. Le forze che 
costituiscono la coppia non sono considerate 
perché sono opposte e quindi la loro somma è nulla

𝑚𝒂!" = 𝑵 + 𝒇 +𝑚𝒈
Componente in direzione orizzontale

𝑚𝑎!" = 𝑓
Componente in direzione verticale

𝑁 −𝑚𝑔 = 0
Da cui otteniamo

𝑁 = 𝑚𝑔



Definizione: Si definisce come coppia di vettori applicati, un sistema di vettori
applicati costituito da due vettori opposti (A1, a) e (A2, -a). 

Ripasso: Coppia di vettori applicati

Essendo la risultante di tale sistema nullo, il momento
risultante (momento della coppia) è invariante rispetto al 
punto O scelto come polo per il calcolo del momento
risultante.

Si definisce quindi momento della coppia (M) un vettore
avente:
- modulo uguale al prodotto del modulo di uno dei due vettori, 
|a|, per la distanza tra le rette d’azione dei due vettori d 
(braccio) |M| = |a|d

- direzione ortogonale al piano di appartenenza dei due vettori
(piano della coppia)

- verso determinato in modo tale che il vettore (A1-A2), a ed M
formino una terna destrorsa.

𝑴



Moto di rotolamento - dinamica 

𝑵

Consideriamo l’equazione dei momenti
𝑑𝑳
𝑑𝑡

= 𝑴𝒕𝒐𝒕

Calcolo del momento risultante rispetto ad 
𝑂.

𝐼&𝜶 = 𝒓×𝒇 + 𝑴
Consideriamo la componente in direzione 
perpendicolare al piano:

𝐼&𝛼 = −𝑓𝑅 + 𝑀
Da cui possiamo esplicitare la forza di 
aderenza

𝑓 =
𝑀 − 𝐼&𝛼

𝑅



Moto di rotolamento - dinamica 

𝑵

Si sostituisce l’espressione della forza di 
aderenza appena definita

𝑓 =
𝑀 − 𝐼#𝛼

𝑅
Nell’equazione dell’accelerazione

𝑚𝑎!" = 𝑓
Ricordando che 𝑎!" = 𝑅𝛼 si ottiene

𝑚𝑅𝛼 =
𝑀 − 𝐼#𝛼

𝑅
Da cui possiamo esplicitare 𝛼

𝑚𝑅$ + 𝐼# 𝛼 = 𝑀



Moto di rotolamento - dinamica 

𝑵

L’accelerazione angolare del disco è quindi 
pari a:

𝛼 =
𝑀

𝑚𝑅' + 𝐼&
E quindi l’accelerazione del centro di massa 
sarà pari a 

𝑎$% =
𝑀𝑅

𝑚𝑅' + 𝐼&
Sostituendo si ottiene il valore della forza 
di aderenza.

𝑓 = 𝑚
𝑀𝑅

𝑚𝑅' + 𝐼&
=

𝑀

𝑅 1 + 𝐼&
𝑚𝑅'



Moto di rotolamento - dinamica 

𝑵

La forza di aderenza dipende dal 
momento della coppia applicata

𝑓 = 𝑚𝑎!" = 𝑚
𝑀𝑅

𝑚𝑅# + 𝐼$
=

𝑀

𝑅 1 + 𝐼$
𝑚𝑅#

Ma anche in questo caso, deve 
rispettare il vincolo di aderenza 

𝑓 ≤ 𝜇%𝑁



Moto di rotolamento e forza di aderenza

Ruota trascinata Ruota motrice

𝒗$% 𝒗$%



Moto di rotolamento e forza di aderenza

𝝎
𝑴

𝒇

𝝎𝜶

𝒂$%

𝒗$%

Ruota frenata

𝒗$%

Ruota frenata, cinematica



A cosa serve e come funziona il sistema ABS? 

Sensori misurano velocità angolare ruote
𝜔

𝑣!"

𝑣!" = 𝜔𝑅?

Se 𝑣!" ≠ 𝜔𝑅



Energia cinetica in un moto generico

L’energia cinetica, in un moto generico, può essere scritta come:
𝐸& = 𝐸&' + 𝐸&(

𝐸&( = 𝝎 9 𝑳 tiene conto della parte di rotazione del moto, nel caso 
generale dipende dalla velocità angolare e dalla matrice di inerzia.

𝐸&' =
)
#𝑚𝑣!"

#  tiene conto della parte di traslazione del moto generico.

Maggiori dettagli nei corsi di robotica e sistemi meccanici…



Energia cinetica in un moto di rotolamento
Anche in un moto di rotolamento abbiamo:

𝐸+ = 𝐸+, + 𝐸+-
In questo caso in particolare
𝐸+- =

.
'
𝐼𝜔' tiene conto della parte di rotazione del moto.

𝐸+, =
.
'
𝑚𝑣$%'  tiene conto della parte di traslazione del moto generico.

Sapendo però che nel moto di rotolamento 
𝑣$% = 𝑅𝜔

Possiamo scrivere l’energia cinetica in funzione della velocità angolare

𝐸+ =
1
2
𝐼&𝜔' +

1
2
𝑚𝑣$%' =

1
2
𝐼& + 𝑚𝑅' 𝜔'

Oppure in funzione della veloccità del centro di massa

𝐸+ =
1
2
𝐼&𝜔' +

1
2
𝑚𝑣$%' =

1
2

𝐼&
𝑅'

+ 𝑚 𝑣$%'



Sul corpo rigido agisce la forza peso, che è 
conservativa e la reazione del piano di appoggio 
inclinato, che non compie lavoro dato che il punto 
di contatto istante per istante è fermo. 
Possiamo applicare la conservazione dell’energia 
meccanica.

𝑚𝑔ℎ =
1
2 𝐼# +𝑚𝑅$ 𝜔$

𝜔 =
2𝑚𝑔ℎ

𝐼# +𝑚𝑅$

𝑣!" = 𝜔𝑅 = 𝑅
2𝑚𝑔ℎ

𝐼# +𝑚𝑅$
=

2𝑔ℎ

1 + 𝐼#
𝑚𝑅$

Esempio

Problema: un disco parte da fermo da 
un’altezza ℎ su un piano inclinato, 
voglio determinare la velocità del corpo 
alla fine della discesa.



Approfondimento: anche nel moto di 
rotolamento esistono fenomeni 
dissipativi dell’energia meccanica, 
dovuti alla deformazione locale dei 
materiali e alla loro non perfetta 
elasticità. 
In condizioni reali quindi l’energia 
meccanica non si conserva nel moto di 
rotolamento, ma tende a diminuire.
Questi fenomeni possono essere 
rappresentati introducendo il concetto 
di attrito di rotolamento o volvente.
à Maggiori dettagli nel corso di sistemi 
meccanici.

Esempio



Risultante delle forze in direzione parallela al piano
𝑚𝑔 sin 𝜗 − 𝑓 = 𝑚𝑎!"

Equazione dei momenti
𝐼#𝛼 = 𝑓𝑅

Relazione cinematica
𝑎!" = 𝑅𝛼

Dall’equazione dei momenti ricaviamo la forza di 
aderenza

𝑓 =
𝐼#𝛼
𝑅

Risolvendo, si ricava l’accelerazione del centro di 
massa

𝑚𝑔 sin 𝜗 −
𝐼#𝑎!"
𝑅$ = 𝑚𝑎!"

𝑎!" =
𝑚𝑔 sin 𝜗

𝑚 + 𝐼#
𝑅$

=
𝑔 sin 𝜗

1 + 𝐼#
𝑚𝑅$

Stesso esempio, utilizzando le equazioni di 
moto



Accelerazione del centro di massa
𝑎!" =

𝑚𝑔 sin𝜗

𝑚 + 𝐼#
𝑅$

=
𝑔 sin𝜗

1 + 𝐼#
𝑚𝑅$

Accelerazione angolare
𝛼 =

𝑎!"
𝑅 =

𝑔 sin𝜗

𝑅 1 + 𝐼#
𝑚𝑅$

Forza di aderenza

𝑓 =
𝐼#𝛼
𝑅
=
𝐼#
𝑅$

𝑔 sin𝜗

1 + 𝐼#
𝑚𝑅$

=
𝐼#𝑚𝑔 sin𝜗
𝑚𝑅$ + 𝐼#

=
𝑚𝑔 sin𝜗
𝑚𝑅$
𝐼#

+ 1

Stesso esempio, utilizzando le equazioni di 
moto



La forza di aderenza deve soddisfare 
il vincolo coulombiano.

𝑁 = 𝑚𝑔 cos 𝜗

𝑓 =
𝑚𝑔 sin 𝜗
𝑚𝑅#
𝐼$

+ 1

𝑓 ≤ 𝜇%𝑁

𝑚𝑔 sin 𝜗
𝑚𝑅#
𝐼$

+ 1
≤ 𝜇%𝑚𝑔 cos 𝜗

Stesso esempio, utilizzando le equazioni di 
moto



𝑚𝑔 sin 𝜗
𝑚𝑅#
𝐼$

+ 1
≤ 𝜇%𝑚𝑔 cos 𝜗

sin 𝜗
𝑚𝑅#
𝐼$

+ 1
≤ 𝜇% cos 𝜗

sin 𝜗
cos 𝜗

≤ 𝜇%
𝑚𝑅#

𝐼$
+ 1

tan𝜗 ≤ 𝜇%
𝑚𝑅#

𝐼$
+ 1

Stesso esempio, utilizzando le equazioni di 
moto



Impulso angolare

• Teorema dell’impulso

𝑱 = N
*%

*&
𝑭𝑑𝑡 = Δ𝑷

In modo analogo integrando rispetto al tempo l’equazione𝑴 = -𝑳
-*possiamo verificare che

N
*%

*&
𝑴𝑑𝑡 = Δ𝑳



Impulso angolare

N
*%

*&
𝑴𝑑𝑡 = Δ𝑳

Se la forza e` di tipo impulsivo (agisce in un tempo molto breve)

N
*%

*&
𝑴𝑑𝑡 = N

*%

*&
𝒓×𝑭 𝑑𝑡 = 𝒓×N

*%

*&
𝑭𝑑𝑡 = 𝒓×𝑱



Esempio

𝑱

Δ𝑳 = :
(%

(&
𝑴𝑑𝑡 = :

(%

(&
𝒓×𝑭 𝑑𝑡 = 𝒓×:

(%

(&
𝑭𝑑𝑡 = 𝒓×𝑱

Δ𝑳 = 𝑳𝒇𝒊𝒏 − 𝑳𝒊𝒏 = 𝐼"𝝎

𝝎 =
1
𝐼"
𝒓×𝑱

𝐶𝑀

𝑂



Esempio

• Istante iniziale
𝑱 = Δ𝑷 = 𝑚𝒗𝑪𝑴
𝒗𝑪𝑴𝒊𝒏 =

1
𝑚
𝑱

Δ𝑳 = 𝒓×𝑱 = 0
𝝎𝒊𝒏 = 0

𝑱



Esempio

Subito dopo l’impulso
𝑚𝑎#$ = −𝜇,𝑚𝑔

𝐼"𝛼 = 𝜇,𝑚𝑔𝑅
Quindi, integrando nel tempo

𝑣#$ =
1
𝑚
𝐽 − 𝜇,𝑔𝑡

𝜔 =
𝜇,𝑚𝑔𝑅
𝐼"

𝑱



Esempio

Quando inizia il moto di rotolamento puro?

𝑣$% =
1
𝑚
𝐽 − 𝜇-𝑔𝑡

𝜔 =
𝜇-𝑚𝑔𝑅
𝐼&

𝑡

Cerchiamo il tempo 𝑡+ per il quale 𝑣$% = 𝜔𝑅
1
𝑚
𝐽 − 𝜇-𝑔𝑡+ =

𝜇-𝑚𝑔𝑅
𝐼&

𝑡+

𝑱



Urti tra punti materiali e corpi rigidi

Negli urti che coinvolgono corpi rigidi e punti materiali possiamo
applicare il teorema dell’impulso e dell’impulso angolare

𝑱 = Δ𝑷 = 𝑚𝒗𝑪𝑴

𝒓×𝑱 = Δ𝑳

Se l’urto e` perfettamente elastico si conserva l’energia cinetica.
Se l’urto e` completamente anelastico i corpi rimangono collegati dopo 
l’urto.



Urti tra punti materiali e corpi rigidi

Nel teorema dell’impulso
𝑱 = Δ𝑷 = 𝑚𝒗𝑪𝑴

Oltre alle forze dell’urto, che sono interne, se il corpo e` in qualche
modo vincolato occorre tener conto del fatto che possiamo avere forze
vincolari di tipo impulsivo quindi non e` detto che Δ𝑷 = 0
In questi casi possiamo scegliere il polo per il calcolo del momento
angolare in modo che

Δ𝑳 = 0



Esempio

𝐶𝑀-

Δ𝑷 = 0
Δ𝑳 = 0

𝐶𝑀
𝑥!"



Esempio

Δ𝑷 ≠ 𝟎
Δ𝑳 = 0 se scelgo O come polo

𝑂

𝐶𝑀



Statica
𝑑𝑷
𝑑𝑡

= 𝑚𝒂#$ = 𝑹

𝑑𝑳
𝑑𝑡

= 𝑴

𝑹 = 0

𝑴 = 0



Esempio

𝑹 = 0

𝑴 = 0



Esempio

𝑹 = 0

𝑴 = 0



Esempio

𝑹 = 0

𝑴 = 0



Esempio

𝑹 = 0

𝑴 = 0

𝐹' + 𝐹! − 𝐹/ = 0
𝐹' = 𝐹!

𝐹/ + 𝐹0 − 𝐹1 = 0
𝐹/ = 𝐹0

𝑃' + 𝑃! − 𝐹0 − 𝐹! = 0

5 equazioni nelle incognite 𝐹', 𝐹!,… 𝐹1



Esempio

𝑹 = 0

𝑴 = 0



Esempio: il paranco differenziale 


