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Introduzione

Nel capitolo precedente abbiamo
studiato il moto di un punto
materiale che si muove di moto
rettilineo. Abbiamo fissato un’origine
e un verso sulla retta percorsa da
punto e abbiamo rappresentato il
moto tramite la funzione x(t) (legge
oraria), della quale abbiamo anche
riportato il grafico in funzione del
tempo.

JusvO i[fﬁq—-lup& .
Abbiamo rsche definito la velocita
dx(t , .
v(t) = —— e l'accelerazione a(t)
__dv(t)

dt
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Introduzione Mo Goi00eomac

Analizziamo quindi il moto diun

punto materiale su un piano. Per

rappresentare il moto, fissiamo un
vl sistema di riferimento cartesiano
v e P(t,) ortogonale con origine nel punto-0
assi x e y. La posizione del punto
P )in un generico istante di tempo
'ty € rappresentata dalle sue
coordinate rispetto al sistema di
riferimento che abbiamo appena
definito: x(t;) e y(tq).
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Introduzione

Per poter rappresentare
completamente il moto del punto
nel piano, in questo caso devo
analizzare come variano sia la x(t)

che la y(t).

P(ty)
yt)—@

0" x(ty) x

x(t) I
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Traiettoria e leggi orarie

A

y

P(t,
y(t] )

Si definisce traiettoria del punto il

luogo geometrico descritto dal punto
materiale durante il moto. Durante la

percorrenza della traiettoria, sia la"x(t)

che la”y(t) variano nel tempo secondo
- . ; .

determinate funzioni (leggi orarie).

x(t) |

y (1)

v
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¢ Le coordinate cartesiane non sono l'unico modo per rappresentare la posizione di
un punto materiale nel piano, in alcune applicazioni € conveniente utilizzare le
coordinate polari. Nelle c60rdinate/po\lari, la posizione di un punto al tempo t; €
rappresentata dalla sua distanz (tlﬁpetto all’origine del sistema di riferimento

Oe daII’angol@tra il segmento OP e l'asse x.




Coordinate cartesiane e coordinate polari

y

y(ty]

A

Coordinate

cartesiane
P(ty)

>/

A

y Coordinate polari

'é {-L) - P(t1)
r(t,
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E possibile passare dalle coordinate cartesiane a quelle polari e viceversa.

Se conosco le coordinate polari, le
coordinate cartesiane possono essere

calcolate in questo modo:

x(t) = r(t)cos(8(t))
y(t) = r(t)sin(6(t))

Se conosco le coordi iane, le

coordinate polari possono essere calcolate
in questo modo:

o () = x2(t) + y2(t)

t
« U(t) = arctan&) {—%

x(t)




Coordinate cartesiane e coordinate polari

Se conosco le coordinate cartesiane, le coordinate polari possono essere calcolate
in questo modo:

r(t) = /x2(t) +yyi(t) auttam(#) => -1, X[y
I(t) = arctanFt) o M P

Dobbiamo pero stare attenti alla funzione arcotangente, che nella sua definizione
o . . ;. T
comune restituisce un angolo 8 che varia nell’intervallo 0 < 8 < ™ oppure -

T , . . ;.
<0< Y mentre I'angolo 6 puo variare nell’intervallo 0 < 8 < 2w oppure —m < 6

< 7 (in tutto I'angolo giro). Per valutare I'effettivo valore di 6 dobbiamo tener conto

del segno di x(t) e y(t), e non solo del loro rapporto.
TR A
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Ascissa curvilinea

s(t)
P(t)

v
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- Se e nota Iawfdﬂ_pfunto materiale,

possibile fissare su di essa un punto di
partenza,(Py) e quindi identificare la posizione
del punto specificando la sua ascissa curvilinea

@, vale a dire la lunghezza dell’arco di

traiettoria percorso dal punto in un
determinato istante.

Il valore di s(t) puo essere positivo, negativo o
nullo a seconda della posizione di P rispetto a
P, e al verso di percorrenza.



Raggio vettore g v Hlo 2

Un ulteriore modo per rappresentare la
y| posizione blgl,mmio P nel suo moto nel
piano e tramite il cosiddetto raggio vettore,
P(t) vale a dire il vettore geometric@ che
istante per istante connette |'origine del
Sistema di riferimento con il punto P.

"‘____—____-_ . .
Conoscendo le coordinate cartesiane del
O LN x  punto, il raggio vettore e definito da

Y r(t) = x(0)i+ y(t)j

r(t A
( (1)

P(to) essend@ i versori corrispondenti agli
r(t assi x e y del sistema di riferimento.
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Velocita media

y P(tq)

Ar = r(t;) — r(ty)

Supponiamo che un punto P percorra una traiettoria
Su un piano su cui abbiamo fissato un sistema di
riferimento. Abbiamo visto che possiamo
rappresentare il moto nel piano tramite il cosiddetto
raggio vettore, vale a dire il vettore geometrico r(t)
che istante per istante connette l'origine del Sistema
di riferimento con il punto P.
Considerando la posizione del punto in due istanti di
tempo t; e t, tramite i rispettivi raggi vettori r(t,) €
r(t,) si definisce velocita media nell’intervallo [t4, t5]
il vettore

Ar

Essendo
At == tz - tl
Ar = r(t;) —r(ty)



Velocita media

Nelpols
poto et

La velocita media nell’intervallo [t4, t,] € un vettore

Ar
Vi =A_t

Che ha
 Modulo pari a
” _Ar |P(t) = Pt e
m At At =
(dimensionalmente & una lunghezza/tempo)
* Direzione: la retta che passa per P(t;) e P(t;)
* Verso:da P(t1) a P(t)

Come abbiamo fatto per il moto rettilineo, per At - O
possiamo definire la velocita istantanea: _ ﬁ ‘

\’ﬁ Ar%= g(—tr+At)—r()

v(t) _Al%mo_t lim At dt

—

Ma come e definita la derivata rispetto al tempo di un vettore?

-~
U - v T
A

At



Intermezzo: derivata di un vettore rispetto al tempo

Consideriamo un vettore Iiber@che varia nel
tempo in modulo, direzione e verso. Nell’intervallo di
tempo chevadatat + At il vettore passadar(t) a
r(t + At). Possiamo calcolare la variazione

Ar = r(t + At) — r(t) Ar = r(t + At) — r(t)

e il rapporto incrementale
Ar

At

Posso definire quindi la derivata del vettore r rispetto
al tempo

ar . Ar
E B Altrllo_Kt




Alcune regole utili per |la derivazione dei vettori

Cap O gloe V-
Derivata della somma/differenza tra vettori _
d (a+h) da N db Ll
—_— a —_—— —_—
o L 32 dt = — dt — dt
Derivata di un prodotto scalare-vettore
W dmm e | (] (mv) dm N dv
— (mv) =—v+m—
dt dt dt
o In particolare
4 (mv) = m< (se m e" costante)
dt ~ at ——— ‘i{@uwM S0
- Derivata del prodotto scalare tra due vettori ; (=
d (a-b) da ., db
N a . — — e a [y — -
dt dt dt \
Derivata del prodotto vettoriale tra due vettori (attenzione, ricordiamo che il prodotto }|
" vettoriale non & commutativo! ) /
d da db _

— (aXb) =— Xxb X—
g (@xb) =— xb +ax—



Componenti cartesiane della derivata di un
vettore

Se conosciamo le componenti cartesiane di un vettore rispetto a
un dato sistema di riferimento o fa uepelsd IOTe i
Er =nd+nj+ rzkj
E se il sistema di riferimento é fisso rispetto al tempo (su questo
punto torneremo in seguito), possiamo calcolare la derivata del
vettore rispetto al tempo come
dr dr,,  drn, dr,

- : k
at - T ad) T




Torniamo alla cinematica del punto nel piano...

Abbiamo definito la velocita istantanea di un punto materiale che

si muove nel piano come
dr Y Ar

vVv=— = lim —
dt At-0 At

Per At — 0, si osserva che .
.Quna«?wn wlee -2 (Lﬂmw. Alg U ww e
* Lalunghezza del vettore |Ar|, pari alla lunghezza corda sulla
traiettoria 2 lunghezza arco As
* Ladirezione del vettore Ar 2> tangente alla traiettoria

Quindi
\ Per At - 0,

Ar —» Asu,

Possiamo quindi scrivere la velocita istantanea come
dr ds

v It dt u; = vu,
essendo

ds _

dt

* u, versore tangente alla traiettoria



Vettore velocita

U4 me

L Yo /""‘”\
U A

*\__\
| ar ds
V=—" =vU =—Uu

dt Ede

— —

Il versore u, e tangente alla traiettoria, il suo verso e

T . - . .
concorde con il verso di percorrenza della traiettoria.

_ds_.
v—dt—s

e la componente scalare della velocita lungo la direzione
tangente (non & il modulo della velocita!) e puo essere
positiva, negativa o nulla

das . . . . .
= > 0 se il punto materiale sta procedendo in direzione

concorde con il verso di percorrenza della traiettoria

as . . . . .
= < 0 se il punto materiale sta procedendo in direzione

discorde rispetto al verso di percorrenza della traiettoria

das . . \
i 0 se il punto materiale e fermo



Componenti cartesiane della velocita

/°

P(t)
v(t)

41l
r(t de

v

0

x(t)

Se conosciamo la posizione del punto materiale rispetto a un
dato sistema di riferimento nel piano (con origine nel punto O e
assi x e y, possiamo esprimere il raggio vettore come

r(t) = x()i+y()j
Se il sistema di riferimento e fisso rispetto al tempo possiamo

calcolare la velocita del punto materiale come
_dr_dx®). dy(®) S fo wppodlt LoV

V2T ar tTa

j

dx(t s
e = ax(t) componente della velocita lungo x
dt -erl
dy(t s
vy = 2y componente della velocita lungo y
dt e




Componenti cartesiane della velocita

e Nelle slide precedenti abbiamo espresso il vettore_velocita come derivata
rispetto al tempo del vettore posizione:

dr AW dgods A00e L

o V =—"7" = VUy, v =
dt t dt

e in componenti cartesiane:
Y opos m ool ohovod dr dx(t), dy(t),
V=—-= 1+
dt dt dt

Anche il versore tangente u, puod essere espresso in componenti cartesiane
2 llt == ut,xi + ut’yi
Possiamo riscrivere il vettore velocita come:
ds
> V=—u; = v(ut’xi + Ugy] )
0  x(t) dt

Da cui possiamo ricavare le seguenti espressioni per le componenti cartesiane
della velocita




Velocita e coordinate polari

Y dotlire F,Jb LA

09-(4\ P ‘Dé ¢
Abbiamo visto in precedenza che utilizzando le coordinate
polari, la posizione di un punto al tempo t; € rappresentata
dalla sua distanza 7 (t)rispetto all'origine del sistema di

riferimento O e dall’angolo 6(t) tra il segmento OP e l'asse x.

Definendo il versor@ che identifica la direzione del segmento
OP il vettore posizione puo essere espresso come

(r=rn) e wWk@e Cope plots

->
Up = trope d0awer 4 0F

v




Velocita e coordinate polari

v

Data I'espressione del vettore posizione appena vista,
* r=r1u,

Possiamo scrivere la velocita come
dr d(ru,)
vVv=——=
dt dt

Ricordando le proprieta di derivazione dei vettori, si ottiene

_dr d(ru,) dr N du,
“dt . dt dat T a4

T \
an.[»o@wo& wpsle Tog/p

\"

Ur(t tAY)



Velocita e coordinate polari

u(t +
u,(t + At)

r(t + At) %

A9
r(t)

At)/' '\A“f
£
u.(t)

Calcoliamo la derivata del versore u,.. Per

definizione di derivata risulta:
du, ~ Au,

qr - Am -

Analizziamo la costruzione geometrica
riportata nella figura. Il vettore Au, avra
modulo pari a

s

s Au, = ZuTSin7 = A

E direzione perpendicolare a u,. per A8 —
0, possiamo scrivere quindi che

A u, = A19u19
Essendo ug un versore perpendicolare a
uT



i S

)

ey N\ . . ">_ \ Av¢ N Uy
)Velocita e coordinate polari " N

dr d(ru,) dr du, 3¢ > \ajf VA
¢ = = =— U, +r 'BT
dt dt dt dt e

. . . d : :
» Possiamo sostituire al termmeTUtr la relazione trovata in precedenza
du, dv o & Vo
dt  de 0T W

dr dJd
vV = ur+rdt 9

dt .
\'\r ,J.- u"wn, Srobor

Possiamo quindi definire le due componenti scalari della velocita lungo
le direzioni di u,.- e uy come

Risulta quindi

_dr
Ur =
dV

Vg =T—

dt



Riepilogo sulle definizioni di velocita o soaciounc

0

x(t)

v

Derivata rispetto al tempo del vettore posizione:

dr ds
V=— = VU, vV =—
dt t dt
Componenti cartesiane:
dr "dx(t). N dy(t) . -y
V=—= 1 =vi+v
dt dt ac )™ v
Da cui possiamo ricavare le seguenti espressioni per le componenti cartesiane
della velocita

dx(t)
x T T T Ve
dy(t)
y dt - ty
In coordinate polari
dr dy
vV = E u, + T‘E Uy
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Accelerazione

Abbiamo definito in precedenza il vettore velocita come la derivata
rispetto al tempo del vettore posizione. Abbiamo verificato che il
vettore velocita € in ogni istante tangente alla traiettoria. Abbiamo
definito il versore tangente@, orientato secondo il verso di
percorrenza della traiettoria, e abbiamo visto che la sua componente
scalare rispetto al versore tangente u,; e pari alla derivatarispetto-al

tempo dell’ascissa curvilinea:
dr ds

\% ut - vut

ds
_— v

dt

Analogamente a quanto visto in precedenza per il moto rettilineo, si
definisce il vettore accelerazione come la derivata rispetto al tempo
del vettore velocita

_dv oLudl. = duwha
A= Ah 1oy
vel o’




Accelerazione

a

¢ Essendo la velocita v un vettore, esso nel tempo puo variare sia in
modulo che in direzione.
Sviluppiamo la derivata rispetto al tempo del vettore velocita

dv d(vu;)

dt  dt

a =

Utilizzando le regole di derivazione dei vettori otteniamo

d(vuy) dv N du;
dt  dt ¢ dt

Osserviamo quindi che il vettore accelerazione si compone di due

) il st
elementi

dv
O ;‘d— ug e una componente di accelerazione diretta come u; e

descrive come varia il modulo della velocita lungo la traiettoria,

. . dv
grazie al termm@
dt
tove Vous VUt (vbcB) anl typ

du
9 vd—t descrive come varia il versore u; nel tempo, tiene quindi

conto di come varia la direzione della velouta




- Accelerazione N

Analizziamo piu nel dettaglio il termine
du, /f\;\ugg
v_
dt ~

. . . du
Calcoliamo innanzi tutto d_tt

(t
du, ~ Au, Untt)
—t = lim —
dt At—-0 At
Dove
Au; = u,(t + At) —u.(t) u, (t)

Osserviamo la costruzione geometrica: dato che il triangolo costituito
dai versorius(t) e u;(t + At) é isoscele con i lati unitari e angolo
A, il modulo di Au; (base del triangolo) vale u,(t + At)

. (Ap
|Au;| = 2|u.(t)|sin (—2) = Ap

Quindi possiamo scrivere

Au,
At

Qg
At

Per At — 0, la direzione di Au; tende alla direzione perpendicolare a
u,, definita dal versore u,, (versore normale).



Accelerazione

Sviluppiamo ulteriormente il rapporto
Ap
At

Supponendo di approssimare localmente la curva
con una circonferenza di raggio R (circonferenza
osculatrice) e centro (), possiamo scrivere

A As
=R
Per At — 0 risulta quindi
dp . Ap  Asl

= lim = lim —— =
dt At—0 At At—-0 At R
1/ds v

“Rdt R

Raggio di curvatura ¢(t + At)

Centro di curvatura

Circonferenza osculatrice



Note

u,(t)

* llcentro e il raggio della circonferenza
osculatrice possono variare lungo la
traiettoria! (sono proprieta locali della
curva)

@® Il versore normale u,, & diretto verso il
centro della traiettoria (direzione
centripeta)

e —

Centro di curvatura

\Jn\ MMoltandly A
0 & 2(aE
SeMmne ,
(€ MmPfTP -

u,(t)

u,(t + At) Au,

Circonferenza osculatrice




Accelerazione

* Riprendiamo quindi il secondo termine ottenuto
derivando la velocita:

du;
Y dt

Abbiamo appena verificato che ;ac. oswbivs

~ @
du, deo v
— =—u,=—1u
dt dt " R "
Quindi, sostituendo nella componente dell’accelerazione
otteniamo

du, v?

_—un

v
dt R

) du; . T
Il termine vd—tt e quindi diretto secondo la normale alla




Accelerazione

Facciamo un breve riepilogo, abbiamo definite il vettore

velocita come
dr  ds YERTLI)
ut == Uut

o vV=— =—
dt dt
Derivando rispetto al tempo abbiamo verificato che il vettore

accelerazione sicompone di-due termini: uno diretto
secondo la tangente alla tr iettoria ug, I'altro diretto secondo
la direzione normale u,,

dv du, dv v?
a—aut+vﬁ—7tut+?un: N
-
=a, +a, §¢AV = AV
—_— 1.
v At olk
at - ut L_j__-
dt
v2



Accelerazione, nota sulle componenti

Nella componente tangenziale
dv

5 dt
. 1% \ .y ern
Il termine —; |PUO essere positivo (se la velocita

a; u;

aumenta lungo la direzione positiva di u;), negativo
(se la velocita diminuisce lungo la direzione positiva
di u;) o nullo.

Nella componente normale, che
varia Ia|direzione della velocita |

Il vettore accelerazione si compone di due elementi 2
a=a;+a, anzfun
- Componente tangenziale, che descrive e varia il I _
modulo della velocita Il termine - & sempre maggiore o uguale a zero. La
' dv componente normale dell’accelerazione € sempre
a. = dt u; diretta verso il centro della traiettoria (direzione
centripeta). HT'“*"

° Componente normale, che descrive come varia la direzione
della velocita




Accelerazione, nota sulle componenti

Non e fisicamente possibile!

Nella componente tangenziale
dv

t = 5
4 dt

. v \ .y ern
| termlnea puo essere positivo (se la velocita

a u;

aumenta lungo la direzione positiva di u;), negativo
(se la velocita diminuisce lungo la direzione positiva
di u;) o nullo.

Nella componente normale, che descrive come
varia la direzione della velocita
02
a, =—2u
n R n
. v .
Il termine — & sempre maggiore o uguale a zero. La
componente normale dell’accelerazione e sempre
diretta verso il centro della traiettoria (direzione
centripeta).



Accelerazione, riepilogo e modulo

Riportiamo l'espressione del vettore accelerazione
dv v?

a=—u,+—u, =
dt ¢ R "

Le componenti a; e a,, sono tra loro perpendicolari

Modulo del vettore accelerazione:




Accelerazione, componenti cartesiane

In precedenza abbiamo espresso la velocita anche in componenti cartesiane rispetto a

un dato sistema di riferimento:
dr dx(t) ¢ dy(t)

j = vxi+vyj

v

dt dt dt
dx( )
o componente della velocita lungo x
dt
) te della velocita |
y ==, componente della veloci alungoy
In modo analogo, possiamo determinare le componenti cartesiane dell’accelerazione,
derivando rispetto al tempo quelle della velocita 0
dv d( i + ) dvx_+dvy_ o
a=—=—(vdi+v = i =a,i+a
, dt _de T dt dr )T % v
_dvy _ d?x(b) , : - 1 WA 2 =
Ay =~ =" componente dell’accelerazione lungo x a - & kW T s A 4 (t) y
d d? \ ¢ I 51(:7‘,
v t .
a, =—= = 40 componente dell’accelerazione lungo y
Y ooodt dt2 Q, qé

Modulo dell’accelerazione

2x()\°  [(d2y)\’
a= /a,zc+a32,== ( T2 ) +( T >




Accelerazione, riepilogo delle rappresentazioni

Componenti normale e tangenziale

a=a;+a,
dv

a, =—1u

t =g Ut
2

a, ZIUn

v

. . X
Componentl cartesiane
dv d ] ] dv, . dv,
ST _dt(v"l+vyl) ~ar  Tar )
_dv,  dPx(t)
T T dee
_dv,  d%y(t)
YT T ae



Accelerazione, riepilogo delle rappresentazioni

v

v

- Che relazione esiste tra le due rappresentazioni?

a=a+a,
Indichiamo con ¢ I'langolo tra il versore tangente e la direzione positiva
dell’asse x Sww Ut e Uy
dv dv o Rom
a=— U =— (cospi + singj) ' e
t t Jen Vrgy
vz vz - - -
a, =—u, =— (—singi + cosej)
R R~ T
Vm ~ U-.\\é)

Ricordando 'espressione dell’accelerazione in componenti cartesiane
a=a,i+ayj

E confrontando con le espressioni precedenti si ottiene:

dv v?
d%w < (A, =—— COSQ —— Sing
1.7 dt R
t _dv N v?
ay =— sing +— cosg

i
d?au-\
4L




- Riepilogo sulle relazioni fondamentali della cinematica del
punto materiale in moto bidimensionale

Posizione -
r(t) O houe f»sizwo
Velocita >
5> dr
Cdt
Accelerazione
-
-7 dv
a=—
dt

E possibile passare dalla posizione alla velocita e
all’accelerazione tramite operazione di derivata
rispetto al tempo. Vedremo in seguito 'esempio
del moto circolare.

Accelerazione .

Velocita

Posizione

t
r:r0+fv(t)dt
0

E possibile passare dall’accelerazione alla velocita e alla
posizione tramite operazione di integrale nel tempo.
Vedremo in seguito 'esempio del moto parabolico.




Cenni alle relazioni cinematiche fondamentali nei moti 3D

oSiguw Lo e laested

r=x@)i+y@)j+z>t)k

N
dr \dx(t dy(t dz(t
A T k= ik

dt dt dt
dx(t I
UV, = ax(t) componente della velocita lungo x
x ddt
t I
vy = % componente della velocita lungo y
dz(t I
v, = gz(t) componente della velocita lungo z
dt
dv d dv, dv dv
. . . V. Z . . —>
a=—=—(vi+v = i+ + k=la,i+a,j+ a,K =
dt dt( A+ 1)) dt dt ) e ad y) T Gz Q
dv,  d?x(t) , .
Ay = =z componente dell'accelerazione lungo x
dv d2y(t .
a, = d: = ;;g ) componente dell’accelerazione lungo y

0= dv, _ d?z(t)
Z 4t dt2

componente dell’accelerazione lungo z



Esempio #1

» La posizione di un punto materiale € individuata dal seguente vettore

X Y ()
»~ r(t) = ati+ bt’)j cona = 6m/seb = —-3m/s?

Determinare:

1. Lavelocita del punto materiale in funzione del tempo

2. Llaccelerazione del punto materiale in funzione del tempo

3. Le componenti normale e tangenziale dell’accelerazione pert = 3 s
4. Il raggio di curvatura della traiettoria pert = 3 s



Esempio #1

Soluzione:
Punto 1
Esplicitiamo le componenti cartesiane del vettore posizione

r=x)i+ y(t)j

x(t) = at
y(t) = bt?

Le componenti del vettore velocita del punto materiale in funzione del tempo si ottengono derivando le

componenti del vettore posizione:
A~ dx(t) o m ‘&
V. |= = q = —_—
\9 dt - S

dy(t)
%Y :7 = 2bt -]

Il modulo della velocita varia nel tempo secondo la relazione

@: v§+v§=\/a2+4b2t2 <l
veliok
Scebe




Esempio #1

* Punto 2
Le componenti cartesiane del vettore accelerazione del punto materiale-in-funzione del-tempo-si-ottengono-derivando

il vettore velocita rispetto al tempo

dv,
a, =— =
d" dt
v
y 2
° q, =—— =2b=—-6m/s
uTl
Punto 3 Qp = ‘%’05
U
a

Calcoliamo le componenti del versore tangente u,

ut -
1%
Ux
utx :_v v
Vy
Uty =7,

Per t=3s
m m m
v, = 6—,v, = —18—,v = a2 + 4b2t? = 19—
S S S



Esempio #1

Le componenti del versore tangentg u, risultano

1%
Uy =7" = 0.316

1%
Upy = ?y = —0.949

(verifica: uZ, + ugy =1)

Osservando la figura, vediamo che il versore u,, risulta ruotato
rispetto a u; di /2 in senso orario, le sue componenti risultano
pertanto

Upyxy = Uy = —0.949

Upy = —Ug = —0.316




—_

Esempio #1

: [ R U =] Om
« A questo punto possiamo calcolare la componente normale e QL Goarve ("\D[W ( ‘9\" < 2

tangenziale dell’accelerazione come:
Q- 2

O

S ar=a-uy = ayuty = 5.69m/s?

m
n=a Uy = aAyly, = 1.905—2

—_—

- . -5
g L u
(verifica: v/ai + az = 6m/s?) st ;0 v, 2, N0, /
o u;

Punto 4. N, a
Ricordiamo che la componente normale dell’accelerazione e paria N < wa
v? 2
an, = ? v

Nei punti precedenti abbiamo calcolato a,, = 1.90% ev = 19%.
Possiamo quindi ricavare

v Wq-m 0 S0 G
Rza—n:190m§ V%@JJQW (e

A e, o (U Slele
QW* laven < dpge



Esempio #2

» Laccelerazione di un punto materiale in movimento e data da

o

IS '6""

a(t) = ai+ bj cona = 3m/s’eb = 1m/s?

Sapendo che il punto materiale parte per t = 0 dall’origine con velocita nulla,
determinare:

1. Lavelocita del punto materiale in funzione del tempo

2. La posizione del punto materiale in funzione del tempo

3. Le componenti normale e tangenziale dell’accelerazione pert = 3 s

4. |l raggio di curvatura della traiettoria pert = 3s



Esempio #2

Punto 1

La velocita si puo calcolare a partire dall’accelerazione tramite un’integrazione nel
tempo
\'7\( \]a[.o\ = O

7 ~

t
v=v0+] a(t) dt
0
Dato che il punto materiale parte dall’'origine con velocita nulla, risulta
-
»v(0)=v,=0
Esplicitando le componenti cartesiane:

T Uy = Voy t+ jtax(t) dt
0

t
° Uy = Vgy +f a,(t) dt =@
0



Esempio #2

Punto 2
La posizione si puo calcolare a partire dalla velocita tramite un’integrazione nel

tempo
t
[r =1, +f v(t) dt
0

Dato che il punto materiale parte dall’origine

[r(O) — 7y =0

Esplicitando le componenti cartesiane si ottiene:

t
a.
. rx:r0x+fvx(t) dt =—t
0 2

= +Jt t dt—bt2
« Ty =Toy Ovy() =3



]

Esempio #2

Punto 3.
Calcoliamo le componenti cartesiane del versore tangente Vg [ 0“\
v == (53i + 1)
U, =—v=—(vd+v
t=7, o \Wx y)
vx
u —_
tx =7 g
v
y
Up,y =—
ty =7,
Pert = 3s osserviamo che >
t=omss e T
Vy=at=9m/s :
vy =bt=3m/s il
Ricordiamo che
A a,=3m/s"2

ay =1m/s?
Vediamo che v ed a,e quindi u; ed a sono paralleli, risulta quindi

a= a,

I'accelerazione ha solo componente tangenziale
a,=0

1‘92$"Q’z +‘
VV
v
SNt

v




Esempio #2

Punto 4

Dato che risulta

an=?

E che a,, = 0, il raggio di curvatura e pari a

v2

R=— >
aTl
Quindi la traiettoria del punto materiale e rettilineaj
) LA
{S8¢ |-

Q
<

v




Problema proposto

Massima accelerazione laterale nei veicoli

In campo automobilistico, la massima accelerazione latera
rappresenta il massimo valore di accelerazione (solitamente esg
ing, 1g = 9.81 m/s?) a cui un'automobile pud essere soggetta in
curva per non avere problemi di stabilita.

Il massimo livello di accelerazione laterale si raggiunge
immediatamente prima della perdita di aderenza dei pneumatici. Il
rilevamento avviene di solito su una traiettoria a raggio costante
(steering pad) con velocita progressive fino alla perdita di aderenza.
Le auto sportive possono raggiungere accelerazioni laterali anche di 1
— 1.3 g, mentre i veicoli da competizione fino a 3.5g.

Se la mia auto puo sostenere un’accelerazione laterale massima pari
1.2 g, a quale velocita posso percorrere una rotonda di raggio R
= 30m? E seil raggio fosse R = 20m? E se avessi un’auto da F

* Per larisoluzione del problema, e utile ricordare che a,, =-



NMoto parabolico




Moto parabolico

Analizziamo il moto di un punto materiale P lanciato con
velocita iniziale vy che forma un angolo 9 con il piano

orizzontale dall’origine O di un sistema di riferimento
cartesiano con asse x orizzontale e asse y verticale

ascendente, tali che il piano xy contiene il vettore v
asse z perpendicolare al piano xy

y|

'
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Moto parabolico: velocita iniziale, accelerazione

° Rispetto a questo sistema di riferimento le componenti della

-----

Vyy = VU, COSY
Vpy = Vo Sind

Conped:

Il punto materiale e soggetto ad un’accelerazione constante

a=-—gj
o%‘
'A. -~
.\
V-aé t ’
a=-gj
> X
je’




Moto parabolico: velocita durante il moto
Co B0 No .. voglic NG+

~ Come varia cita nel tempo? Conoscendo l'accelerazione e

.....

ﬂ,‘______—_._....__-—-—
integrazione nel tempo:

t
; v=v0+ja(t)dt
0

Considerando le componenti cartesiane: v
ox

t
© vx:vox-l__[()dt:vox CMEU?X Voy
0

t
— — we
° Vv, =V,,— | gdt =v,, —gt L
y oy L oy o X

» La componente orizzontale della velocita & costante
» La componente verticale varia linearmente nel tempo, con
coefficiente angolare —g

v



Moto parabolico: velocita durante il moto

Se v,y > 0 vy, siannulla al tempo t), tale che

_ 1%
voy _gtM — O VUV a *
Uy
F o Voy _ VpsSind
v = =
g g Vo
Voy




Moto parabolico: posizione

Tramite un’ulteriore integrazione, tenendo conto della posizione iniziale, possiamo calcolare come
varia la posizione del punto materiale nel tempo

t
r=r0+j v(t) dt
0
In componenti cartesiane
t
X =X, + j v, dt
0
t
y=y,+ J vydt
0

Nel nostro caso, dato che il punto viene lanciato a partire dall’origine del sistema di riferimento, x, = 0
ey, = 0.
Sviluppando gli integrali si ottiene

t
X =f Vor At = Uy, t
0

t
1
y = J (Voy — gt)dt = v,y t - gt?
0



Moto parabolico: posizione

Analizziamo | risultati ottenuti, ricordando che
Vpy = Uy COS U
Voy = Vo SINY
Possiamo scrivere:
x(t) ='v,cosdt

1
y(t) =v,sindt -5 gt?

x(t), y(t)
x(t) varia nel tempo con legge lineare, con
coefficiente angolare vy, = v, cos V.
y(t) varia nel tempo secondo un polinomio di
secondo grado.

x(t)
y(t)




Moto parabolico: altezza massima

raggiunta

Quale sara la massima quota raggiunta dal punto materiale

durante il volo?

La quota del punto raggiunge il valore massimo quando v, si

annulla, quindi al tempo

Voy Vo Sing

tM:

g

g

Sostituendo nell’espressione di y(t) si ottiene:

1
Yu = Voyly _Egtlgfl = Voy

1

g

2

guando raggiunge la massima quota?

Xy = Vgylty = VU, COSV

9 (2

Quale distanza lungo I'asse x avra percorso il punto materiale

2

v,sind v sind cosV

g

g

1 vgsin?Y

)2_

g

vx
Uy
vOX
Voy
Voy
ity = —
Im g X
t
x(t
x (), y(t) | )
y(t)
Ym|
b Y N A—
Voy t



Moto parabolico: altezza massima raggiunta

Rappresentazione grafica: Traiettoria del punto materiale sul piano xy. Il tempo
non appare esplicitamente.

e
- PN
: |-
H .'
. > X
Xy 0"
-

vg sin cos ¥
Xng =
" g
_ 1vgsin®9
Ym = 2 g




Moto parabolico: altezza massima raggiunta

x(£), (©) *(®)
y(t)
B :
b3V O Y A
%
ty = —2
t t
M vg sin v cos I
XM ==
g
. . . . o . 1 vgsin®d
Rappresentazione grafica: componenti cartesiane della traiettoria x(t) e y(t) in Yy = 5
g

funzione del tempo.



Moto parabolico: tempo di volo, gittata

Dopo quanto tempo il punto raggiunge il suolo?

Ricordiamo che
1

y = voyt __2 gtz

Il punto raggiunge il suolo quandoy =0

po

'equazione di secondo grado

t—}t2=0
voy 2 g

Ammette due soluzioni, la prima e
t=t, =0

(infatti il punto materiale partivada y(0) = 0)
L'altra soluzione e
Voy ) v, Sind

9 g
Questo e il tempo in corrispondenza del quale il punto materiale tocca di nuovo
il suolo (tempo di volo).

t:tG:




(e
-t ".\
- ?
e X
D
.'O
= v, sind
“T g
Il tempo di volo e dato da
v, sind
tG ==
9
ricordando che
v, Sin ¥
tM ==

g
E semplice (e intuitivo) verificare che t; = 2ty

Moto parabolico: tempo di volo, gittata

x(t), y(t) x(t)
y(t)
YM o
Xy o Loofo
ty t ]



Moto parabolico: tempo di volo, gittata

Quale distanza lungo I'asse x ha percorso il punto materiale quando raggiunge di nuovo il suolo?
(gittata)

2v,sinY  2v3 sind cos ¥V
Xe = Vyorlte =V, C0SY =

g g
Si osserva che
Xg = 2Xy
x(t), y(t) x(t)
y(t) y
/\ vo
-
6o | 03; o ':'
9
M o . & %
| %o
ty tg t



Moto parabolico: traiettoria

Qual & la curva descritta dal punto durante il moto? (traiettoria del punto P)
Abbiamo visto in precedenza che le componenti cartesiane dello spostamento sono date da:

x(t) = v,,t v & L &) )
1
y(t) = Vpyl 5 gtz X

Per descrivere la traiettoria, dobbiamo cercare una relazione che lega tra loro le componenti cartesiane, quindi

scrivere —
e

Possiamo esplicitare il tempo dall’espressione x(t):
X = Uyt
e t=x/V,, \

Possiamo quindi sostituire nell’espressione y(t):

x 1 [ x)\?
y(x) = Yoy~ 39 (v—w)



Moto parabolico: traiettoria

Ricordiamo le espressioni delle componenti cartesiane della velocita
Vyy = VU, COSY
Vpy = Vo Sind

Possiamo quindi sostituire nell’espressione trovata in precedenza

Y0 = vy 2 g ()

vOX 2 va

(x0) = sind 1 X ?

Y = os9 ™ T 27 v§cos?Y

Che possiamo infine semplificare come
Crocatora &l Hoto Rnelldeo

1 x Y

x)=tanf x —— g|—————
y() Zg<v§coszﬁ)

No Ij/f);_é“P/) questa e I'equazione di una parabola (da cui il nome di moto parébolico!)



Moto parabolico: traiettoria

Traiettoria del punto:

y(x) =tan 8 x 549

Al

X

vEcos?9

>2




Moto parabolico: traiettoria

Analizziamo la curva appena trovata:
_ 1 X ?
y(x) =tand x 549 <—v360520>
La quota massima si raggiunge quando:

dy
— = O
dx
Calcoliamo la derivata:
dy gx
dx V5054V
Cerchiamo i valori di x per i quali si annulla la derivata
dy
—~ =0
dx
Da cui otteniamo:
, sind cosV
X = v} = Xy
I 2
. . . . X 1 x 1 v2sin?9
A cui corrisponde un’altezza massima di y,; = v,,—= —= g (—M) =——1
Y Vox 2 Vox 2 g

(€ ovviamente lo stesso risultato trovato in precedenza analizzando x(t) e y(t)!)



Moto parabolico: analisi della traiettoria

xM:vO

5 sind cos Y
9

xy 1 (xM)z 1 v¢sin?y
= p —Zg(H) ==
OyvOX 2 va 2 g
po
2 .2 .'
1vgsin“d
Yum ZE




Moto parabolico: analisi della traiettoria

-----

massima gittata?
Ricordiamo l'espressione della gittata in funzione di v, e di O: Q
_, , sind cos Y Eﬂ”ﬂ“’ﬁl@_ % Qlw)lm
Xg = &V g g;m% .

Il valore di x; varia al variare di 9. Per calcolare il massimo valore di x foivo 19,
determino la derivata di x; rispettoa 9 . ﬂ *
los T=

dxy v§ .,
—— =— (sin?9 — cos?¥I
o g ( )
E analizzo per quali valori di O si annulla:
dxy

a9



Moto parabolico: analisi della traiettoria

Sviluppando i calcoli ottengo:

Vo
r (sin?9 — cos?9) = 0

(sin?9 — cos?9) =0 —=> V-~ "{/C/
(tan®*9—1) =0
(tan?9 = 1)

J=mn/4

%La gittata € massima quando I'angolo 9 e pari a /4. La gittata in questo caso
3t (4
vale: @ 7

., sin(m/4) cos(m/4) v Jag/ Lo ?@bj?
Xemax = 4Vp g - g (13"4‘:'{({1




Moto parabolico: analisi della traiettoria

Verifichiamo questo risultato con un esempio
numerico: analizziamo come varia la traiettoria
al variare dell’angolo 9 partendo da una velocita
iniziale vy = 10 m/s . Il grafico riporta i risultati
ottenuti per i variabile tra 0.05m rad e 0.25m
rad: si osserva che la gittata aumenta
allaumentare di 6.

y (m)

6

Y = 0.257 rad
9 =0.2r rad
9 = 0.157 rad
9 =0.1n
9 = 0.057 rad e é 16 J

x (m)

12



Moto parabolico: analisi della traiettoria

6
Questo grafico riporta invece i risultati 4
ottenuti per 1 variabile tra 0.5 rad e 0.257 O=75rad  9_-0457rad
rad: si osserva che la gittata diminuisce [
allaumentare di 6.
La gittata massima si ottiene quindi per al
6 = 0.25m rad
come calcolato in precedenza. £

9 =04mrad

9 = 0.35m7 rad

9 =0.3mrad

9 = 0.257 rad




Moto parabolico:

Grafico riassuntivo

analisi della traiettoria

10

12



Opzionale: script Matlab utilizzato per generare i grafici

clear all
close all
clc

%

v0 = 10; % m/s
g = 9.81; %m/s"2

thetav = [0.:0.05:0.5]*pi; %rad

for i=1l:length(thetav)
vO0x = vO*cos(thetav(i)); %m/s
vO0y = vO*sin(thetav(i)); %m/s
xG=2*v0"2*sin(thetav(i))*cos(thetav(i))/g; % m

xvett = linspace(0,xG,20); %m

yvett = xvett*tan(thetav(i))-g/2*xvett.”2/(v0"2*(cos(thetav(i))"2));
figure(1)

hold on

plot(xvett,yvett, 'Linewidth',2)

end

figure(1)

grid on
axis([0,12,0,6])
xlabel('x (m)")
ylabel('y (m)")



Moto parabolico: velocita all'impatto con il suolo

Nel caso generale, quale sara la velocita del punto materiale al
momento dell’'impatto?

Ricordiamo le espressioni delle componenti della velocita in
funzione del tempo

y 5

L-3% =
=% -~ CO
Uy = Vox \]% 5%
— Vo
Ricordiamo che tempo divolo & paria  ©g" 3°° / T \
5 v, sin 9 e Se
t- =
G g ol K 9
".' |
Sostituendo e sviluppando i calcoli si ottiene
Uxe = Vox N -t = No A

v, sind
va:voy—th=vosin19—2g Og =vosint9@ \]GB—_—\JO\S

A" Ve
N

f\!ob



Moto parabolico: note

Nelle slide precedentl abblamo analizzato uno dei p055|b|I| casi d| moto parabolico (partenza
dallorigi ispetto alla
direzione orizzontale), ma pQssono verificarsi altre condizioni (ad esempio, partenza da
un’altezza h con velocita-orizzontale, arrivo a una quota diversa da 0, ecc., ne vedremo alcuni
casi negli esercizi). In ogni caso, conviene partire sempre dalle equazioni della cinematica per un

moto bidimensionale di caduta libera:

Mcw?hﬁ Vy = Uy o= -3
Cadalt vy:voy—gt

L,
Y =Yo t Vpyt __th
e analizzare caso per caso le condizioni iniziali, le condizioni del problema e le relative incognite.






‘Moto circolare: introduzione e cncofoste- s s

vso ortas Lwlwe

* Un moto circolare @ un moto in cui la traiettoria e

y1 una_circonferenza.

Supponiamo di avere un punto materiale P che si
muove di moto circolare, seguendo una
circonferenza di centro O e raggio R.

Fissiamo un sistema di riferimento con origine nel

P(0) . . :
p” centro O e asse x diretto in modo tale che il punto
0 materiale si trovi sull’asse stesso per t = 0.




Moto circolare: ascissa curvilinea

Al generico istante t il punto si trova nella
y i posizione P(t) sulla circonferenza. La sua
posizione e definita dal raggio vettorche
forma un angolo 9 con la direzione positiva
P(t) dell’asse x. 'angolo 9 varia durante il moto del
punto: J(t) e A

r () s =RI , Iascissa curvilinea s & I'arco percorso dal punto
9 P(0) materiale a partire dalla sua posizione iniziale.
p” Essendo un arco di circonferenza risulta
0 s(t) = RO(b)

Pert = 0,s(0) = 0, il punto P si trova sull’asse x.




Moto circolare:

coordinate cartesiane delﬁunto

y =Rsind

r(t

T dwe R e

Rispetto al sistema di riferimento che abbiamo

durante il moto circolare sono espresse da:
xi= R cos 0
Vo= R sin 9

X

x =|Rcos?



-
l"-_? -

S RV N =V w Cr)
. | . | . \ g’/]g:“ Q
- Moto circolare: velocita v=dS - R4V - Ruwn
: . o . . 1 dt At
Nella trattazione generale dei moti piani abbiamo visto che y
la velocita in un generico istante e data da
V= vut]
Dove u; e il versore tangente alla traiettoria in
. _ ds
quell’istantee v = ” 1 r(t s = RO
In un moto-circolare, abbiamo definito I'ascissa curvilinea
come | v t=0
Sostituendo nell’espressione della velocita otteniamo: R
ds dRY P d?d R
jry = = —_— = a)
dt dt dt
Introduciamo la velocita angolare w 1
d9 vows=Y voRw
w=—
dt 2 W moto ctnealore

Relazioni fondamentali tra la velocita e |la velocita angolare:
%
w = 2 v =Rw



* Moto circolare: velocita i wtesinuo

Ricordiamo le componenti cartesiane del vettore posizione
x:—= R cos Ol»
yu= R sin 9L\

Derivando rispetto al tempo, possiamo determinare le
componenti cartesiane della velocita

=L = R%in9 = —Rwsind = —vsin
nl‘vx_dt_ dtsm = wsind = —vsin

dy dd
.@=—=R—cosﬂ=chosﬁ=vcosf)
dt dt -

s =RY

t=0



Moto circolare: accelerazione

Riepilogando, in un moto circolare abbiamo visto che la posizione puo
essere descritta dall’ascissa curvilinea
ls = R
(I;/Ient(;e la velocita e data dawt, dove la componente scalare e
ata da:

Conp. Scabhova
v =Rw
'R
Per quanto riguarda l'accelerazione, nello studio della cinematica dei
moti nel piano abbiamo visto che essa si compone di due termini, uno

normale e uno tangenziale: o

— — -7
j a=a, + at‘l
Nel moto circolare, per quanto visto | denza sulla velocita,
possiamo scrivere (osserviamo chelRu, = —7):

an=?un= w = —wW’r

Mentre per la componente tangenziale risulta:

dp). * 7 pdo

a; :aut

e

= _ut
dt,
K




Moto circolare: accelerazione, componenti cartesiane

Riepilogando, le componenti cartesiane della posizione risultano
x = Rcos I

y = Rsin 9t
Mentre quelle della velocita sono date da: RN ;
v, = —vsind = —Rwsind = - WO LnTes
vy, = vcosY = Rw cos9 Vs

Deriviamo ulteriormente rispetto al tempo per definire le componenti cartesiane
dell’accelerazione, sviluppando i calcoli si ottiene:

%\11 e F_,JC.A@?}U
‘- \ dv, d(— Ra) sin 8) A oo d(sin9) dw w
| = = ) — R— sin9 = —Rw? cos9 — R— sin?d
)= at dt dt dt dt
dv, d(Rw cos?) P d(cos9) dw dw \

— = — - - - — 2 R— \
a, it ir w i + R It cos 9 Rw*sind + it cos 9 ,



Moto circolare: accelerazione, componenti cartesiane

Um < U lnn Ua’ﬁ(wm

Allo stesso risultato della slide precedente si arriva partendo
dall’espressione:

* a=a,t+a;
Abbiamo visto in precedenza che:
v? ,
a, = F) u, = Rw‘u,

dv dw v 4
ar =—Us = Uy
dt dt -
E osservando che le componenti cartesiane dei versori - cos
tangente e normale in un moto circolare risultano
e : u, ° sin 9 j
U = —sinVi+cosdj n
U, = —cosdi—sindj T 9
Sostituendo, si ottengono le stesse relazioni trovate in 0 / X
precedenza. Sk 5 R
a.- &ﬁyn\ﬁ-‘p\@ - Cogl}" Qw \L,
de

—_—

: ((ﬂsﬂ' O\&N’ - %—w{l} (J\,LU
7t K %
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cortoude A Gostadl A A
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» Mloto circolare uniforme  v- v Y
U
In un moto circolare uniforme, il punto mate__lj__ia_l;e'-jpg__rcorre una
traiettoria circolare con velocita costante in‘modulo,
Ricordiamo I'espressione dell’ascissa curvilineain un moto r(t) s = R9
circolare
E quella della velocita N 0 X
V= vut - Rw Ut R

Se il moto e circolare uniforme,

d dR9 d?9
v===""=RZ = Rw costante

dt  dt dt -
Quindi:

dd
w = — e costante

dt ‘3
v = Rw e costante “4l0xe,

z wonds’ \
In un moto circolare uniferme-itmodulo-della velocita e la velocita —=X HoDoro VELo& TR
angolare sono costanti. E\ COSRANTE  Ma
ttenzione: la velocita non e costante dato che la sua direzione !

. . . |

cambia lungo la traiettoria circolare! ) UQ/U vetrne VELOG 14!
__'_'_'_'___,_,—'—""" e

S — - —— -

O, e DN LioPE \.



4d€
. . t
Moto circolare uniforme fsgwm N
‘ ¥
\9/\16'\”“‘ L MM ' 0
N \ w U\'J\'tmlﬂ
Dato che la velocita angolare e costante, el VP o B et
/_dﬁ =0 o Lo Wd'ore
w = E y A
Possiamo ricavare come-varia I'langolo 9 nel
tempo U
t
19=190+jwdt r(t) s =R9
0
Risolvendo si ottiene (ricordiamo che \ ) t=0
9(0) =9, = 0)

E=wtj O "

L'ascissa curvilinea cambia nel tempo secondo
la relazione
_-___'___—-——b

s(t) = R9(t) = Rwt




Moto circolare uniforme, accelerazione = & @k s

Ricordiamo l'espressione dell’accelerazione in un moto
circolare:

A
a= a, +a 9
N t g &
v 2
a, =% u, = Rw“u,
Se il moto e circolare e uniforme, la componente
tangenziale si annulla: o voSi
dv _ pdw dw 0
a, =—u, = u, =
B T dt °
'accelerazione ha quindi solo componente centripeta
a=a,=—-w’r _ 23
. . . - W Un |
E le sue componenti cartesiane risultano -
-Y ~
. ay = —Rw? cos 9 Um= =t & - a3
. a, = —Rw?sin?d

y
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Moto circolare uniforme, componenti cartesiane

Un I

. . . . .. o w: 4 (v
Moto circolare uniforme, componenti cartesiane della posizione /[} - wt /uw(v < “4’ ¢t
x =R co@ Rco S THA)
Yy = Rsinwt (
Velocita: ~ [\ |
v, = —vsin9 = —Rw sin wt VAT '2
v, =VCos) = Ra) cos wt
Accelerazione: T x
Ay = ms wt (oo Lofh'\(DNwLTE‘.
a, = wz‘sm a)t T
Si osserva che moto circolare uniforme e la corr_]'_pgsizione di due ) HoT O Qpax o Lo Qzﬁﬁg&e@m
ppﬂ_atmpﬂjg_mgmdlmeg_s,lgg,l (uno Iungow . w4
entrambi con periodo PN K OF) = Ao qq )
_2n \ N () = P w oy (wis /10)

T ‘_.-Jan_;h ‘il tempo necessario al punto materiale per compiere un7 Q
A

iro della circonferenza
Lg, = A X ’LE - ’T /L
3 / /



Moto circolare uniforme, componenti cartesiane
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E/Ioto circolare uniforme] definizione vettoriale della

Ve | OClta d I’]gO | dale In un moto C|rcolare che si svolge con veIoata angolare w, €

conveniente definire il vettore velocita angolare w
@ Modulo pari alla velocita angolare w (espressa solitamente in
rad/s) 4V | (alltet
y ¢+ . Direziongfperpend%are_cgl‘adg@_g_del_matommﬁnel
nostro caso, parallela all’asse z del sistema di riferimento
e Verso: tale da vedere il punto ruotare in senso antiorario
(nella figura, € rivolto in modo concorde a z).

r(t) s =RO




Moto circolare uniforme, definizione vettoriale della
velocita angolare

e Se il punto percorre la circonferenza in senso orario, il vettore
velocita angolare ha verso opposto a quello dell’asse z.

K &JS\( \MQ_ ;Q{UJdb E_LMD-Q—- .
Y e apl Y

t=0 K
X

f(t) s =RJY




s Moto circolare uniforme, definizione vettoriale della
velocita angolare

Calcoliamo il prodotto vettoriale

WXT=?
° Z
Modulo_/e;i,r sono tray!gr perpendlcolarl (datochere I
sul piano xy e w e parallelo Z) quindi il m lo e pari a
\lelrl = wR é\\f

* Direzione: perpendicolare a m, quindi sul piano xy,

perpendicolare ar, quindi tangente alla circonferenza, la
direzione percio e queIIa del versore tangente{ u,.

* \erso: tale da formare, con w e r, una terna destrorsa, e
proprio il verso di u; & wW¥laee

Ma allora, </ ofl’
_ \@w vib
(WXTr =7V
Posso ottenere la velocita de ‘materiale moltiplicando

vettorialmente la velocita angolare per il raggio vettore
(attenzione all’'ordine nel prodotto vettoriale!)

Questa espressione per la velocita € molto comoda nei calcoli e
tornera utile nei corpi rigidi.



Moto circolare uniforme, definizione vettoriale della
velocita angolare

y A

r(t) s =RJ

WXr =7V




Moto circolare uniforme, definizione vettoriale della
velocita angolare

Utilizzando la notazione vettoriale della velocita angolare abbiamo espresso la velocita
nel moto circolare con il seguente prodotto vettoriale

dr
V=— = WXr
dt

Utilizziamo questa notazione e le regole di derivazione dei vettori per calcolare
I'accelerazione:

_dv d(wxr) dw e+ X d(r)
“dr . de | de g T
dw

=— XTI + WX(WXr) =
T (wXTr)



Moto circolare uniforme, definizione vettoriale della
velocita angolare

Analizziamo il termine

dwx
ac

dw \ . . . .

o - Modulo: sara pari alla derivata rispetto al tempo della velocita angolare

Direzione: se il moto circolare si svolge sul piano xy, w € sempre perpendicolare al piano quindi
dw N . .

anche; sara perpendicolare al piano

Verso: concorde con w se w aumenta, discorde in caso contrario \

dw . dw dw
— X1 —>Modulo: pari a |—| |r| =/ R—
dt dt dt
. . . dw T .
e Direzione: perpendicolare a__er, quindi tangente alla circonferenza

dw
 \erso: tale da formare una terna destrorsa cona er

Ma allora, riguardando i risultati trovati in precedenza:

dw
a; ZE Xr



Moto circolare uniforme, definizione vettoriale della
velocita angolare

Analizziamo il termine
wX(wXT1)

Modulo: paria w?R
Direzione: perpendicolare a w e a ¥ = wXr, quindi diretto come r

Verso: centripeto
Ma allora, il termine wX(wXr) & proprio 'accelerazione normale:

a, = wX(wXr)



Dettagli sul calcolo: il doppio prodotto vettoriale

Per il doppio prodotto vettoriale vale il seguente risultato:
ax(bxc) =(a-c)b—(a-b)c

Nel nostro caso:
wX(wXr) = (w - rw— (- w)r

Ma w ed r sono perpendicolari quindi (w - r) = 0 mentre (w
- w) = w? ,)quindi
wX(wXr) = —(w - Ww)r = —w’r = a,



Moto circolare uniforme, definizione vettoriale della
velocita angolare

Riassumendo, utilizzando la definizione vettoriale della velocita angolare possiamo scrivere
I'accelerazione come:

dw
a = X1 + wX(wXTr)
In cui le componenti tangenziale e normale dell’accelerazione sono date da:
dw
a, =— Xr
Todt

2

a, = oX(wXr) = —wr



