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Introduzione

Cinematica: studio del moto indipendentemente dalle cause che lo
generano.

Nello studio della cinematica abbiamo determinato:

* Posizione r(t)

* Velocita v(t)

* Accelerazione a(t)

Di un punto materiale durante il moto (in funzione del tempo).

Dinamica: studio di come il moto di un sistema e influenzato dalle interazioni
con I'ambiente circostante.



Introduzione

a)

Per lo studio della dinamica dobbiamo definire
delle nuove grandezze.

* Forza: rappresentazione dell’interazione del
corpo con I'ambiente circostante. La forza e un:
grandezza vettoriale, dato che il suo effetto sul
punto materiale dipende dalla direzione e
dall’intensita. Quindi e caratterizzata da un
modulo, una direzione, un verso e un punto di
applicazione. Si rappresenta tramite un vettore - S

applicato. ¥ \offore Qg\ﬂ‘\ it &)
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Introduzione

Per lo studio della dinamica dobbiamo definire
delle nuove grandezze.

—

*‘Massa: proprieta del corpo che descrive la sua
resistenza” a variazioni di moto (inerzia).

E una grandezza scalare. La massa € una delle
grandezze fondamentali della fisica secondo il

Sistema Internazionale. Lunita di misura della
massa hel Sleil kqg.
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Le leggi (o principi) della
dinamica

Le tre leggidella dinamica sono alla base dello

studio della meccanica classica e furono
presentate da Newton nel 1687 nell'opera
Philosophiae Naturalis Principia Mathematica
(I principi matematici della filosofia naturale)
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Primo principio (principio di inerzia)

Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter in
directum, nisi quatenus a viribus impressis cogitur statum illum mutare

Se ra inalmente |n0u|ete(v0 =ﬂ‘0)r|mane|nqu |ete(v(t)= 0)

Se inizialmente aveva velocita(v(0) = vy # 0) non nulla, continua a
muoversi di moto rettilineo uniforme (v(t) = vy).



Secondo principio

Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impressae, et fieri secundum
lineam rectam qua vis illa imprimitur.

Un punto materiale sottoposto a una o piu forze si muovera con un’accelerazione
vettorialmente proporzionale alla risultante di tali forze. Mo )0 p% - e Rdree

S{  AMuogVo (o e 8L

= —
F = m(i tslo tﬁ‘ﬂ_d
—_— N
F risultante (somma vettoriale) delle forze applicate al corpo ma = ¥ © oo c&
m massa inerziale, e una proprieta del punto materiale che descrivelasua =~
resistenza a variare il propr o di moto, ossia a modificare la propria velocita

“d accelerazione del punto materiale



Secondo principio

Analizziamo dimensionalmente la relazione che descrive il secondo principio

della dinamica N g O
F =ma

La forza F dimensionalmente e il prodotto di una massa per
un’accelerazione, che a sua volta e pari a una lunghezza divisa per il
quadrato di un tempo [F]=ML/T?. Utilizzando le unita del SI il modulo della
forza si misura quindiin kg - m/s?. Per misurare il modulo di una forza si
definisce un’unita di misura derivata, il Newton N (Newton).

I

1N =1kg -m/s?




Terzo principio (principio di azione e reazione)

Actioni contrariam semper et equalem esse
reactionem: sive corporum duorum actiones in se

. . l"‘ ’ oY
mutuo semper esse GEC]UO/ES et Iin partes contrarias /C/

dirigi

Se un corpo A esercita una forza F , 5 sul corpo B, i o
corpo B a sua volta esercitera sul corpo A una forz: -
Fy ,tale che

7FB 4= —Fyp ‘/ A
g \
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Analisi della dinamica di un punto materiale

~ Problema dinamico diretto: sono note le_forze applicate ad punto-materiale, si vuole
determinare il suo moto. ¢! g cuolhioryg
=rminare il suo

fen, c upy Dphemro

Applicando il secondo principio della dinamica Qo F, TwW e Toow ¥ w
F=ma | | 2y
\
E ricordando che l'accelerazione e defini come “3-
dt2
Il problema si riconduce a risolvere un’equazione differenziale
d>r
F = md—2

Equazione differenziale vettoriale del secondo ordine.
"‘——-____‘______—“_-_'__7______._



Analisi della dinamica di un punto materiale

Problema dinamico inverso: il moto del punto materiale € noto, si vogliono
determinare le forze che vi sono applicate.

=S ->
MoTo ¥ fToveo A Ywew
In questo caso conosciamo r e possiamo determinare VB
i ]
=~ d*r
a =——
dt?

Il problema si riconduce a risolvere un 5|stema di equazioni di tipo algebrico:
F ma



Limiti di validita delle leggi di Newton

* Velocita inferiore alla velocita della luce

* Massa: corpi macroscopici
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Quantita di moto

- Definizione: la_quantita di moto di un punto materiale e definita come il
prodotto tra la sua massa (scalare) e la sua velocita (vettore)

pem 3, Bs)

La quantita di moto e quindi un vettore che ha
¢+ ) La stessa direzione della velocita v
* Lo stesso verso della velocita v (dato che la massa € positiva)
) Modulo_m]»| che dimensionalmente sara una massa per una velocita
[p] = ML/T
* Unita di misura per la quantita di moto nel SI: kg - m/s. Ricordando
inoltre che il Newton, unita di misura della forza, & definito come una
massa per un’accelerazione, N = kg - m/s?risulta anche che l'unita di
misura della quantita di moto nelSI e N - s)

—_—




Altra formulazione della seconda legge di Newton

Toorp O\FF, vole mch
Z: b oo L

¢ La seconda legge di Newton puo essere formulata anche in questo modo: voual: o
N S . N
dp ‘P = an Y hi s F = 4
F =— -2 -> N
dt F-ma d¢
La '?éultan/f\eadelleiqze applicate a un punto materiale e pari alla variazione
del xh'%‘éﬂtﬁé di moto rispetto al tempo.



Altra formulazione della seconda legge di Newton

Le due formulazioni

dp
F =—
dt
F = ma

sono equivalenti? s; % o & o Sledl

Ricordiamo che

p =mv
Se |la massa e costante:
— dp dv
— =m— = ma
dt dt

Le due formulazioni sono equivalenti.



Altra formulazione della seconda legge di Newton

p_dp s dlmi )
dt ¢

F = ma

Ma se la massa m non e costante

dp__dv dm. . dm -
dt ~ de Tde DT M T e

e in questo caso le due formulazioni non sono equivalenti.




Altra formulazione della seconda legge di Newton

La formulazione

_dp

F =
dt

E" piu generale e vale anche per i sistemi a massa variabile.

La formulazione

Si puo applicare solo se il punto materiale ha massa costante.

—_— N
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Variazione della quantita di moto Pusc 1o

» Consideriamo di nuovo la formulazione della seconda legge di Newton con la
guantita di moto

Integrando tra un istante iniziale e un istante generico t otteniamo
iM{\}-ﬂJb-q Va o
f th—f dp =p —po = Ap
0

L'integrale nel tempo della forza f th e pari alla variazione della quantita di

_,..-—_.______J/

moto Ap.



Impulso di una forza

» Definiamo I'impulso di una forza al tempo t come l'integrale tra un istante
iniziale e un istante generico della forza nel tempo:

I 7- detl e

'impulso € un vettore. La direzione e il verso dipendono da come varia la

forza Fnel tempo. Il modulo dell’'impulso, dal punto di vista dimensionale, &
dato da una forza per un tempo [J] = [F]T. Nelle unita del Sl si esprime in N -

S oppure kg - m/s (la stessa unita-di-misura della-quantita-di-motol)—
oh Gol




Teorema dell'impulso

Avendo definito I'impulso di una forza al tempo t come

]=jtht
o

E ricordando il risultato ottenuto integrando nel tempo la seconda legge di
Newton espressa in termini di quantita di moto, otteniamo quindi:

@ =P —Po = APK He ]W ) ;‘;‘ai’/:i'm\m s
D WantA

La variazione della quantita di moto di un punto materiale in un dato

intervallo di tempo e pari all'impulso della_forza applicata al punto materiale

neflo stesso intervallo di tempo. "

Questo risultato prende il nome di “Teorema dell’impulso” o forma integrale

della seconda legge di Newton.




Teorema dell'impulso

Abbiamo visto quindi due diverse formulazioni della seconda Iegge\di
Newton.

Forma differenziale (rappresenta la situazione del punto materiale in un dato
istante)

- dp ol ;)00
F=—
dt

Forma integrale (valuta I'effetto della forza sul sistema in un tempo finito)

—_> -

- /M AN
ﬁ—;'mut E—Q‘Q -=
F = dp 19” (m\]

e €
_> 7. 5@&%
1< AP ",



- Teorema dell'impulso

Riepilogando, il teorema dell’'impulso puo essere formulato come

=\ S
=V
J=p—po=24p P
Se la massa m e costante risulta inoltre
——
"———a\.l _> N
]=p_po=@‘U—v0) =@v ) e AT e

_ C‘aé%

Se, poi, la forza F e costante (in modulo, direzione e versol!),
I' e costa

]=det=Ft
0

-----

1
Av =— Ft
m



Teorema dell'impulso , vou s o piaye

Infine,se F = 0

t
J = j Fdt =0
0
mAv = 0 V wsTaute |

La velocita v non varia (in modulo, direzione e verso), quindi il punto
materiale e fermo oppure si muove di moto rettilineo uniforme.

Abbiamo ri- trovato in questo modo un’altra formulazione del principio di.
inerzia.

SE aom &le@oo %r?:g'wo Tepo, 14 W‘i/“i"'@“
NOV o La s velo) o,



Applicazione della seconda legge di Newton

Riprendiamo la formulazione della seconda legge di Newton in forma
differenziale:

.

dt

o F=ma M G TeudD

>

@ la risultante delle forze applicate al punto materiale.  Souua Vet A% T,
I

Se su un corpo agiscono piu forze la risultante e data dalla so vettoriale.



Risultante delle forze applicate

Esempio: su un punto materiale sono applicate quattro forze,

F, come mostrato in figura. Quale sara la sua accelerazione?
Calcoliamo la risultante delle forze (ricordando che si tratta di una
somma vettoriale!):

~>
(RS R | e e
F C) _ i=1 l rzf:ﬂz' W’d"‘”‘“
4 F> Per la seconda legge della dinamica, la risultante delle forze e pari
alla derivata della quantita di moto:
Fs dp
o dt
F, Se la massa e costante, la variazione della quantita di moto e pari
F, al prodotto della massa per I'accelerazione.
¢ R=ma
F3 a 'accelerazione del punto materiale sara quindi pari a
1
R\ a = % R



Risultante delle forze applicate, component;
cartesiane 3

La risultante delle forze applicate al punto
materiale si calcola come somma vettoriale delle
forze agenti sul punto:

n
) i=1

F .
4 F,
Se le forze sono espresse in coordinate cartesiane
P
F, rispetto a un Sistema di riferimento Oxyz,
possiamo calcolare le componenti cartesiane della
P
risultante come:
F»
F, n
R, = Fyi
i=1
n
\ e
R RZ - Z FZi
i=1



. Statica del punto materiale

->
52_ Q: O ‘ Y()= O
- Se la risultante deIIe forze applicate al punto materlale e nuIIa R = O e la sua
R =ma
L'accelerazione del punto materiale e nulla_
/ ‘ @ Cualdoo U.Q.QL
a = 0
e di conseguenza il punto rimane con veIOC|ta nullav(t) =0 j

(condizione di equilibrio statico).

Quindi, condizione necessaria affinché un punto materiale si trovi in condizioni

di equilibrio statico e che T
R=0
= LoD 2 Ve CESMAA
é»%{/w‘f»'(/ﬁo AT Lo = A= O
= S = O /
>



Statica del punto materiale

Condizione necessaria affinché un punto materiale si trovi in condizioni di equilibrio statico
R=0)
Graficamente, i vettori forza affiancati tra loro devono costituire una spezzata chiusa.




Statica del punto materiale

Condizione necessaria affinché un punto materiale si trovi in condizioni di
equilibrio statico e che

R=0
In componenti cartesiane:
n
0= z in
i=1
n
0=5" &,
i=1
0= z FZi
i=1



. . . — =
Applicazione del teorema dell'impulso  Z-4¢  woms
Fie - m( V V5 )
+ Consideriamo un punto materiale P di massa m che si muove inizialmente a velocita costante
@ in un certo istante urta contro una superficie disposta ortogonalmente al vettore v, rimbalza

e quindi ripercorre la traiettoria con velocita opposta —v. bf*om?r . 2@

Calcoliamo la variazione di quantita di moto durante l'urto. Supponendo che 'urto abbia una

durata At, calcoliamo il valore medio della forza con cui il punto colpisce la superficie.




Applicazione del teorema dell'impulso

< Quantita di moto iniziale
i po = mv i

Quantita di moto finale

Variazione quantita di moto
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Applicazione del teorema dell'impulso

.....

v =i
Ap = p; — po = —2mvi
Per il teorema dell'impulso risulta ~
J=Ap =p1 —po=—2mvi
Ma per definizione diimpulso abbiamo

]=jtht
0




Applicazione del teorema dell'impulso
At

Supponendo di considerare come istante iniziale un istante subito prima dell’urto e come

At
J =f Fdt = —2muvi
0




Applicazione del teorema dell'impulso

Ricordando come si valuta il valore medio di una funzione nel tempo, il valore medio della forza

nel tempo At vale 3 -
At
F,, :_1j Fdt ey o um |"ﬂ‘f0¢aﬂﬁa
At J,
Ricordando la definizione di impulso abbiamo quindi = \ 7~
F 1 2mv, Ffm’ ’;'2_’__”“__.0
m—Xt]———At l B:.Lup‘uenoﬁo At

F,, € la forza (media) che la superficie esercita sul punto materiale durante l'urto. Per il terzo
principio della dinamica, il punto materiale a sua volta esercitera sulla superficie una forza

A\

opposta-F,, . — 1a\)
—_—

AL




Moto circolare

Quali forze dobbiamo applicare ad un punto materiale affinché si muova di moto circolare?

In questo caso, il moto del punto materiale & noto, vogliamo determinare la forza necessaria
per realizzarlo, si tratta di un problema di dinamica inversa. ~oto ~L JoTo Mog,eva ellprre o Forte

Applichiamo il secondo principio della
dinamica nella forma




Moto circolare

F = ma

Nello studio della cinematica del moto circolare abbiamo visto che
I'accelerazione si compone di due termini:

a=a,+a,
La componente normale vale U
v? . >
Ay = Un = Rw?u, = —w?r | = 9y
Mentre la componente tangenziale vale ", "u,
dv o
_ Q 9
a, =—u, =
t = gp W € \ .
Avendo indicato con o) X

Qlawolare(rad/s) 4&’& § vl 'S

dow
— accelerazione angolare (rad/s?)

_ dw YGO\
o\ = JR—
7 L55




Moto circolare

Sostituendo nell’espressione del secondo principio della dinamica
otteniamo:

F=m(a, +a;,)

Possiamo scrivere quindi: Loyould Youp -2 poneld b @\@

61'1‘? _ ds
F=F,+F, z .
Viwe ol t
F, = -mw?r  4v. e
dw % r(t) un

F,=mR—u

t o dt t \ 9

0 X

F,, componente normale della forza, contribuisce alla variazione
della direzione della velocita e quindi a mantenere Il punto sulla
traiettoria circolare.

F; componente tangenziale della forza, contribuisce alla
variazione del modulo della velocita.

‘Fm ?Q\ Vo o e :J’)w)b odla aINce  fo wrare gl

/ 20, vako

Ve Ver gywa 0 Moddo Ll Yobo ufl”



Moto circolare

Nel caso di moto circolare unlfor_me €, - o0 .}“"j‘ _5[1,) 5.0
F=F, At
F, = —mw?r M5 Yo tals
&Z‘M"’" (o u Do u,
U Laleone
Esercizio proposto: lancio del martello
m = 7.27 kg
r(t
R = (116 + 0.74) m % e 0",
v=27m/s ) ) ¥

v

Supponendo v costante, qual e la forza a cui e sottoposto il
braccio dell’atleta subito prima del lancio?




* La forza peso

* Un corpo in caduta libera sulla terra cade
con accelerazione g avente
odulo pari a

bl g =9 81; <
- direzione verticale (verso il centro della

terra)

(discendente) —>



Moto circolare

LQ@ CobAue wo. @

dx g ,Sul c.ypo grce
e Coze
Per il secondo principio della dinamica su

corpo in caduta libera agisce una forza

___________ Fooms] 1

mg
- direzione verticale (verso il centro della
terra)
- verso diretto al centro della terra
(discendente)

Forza peso S0 Om

- modulo pari a




Massa e peso

Massa - Forza peso

Massa

- Scalare

- Simisura in kg

- E una proprieta’ del corpo
Peso

- Vettore

- Sidovrebbe misurare in(N
- Dipende dal corpo e da’g



Forze ql
INterazione con
superficie

plana
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Wm cefov

Forze di interazione (contatto) con superficie orizzontale

Abbiamo visto che un ¢orpo in caduta libera
e soggetto allaﬁ)_n/an(Melgra con
p = Mg accelerazione pari waolo. Invece,
un corpo appoggiato su una superficie piana
p — ma orizzontale non si muove. Quindi ha anche
accelerazione nulla, e per il secondo
principio della dinamica la risultante delle
forze agenti su di esso e nulla.
La superficie piana per effetto del contatto

con il corpo esercita una forza N tale che:
F,+N=0

ﬁ
Il

Q
Il

N=—F

p

Su UM L;DrLPG Sv UM

v e mewewwb

Ll we fegoroue \imweleQ

->

C

— > -5



Forze di interazione (contatto) con superficie orizzontale

Copfo el \,’.p- fiao et e Per il terzo principio della dinamica, il punto
o N2 ~Fp sl w"PD/ materiale esercitera a sua volta una forza

sulla superficie paria —N.
7 , ' L)M- /j') _—
3% pwpn o Lewp st Sl .

(o

» La forza N che la superficie esercita sul corpo
e necessaria affinché il corpo non penetri

1 all'interno della superficie. Se la superficie &
0 rwuny perfettamente liscia, la sua direzione e T
N —N quindi perpendicolare alla superficie stessa. |
Se la superficie e orizzontale, la forza che
M essa esercita (detta anche reazione) &
verticale.

F, =mg

SobErFicie  LASCA  Agrbive VN oL A e
/\)D(LMPCE/QL,'V} SJP. STesp



Piano inclinato




Forze di interazione (contatto) con superficie inclinata

VL Lo
« Abbiamo visto che la forza N che la superficie esercita

sul corpo e perpendicolare alla superficie stessa. o
e _e

Questo vale anche se la superf|C|e e inclinata. In“ oo

questo caso Ia forza N non sara ALertlcaIe L'angolo

su e[flae. Q M gop. otage Yol

Per il secondo principio della dinamica,
F, =mg > R=ma

Dove Caid. p190
1R_F,,+N . Fp+N:f‘*R
Dato che il moto si svolge parallelamente alla
superficie, a avra direzione parallela alla superficie e
quindi anche R sara parallela alla superficie.
Osservando la figura, vediamo che i vettori F, N ed
R costituiscono un triangolo rettangolo di cui F,, e
. I'ipotenusa e I'angolo tra F), ed N e pari
QJ%SQD Gor N o 0o vokop o all'inclinazione del piano.

Ao A Yoo
?\P » Uwuo\\ceeq 7 }ﬁ\dbd\m W\Q\ p Q (?lp Q\ (o0 ln\(_ﬁ{m L2 /douJ

Fp+N=R F

N R =ma



Forze di interazione (contatto) con superficie inclinata

Indicando con a I'angolo di inclinazione del piano, e

ricordando che il modulo della forza peso e F, = mg,

si verifica che:
[;V =mgcosa N pein fun (o=

R =mgsina
E quindi il punto materiale scivola lungo il piano
inclinato con accelerazione in modulo pari a a tale

R
che PR

ma = mg sina

quindi -
a=g sin a

A Hodudo




Forze di interazione (contatto) con superficie — vincolo unilaterale

N N
o-=.  ®
Se mvewo P"Wl;";“p\%
F,=m F W ) Lo
P g s fo  W=-¥
r%.\(-'iu“@/&

Si osserva che la forza di contatto ha solo carattere respingente, non puo “attrarre” |
corpi ma solo impedire che essi oltrepassino la superficie. Se il punto materiale € a
contatto con il soffitto, ad esempio, per evitare la caduta dovrebbe attrarre verso di
sé il punto, ma in un contatto semplice privo adesione questo non puo succedere e il
punto materiale, non trattenuto, cade.

Contatto con superficie liscia = vincolo unilaterale.



Forze di interazione con altri corpi - elementi flessibili

- Per poter trattenere un punto materiale al soffitto possiamo
utilizzare un filo o un cavo. Por o @mﬁo LodQp

Fili, cavi, funi, catene ecc. in meccanica sono chiamati elementi

flessibili imensionali.

Monodimensionali--> una dimensione prevalente rispetto alle altre

due

Flessibili --> quando non sono soggetti a forze, possono assumere Q
qualsiasi configurazione, inoltre possono applicare e resistere solo
forze di trazione (possono solo essere tesi). o cao fora o Trediow

&QQD%%@WTM




Corpo sospeso da un filo

4

Analizziamo un corpo sospeso al soffitto con un filo in condizioni statiche. Il
corpo e soggetto alla propria forza peso F,. Dato che il corpo non cade, la

risultante delle forze appllcate su di esso deve essere nulla, quindi il filo esercita

sul corpo una forza T tale che: el ae o

B9 1o éJ'\JiS“@\MM F,+T=0

T =-F,

T ,- Nveat g ﬁ%
4
6 W

F, =mg

v
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Corpo sospeso da un filo 4 wle 4" /> w1 i S0 RO

4 oW T 2per U lon g,
Per il terzo principio della dinamica, il corpo esercita sul
filo una forza —T. Sul filo agisce anche la reazione
applicata dal soffitto, che trattiene 'altro capo del filo- d
Anche il filo e in equilibrio, quindi la forza che il soffitto
esercita sul filo sara T./Applicando'di nuovo il terzo principio di
principio della dinamica, sul soffitto, per effetto del filo, azione/reazione
sara esercitata una forza —T = mg. Zpllollcilcato al sopporto

el 1o

P

—T
@,/]J)c& N UN‘(P

Principio di azione/reazione ‘gtz’o "(“53‘”
ed equilibrio filo LN —T



Corpo sospeso da un filo Cotvo Qo . Q,EQ @ Sesr

F, =mg

MNEE DEl Fico !

In condizioni dinamiche, il corpo sospeso puo avere
accelerazione diversa da zero e risulta

Se 5?.{65
1’8 :Fp+T=ma

Dato che il filo puo solo essere teso, la direzione della forza
T € comunque la stessa del filo.




H T TO
Forze di interazione con altri corpi - introduzione all’attrito

Contatto con superficie liscia oMt2er = Consideriamo un punto materiale appoggiato

At et su una superficie piana liscia (priva di attrito),
a cui e applicata una forza orizzontale F,
oltre che alla forza peso e alla reazione del

F,=mg piano. La risultante delle forze & data da:

F, F,+N+F;#0
Q La risultante e diretta orizzontalmente, risulta

infatti:

N N =-F,

e quindi per il secondo principio della
dinamica 'laccelerazione del punto materiale
e data da:

F; = ma



Forze di interazione con altri corpi - introduzione all’attrito
L2 SupPr  apL LsCrp

Forza di attrito — condizioni statiche @Wb w Fo oo i o wor L o e
'esperienza ci insegna che molto spesso, se la
superficie non e perfettamente liscia, anche
applicando una forza orizzontale F; ad un
punto materiale inizialmente ingﬁuite,
questo non inizia a muoversi.

* Questo significa che la risultante delle forze
continua a essere nulla anche dopo
I'applicazione della forza orizzontale, che e

F, possibile solo se la reazione vincolare S del

piano non e verticale, ma inclinata in modo

che risulti

s\ | F, [Fp+S+F =0\

Q\:- O S élb - O

. . =
— (oo \\hewipdec S pol W=
Ve M\ (B LlE

-~




Forze di interazione con altri corpi - introduzione all’attrito

: : L : -3
Forza di attrito — condizioni statiche on\ﬂ)q; T—g | HOkA

¢ yrveaza 19

voyR

s\ | Fp Fy+F +5=0




Forze di interazione con altri corpi - introduzione all’attrito

(2on- VAicalow
La forza S del piano in questo caso
non e verticale e si puo scomporre F,=mg
in due componenti N (verticale) ed A 0 anls
A (orizzontale), tali che F,
oA o .
Fe 5 o
Per 'eqquilibrio del punto F “t
materiale abbiamo visto che risulta pS
F,+S+F =0 S S=N+4

verticale, per I'equilibrio risulta che

A=—Ft1 —
N——F, F,+F,+S=0



Forze di interazione con altri corpi — modello dell’attrito di

Coulomb{statico)

Se il modulo dilF; (e quindi diA) aumenta oltre un certo limite,
il punto materiale inizia a scivolare orizzontalmente sul piano.
Quanto vale questo limite?

Secondo il modello di attrito proposto da Coulomb il punto
materiale rimane in equilibrio fintanto ch\ceo e S
A< ugN W%@Agﬁ/d
Il coefficiente us prende il nome di coefficiente di attrito statico
e dipende dalle caratteristiche delle superfici:

Materiali

Finitura superficiale

Presenza di contaminanti

Geometria delle superfici di contatto




Forze di interazione con altri corpi — modello dell’attrito di

Coulomb (statico)

A

Abbiamo introdotto ug coefficiente di attrito statico, tale che
A< usN

Possiamo riscrivere questa relazione come
A

NS#S

Ma osservando il triangolo rettangolo costituito dai vettori A, N
(cateti) ed S (ipotenusa) risulta anche

A
— = tan
N P
dove @ e I'langolo tra la forza § e la direzione normale
tan @ < U,
Affinché il punto materiale rimanga in equilibrio € necessario che
P = Qs

Essendo ¢, = arctan ug angolo di attrito statico.



S owwede A‘ioirwh«'Sm N{m

Piano inclinato con attrito, condizioni statiche “"'~7 *°"°"

Plav g (L LCUATO

Lo Feurez Consideriamo un punto materiale su un piano
sopLicrre inclinato con attrito. Se 'inclinazione del piano e

S=N+A4

piccola e l'attrito sufficiente, osserviamo che il
punto rimane in equilibrio sul piano. In queste
condizioni risulta chiaramente

[[S+F, _01 54 veiti oe

Possiamo anche in questo caso scomporre la forza
di contatto S nelle componenti normale N e
tangenziale A, cioe o ~y

- =N+D N o onfspent



Piano inclinato con attrito, condizioni statiche

S=N+A4

Richiamando u, il coefficiente di attrito statico definito in
precedenza, anche in questo caso risulta

A< ugN
Che possiamo riscrivere come

A
N < Us
ma osservando il triangolo rettangolo formato dai vettori §, N ed

A si vede facilmente che

At
— =tana
N n

la condizione imposta dal modello di attrito static di Coulomb puo
essere riscritta come
tana < u,
indicando quindi con ¢, = arctan y, I'angolo di attrito statico, si
conclude che il punto materiale rimane in equilibrio sul piano se
a < @

Cioe se l'inclinazione del piano € inferiore all’angolo di attrito. Se
questa condizione non e verificata, il punto scivola lungo il piano.

avre N
(\;}437'0 vl



Forze di interazione con altri corpi — modello dell’attrito di

Coulomb (dinamico)

Fp'l‘Ft‘l‘S:O

S=N+A4
F
A=—F, P
N=—F
N =
A

Analizziamo il caso dinamico. Consideriamo
un punto materiale su una superficie
orizzontale con attrito, soggetto a una forza
tangenziale F;. Abbiamo visto che in questo
caso la reazione del piano $ non e
orizzontale e pu0 essere scomposta in due
componenti A ed N. Il punto rimane in
equilibriose A < ugN

Se invece A > ugN il punto materiale inizia
a scivolare sulla superficie, non e piu in
condizioni statiche.



Forze di interazione con altri corpi — modello dell’attrito di

Coulomb (dinamico)

P

Se A > ugN il punto materiale inizia a scivolare
sulla superficie, avra quindi un’accelerazione
a + 0 diretta orizzontalmente.
Per il secondo principio della dinamica,
ricordiamo che

R =ma
quindi la risultante delle forze applicate al
punto materiale non e nulla

F,+F:+S=R

Ed ha direzione orizzontale (dato che
I'accelerazione a e orizzontale).



Forze di interazione con altri corpi — modello dell’attrito di
Coulomb (dinamico) Ay N

A In questo caso il modello di attrito di Coulomb introduce la
seguente relazione tra la componente normale e tangenziale
S N della forza di contatto
¢ 7 = | o
Essendo g il coefficiente di attrito dinamico. “{} ople B0 Sa A
La relazione precedente puo essere riscritta come Lotk ate )
A
N Ha {iawo poy
NN
A
I = tan @4

essendo|@, = arctan ugz angolo di attrito




Piano inclinato con attrito, condizioni dinamiche # b A%, - Py

1 pavo

o > \{’} =acta o,

In condizioni dinamiche, il punto

materiale scivola lungo il piano inclinato

con un’accelerazione a # 0. Per il

secondo principio della dinamica risulta
R=ma 479

Essendo R la risultante delle forze

R applicate al punto, cioe
F, + S flf
S In condizioni dlnamlche(;t O e ha
direzione parallela al piano.




Piano inclinato con attrito, condizioni dinamiche

Q In condizioni dinamiché R # 0 e ha direzione parallela al piano.
Possiamo anche in questo caso scomporre la forza di contatto
nella componente normale e parallela al piano

S=N+A
a Per il modello coulombiano dell’attrito risulta, come abbiamo
visto in precedenza
R A= pgN
A
F N - Ha
p S 1 N
4 t
S /¢ —_— = an(pd
N N

tan @ = g



Fr o0 A Pty

Piano inclinato con attrito, condizioni dinamiche
A AN Saove pfu’ A 1Dl A= N

Leaob\d]o-\g

gwrg. FP Osserviamo che la componente normale e pari a

¢ N=mgcosa
Sostituendo e sviluppando i calcoli si ottiene
* A=pusN = pusmgcosa
A
HMoDu L o < R=mgsina —us;mgcosa
L'accelerazione del punto materiale che scivola lungo
un pianoinclinatoe .= >

A Ta= gsina — ;g cos a
= (sina — g COS a) Qtwﬁw’ﬂ

W ow ¢mcldh

N Ricordiamo che | accelerazmne nel caso di supépflue
liscia era —___g §1_p,a in presenza di attrito
I"accelerazione diminuisce di u; gcos a
~ /U'J 95‘""“
Ny drsowk %‘% &b
Y, &3 §an O
W Fo Wy,
(A= e

o> ™



Piano inclinato con attrito, condizioni dinamiche

%
D

Analizziamo il caso in cui il punto materiale e lanciato sul
piano verso |'alto e si sta muovendo in salita.
Anche in questo caso risulta

A=uz;N

N =mgcosa

A= puyN = usmgcosa
Ma dobbiamo fare attenzione al verso di 4 che in questo
caso e verso il basso (I'attrito ostacola il moto quindi la
direzione della forza di attrito e sempre opposta-a-quella
del moto). Sostituendo e sviluppando i calcoli si ottiene

R =mgsina/+u;mg cosa
e l'accelerazione in questo caso e pari a
a=gsina + uz;gcosa
= g(sina + u, cosa)



Forza elastica - introduzione

)
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Forza elastica - introduzione

g
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Forza elastica: Sowsitc olostico

o [ n n ,P
S o /et ﬁ'jo
'\_,/( " e/ X

Un elemento elastico lineare che agisce in direzione x)e un sistema in
. . . — e
grado di applicare una forza pari a

E;:_kXi Co  anollhe_ m"l\ﬂ»‘t:a\

(legge di Hooke) N
— K= QW ODekEs Y_j# ) F, .
k costante di rigidezza dell’elemento elastico [k]=[F]/L 4
Nel SI si misura in N/m. k, < ki

Molti componenti meccanici hanno (almeno in prima
approssimazione) un comportamento che puo essere rappresentato
da questa legge.

Osserviamo che:

La direzione della forza e opposta allo spostamento.

Il modulo della forza e proporzionale allo spostamento.



- Forza elastica

Analizziamo la dinamica di un punto
materiale di massa m collegato a un
supporto fisso tramite una molla con
costante elastica k. Applicando la
seconda legge di Newton si ha: v«
ge » L F,=ma iy
Considerando la componente in b
direzione del moto x e ricordando la

O
relazione tra accelerazione e P 0
spostamento
d?x N - focie “°Otteniamo quindi la seguente equazione
m——-s = —KX SWE\QME HoTQ . diff igle ——————
dt2 _differenziale
. . . Seo (J)Q Y 2
Che possiamo rzlscrlvere come " T e d°x +£ =0
dx dt2 m
m—+kx=0 .
dt 5



Forza elastica

Otteniamo la seguente equazione
differenziale

d’x k

q2 + mx =0
Che abbiamo visto essere I'equazione
differenziale caratteristica-del-moto

armoni a cui soluzione é
x = A sin(wt + @)

ML) A_g,cu(wt-tn\{)

vl = Aw Gy (W'H'\f) @
ali)l = -pw" satwri d) WX

i’ﬁm bk O
d €%

>(=ﬁ8‘€u((.:3"54 *f)




Forza elastica

LU'equazione differenziale che abbiamo
trovato e:

d?x . k 0
—_ —_ x -
dt? m
Quella del moto armonico che abbiamo

visto nelle lezioni precedenti era
d?x

—+a)x—0‘> W
dt? W an

Hanno la stessa struttura qumdl anche
in questo caso

@ A sin(wt + +

Moto armonico con pulsazione

C o




Forza elastica
Rt o

Caratteristiche del moto:
« x(t) = Asin(wt + @)
s v(t) = Aw cos(wt + @)
« a(t) = —Aw? sin(wt + @)
Pulsazione

k
w= |—
m
Periodo
2T m
P2 F
0 k
Frequenza
1 w 1 [k "
= T 2w 2m.dm >

RIC 0 2° ondive | Seouo Xo o o o w0

/
A pl(
L’ampiezz@e la fas@- dipendono dalle
condizioni iniziali
x(0) = x,
v(0) = v,
Ad esempio se il punto parte da una configurazione
in cui la molla e” deformata, con velocita™ nulla
x(0) = x,
v(0)=0
Sostituendo nelle espressioni di x(t) e v(t) i valori
noti si ottengono due equazioni da cui possiamo
ricavare A e ¢
Xog = A sin()
0 = Awcos(p)
Risolvendo si ottiene

¢ =0
A=XO



Elementi flessibili (fili, funi, ecc.)

Per modellare elementi flessibili.
come fili, cavi, funi, catene, tendini,
ecc., in meccanica solitamente si
fanno le seguenti ipotesi. Gli
elementi flessibili sono:

@ Inestensibili (la_sua lunghezza

non varia) a
& ) Perfettamente flessibili (possono

applicare forze soltanto se sono &Wﬁw Totte sob
tesi) ol Tawsrore €
{ +) Massa t bil ot

assa trascurabile o




Elementi flessibili (fili, funi, ecc.)

Consideriamo un elemento flessibile
mantenuto teso grazie all’applicazione di
due forze di trazione F, ed Fg

Consideriamo due tratti infinitesimi di filo

all’inizio e alla fine.

Indichiamo con T la tensione della fune.

Nel tratto iniziale L% Loge A Mestow “'“-
F,+T=ma o (w00t (12

Ma abbiamo detto che la massa e

trascurabile, quindi:

Fa

A

v

A

Fa [
L

E‘A - _Tj I:A T

Analogamente nel tratto finale si ottiene ) 5 . g

Fp—T=0 PRGNS R

Risulta quindi mﬂ’é\i F,=-T
Fg=—-F,=T

La tensione nella fune é costante. . '
) Wl CJ'JJ‘ IJ.PEO

A

v



Elementi flessibili (fili, funi, ecc.) ..

« Gli elementi flessibili sono spesso avvolti
intorno a supporti rigidi, utilizzati per
variarne la direzione.

Questi elementi possono essere ad
esempio carrucole, pulegge, perni ecc.

Supponiamo che il supporto sia fisso e che
la fune possa scivolare senza attrito su di
esso.




Elementi flessibili (fili, funi, ecc.)

Analizziamo un tratto di fune infinitesimo lungo il

tratto in cui & a contatto con la carrucola.

Supponiamo che la carrucola sia circolare e che il

tratto infinitesimo sia un arco di circonferenza con

angolo al centro a. IndichiamoconT, eT, le

tensioni ai capi del tratto infinitesimo, con N la

reazione vincolare della carrucola.

Applichiamo la seconda legge di Newton al tratto

infinitesimo, considerando le componenti delle

forze in direzione tangente alla circonferenza

ma, = T, cos(a/2) — T, cos(a/2)

Dato che la massa é trascurabile
0=T,cos(a/2) — T, cos(a/2)

Da cui si ottiene

T,=T, =T

Il modulo della tensione non varia lungo l'arco di

contatto, cambia solo la direzione, che e tangente
alla carrucola.

0 Hodedo Ll Tamw'e@ 2 SToude e om Voua 2 U
Do TWWE. Se Su UMP CPMWLP ECC, (Litpoozt STANE &
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T, #T,
T, =T, Tol= Tyl =T T,
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Esempio #1, la macchina di Atwood
[/ /1L

Consideriamo due masse sospese tramite un’unica fune
ideale, che passa attraverso una carrucola di massa

trascurabile.
Determiniamo l'accelerazione delle due masse e la tensione

nella fune. -5 i
o T)
‘ a
a
A
A T

T mz-

ny Wzv



Esempio #1, la macchina di Atwood

[/
Applichiamo la seconda legge di Npghwton alle due masse &*60 ')
4) mia, = mpg _Q !
2 mya, = myg = T) ¢ b= o
Dato che la fune e inestensibile, risulta necessariamente che
a, = —a; = —a (M Modlo  Soro
Sostituendo otteniamo: g ;
mia=myg—T
—Mya@ =Myg — T > Totoo cp Teniawe ‘
Sottraendo membro a membro: A
(my; + my)a = (my —my,)g A I
Da cui ricaviamo I'acceleraz_laz_f T o 1o T My -
| a_m1+m2‘?__ ______________________ | Aac m, W "
Possiamo quindi dGermmare la tensione neIIa fune, che vale:
> 2mqm, g Y4 v W
mq +m,



T g -m mem)

wn, rime /—’q
= m}{]/'( M My -/("fm‘\”“"‘ S (L m e S =1
L

N, v 2 [, T2
Due punti materiali di massa mp ed m, rispettivamente sono collegati da

: : ) . . A2 .
un filo e vincolati a scorrere su una superficie priva di attrito. Al punto@e
applicata una forza F = Fi. Calcoliamo l'accelerazione dei due punti e la
tensione nel filo

Esempio #2

aQ 1!

Q

v




Esempio #2

Yo  rsu

o Applichiamo la seconda legge di Newton alle due masse 4y <

MmpQlp = F—T
mQaQ=T

Dato che il filo e inestensibile, risulta ... sw- .. Jo
ap = aQ =a



Esempio #2

Q P

mpa =F —T
moa =T
Sostituisco nell’equazione di moto
Sommando membro a membro ottengo +:co < diQetrovoT

(mp+mg)a=F moa =T
. . ) . .-’/d_ m
Da cui posso ricavare l'accelerazione | CO: Qg
F mp + mQ

\'U mp +m Q



Esempio #3

Analizziamo lo stesso problema supponendo che tra le superfici dei due
corpi e il piano sia presente attrito, caratterizzato da coefficienti di attrito
dinamico/iip ,uQ, rispettivamente (oo o (wovusald

RS B s

e, - - /"3 ©

Applichiamo di nuovo la seconda legge di Newton alle due masse,
considerando in questo caso le forze di attrito. Dato che la superficie e g X
orizzontale,@j‘: —upmpgie Fgao= —uomogi
Sl ng x
7 mpap =F —T — ppmpg
Dato che il filo € inestensibile, risulta
] aP = aQ = Qa



Esempio #3

Q P

» Sostituendo e sviluppando i calcoli si ottiene:
szpa =F—T —upmpg

é‘a”“w(_‘ moa =T — ugmepg
(mp + mQ)a = F — (,upmp + ,uQmQ)g

5
1
> a=(F—(upmp +pugmgy)g)
B mp + mg
dx s o o=
2 DED
Ricordiamo che senza attrito avevamo trovato
F

a =
mp+mQ



Esempio #4

Due punti materiali sono collegati da_.una fune

inestensibile che passa su una carrucola di massa

trascurabile, il primo e sospeso verticalmente, il secondo
scorre su una superficie orizzontale priva di attrito.
Determinare l'accelerazione dei due punti e la tensione
nella fune.




Esempio #4

Applichiamo la seconda legge di Newton ai due corpi,
considerando per il primo la componente in direzione

verticale e per il secondo quella in direzione orizzontale.

mia, =mqg —T
moa, =T — Fy
Dato che il folo e inestensibile, anche in questo caso
rusulta
a=a, =a
Sostituendo si ottiene
mia=myg —T
moa =T — F4
Sommando membro a membro:
(mi+my)a = myg
Da cui si ottiene
a =mqyg/(m;+m;)

Fy







Pendolo semplice

Consideriamo un punto materiale P di
massa m sospeso con un filo inestensibile di
lunghezza L fissato in un punto O.

Indichiamo con 9 I'angolo cheil filo forma
con la verticale in una generica
configurazione.

Dato che il filo e inestensibile ed e fissato in

0, il punto P si muove lungo un arco di
circonferenza di centro O e raggio L.

[



Pendolo semplice

Sul punto agiscono due forze:
La forza peso P = mg

La tensione del filo T

La risultante delle forze e quindi

R=P+TF

E applicando la seconda legge di Newton
risulta

ma = R

[



Pendolo semplice, posizione di equilibrio @ Sancre

VAN @?: J

Se il pendolo e nella configurazione in cui.il
filo e verticale ¥ = 0, P e T hanno la stessa ®
direzione, risulta quindi

9=0
R =0
P+TF=O TF
TF= — P



Pendolo semplice, posizione di equilibrio

9=m
T

Anche per 9 = m le due forze hanno la stessa direzione,

quindi Q

R =0
P
P‘l‘ TF=O
TF= — P

Ma in questo caso sulla fune per il principio di azione e

reazione sarebbe applicata una forza di compressione, che

non puo resistere. ®o
Questa configurazione non puo essere assunta dal pendolo

in_ condizioni statiche (a meno di sostituire la fune con un

elemento rigido, ad esempio un’asticella, in grado di

sostenere una forza di compressione).




Pendolo semplice, configurazione generica

Per una conﬁgurazmnegg‘nerlca del pendolo,
identificata dall'angolo 19_,' pplicando il secondo
principio della dinamica si ottiene ~$ O

Ricordiamo che l'accelerazione in un moto
bidimensionale generico puo essere scritta come

a= a;+a,
a; e la componente tangenziale, tangente all’arco
di circonferenza percorso dal punto materiale;
a, e la componente normale, diretta come il filo.

[

an
= P
/<“,)
a
)



Pendolo semplice, configurazione generica

Possiamo scomporre anche la
risultante delle forze R = P + T; O
nelle stesse direzioni:

R = R, +R,
Per cui possiamo scrivere

ma,
ma,,

R, Te

Ry ./\\ N
R




Pendolo semplice, configurazione generica

Osservando le relazioni geometriche tra i
vettori e sviluppando i calcoli si ottiene

]



Pendolo semplice, configurazione generica

Dato che latraiettoria del punto

materiale € un arco di Oo C)o
circonferenza, I'langolo U e legato
all’ascissa curvilinea dalla relazione 950
9 <0 L
s =160
Le direzioni normale e tangenziale
s<0

sono individuate dai versori u, eu..
Il verso di u; in particolare e
convenzionalmente definito
secondo la direzione in cui I'ascissa
curvilinea s aumenta, quindi verso
destra.




» Pendolo semplice, configurazione generica

- R=R,+R, O, o 9 >0
R _T _ / ¢ s =160
n=TF—mgcos? -
_ 9 <0 a, <0
R; = —mgsind - /0 9

/ a >0 L
R,

mat = /
/
ma, = R, :
u,
a;
ma, = Tr — mg cos v s<0
ma; = —mg sind
ar = —¢g sinﬁ\l
L-___/_____,____.__,



Pendolo semplice, equazione differenziale

Sostituendo nell’equazione di moto si

ma, = Trp —mg cos?v ottiene:
ma, = —mg sind d29 |
Ol \log(&O s oling ofle Pos (T LW = —gsind

» Consideriamo la componente tangenziale:
—_— . . . .
a, = —gsind ut] Equazione differenziale del pendolo}

Ricordiamo anche che 7, ds 5, risolvendola posso-determinare 'incognita

d?s ar 9(t)

a =——- Uz - A *

dt? &, = 2V
Echés = L8, siottiene: R e, La seconda equazione, in direzione normale

d?9 % - %\U“ V2

a, =L—u; m— =T —mgcosd
dt? L J
v? Puo essere utilizzata per calcolare la

a, = A Un tensione del filo.



Pendolo semplice, ipotesi delle piccole oscillazioni

Equazione differenziale del pendolo, non e facilmente risolvibile, dato che € non
lineare per la presenza del termine sin 9

Approssimazione delle piccole oscillazioni. Se le oscillazioni sono piccole (pochi gradi)
possiamo approssimare |sin 9 = 4. Sostituendo nell’equazione differenziale si ottiene

/'19"70 d219
— = —qg9
dt? Y -
Che possiamo riscrivere come: *?-»j {8 woy)o Tt
4% +d9=0 ws || 4
dt2 L= -

Equazione differenziale di un moto armonico ¥ = Asin(wt + ¢) con pulsazione

’ ‘“i/% J“:/&&wtf%t*ﬂ)



Pendolo semplice, ipotesi delle piccole oscillazioni

d_zﬁ _|_g19 =0 EQ/L T wote. fl}l—/ [,““DT“}
dt? L M Swo o
oAEL - Toguast <
Equazione differenziale di un moto armonico con pulsazione pax fo v ip

W =\/‘—Z] . .&7 %W'
L
La soluzione e

0

9 =@Jsin(a)t + @)

. — \i L s

7N r7 Vs A 31&; - A 3 ’

(99, @/dipendono dalle condizioni iniziali. w
dapo owve (o vale s,

Il periodo delle oscillazioni del pendolo (piccole oscillazioni) &

L
T =21 |—
g



Pendolo semplice, ipotesi delle piccole oscillazioni |
<o Noto MY ﬂ}/efﬂ | (o¢ Lo fomiovs ] 79/“(\ [ < quia
Sun= Les)
o Riassumendo, nell’ipotesi delle piccole oscillazioni, la rotazione del
pendolo varia nel tempo secondo la legge:
I(t) = 9y sin(wt + @) W= @
° ['ascissa curvilinea quindi e data da:

~ s(t) = LO(t) = LY, sin(wt + @)
* La velocita e pari a:
‘-'—__’--________-_-_*_‘—‘—-—_:
Topelpe oUnonde ds

s v=— = Ld t+
v=— wV, cos(wt + @)

E la velocita angolare: V= Lw T Je

e 0O = = wIy cos(wt + @)



Pendolo semplice, riepilogo sulle fasi del moto
V= 9y sin(wt + @)

Luo e M&ﬁ’“ﬂlww OQ’)@JW

-\\f:—p '2.?0’Q
T
(wt + @) =0 (wt + @) == (wt+@)=m (wt + @) =3/2n
9 =0 2 9 =0 9 = -9,
9 =9,
s=0 _ s=0 s =—LY,
s = LY, B
V=L(l)190 v=0 U——La)190 ’U:O
Do
Do
®— peeis — ®



Pendolo semplice, ipotesi delle piccole oscillazioni

19 =Yg sin(wt + @)

® Una volta determinato I'angolo di rotazione del pendolo
w = \E
L

I’ascissa curvilinea
e s = L9, sin(wt + @)

e la velocita
ds
o (v)=— = LwY, cos(wt + ¢)
dt
Ricordando che la risultante delle forze in direzione normale al moto e pari a:
. L
&M o uswesde oo melp ma, = TF —mg cos 9 qﬁ\,_ L
e che 'accelerazione normale e pari a: L
12
aAn, — 1—
" L
Possiamo calcolare la tensione del del filo:

2
Tr = mT + mg cos ¥
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- Momento polare

parte del corso relativa ai vettori.

Momento polare: si definisce momento di un vettore applicato@on punto di applicazione

A (A, a), rispetto ad un punto generico O, il vettore M(0) cosi definito:

M) = Ty, X a o= \Vasa) Sl = e
Il modulo del momento & [M(0) | = |rgal|a] sing dove ¢ & I'angolo formato dai vettori a e
T o4, direzione ortogonale al piano definito da rg4 ed a e verso definito secondo la regola della
mano destra.

Il modulo del momento M(0) indicato con |[M(0)| e pari all’area del parallelogramma
individuato dai vettori a e ry,4 , che puo essere espressa come’ |a|d

d = | r | sing indica il braccio o distanza di O dalla retta d’azione di a.




Momento polare

Questa definizione e le proprieta dei momenti che
abbiamo visto nelle lezioni scorse valgono per un
generico vettore applicato a.

Nello studio della meccanica ci interessano due casi
significativi

s Momento di una forza F

«/ Momento della quantita di moto p = mv



Momento di una forza jwiiro ~dicenie T waae
M\%'Cgm Al U ,‘\39‘."3:@1 Y
ol fo YoTomueeL W
(_‘_9«,(\7 QU (v aﬁl w  ame

Momento di una forza

Qs o« O\
o) =
EM(O) = r X F’l
r @
Modulo (M = r Fsing = Fd F
Essendo d = r sin ¢ il braccio del momento. AT,

Dimensioni [M] = [F]L

unita di misura nel SI:(Nm E
Direzione - perpendicolare al piano che contiene F ed r
Verso - con la regola della mano destra (come per il

prodotto vettoriale)



Momento di una forza

Se sul punto materiale agiscono piu forze

MO)=1rXF{+ 1rXFy,+ rxFs+ =
TX(F1+ F2-|— F3+°°')=’r)(R
Essendo I
R = (F 1+ Fy+ F3+-)

la risultante delle forze applicate in A.

Attenzione: questo risultato vale solo se le
forze sono applicate tutte nello stesso
punto!

)Ili_,..-—"



Momento della quantita di moto (momento angolare)
MSUAA b Teliee o um  CoLPs & YWotals

. . -\ o v ASfe
Dato un punto materiale A che si muove con velocita ge==mv, la sua

quantita di moto e definita come:
p = mv
Si definisce momento angolare o momento della quantita di moto del
punto A rispetto a un dato polo 0 il vettore
L=1rXp r

I momento angolare L € un vettore caratterizzato da:

Modulo L = muvr sin ¢

Dimensioni [L] = M[v]L = M L/T

Unita di misura nel SI = kg m?/s

Direzione perpendicolare al piano che contiene r e v
Verso definito con la regola della mano destra.



Teorema del momento angolare

Consideriamo la definizione di momento angolare appena vista:
L =rxmv

Deriviamo rispetto al tempo (assumiamo la massa costante per semplicita)

dL dr dv
=—XMmv + rxXm—
dt at dt
Osserviamo che
dr
— Xmv =vXmv =0
dt
(il prodotto vettoriale tra vettori paralleli & nullo).
dv
— =a
dt
Otteniamo quindi
dL
— =rXma

dt



Eeorema del momento angolarg

dL
— =rXma
dt
Ma per il secondo principio della dinamica
ma = F
dL F
— =1TX
dt
dL Iy
dt

Abbiamo dimostrato il teorema del momento angolare la_derivata rispetto al tempo
del momento della quantita di moto (mgma ento angolare) calcolata rispetto a un
generico polo O e pari al momento della forza risultante F applicata al punto materiale
rispetto ad O. g, s o




