Lezione 14— Dinamica del punto
materiale



fo)Lavoro di una forza

Consideriamo un punto materiale P di
massaim the si muove lungo una
traiettoria curvilinea, partendo dal punto 4
e arrivando al punto B, si@a risultante
delle forze agenti su diesso. -

Si definisce lavoro della forza F durante lo
spostamento del punto da 4 a B il risultato
della seguente operazione:

2y .
Stele N\ W =J Frods
A engoTO Stobsy
Il lavoro dipende dalla forza e dal percorso
del punto materiale in un determinato
intervallo.



Lavoro di una forza — lavoro infinitesimo

Analizziamo meglio I'integrale e consideriamo
uno spostamento infinitesima ds.

Sia |la forza che lo spostamento infinitesimo
sono due vettori. Si definisce il lavoro
infinitesimo:

dW = F -ds
Che per la definizione di prodotto scalare
risulta
EdW =F-ds = Fdscosﬁ}
L’angolo U & I'angolo che la forza F forma con
lo spostamento ds (e quindi con la tangente
alla traiettoria).



Lavoro di una forza — lavoro infinitesimo

A seconda del valore dell ango@ il lavoro infinitesimo puo essere p05|t|vo (se 0
<9 < —, cos v > 0), negativo (se— <9 <mcosY <0)onullo(sed =2 ,cosV

= 0) -

dW = F -ds = Fds cos ¥

B B °
F v, F\ 0
9 >/ :
R . ds A p ds A p S

daw >0 dw < 0 daw =0
a Voo . )
L@osmuo ) < 13& Cl j:imc ) <y e R pOLLo &=
>¢ Y * V=1,
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Lavoro di piu forze applicate nello stesso punto

Lavoro

F=F1+F2+"’+Fn

B
[W=j F -ds
A

=J (F1+F2+"'+Fn)'ds
A

—
o




Lavoro di piu forze applicate nello stesso punto

Supponiamo che sul punto materiale siano applicate piu forze, calcoliamo la
risultante F
—_—

-2
Rz F=F, +F, +-+F,
Il lavoro della risultante F e dato da:

B
W=J F -ds
A

Che possiamo sviluppare:
B

B B
.W=j(F1+F2+“'+Fn)‘ds=JFl‘dS‘I‘""l‘an'dS
A A A

=W1+W2++Wn

Otteniamo quindi che:
Il lavoro della risultante e pari alla somma dei lavori delle singole forze.




Lavoro, potenza, unita di misura

® Abbiamo definite il lavoro di una forza applicate a un punto che percorre una
traiettoria dal punto A al punto B come: L

[W Fjds L33 - Lomd

Si definisce la potenza come la derivata deI lavoro rispetto al tempo: Veloolle' com cn

)2 __
Analizziamo le unita di misura: T
* Lavoro: Q i l LW . [UWB

* Dimensioni: [W]=[F]JL N~

* Unita di misura nel sistema internazionali Nm -J (Joule)
Potenza

* Dimensioni [P] = [W]/T =[FIL/T =[F][V]
e Unita di misura (SI): Nm/s=J/s =W (Watt)




Lavoro, potenza, unita di misura

Analizziamo di nuovo la definizione di potenza, considerando uno
spostamento infinitesimo:
Abbiamo visto che
dW = F -ds
Sostituendo nell’espressione della potenza otteniamo

dw F -ds ds
P= — =F p—

— = F.
dt  dt dt v

Punto per punto, la potenza si ottiene calcolando il prodotto scalare tra
forza e velocita.



- Energia cinetica

s Energia cinetica. Consideriamo nuovamente il punto

materiale di massa m che si muove lungo una data
traiettoria. Indichiamo cori@la sua velocita in un
determinato istante e con v il modulo della velocita,
si definisce energia cinetica del punto materiale la
guantita:

A
Analisi dimensionale:

[E, ]=M(L/v)2=ML/v2L=M[a]L=[F]L=[W]

LU'energia cinetica ha le stesse dimensioni del lavoro.
Nel sistema internazionale, anche per I'energia
cinetica l'unita di misura € il J (Joule).

[Ek=_;m'721 @
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Lavoro ed energia cinetica #1

o Consideriamo nuovamente il lavoro di una forza lungo
un dato percorso. Punto per punto possiamo (oMPONE NTE . 1
scomporre la forza nella componente nor e jooorg 18 A \ B

) ) ) L gA LPUW —~)
tangenziale alla traiettoria: /o

[F=F +F,| A
Sostituendo nell’espressione del lavoro si ottiene:

B B
W=fF-ds=j (Fc+Fp,)-ds
A A

¢ Analizziamo il lavoro infinitesimo:
AW = F-ds = (F, + F,) -ds = F, - ds + F,, - ds \="A
Ma F,, - ds = 0 dato che per definizione F,, e ds
sono tra loro perpendicolari, risulta quindi o
dW =F,; -ds = F; ds
Essendo F; la componente (scalare) di F in direzione
tangenziale.

dW = F, ds > 0

' - %: Em#; S\ W= F5°&5
P pulle £ ; |




Lavoro ed energia cinetica #2

Abbiamo espresso il lavoro infinitesimo come:

| dW =F, ds_]
Dal secondo principio della dinamica, abbiamo visto che c B
— F =ma F,
Considerando solo le componenti di forza e A & F,
accelerazione in direzione tangenziale, risulta Japol® ’ \)P
dv LorpAERTE | TEROERIELE
Ft=mat=ma é%\{’_c Qf:é{i&
Ma dall’analisi ci atica abbiamo visto che la
componente tangenziale dell’accelerazione e data da
' dv -
T AW = Féstpm%&—“m“”
Sostituendo nell’espressione del lavoro infinitesimo si
ottiene:
dv ds

dW=Ftds=mEds=mjtdv=mvdv



Lavoro ed energia cinetica #3

Nella slide precedente, utilizzando la definizione di

lavoro, la scomposizi tore forza in direzione

normale e ta iale, il secondo principio della c
dinamica e la definizione-di-accelerazione F,
tangenziale, abbiamo espresso il lavoro infinitesimo A .~ F,
_ (—
come: p

dW = mvdv wreeno A2 D

Consideriamo adesso uno spostamento finito, dal
punto(A é] punto B e calcoliamo il lavoro, utilizzando i W W = Exp — Exa
risultati appena trovati Vo
Wp VB 1
W = dW=f mvdv=—2mv2
Wa VA
=1mvlz?_lmv£=EkB_EkA 2| Ve
2 2 7:> \)\/ = L m N \
AO Q v

VB RO\\N - Nn r'\).r:,-\\J

vy Wﬁ“ N



—> W= K&, = Eu, - Eca

UZ-— &I(b

Lavoro ed energia cinetica #4

Abbiamo dimostrato quindi che
W = Exp — Exa

Il lavoro della risultante delle forze applicate a un

punto materiale nel percorso dal punto A al punto A

| _B e parialla variazione dell’energia cinetica. ,m,Q(uJZ&

(Teorema dell’energia cinetica).

N dove Bz Ly
L

Questo risultato ci permette di analizzare la
dinamica di un sistema considerando che cosa
succede nel passaggio da una configurazione A a
una configurazione B.
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Lavoro della forza peso #1

Calcoliamo il lavoro della forza peso applicata a un
corpo che passa dalla posizione A alla posizione B

->
B Vo= mg
W=fAFp-ds
= - gLl om ) e ten o
F,=mg -> me %«‘“’aei’: s b

B rd
o W=j mg - ds’
A

Prendiamo un Sistema di riferimento con asse z

verticale ascendente X
g a\d 2

ds = dxi + dyj + dzk *" 4;

-> —2

g =—gk



Lavoro della forza peso #2

B /
W = Jr —mgk - (dxi + dyj + dzk) = Al
(v
= J —mgdz = —mg(zp — 24)
“ W (25- 24
S - /M - A
Si osserva che: 74P 0 @
(®) Il lavoro dipende soltanto dalla F

posizione iniziale e finale del punto @/=¢ Pj’o |
materiale e non dal percorso seguito. @fiﬂ M

* |l lavoro dipende solo dalla quota (Ktnole <
verticale del punto iniziale e finale (in oo <
questo caso indicata con z) Awon L oo




Lavoro della forza peso #3

W= —mgles ) | A B

Si osserva anche che:
@ Se la quota del punto materiale
diminuisce tra il punto di partenza e
quello di arrivo (cioé se il punto O
scende verso il basso) il lavoro della
forza peso e positivo. O
@ Se la quota del punto materiale
aumenta tra il punto di partenza e B
qguello di arrivo (cioe se il punto sale
verso |'alto) il lavoro della forza peso

e negativo. W = —mg(zg — z4) > 0 w

—mg(zg — 24) <0




Lavoro della forza peso #4, energia potenziale
Elp(7): ﬂ’ngz W I \{51}"2 = 3 P
51

Definiamo una funzione Potasole Tor

J:Ep (z) = mgzj for A

Ehe chiamiamo energia potenziale della forza peso.’l

Il lavoro della forza peso nel passaggio dal punto A
al punto B e pari a:

W, =—-mg(zg — zy) = — (Ep(ZB) — Ep(ZA)) ®
= —AE F
- W = 'A&p
Il lavoro della forza peso tra A e opposto alla B

variazione di energia potenziale tra A e B.



Lavoro ed energia cinetica - esempio

Come possiamo utilizzare i risultati appena visti per I'analisi della dinamica del punto

materiale? S0 Lo quupua e ¢ Soluons

ﬂhﬁ?fl“ul" A" A Cs,

Un esempio:

-----

massima altezza raggiunta?
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Lavoro ed energia cinetica - esemplo {8

Possiamo analizzare il moto applicando la seconda legge di Newton, calcolando
'accelerazione e tramite integrazione calcolare la velocita e lo spostamento:  £+3o 3

v(t) = vy — gt

1
y(&) = vot — gt?

Nel punto in cui si raggiunge la quota piu alta la velocita si annulla
0=vy—gty

Da cui ricaviamo
. UO

g
Sostituendo nell’espressione dello spostamento troviamo

2
1 12

= Voty —= gty =
Ym = Volm ZQM 24

tM=



Lavoro ed energia cinetica - esempio

Analizziamo il problema con considerazioni sul lavoro e la variazione di energia cinetica.
Energia cinetica iniziale:

1 2
Eyo = - Mo
Energia cinetica finale (quando raggiungo la massima altezza la velocita si annulla):

Ekf=0

Variazione di energia cinetica dall’istante iniziale all’istante in cui il punto raggiunge la
massima altezza

1
AEk = Ekf — EkO = —_2 mvg
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Lavoro ed energia cinetica - esempio

Lavoro della forza peso durante il volo S (vibuoesd Lo Nl
Loy, (ol

yMm
W = f —mgdy = —mg(yy — yo) ==mgyy
0
Dato che per il teorema dell’energia cinetica risulta
T w=aE |
Sostituendo i valori calcolati in precedenza si ottiene
1

~Mgym = # MV

Da cui possiamo ricavare



Lavoro di una forza costante #1

o Supponiamo che sul punto materiale agisca una forza —
EFC costante in modulo, direzione e versojSupponiamo z o oab?
per semplicita che la sua direzione sia parallela all’asse A
X e il suo verso sia opposto:
F,.=—Fi

Calcoliamo il lavoro in corrispondenza dal passaggio
dal punto A al punto-B lungo una traiettoria generica:

B )
W = f F.-ds F. <
A
Sostituendo l'espressione della forza e esprimendo lo
spostamento infinitesimo ds come: y

ds = dxi + dyj + dzk
Si ottiene...



Lavoro di una forza costante #2

d;>_—, efxrrﬂ{%'é'\ﬁelz;

B cohep-
° W=f —Fi- (dxi + dyj + dzk) =
A

=fxB—Fdx=—F(xB—xA) = W

XA

Anche in questo caso il lavoro dipende solo dalla
posizione iniziale e finale e non dal percorso. Possiamo O

definire una funzione (energia potenziale per la forza Fe
costante diretta come I'asse x)
E,(x) = Fx B
Tale che:
W =—F(xgp —x4) == — (Ep(xB) — Ep(xA)) = —AE, . )
_ @) = ¥ &)
\7\/ - - AE\DQ# £‘P 7“) -
F(.. = —\F(,.

- PAsde 4 Foula
6W oﬁ’/}n&m @77 (_o;m



Lavoro di una forza costante #3

Se il verso della forza E - € concorde A
con lI'asse x si ha:
assexsit

B
W=f F.-ds
A Q F,
F.=Fi
B
W=f Fi-ds
A

ds = dxi + dyj + dzk



Lavoro di una forza costante #4
Se ¢ - FC
W=fBFi-(dxi+dyj+dzk)=

XA A

= Fdx = F(xg — x4)

2

Anche in questo caso possiamo definire una funzione

energia potenziale, che in questo caso vale: 3
— W= — Aéﬂp
Tale che

W =F(xp—2x4) ==— (Ep(xB) - Ep(xA)) = —AE),



%Vﬁe\ (oM Senediu CR
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- Lavoro di una forza elastlca g1
Consideriamo un elemento elastico

ideale allineato c@sceghamo W
I'origine del sistema diriferimento ?-Q s olx
nella posizione mdeformata L

dell’elemento, la var|a2|one di
lunghezza sara quindi:
— R |
F, = —kxi |

» X = l — lO
E la forza elastica:

(@
>

Calcoliamo il lavoro della forza elastica
nel passaggio dalla posizione A (ascissa
x,4) alla posizione B (ascissa xp).



| anoo Fovia elnhice < AP
Y (%)

Lavoro di una forza elastica #2

Lo

Calcoliamo il lavoro: _, A
Bz “r ¢

. A A A
j}'):' d}c‘_%a *d%k

B XB
W=fFe-ds=f —kxdx
A

XA
XB 1 XB
= —kf xdx = - kx> | ;
XA X4 | 0 O -
k 5 5 (@) B
= _E(xB —x) %
2 2 @;ww e V2 MI'CQ_
\Xib - "..-k—‘— [XQ) - >L1£\ 3
29 d :
ke M
E‘F(%) ‘--'-_;.:J\‘(-')'(~ W (d‘r Yo you _QM['CG

"") \XJP(_;) = — A E‘pplg,



Lavoro di una forza elastica
lo

@ Anche in questo caso il lavoro
dipende solo dalle configurazioni
iniziale e finale e non dal percorso. [
Possiamo definire una funzione
energia potenziale della forza
elastica come:

-

1
[Ep(x) =§kx21 I

Ottenendo:

g W = —(Ep(xp) — Ep(x,))
= _AE,

> O



Lavoro ed energia potenziale

Nei casi analizzati finora abbiamo visto che il lavoro dipende solo dalla

configurazione iniziale-e finale e non dal percorso e abbiamo definito una
funzione della posizione energia potenziale tale che:

i)

Questo risultato vale sempre, per qualsiasi forza?

Abbiamo verificato che vale per

* Forzapeso Ep@)-Mg2Z Z er E.=Fx FL-v. = TqFr
» Forza costante e =TT P
Z E,(::Cﬂ

* Forzaelastica | k x
..-> ~ 2}
_— Fe, = =kxe

Analizziamo un altro esempio — forza di attrito

e




lon forte om L ouddla  digpyolis.

- Lavoro della forza di attrito #1

N
La forza di attrito dinamico ha modulo pari a A= )@/O 'X
upN, essendo N la componente della reazione

vincolare perpendicolare alla traiettoria e up il
coefficiente di attrito dinamico. La direzione della

forza di attrito e tangente alla traiettoria, il verso
opposto-alla-velocita. Possiamo quindi scrivere la

forza di attrito come: N
uv
A= —ﬂDNuv A 1/
Essendo u,, il versore che identifica la direzione v
della velocita (&€ uguale al versore tangente alla A i

traiettoria u; se il punto percorre la traiettoria in
senso concorde con l'ascissa curvilinea).



Lavoro della forza di attrito #2

Se conosco la velocita lo posso scrivere come:

v
u, = —
LY

Calcoliamoiil lavorotra Ae B

B B
W = f A-ds == j —upNw, - ds
A A

Si osserva che u,, - ds = ds quindi risulta N

B
W = f —upNds A n
A
Per risolvere questo integrale dobbiamo /O/)

conoscere il percorso effettivo. A



Lavoro della forza di attrito #3

Abbiamo verificato quindi che il lavoro della forza di
attrito:

A=—-upNu,
D\Pe D 2/

7 B (orcons = Ue @’ o %,
W = f —upNds A4S ol
2

Dipende dal percorso, quindi se definisco tre diversi
percgorsi, 1, 2 e 3 per andare da A a B, ottengo tre
valari diversi di lavoro:

Wy + W, = W; :
)%0— ‘10 O‘eﬁ {\fuf @VWI Qa 21 STANLA svu N A
(o 0@'ia forye &£ @V

0 M\ g, TLem Lpuono



Lavoro ed energia potenziale

Torniamo alla domanda delle slide precedente, la relazione tra lavoro ed energia
potenziale

W —_ —AEP

Vale sempre?
Risposta: NO

Abbiamo verificato che vale per
* Forza peso

* Forza costante

* Forza elastica

Ma non vale per la forza di attrito.



> Forze conservative

Definizioni:
ey
v&B‘B‘D ¢ Mg da MNW[NHQM
@ Una forza si diceE:onservativajse per essa il lavoro dipende solo dalla posizione
iniziale e finale e non dal percorso. 5
E\OC F)

{s) Per le forze conservative & possibile definire 'energia potenziale, una grandezza
scalare Ep (1) funzione solo della posizione (identificata nel caso generale dal
vettore r definito rispetto a un-date-sistema-di-riferimento) tale che

W = —AEp

* Una forza in cui il lavoro dipende dalla posizione iniziale e finale, ma anche dal
percorso (ad esempio la forza di attrito) si dice non conservativa.



Forze conservative e non conservative

Riassumendo, abbiamo definito il lavoro di una forza
applicata a un punto materiale che passa dalla
posizione A alla posizione B come:

F

B
W=f Fods
A

se la forza F e conservativa il lavoro dipende solo
dalla posizione iniziale e finale ma non dal percorso A

W1=W2=W3

Se la forza F non e conservativa il lavoro dipende
anche_dal percorso quindi:

W, + W, = W;j



Lavoro, percorso diretto e inverso

Consideriamo un percorso tra due punti A e B.
lavoro per andare da A a B (percorso diretto) vale:

B
Wd = J F -ds
A F
Il lavoro per passare da B ad A (percorso inverso)
vale:
y A
Wi = j F - ds F
B
Se percorriamo lo stesso percorso in senso inverso,
sia che nel caso di forza conservativa che non A
conservativa risulta
_ [quow Csaconso _ — Lpu. Peacors
Wi = Wd 1IN0 L L

¥ \AETTO



Lavoro, percorso chiuso

Calcoliamo il lavoro di una forza applicata a un
punto che percorre un percorso chiuso

v frea

Possiamo definire due punti arbitrari sul Ae B
percorso e dividere il percorso in due tratti | e |l.

W=fF-ds=LB(F-dS)J\I+f:(F'dS)u
|

ﬁg/«.&o o |




Lavoro, percorso chiuso

Se la forza e conservativa il lavoro e L A VOO Q ’
indipendente dal percorso e quindi

B A
W = fF ds=| (F- ds),+j (F -ds)y
ACQ gb’{)!},ﬂ =0
_(EP (TB) — EP(FA)) (EP(rA) — Ep (T'B))
=0

Se invece la forza @ non conservativa

W=fF-ds==LB(F-ds),+j:(F-ds),,

B B
=J (F'dS)I@L(F'dS)”:/:O
A 42



Lavoro, percorso chiuso

Se la forza e conservativa, per qualunque
percorso chiuso risulta

W=3€F-ds=0

Questa e un’altra definizione di forza
conservativa.




- Energia potenziale

Energia potenziale

* Perle forze conservative e possibile definire I’energia potenziale, una

__g/rza/rlgezza_scaLareunzione solo della posizione (identificata nel caso
generale dal vettore r definito rispetto a un dato sistema di riferimento) tale

che -
W = —AEp \
Per un percorso dal punto A al punto B abbiamo

AEp = Ep(rg) — Ep(1y) j

Ep (1) € una funzione della posizione che dipende dal tipo di forza




Energia potenziale

Ep (1) e una funzione della posizione che dipende dal tipo di forza.

b

Per la forza pesof,: *(‘“8;

bgo ¥ Ep(r) = Ep(z) = mgz
Per una forza elastica che agisce lungo la direzione x ; Lo
-~ = =X C
L
Ep(r) = Ep(x) = kx

Ecc.



Se b Sisrens DI UF
Energia potenziale Cp(F) ctin o
A ef Cruowe Lo STae
Osserviamo che la posizione 1 € espressa rispetto a un dato sistema di
riferimento, se cambia il sistema di riferimento cambiano i valori di Ep(r) nei
singoli punti, ma non la variazione. Per la forza peso ad esempio -

z Ep(z4) = mgz,
B Ep(zg) = mgzp
O Zg ° B
h AEp = Ep(zp)
h — Ep(z4)=mgh
A A L~ 2 L-¢a
v X Zp o A

Ep(z4) =mgzy =0
Ep(zg) = mgzg = mgh X
AEp = Ep(zg) — Ep(24)=mgh



Energia potenziale

La posizione r e espressa rispetto a un dato sistema di riferimento, se cambia il
sistema di riferimento cambiano i valori di Ep(r) nei singoli punti, ma non la

variazione. €P q’j\j 4 p CF\

In altri termini, se cambia il sistema di riferimento e la posizione e espressa dal

vettore r’, Ep(r") cambia rispetto a Ep ( ) di un valore costante che dipende
dalla posizione relativa del nuovo sistema)di riferimento rispetto al primo.

Quando utilizzo I'energia potenziale per il calcolo del lavoro di una forza
conservativa, ne_considero la variazione (= differenza tra il valore finale e
iniziale) e quindi il termine costante si elimina.




Energia potenziale

Per le forze conservative il lavoro e” dato da
W = —AEP

« SelAEp > 0, W < 0 = quando la variazione di energia potenziale e positiva,
il lavoro e’ negativo: devo "spendere” lavoro per aumentare |'energia
potenziale.

« SeAEp < 0,W > 0-> quando la variazione di energia potenziale e’ negativa,
il lavoro e’ positivo: posso “sfruttare” la diminuzione di energia potenziale

per ottenere lavoro (che posso utilizzare ad esempio per azionare una
macchina...)



Energia cinetica e potenziale

Abbiamo visto che il lavoro delle forze applicate su un punto materiale € pari alla
variazione di energia cinetica vV . A foia who _
: % w: AEL

| W=2E, |

Ricordiamo che I'energia cinetica per un punto materiale e definita come L - L/mv
1 L
Ek =— mV

Se sul punto materiale agisconolsolo forze conservative |I IaVoro e opposto alla
variazione di energia potenzia .
W = —AEp = —(EPB EPA)

w=-Aép

Quindi

\> = AE, = —AEp

Esplicitando le variazioni tra il punto A e il punto B di energia cinetica e potenziale:
Exp — Exa = —(Epg — Epy)



Energia meccanica e 20 g O QS
olo @ LON LW N

Lavoro, energia cinetica ed energia potenziale L,/
@ AEk = —AEP
Exp — Exa = —(Epgp — Epa)
Exp + Epp = Epg + Egq

Se sul punto materiale agiscono solo forze conservative la quantita

Rimane costante (si conserva). Definiamo

Em=Ek+Ep /

Energia meccanica del sistema



Energia meccanica

Energia meccanica del sistema (@ ((pr (8- S Lot <

- —
// _H_h"“--u_____h

i . Emaz Emg
Em=Ek+Ep //’J -E ] E
— [:Lua feppa T Fun' SPe

Se su un punto materiale agiscono solo forze conservative I'energia meccanica si

e T e o e e v e e P e e e e et

conserva (principio di conservazione dell’energia meccanica)
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Capitolo 6 — lavoro, potenza, energia cinetica
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Forze conservative e non conservative

Se nel punto materiale agiscono sia forze conservative che non conservative il lavoro compiuto dalla
risultante delle forze nel passaggio del punto materiale dalla posizione A alla posizione B pud essere
scomposto in due parti

W =W, + W,

Essendo W, il lavoro delle forze conservative e W,,. quello delle forze non conservative. Abbiamo visto che
per le forze conservative risulta

Per il teorema dell’energia cinetica abbiamo visto che

W = AE,
Sostituendo l'espressione del lavoro otteniamo
W.+ W,. = AE;
—AE, + W, = AEy

AEy + AE, = Wy,
Ricordando la definizione di energia meccanica si ottiene: /

AE,, = W,
In presenza di forze non conservative I'energia meccanica non si conserva e la sua variazione e pari al lavoro
delle forze non conservative.

Se s v solo P oomS.
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Forze conservative e non conservative

Tra le forze non conservative abbiamo visto in particolare guelle devute-all’attrito, che sono
anche dissipative. Per le forze dissipative risulta

W <0 Yonrg oissiper W, £ ©

Intuitivamente, le forze di attrito si_.oppongono al moto e quindi compiono lavoro negativo, dato
che boida St Jrope oL poTO
FdiSS * dS < 0
Fasg - 48 S O

Se su un punto materiale agiscono forze non conservative di tipo dissipativo
AE,, = W,. <0 V>t/z2

LUenergia meccanica diminuisce durante il moto.

> Bems Whe < O,
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Esempio #1

Consideriamo un punto materiale P che puo
muoversi lungo una direzione x, inizialmente in
guiete nella configurazione che coincide con

I'origine del sistema di riferimento. In un generico
istante si applica una forza costante F = Fi. ll punto
e collegato a una molla con costante elastica k
fissata nell’altro estremo. La molla & a riposo quando
x = 0. Calcoliamo la velocita del punto materiale in
funzione dello spostamento x e il valore di x per il
guale la velocita si annulla.

0. . S
N —
e el 1l11kee

N

'energia cinetica del sistema é:

E, =— mv?
k va

Mentre I'energia potenziale &
Ey, = Epe + Epe
Dove E,,, € I'energia potenziale della forza elastica, data da:

1 2
Epe =—2 kx
E E,c € 'energia potenziale della forza costante, che e data da
E,c = —Fx

Dato che nel sistema agiscono solo forze conservative,
I’energia meccanica si conserva, quindi
En = Ex + E, = costante

Nella configurazione iniziale, che indichiamo con il pedice ,
(dato che x(0) = 0) risulta

Epo=0
Dato che inoltre il punto e inizialmente in quiete risulta vy =
0 e quindi

Eyo=0



Esempio #1

Risulta quindi
Emmo =0
Dato che I'energia meccanica si conserva,

in tutte le configurazioni, quindi

L w2 F +1k2—0
va X ZX—

Da questa relazione possiamo ricavare v(x):

1
—mvi=Fx——=kx?=0
va X 5 X

5 2 1
% =—x<F——kx)
m 2

2 1
v = —x(F——kx)
m 2

Calcoliamo per quali valori di x la velocita si annulla

2 (F—ti) = o
x( . x)‘

m
Da cui otteniamo
x=0
2F
=%

Consideriamo la seconda soluzione, si tratta di una posizione
di equilibrio? Calcoliamo la risultante delle forze in questa
configurazione (consideriamo la componente in direzione x)
2F
R=F—-kx=F—-—k-—=—-F %0
k
.. 2F . . . el
La posizione x = —. on e una posizione di equilibrio: in

guella posizione risulta v = 0 ma l'accelerazione vale:

R F
aQa=— = ——
m m



Esempio #2

Consideriamo un punto materiale P che si muove

lungo una superficie costituita da

* Un primo tratto AB lineare inclinato di un angolo
0 rispetto all’'orizzontale.

* Un tratto orizzontale BC orizzontale.

* Un terzo tratto CD, inclinato rispetto
all'orizzontale di un angolo ¢.

| tre tratti sono privi di attrito. Supponiamo di

posizionare il punto materiale nella posizione A, ad

un’altezza h dal tratto orizzontale, con velocita

iniziale nulla, e lasciarlo scivolare lungo il piano.

Determiniamo il punto di arrivo.

Il punto materiale & soggetto alla forza peso e alla
reazione del piano, che in assenza di attrito e
perpendicolare al piano stesso. Nei tre tratti
considerati quindi si ha una configurazione come
qguella riportata in figura.

In tutti e tre i casi, la forza e perpendicolare allo
spostamento, quindi

N-ds=0
La forza N non compie lavoro.
Per quanto riguarda la forza peso, abbiamo visto che
e conservativa.



Esempio #2

Prendiamo un sistema di riferimento con origine alla
guota del tratto BC.
Nel tratto AB I'energia potenziale vale
Epa = mgh

Eyg =0
Mentre I'energia cinetica vale (ricordiamo che il
punto parte da A con velocita nulla)

Exs=0

1

Exp = 5 muvg

Nel tratto AB agiscono solo forze conservative,
quindi I'energia meccanica si conserva.

EpA + EkA == EpB + EkB
Sostituendo otteniamo

1 5
mgh = > muvg

vgp =./2gh

Da cui ricaviamo

Nel tratto BC I'energia potenziale vale

EpB == EPC - 0
Mentre I'energia cinetica vale
1 2
Exp = mvp
2
1 2
Exc = 5 MYc

Anche nel tratto BC agiscono solo forze conservative,
quindi I'energia meccanica si conserva.

EpB + EkB = Epc + EkC
Sostituendo otteniamo

1 1
—mv3 ==muvg

2 B2
Da cui ricaviamo

Ve = vp =./2gh
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Nel tratto CD I'energia potenziale vale
EpC - O
E,p = mgh'

Mentre I'energia cinetica vale (ricordiamo che alla massima

altezza h' la velocita & nulla

L
Ekc =5 Mbc
EpD == O

Anche nel tratto CD agiscono solo forze conservative,
guindi I'energia meccanica si conserva.

Epc + EkC == EpD + EkD
Sostituendo otteniamo

1 2 I
S mye = mgh
Da cui ricaviamo

In assenza di attrito, se il punto parte con velocita nulla
raggiungera, sul tratto CD, la stessa altezza da cui € partito
nel tratto AB.

E se il punto fosse partito da A con velocita v, # 07

Nel tratto AB I'energia potenziale vale ancora
Epa = mgh
EpB - 0
Mentre I'energia cinetica vale in questo caso

1 2
Eyqg == mvy

2

1

Exp =7 mvg
Nel tratto AB agiscono solo forze conservative,
qguindi I'energia meccanica si conserva.
EpA + EkA = EpB + EkB
Sostituendo otteniamo
1 1

mgh +Emvj :Emvé

Da cui ricaviamo

Vg = ,2gh+vj



Esempio #2

Nel tratto BC I'energia potenziale vale ancora

EpB = Epc - 0
Mentre I'energia cinetica vale
1 2
Exp = mvj
2
1 2
Exc = 5 MYc

Anche nel tratto BC agiscono solo forze conservative,
guindi I'energia meccanica si conserva.

EpB + EkB = Epc + EkC
Sostituendo otteniamo

—1mv2:}mv2
2 BT e
Da cui ricaviamo

Ve = Vg = ,2gh+vﬁ

Nel tratto CD I'energia potenziale vale
EpC - 0
E,p = mgh’

Mentre I'energia cinetica vale (ricordiamo che alla

massima altezza h’ la velocita & nulla

E = —1 2
mv
kC 2 C

EpD:()

Anche nel tratto CD agiscono solo forze
conservative, quindi 'energia meccanica si conserva.
EpC + EkC == EpD + EkD

Sostituendo otteniamo

1 5 .
S M = mgh
Da cui ricaviamo
|
B =S = — (2gh+v2) =h+
29 2g 4

vi

29



Esempio #3

Un punto materiale di massa m scorre su una
superficie orizzontale liscia (priva di attrito) ed e
collegato all’estremita libera di una molla con
costante elastica k, fissata nell’altra estremita ad un
punto O. Alla massa viene applicata una forza per un
breve istante, con impulso J, parallelo all’asse x
lungo cui si deforma la molla. Di quanto si comprime
la molla?

Applichiamo il teorema dell'impulso

J=Ap
Il punto materiale era inizialmente fermo prima
dell’impulso, per cui la variazione della quantita di
moto € pari a

Ap = mvy — 0 = mv,

Da cui otteniamo facilmente
vo =J/m

Durante l'applicazione dell’impulso si ha una
variazione finita della quantita di moto che porta la
sua velocita da 0 a v. La velocita vy ha la stessa
direzione e lo stesso verso di J. Dopo I'impulso, il
punto si muove sotto l'azione della forza elastica,
che e conservativa. L'energia meccanica si conserva.

Indichiamo con 0 la configurazione iniziale,
immediatamente dopo I'impulso, e con 1 quella
immediatamente dopo I'impulso.

Analizziamo l'energia cinetica e potenziale nelle due
configurazioni



Esempio #3

Configurazione 0 (la molla non e deformata el
punto si sta muovendo alla velocita v)

Configurazione 1 (la molla ha la massima
compressione x; e il punto ha velocita nulla, dato
che il moto si sta invertendo)
Ey,i =0
1

Epy =7 kxi
pl le

Dato che I'energia meccanica si conserva in presenza
di forze conservative, risulta

EkO + EpO = Ekl + Epl
Sostituendo le espressioni trovate in precedenza si

ottiene:
1 1
—mvé = > kx?

Da cui possiamo ricavare la massima compressione

della molla:
,m
x1 == — 7D
% O

Quando il punto materiale arriva a x4, la velocita si
annulla e il moto si inverte. Successivamente il
punto torna indietro, quando ripassa da x = 0 avra
velocita opposta a quella iniziale e proseguira verso
sinistra, fino a raggiungere la posizione —x4, per poi
tornare indietro nuovamente, secondo un moto
oscillatorio (che abbiamo visto essere armonico.

AN
A N
“yndy
m
4



Esempio #4

Analizziamo il moto di un pendolo semplice
utilizzando il teorema dell’energia cinetica e la
conservazione dell’energia meccanica.

Sulla massa sospesa dal filo in un pendolo semplice
abbiamo visto che agiscono due forze: |la forza peso,
che & conservativa, e la tensione del filo T, la cui
direzione e sempre radiale. Dato che il punto si
muove lungo un arco di circonferenza, per la
tensione del filo, in ogni istante, risulta:

Indichiamo con 6 I'angolo tra il filo e la direzione
verticale in un generico istante e con 8, il suo valore
massimo, corrispondente alla massima ampiezza
dell’oscillazione.
Calcoliamo I'energia potenziale della forza peso.
Assumiamo come configurazione di riferimento per
il calcolo quella in cui il filo e verticale, quindi
E, =0perd =0
In una generica configurazione risulta
E, =mgz

Con semplici considerazioni geometriche possiamo
scrivere

E, =mgz = mg(L — Lcos8) = mgL(1— cos )




Esempio #4

In una configurazione generica, 'energia potenziale
vale quindi

E, = mgL(1 — cos0)
I’energia cinetica vale

1 2
E, = > muv
Quando il pendolo raggiunge la massima ampiezza

8, la sua energia potenziale sara
Epo = mgL(1 — cos 6,)
Mentre I'energia cinetica e
EkO - O

Quando il filo e verticale I'energia potenziale risulta
nulla per come abbiamo scelto il riferimento
Mentre I'energia cinetica sara

E L.
k1—2mv1

Possiamo scrivere quindi le espressioni dell’energia
meccanica:
* In una configurazione generica

1
E, = Emv2 + mgL(1 — cos 8)

* Quando il pendolo raggiunge la massima
ampiezza
Epo = mgL(1 — cos8,)
* Quando il pendolo e verticale

1 2
Eni = —2 muv;y




Possiamo scrivere quindi le espressioni

Esempio #4

dell’energia meccanica:

In una configurazione generica
1
E, = > mv? + mgL(1 — cos 9)

Quando il pendolo raggiunge la massima

ampiezza
Epmo = mgL(1 — cos6y)

Quando il pendolo e verticale

1

2

Emi =

mv?

Dato che nel sistema agiscono solo forze conservative,
I’energia meccanica si conserva. Confrontando la
configurazione generica con quella in cui si raggiunge la
massima ampiezza otteniamo:
Em = Emo
1
Emv2 + mgL(1 — cos8) = mgL(1 — cos8,)

Possiamo sviluppare questa espressione per

determinare come varia la velocita in funzione di 6

1
Emv2 = mgL(1 — cos8y) — mgL(1 — cos 8)
> mv? = mgL(cos 8 — cos 6,)

v?2 = 2gL(cos O — cos B,)

v = ++/2gL(cos 6 — cos 6)

In particolare, per 8 = 0 abbiamo
vy = ++/2gL(1 — cos 6,)

In guesto caso non abbiamo fatto ipotesi semplificative
sulllampiezza dell’'oscillazione (come invece avevamo
fatto per le piccole oscillazioni), quindi questi risultati
valgono anche per ampiezze dell’'oscillazione «grandi»



Esempio #4

In questo caso non abbiamo fatto ipotesi
semplificative sull'ampiezza dell’'oscillazione (come
invece avevamo fatto per le piccole oscillazioni),
qguindi questi risultati valgono anche per ampiezze
dell’oscillazione «grandi».

Ad esempio, se prendiamo 8, = g rad (cos 8, = 0),

otteniamo:
In una generica configurazione

v = i\/ZgL(cos 0)
E la velocita nella configurazione verticale vale

VUV = i\/ ZgL

Conoscendo 'espressione della velocita in una generica
configurazione

v = +/2gL(cos 6 — cos b)

Possiamo determinare anche la tensione del filo. Dall’analisi
della dinamica del pendolo con la seconda legge di Newton
abbiamo infatti trovato che

02
Tf=m<T+gcost9>

Sostituendo i risultati trovati in precedenza si ottiene

2gL(cos@ — cos O
Tf=m<g ( 7 0)+gcosé?>

=m(2g(cos@ — cosb,) + g cosh)
=m(3gcosf —2gcosb,)
Tr = m(3gcost —2g cos b))

Anche per questo risultato non abbiamo fatto ipotesi
sulllampiezza dell’oscillazione, vale quindi per qualsiasi valore di
6o



Esempio #5

(Giro della morte) Un punto materiale di massa m si
muove con velocita iniziale di modulo v, lungo una
guida orizzontale liscia. Dalla posizione A inizia a
percorrere una guida circolare di raggio R sul piano
verticale.

Calcoliamo la velocita del punto materiale nelle
posizioniA,B e C

Calcoliamo la reazione della guida nei punti 4,B e C
Qual e il minimo valore della velocita v, affinché il
punto materiale possa completare il giro rimanendo
aderente alla guida?
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Indichiamo con 6 I'angolo che il raggio passante per il
punto materiale in una generica configurazione forma con
la direzione verticale, in modo simile a come lo abbiamo
definito per il pendolo.

Risulta chiaramente

GAZO
6y == rad
B—Zra
0. =mnrad

Prendendo come quota di riferimento quella della
posizione A, come abbiamo fatto per il pendolo, possiamo
scrivere in una generica configurazione I'energia
potenziale della forza peso come:
E, = mgR(1 — cos )
E quindi verifichiamo facilmente che
Epo - O
E,p =mgR(1—cos0) =0
T
E,p = mgR (1 — COSE) = mgR
E,c = mgR(1 — cosm) = 2mgR

Per guanto riguarda l'energia cinetica, in una generica

configurazione possiamo esprimerla come

1 2
E, = 3 muv
Quindi, nella posizione iniziale 0 e nelle posizioni 4, B e

C abbiamo

E L w2

kO—vao

E —1 2

kA_vaA

1 2

EkB:_mvB
i

Exc = B mv¢



Esempio #5

Dato che la guida ¢ liscia, la reazione N (forza di
contatto con la guida) sara istante per istante normale
alla guida stessa quindi il lavoro durante il percorso
sara nullo

N-ds=0
L'unica altra forza agente sul punto materiale & la forza
peso, che e conservativa. Durante il moto quindi
I’energia meccanica si conserva.
LU'energia meccanica, nella posizione iniziale 0 e nelle
posizioni A, B e C risulta

E. o= —1 2
mv

mo ) 0

E ., = —1 2
mv

E,z = mgR +§mv§

1
Epc = 2mgR +- mug

Dato che
Emo = Ema
Risulta immediatamente che
vA == vo
Calcoliamo quindi la velocita nella posizione B, ponendo
Eno = Emp
1 1

mgR +- mvj == mvg

vE = v§ — 29gR

Vg = /vg — 29R
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Osserviamo che l'espressione

vg = |vd — 2gR

vg > 2gR

Ha senso solo se

Dal punto di vista fisico, questo significa che per poter
Vo > ZgR

Altrimenti il punto materiale si ferma e torna indietro

prima di arrivare a B.

Calcoliamo quindi la velocita nella posizione C, ponendo

Emo = Emc
2 1 2
2mgR + E mvg = —2 muvg

vé = v§ — 4gR

Ve = /vg — 4gR

Anche in questo caso, |'espressione di v ha senso se
2
vy > 49gR

Dal punto di vista fisico, questo significa che per poter
Vo > 4gR

Altrimenti il punto materiale si ferma e torna indietro

prima di arrivare a C.
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Analizziamo quindi la reazione della guida, N. Abbiamo
visto che la sua direzione € in ogni configurazione
perpendicolare alla guida (quindi radiale, dato che la
guida e una circonferenza). Per la seconda legge di
Newton risulta
ma =N +mg

Se consideriamo solo la componente normale dei
vettori, otteniamo

ma, = N —mgcosf
Ma ricordiamo che la componente normale
dell’accelerazione e pari a

Si ottiene quindi

02
N=m<§+gcose>

Analizziamo i valori di N nelle varie configurazioni.
Nella posizione A abbiamo:

2 2
Vo Vo
NAzm(E+gCOSHA>:m<§ +g)

Nella posizione B abbiamo:

vE v5 — 29R
NB:m<EB+gCOSHB>=m(O—g>

R
2
40
=m(=-2
m(R g)

Nella posizione C abbiamo:

vé v5 — 4gR
chm<§+gcosec>:m<u—g>

_ (7 s

Se la guida é costituita da un semplice supporto, deve
risultare N > 0 in tutte le configurazioni, altrimenti il
punto si stacca.
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Se la guida & costituita da un semplice supporto, deve
risultare N > 0 in tutte le configurazioni, altrimenti il
punto si stacca.

Per la posizione A abbiamo che, per qualsiasi valore di
Vo

2
Vo
NA=m<E+g>>O

Nella posizione B abbiamo:

Np = vgz
B_mR 9

Risulta Ngp > 0 se vy > /2gR, che era la stessa
condizione che abbiamo trovato dalla conservazione
dell’energia meccanica.

Nella posizione C abbiamo:

Ne=m (%8s
c—mR 9

Risulta N > 0 se vy > /5gR, condizione piu stringente
rispetto a quella trovata dalla conservazione dell’energia

meccanica, che era vy > /49R.
In pratica,
Se
Vo > +/5gR
Il punto riesce ad arrivare alla posizione C mantenendo
il contatto con la guida.

Se invece:
J4gR < vy < /5gR

il punto potrebbe arrivare alla posizione €, ma con un
valore di N negativo, la guida dovrebbe essere quindi in
grado di »trattenere» il punto materiale, altrimenti si
stacca e cade.
Se infine :

vy < +/49gR
Il punto materiale torna indietro prima di arrivare in C



