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Introduzione

Nei capitoli precedenti abbiamo visto come si rappresenta il moto di un
punto materiale (posizione, velocita, accelerazione, dinamica)- rispetto ad un
dato sistema di riferimento

Cosa vede un osservatore su un altro sistema di riferimento, che si muove a
sua volta rispetto al primo?




Introduzione

* Meccanismi
 Robot




Introduzione

Consideriamo quindi un punto materiale P che si muove seguendo una determianta
traiettoria. Supponiamo che il punto sia osservato da due distinti osservatori:

ﬁll primo e solidale a un sistema di riferimento con originein Q e assi x, v,z
l Il secondo & solidale a un sistema di riferimento con origine inQ" e assi x’, y', z’'

* | due sistemi di riferimento sono in moto uno rispetto all’altro, assumiamo il primo
come fisso e il secondo come mobile.




Posizione

* |l primo osservatore rappresenta la posizione del punto con il vettore r =
o Xpl+ ypj + zpk

* || secondo rappresenta la posizione con il vettore 1’ = x'pi’ + v'pj + 7' oK’
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Posizione

* || primo-esservatore rappresenta in@la posizione dell’origine del secondo

sistema di riferimento con il vettoré ry )= xJi + v+ z, & (os 12 rowe oW
PJMD/WQDI (&

* Si osserva che g L Feg

J:r = r’+rﬂ

r = xPi+ij+Zpk

)

r = X,pi’ + y,pj, ~+ Z,pk’

ro — XO'i + yo'] ~+ ZO'k




Posizione

* |l primo osservatore rappresenta inoltre la posizione dell’origine del seconqo
sistema di riferimento con il vettore 1, = x0i+y0j+2z0k da O a0

* Si osserva che
r =1 +r1ry




Posizione

r = xPi+ypj+Zpk

r = X,pi’ + y,pj, + Z,pk’
ro — XO'i + 3’0'] + ZO'k

Fisso

pa}i)\‘%{w@?)“‘“
La relazione v > q ol e H

[— r =1r+4+r1y 1
Esprime |la posizione di un punto materiale nel sistema
di riferimento fisso in funzione della posizione'dello
stesso punto nel sistema di riferimento mobile e della
posizione relativa tra i due sistemi di riferimento.

Mobile




Posizione

Assumendo il primo sistema di riferimento come fisso

e il secondo come mobile, risulta che i versori
= xPi+ yPj + zPk ® i,j,k = sono indipendenti dal tempo
= x'pi’ + y'pj’ + Z'pk’ e I',j’, kK’ = variano nel tempo
ro = x0i+y0j+ z0k

r
r;

Mobile

Fisso




Velocita




Velociti o o tompem (T 600 dopet

o Lavelocita del punto P “vista” dalwso (velocita™ assoluta) & data da:
dr pr dyp i de . N @W

VE T T a Tac ke

V*' 4y
d(’,

Fisso




Velocita

L'osservatore solidale al sistema di riferimento mobile vedra il punto materiale
muoversi con velocita diversa (velocita relativa) \ A r |
vz 2

dx'p~ dy',~ dz'p "
vl — P l-/ + P]-/ + P k/
dt dt dt
, Attenzione!
v Mentre possiamo scrivere che

dr o . .
v=__,per il sistema di
riferimento mobile, dato che
gli assi del sistema si
muovono a loro volta, non

N

Fisso

. . -
possiamo scrivere
/o dr’
vV F—
T
(eflr O e -
\ e o




Velocita

* Lorigine del sistema di riferimento mobile O’ rispetto al sistema fisso e data da

- d Xor N dyO . N dZ0, k ﬁ;‘ o)
Vo) = ! t J dt . at gfv/)o SA &ZW

Fisso




- Velocita o

r = Xpi+ypj+Zpk

r = X,pi’ + y,pj, —+ Z’pk’
ro — .X'O'i + yo'j + ZO'k

' Mobile

Fisso

Per la posizione abbiamo visto che

Er =1 +71)
Deriviamo rispetto al tempo per calcolare Ia
velocita.

VT T e T ar o Vo
~ \/}_\
Abbiamo visto che: \/\#H”
v =d1‘0, L’glk‘%
O™ dt
E invece:
dr’

\/k 'L/\f,y
L de dt
Dato che i',j’, kK’ variano nel tempo. Calcoliamo



Velocita

dr/

Calcoliamo P ricordiamo che:
r’ = x,pi’ + y,pj’ + Z,pk’

Deriviamo rispetto al tempo (oo < Te
dr'  dx’ dy' dz’ :S M oo
S A R Y o

dt dt dt dt

Ma abbiamo visto che

v' = '+ "+ k'
dt dt dt

Quindi

dr’ oy di'+ . dj’_l_ , dk’

— =V +X p— — 4z p—

dt Plat P g TAP e
Dobbiamo caratterizzare meglio i termini rimanenti, in particolare le derivate dei

dir djr dkr

versori del sistema di riferimento mobile,—,—,
dt’ dt’ dt



Velocita — derivata dei versori del sistema mobile

Studiamo i termini

di' dj' dk’
dt’ dt’ dt

i',j, k' sono tre versori e sono tra loro ortogonali. Queste due condizioni si
mantengono durante il moto.
Dato che sono versori:

i'"-i'=1

jj=1

k' -k'=1
Dato che sono ortogonali:

ll .]'I —

]I . kl —



Velocita — derivata dei versori del sistema mobile

Deriviamo rispetto al tempo queste tre: E derivando le altre due otteniamo:
i'-i' =1 dj’ .,
]-/_]-r=1 ZE]—O
k' -k'=1 dk’
Dalla prima ad esempio si ottiene ZE k=0
di’ g di’
dt U+ dt =0 - Abbiamo capito che la derivata rispetto
Dato che il prodotto scalare e al tempo di un versore e perpendicolare
commutativo otteniamo: al versore stesso.
di’
2—-i'=0

dt



Velocita — derivata dei versori del sistema mobile
Deriviamo rispetto al tempo le altre tre relazioni (ortogonalita tra i versori):
i'-j'=0
jl . kl — O
kK'-i'"=0

Da cui otteniamo



Velocita — derivata dei versori del sistema mobile

Possiamo definire tre scalari

di’ d] g
at ) T Tar T
dj, kr_ dk’ . /
dt ~ T g ) T
dk’ g di’ ;o
at T T de @y

E con questi tre scalari costruiamo un vettore
W= w i + a)'y!" + o'k’
(espresso rispetto alla terna mobile). - ﬂwﬂo @;&

<~ S« ,sw*wﬂ
Il vettore w prende il nome di erouta angolare - /{@@t LE "




Velocita — derivata dei versori del sistema mobile

- : L .
Definiamo il vettore o o o U s A . ﬁdbﬁ‘ o
w=0w,i+w,j +ok A C d

—

et o €

E" possibile verificare (potete provare per esercizio!) che:

o ap
WXL = dt
L dji”
X —_
©% =4
. dk’
@ Cdt

Formule di Poisson.

[




Velocita

Fisso

7 g el 0pPeT

(M- (0 QO @Q; omt

- A

. ) w X ¢
Torniamo alla relazione \
Y wy K
dr’ N di’ N d]' N dk’
— = +x'p — z
dt rried Pat T P ar
wx 3

A questo punto, avendo espresso le derivate dei versori

con le formule di Poisson, possiamo scrivere:

dr’
— =V +x'p wXi' +y'p wXj' +z'p wXk' =

dt
Lo W

Sviluppando i calcoli otteniamo
=V +twxx'pi' toxy'prj +twxz'p k' =
=V +wx(x'si' +y', j +z o k) =
QQ’ pJ Tz k)

— \

=7 +w><r 'y




Velocita

* Analizziamo meglio la rela2|one “Vﬁx

om»
dr’ Z

— =0 + wXr’
Fisso dt \/V\_5 rohﬂ)‘fﬂ?{\-
2 Jous MHILE aﬂ é{ﬁ
v’ tiene conto di come il punto materiale si

muove rispetto al sistema mobile (velocita
relativa).

w X1’ tiene conto di come il sistema mobile sta
ruotando rispetto a quello fisso.



Velocita
Ricapitolando, derivando rispetto al tempo la r\elazion? =r 4+ ro,/} Veunvo

Abbiamo ottenuto ﬂ\r
dr dr' dry, v
V= = =
dt  dt  dt ©

Abbiamo poi visto che il termme%t’ dipende sia dalla velocita relativa che dalla

rotazione degli assi del sistema mobile rispetto a quello fisso

dr’ , ,
— =V + WXr
dt
Abbiamo anche definito la velocita dell’'origine del sistema mobile rispetto al sistema
fisso
dr,
=P
dt o e o B
Possiamo quindi scrivere: , | _’___/-v \(pwg/we S
4 =/v + Vo, + X e >yl >
ooy gl
Vel . \Jaﬂod%\ww 0 Wy %
W (et O ) oo -> 4R
(bl TRl (1 Gom P.&n. W XU !é[ﬂ[{::



-S> -2 > LN
(.w’{b(ﬂpw PR XY = \J = Ry

Velocita | (o 1o o Qaueale  €ss e

° v’ tiene conto di come il punto materiale si muove
rispetto al sistema mobile elocita relatha

Vi = Vg, + @Xr' tiene conto di come il sisema
mobile si muove (rotazione e spostamento) rispetto
a @;o - velocita di trascinamento |

La velocita di trascinamento puo anche essere vista
come la velocita che P avrebbe se fosse solidale
(=fissato) al sistema di riferimento mobile.

%AUQDO\;\@,@QSQ \

N{Q_‘COC o @51/ \) :O

v=v + v £ Qsce WAl @ o



Accelerazione




» Accelerazione

| due sistemi di riferimento vedranno il punto materiale
muoversi con accelerazioni diverse tra loro:

S—

* Accelerazione di P vista dal sistema di riferimento fisso

(accelerazione assozluta) , , o ASSOLUTA
[ a = i+ i+ k \™ (oMt on 0o
7_ ] 2.7 /
o dt? dt? dt? i @ Ay, A2,
- ﬂ T=aez P aer T T
* Accelerazione di P vista dal sistema di riferimento mobile
accelerazione relativa ~
( d’x’ ) d?y’ d?z’ ac (efhe
e a/ — P i/ + y P]-r + P k/
dt? dt? dt?

—> Che relazione esistetraa e a’?

mobile




Accelerazione

—>Che relazione esiste traa e a’?

Riprendiamo la relazione che abbiamo trovato per la velocita

v=v +vy + wxr

E calcoliamo la derivata rispetto al tempo, procediamo con i singoli
termini:

dv
—_=a
dt
deI
= aO’



Accelerazione

Consideriamo il termine w X1’

d(wx‘r’)_dw>< 'y ><dr’
TR AT
Ricordiamo che
dr’_ 1 X
dt_v WXT
Quindi:
d(wxr’)_dwx,_l_ xdr,—dwx’+ X0+ oxr') =
dt | dt " T Tge o ey rexr )=
dw

= X'+ XV + oX(wXr')



Accelerazione

Infine consideriamo il termine%'
dv'  d (dx'p dy’, dz'p
—_— — = f = kl
dt dt(dt'+dt’+dt

Sviluppiamo le derivate, ricordando che in questo caso anche i versori
variano nel tempo:
dv'  d*x'p,, d%y'p ., d%Z'p

B l+dt2]+dt2

PTERNPTE: ke +

dx'pdi’ dy', dj’ | dz'p dk’
dt dt ' dt dt = dt dt

_|_



Accelerazione

Ricordando i risultati trovati in precedenza

v _ gt ax’p Xi' + 4y’ xj' + dz xk'
at ac OV TTa O T @
dx’' dy’, dz'p
— !/ = =f X !/
a + wX 7 I+ wX dt]+w dtk




Accelerazione

Mettiamo insieme tutte le parti che abbiamo calcolato

dv d W + N 3
a= = v +v, + oXT
dt  dt 0
4 0 kY
dv’ Y - N ¥
& I/ !/ —_—
—=a +wxv T
dt e{/é\ >
d v, g v wxd
Vo, — 7
0 o = a,, dt
dt
d(wXr') dw

X' + wxv' + oXxX(wxr'
dt dt ( )



» Accelerazione

Otteniamo quindi

N WJQUW oL Couwold
- 1 I\
Ea =a’ +E0,/—><r +w><(w><r ) + 2w XV’ J

&ﬁﬁm - Fisso
i a 6\/ P

a
[a’% accelerazione relativaj l

dw . .
At = Ao, +— X1 + wX(wXxr' )-> accelerazione di
trascinamento

a. = 2w Xv'-> accelerazione complementare o di
Coriolis
T~ > -> —> ->

TN 'y WX Y
a=a +a,+a; Y=V +Yo



E/Ioti relativi, riepilogo delle relazioni cinematichej

Posizione
r =1r+ry
Velocita
v=v +vy +oxr =v +v,
.

Accelerazione
p—
a=d + ap, +— Xr' + oX(wxr') + 2wxv' =a' + a; + a,

ZI
P r’\

mobile




Moti relativi, riepilogo delle relazioni cinematiche

—_ )
r =1r +ry

v=v +vy +oxr =v +uv,
v = Z—Z - velocita assoluta

v’ >accelerazione relativa
Vi =V + vy, + @Xr’ velocita di trascinamento

dw
a=a +ap, +— Xr'+ oX(wXr') + 20xv' =a' + a, + a,

dv
dt

a’' > accelerazione relativa

a= - accelerazione assoluta

dw . . .
Aer = Ao, + - Xr' + wX(wXr' )>accelerazione di trascinamento

a. = 2wxv’



Caso 1 —moto di
trascinamento
rettilineo
uniforme




Wo UoTa? -

.Esempio 1 — moto di trascinamento rettilineo® sm=~

uniforme

L'origine del sistema di
riferimento mobile si

—_—

muove di moto rettilineo

uniforme con velocita

W HoTo AETTLL-
AR

—

rispetto a quello fisso, gli -

assi rimangono paralleli a

quelli dell’asse fisso. Aow (OTH
_—-——'-'_'____'_'—'———_.____________‘_

Supponiamo per semplicita

che il movimento avvenga

in direzione parallela a uno

dei tre assi, in questo caso

-—_—
I'asse x.

—p
N\
1
T
<
|
\'|

S ———




Moto di trascinamento rettilineo uniforme

L'origine del sistema di riferimento mobile si muove di moto rettilineo uniforme con velocita v,
rispetto a quello fisso, gli assi rimangono paralleli a quelli dell’asse fisso. iop (o< AA0
In generale, la direzione di v,, puo essere parallela a uno dei tre assi oppure puo essere generica.

NA {}m e axll forarce.




Moto di trascinamento rettilineo uniforme

Posizione: i due sistemi di riferimento
vedono uno stesso punto materiale .
rappresentato da due dIStI_t_ALE‘I-thI )
geometrici. Per il sistema di riferimento
fisso si ha:
®r = xpi+ypj + zpk
Mentre per il sistema di riferimento
mobile si ha:
@ ' = X'pi +y'pj + zpK

L'origine del sistema di riferimento

« mobile rispetto a quello fisso e data da:
o1 s e i (Tﬂzq % °© To = Xpl+tYoj+zok == xpi

Risulta quindi:

ke K r = r’+r0»[




Moto di trascinamento rett|I|neo uniforme
W ?(()(pL L %F 4,%14.\)

Per quanto riguarda la velocita, abbiamo visto in
precedenza che risulta

\:v =v +vy +oxr =7 +vtT]

Rlcordlamo che

JoN /)
s wxi’ —|w><] @ k' =(— W

Ma, i’, j', k' non variano in quest caso, quindi

’ di’ 0 ! =0,wXxk’ = i 0
Xl =— = X = — = —_— =
@t dt 07 dt @ dt

Da cui si deduce facilmente che per questo tipo di
moto:

.-"/ , s
9@ ARN Y‘u\o“rw(ng' A vdé/c)ﬂ& &wésﬁ@& KXUh M%-




Moto di trascinamento rettilineo uniforme

Dato che Vo’
> w=0 h
La velocita di trascinamento e data dalla velocita del v¥op
sistema di riferimento mobile rispetto a quello fisso:
(V)= Vo + OXT' =vy, ’ r
E quindi possiamo esprimere la relazione tra la
velocita del punto P vista da sistema di riferimento 0
fisso e mobile come: y

E/v =v 4+ v, 1 o o

Data la velocita nel sistema fisso e la velocita di y

trascinamento, possiamo anche determinare la Vo
velocita relativa come %ﬂ
' —>
vV =V -y
",;’/\7 7 ’ = o '
Y —>
(ole \/9\ pr C&D%T“}'ﬂg




Moto di trascinamento rettilineo uniforme

a=a’ 1,
= Analizziamo quindi come | due sistemi di riferimento vedono P
I'accelerazione dello stesso punto materiale. Abbiamo visto y ;
in precedenza che
/ dw / / / 1 r’
Z:a=a +a0,+EE Xr' + wx(wXr') + 20 Xv o ‘
In questo caso specifico abbiamo visto che risulta . Y
w=0 o’ o
Quindi, necessariamente, risulta anche 4
dw g
dt
Inoltre, se il moto di trascinamento e rettilineo uniforme,
risulta anche
v, = costante>a,, = 0 | due sistemi di riferimento vedono il
E quindi risulta, infine: punto materiale muoversi con la stessa

a=a' accelerazione.
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Esempio 1 - moto di trascinamento rettilineo

uniforme
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Caso 2 — moto di
trascinamento
rettilineo
accelerato




Moto di trascinamento rettilineo accelerato

v

L'origine del sistema di riferimento mobile’si
muove di moto rettilineo uniformemente
accelerato con velocita iniziale v,y e
accelerazione a, rispetto a quelio fisso, gli
assi rimangono paralleli a quelli dell’asse
fisso, vy, e a,r sono tra loro paralleli.

In generale, le direzioni di vy, e

a,’ possono essere parallela a uno dei tre
assi oppure possono essere generiche. In
guesto caso prendiamo per semplicita un
moto di trascinamento rettilineo
uniformemente accelerato con vy, e a,r
parallele all’asse x.



Moto di trascinamento rettilineo accelerato

Posizione: valgono le identiche
considerazioni che abbiamo visto per il
moto uniforme. | due sistemi di
riferimento vedono uno stesso punto
materiale rappresentato da due distinti
vettori geometrici. Per il sistema di
riferimento fisso si ha:
°r = Xxpl+ypj+ zpk

Mentre per il sistema di riferimento
mobile si ha:

~1" = X'pi’ +y'pj + z'pk’
'origine del sistema di riferimento
mobile rispetto a quello fisso e data da:

M re = xpd+ Yo j + 2ok == xpid

Risulta quindi:
E = r’+r0:‘l



Moto di trascinamento rettilineo accelerato

Anche per quanto riguarda la velocita, valgono le
stesse considerazioni che abbiamo vistp per il moto v’
uniforme: dato che, anche in questo caso z
w =10

La velocita di trascinamento e data dalla velocita del S
sistema di riferimento mobile rispetto a quello fisso:

Vir = Vo, + @XTr' = vy, r’
E quindi possiamo esprimere la relazione tra la O .
velocita del punto P vista da sistema di riferimento
fisso e mobile come:

v=v + vy !

Data la velocita nel-sistema fisso e la velocita di Vo r
trascinamento, possiamo anche determinare la %’
velocita relativa come v

!/

vV =v—v,




Moto di trascinamento rettilineo accelerato

Analizziamo infine come i due sistemi di riferimento vedono 4
I’accelerazione dello stesso punto materiale. Abbiamo visto a P
in precedenza che

!/ dw !/ !/ !/ Z ‘
a=a +a0,+Exr + wX(wXr') + 2wXv ’
Anche in questo caso specifico abbiamo visto che risulta ' 0 ‘
w=0 '
Quindi, necessariamente, risulta anche 0’ for
dw y’
E — X
Pero dato che il moto di trascinamento e accelerato, in Clo)
guesto caso risulta a’
ag, * 0 3

E quindi risulta, infine:
i /a:a’+a \ el Ko 4ty 1ofeli _
PO or o acgbow L) S.itoe ! &

| —> ->
=7 o+ - "y
—> s X~ a q"l




Esempio 2 — moto di trascinamento rettilineo accelerato,

- y
caso specifico g t=0
A
h
Un sistema S e solidale a un carrello Ao,
. — . — ~> —_—

che si muove con accelerazione apy, -V, O v, ‘

—o | 0 R
0

diretta come l'asse x. X
* All'istante t = 0 i due sistemi di y y’
riferimento coincidono e un punto
materiale_P viene lasciato cadere da una l

’ﬁ

piattaforma di altezza_h solidale al
carrello.

Descriviamo il moto di P visto d@ da o

S
So L, Fegs
54 % NHT



©0GeW: f(So

veele -

Esempio 2 — moto di trascinamento rettilineo ... o

accelerato, caso specifico L LPOVTA LAY
Cosa vede l'osservatore su S,: moto
uniformemente accelerato con velocita h
iniziale vp, (0) —@ ofizzontale e _Qor |
accelerazione di gravita (moto O | 0 —,, .
parabolico). ore Cauleb Lo \ . )
Condizioni iniziali, posizione: SN ‘

’ <
xp(0) =0,zp(0) =h ‘o
Condizioni iniziali, velocita: | ¢
Upx(0) = vg,, vp,(0) =0 \
® Moto parabolico: ‘\l‘o 0 |

xp(t) = vot ) B P :
1 // l/o[
/‘ ( yp(t)=h—§gt2 - ; \JSL: \/OX —> X /{'\’:J&L_(:

N\
\

1 /xp\2/ Voor _ 9t
—) yp(xp) = h—Eg(vP) NG % B }’% 8 Lé) 50 “Sé
, or ’ Q& (W.-
oI o A LK) L~ *f Ccco VEDE oM
Vo'

HoTO PRAMSL (s



Esempio 2 — moto di trascinamento rettilineo

accelerato, caso specifico ’
Possiamo determinare a quale distanza dal
punto di partenza cade il punto materiale, h
ponendo yp\(¢)\="0: Véﬁx\t _Qor |
1 xc . . Vo
O—h——g( |
Vo A

Si ricava la distanza:

(XN O 2h \‘P
JA /_”0 T l '\

E il tempo di caduta ‘
, v\ ol x o

wawﬁl



accelerato, caso specifico

) =\]1
Cosa vede l'osservatore su S,? éa =
Nel tempo di caduta t, calcolato in

precedenza, il carrello si & spostato di:

1
x0:(tc) = voitc ‘|‘§ Aoité

Mentre il punto materiale si € spostato in
direzione x di:
xp(tc) = voite
Ricordiamo le relazioni che abbiamo visto per i
moti relativij in termini di posizione:
r=1r+r1g

K5 UPTE L cud (ol
Esempio 2 — moto di trascinamento rettilineo

y
i Jaw To (0. wg@L(/
y , 2
XO + \/(_’){ ﬁ AR _lcQ\'é
ao, Q)
. | . '!,70, >
X
y| Iy’
Pli-
0O | O
(@) o’ X
P i—



Esempio 2 — moto di trascinamento rettilineo

accelerato, caso specifico ’
Possiamo ricavare la posizione vista da
sistema di riferimento mobile come: " ap,
r=1r —Top 00— '

Andando a esplicitare le coordinate (st | 7o o
otteniamo: I R M%w YL D v§{oSr O ¥R
SSJL@ Xp=Xp—Xor — A0

ﬁﬂ;?s[f’t[/ y,pin_yol e F ahl - SE )

QP Swe (@' =2p =20 a0, | MO
VOAURLY p [ MoV |
Sostituendo le espressioni trovate in 5 Q Q oO >

! . X .
precedenza si ottiene: /\J - AN JrgpM \p&
9 x'p=2xp—xy \ LX) O
Xp ! , 1 x(t) V=Vt x¥¥o
= vt —(vrt +—art)= —ap't <
LO\CK o'*C 2 o *“C 6 2 o *C xo,(tc) \ M\ e\je%_ﬁ}\
h Cowne  \uan b IX . )
0o\ 4 . m‘ﬁp ) N\ e (efioho £l ) veovoolp
: e to 1
XPC:{'\{W UNLE. R LC ol

yova MQ/UJLO



Esempio 2 — moto di trascinamento rettilineo

accelerato, caso specifico ’
¢ In un istante generico durante la caduta VE Ve
abbiamo h
1 Gor_,
Vo O =3O -5 © = —Saot? | . B
AP op g Yop = © d |
Y p(®) = yp(D) = h = gt? ke L Cond
N q\g@» oo P «

Cerchiamo di scriver ___;__/_._’P(x’P)__,__‘fin modo da

avere la traiettoria del punto vista dal sistema 0O
di riferimento mobile, ricaviamo il\tempo 0 o’
dall’espressione di x'p (t) :

26y~ oy dowe gelikTus

ao,

t? = —




Esempio 2 — moto di trascinamento rettilineo

accelerato, caso specifico ’
Andiamo a sostituire nell’espressione di )
y' ,(0): Yool . (e2olan ap,
1 12
<\y’p(t) = yp(t) =h—5gt2 ® | ® vo7 o
QZ 2 e d |7
: Ao /
P/
1 ®
/ / — / |
y p(x P) h 2 < Ao, > /
L O | O ,
E g x'p O« o’ X

La traiettoria del punto materlale V|s\a\

AAG-
dall’osservatore sul sistema di rlferlmento &?/Um Aﬂ (olos o
mobile & quindi una retta. (S0, \ {P‘ v

(SAAN VU,
(x'p e (hoghw |



Esempio 3 —ascensore
QLCM

2 Un sistema di riferimenthziale con origine nel punto
O’ e asse y' verticale & solidale alla cabina di un ascensore.
Indichiamo con O l'origine di un sistema di riferimento
inerziale, con asse y verticale. Durante il moto, y' = y. /‘ptﬂm
"ascensore durante la salita avra accelerazione: (

* Nella prima fase, alla partenza, I'accelerazione sara positiva
@ Ao, = Clb] bv 4
* Nel tratto centrale I'ascensore sale con velocita costante,
quindi I'accelerazione sara nulla.

* Nel tratto finale, in prossimita del piano, I'ascensore avra
accelerazione negativa, dato che deve rallentare per

fermarsi al piano. v

] =
Ao, = —QgJ

N ' CorTaute T fTi
a0/=0 O TM}C( m

|

i 5

154



Esempio 3 —ascensore

Supponiamo di fare degli esperimenti in cui lasciamo cadere degli 4

I'osservatore all’interno della cabina?

= Ricordiamo che la relazione tra I'accelerazione vista dal sistema di
_riferimento fisso e quello mobile & Y

a=a +a, +a;
Dato che il moto di trascinamento e rettilineo, ® = 0 e quindi
>

at,',.:aol é\':_é'\ _\_;20; 0
a. =0
Dato che inoltre stiamo facendo delle prove di caduta libera,
I'accelerazione del punto materiale sara pari all’accelerazione di gravita
g:
a=49g
W0 7

NMQﬂD/LQ%’ L@ \
P \es L sAF sl

><w



Esempio 3— ascensore

Ricordando che in questo caso:

\“a=a +a, R
Che 'accelerazione di trascinamento é: o= -¢ d
Ay = Aoy
E che I'accelerazione rispetto al sistema fisso e
a=g=-gj

Abbiamo che 'accelerazione vista dal sistema di riferimento mobile e:
I __
a =g — Qg

><w



Esempio 3— ascensore = &- 9y

Analizziamo quindi le tre fasi:
* Nel tratto finale, in prossimita del piano, I'ascensore avra accelerazione negativa, dato

che deve rallentare per fermarsi al piano.
ap, = —apj
’=9—atr=—(9_ab)]'1
@ l'osservatore nell’ascensore vede il punto materiale cadere con accelerazione.ir
minore deII accelerazione di gravita, come se fosse piu leggero.

. . . . . /’_‘d_._._.‘._-_‘-‘
* Se il sistema di rlferlmewne «ca_desse» con accelera2|one pari a quella di gravita,

r . .
\Y a=g-ay,=—-(9-9)Jj=0
L'osservatore vedrebbe il punto materiale cadere con accelerazione nulla. Se lasciassi

andare il punto materiale con velocita nulla, questo fluttuerebbe neIIa cabina senza
cadere (in realta entrambl stanno cadendo con accelerazmn&g




Esempio 3— ascensore

Analizziamo quindi le tre fasi: -
_ , - _ _ -
Ao, = QpJ, a=49g=—49j
I __ — / .
a =g-—a, =—(g+ay)j
L'osservatore vede il punto materiale cadere con accelerazione in modulo piu grande di

C‘/} Nel tratto centrale 'ascensore sale con velocita costante, quindi l'accelerazione sara
nulla.
ap =0,a" 5 g
L'osservatore vede il punto materiale cadere con la stessa accelerazione che vede il
sistema di riferimento fisso.

e



Caso 3—moto d

trascinamento

10

rotator

uniforme



T ' =\ {w KO[9
HoTO Du-megoumerto  (Sdfk (Mﬁé&w{go@uc\ L

o T ol& o ML FO (VME. Yuola o8 con

. . . . Co. ok
Moto di trascinamento rotatorio uniforme . p: oot~
(:-L) - —
CodsTaMie

N = | due sistemi di riferimento fisso |V 74 Lo
Y e mobile hanno la stessa > 7
Y’ origine, EO’e due assi O = ®
x’ coincidenti,; z = 7*, gli assix’ e

y' ruotano rispetto a x e y con
velocita angolare w costante.

Vo' @, = o {lonpe
[ < .
Q@J/MM

0O=0’ _
(a0 &/QO/JIA




Se ko [fsse /abigborie oo 1. | e

Com ()= 51151 'V.q 9
Moto di trascinamento rotatorio uniforme e

> Consideriamo quindi il moto di un generico
punto materiale P, visto dai due sistemi di
riferimento. In termini di posizione, abbiamo

y visto che la relazione tra i vettori posizione con
y’ i cui i due sistemi di riferimento vedono il punto
materiale &: — He ereP
g X = g + 1‘0 o' ‘@ . { 5 < /5

Dato che i due sistemi di riferimento hanno Ia
stessa origine, 0 = 0', rp, = 0, quindi

. r =r+rg =1

X | due sistemi di riferimento vedono il punto




Moto di trascinamento rotatorio uniforme

r=r+rg =1
| due sistemi di riferimento vedono il punto
materiale P sotto la stessa posizione. \H'S@Zﬂj
rgg;('s vl e
Nota: le rappresentazioni della posizione sono
pero diverse nei due sistemi di riferimento!
x’ JRMAN D /19/“/
r=xpi+ypj o CMOERT)
(M gA 20
r'=x'pi' +y',j LV




Moto di trascinamento rotatorio uniforme

Analizziamo quindi la velocita. Ricordiamo che .
le velocita dello stesso punto materiale viste dai , Y ,
due sistemi di riferimento sono legate dalla Y

relazione:

v=v +0y +oxXr =v + v, '

Cerchiamo di determinare la velocita angolare
w. Ricordiamo che:

., di’
X = — = ’
WX Ir 0=0
x"—dl,
O2T = ge
dk’
wXxk' = =0

dt



Moto di trascinamento rotatorio uniforme

yn vt')"
P
In particolare, dato che Y
!/ dk, )
wXk =_dt =0 r=r’ X
wXxXk' = 0> w éparalleloak’ =k
Possiamo scrivere quindi: RN A
= wk W - w ]/L .
Dato che, moltr(;/\ ™ 0=0
r'=r
e dato che i due sistemi di rlferlmento
h é — = O S Vi = WXT
anno origine in comun vO’ o J V¢, € perpendicolare sia a w (che &
quindi risulta -pa“rallelo allasse z) che ar, il suo

modulo e
m Mp/w\ﬁo UQL@@A@ Ver = WT
KW

¢ Oe W0t "



Moto di trascinamento rotatorio uniforme

y
Abbiamo verificato che
In particolare, se v’ = 0 (punto P solidale al :
sistema di riferimento mobile) [(wia o Lame
e an. cg_}\@’)ﬂw 0

Il punto P si/muove intorno ad O con velocita
angolare costante (moto circolare uniforme).

y a vtr

r=r’




Moto di trascinamento rotatorio uniforme

Se invece il punto materiale si muove y 1
rispetto al sistema di riferimento mobile

con velocita relativa v’, la sua velocita y
vista dal sistema di riferimento fisso e: , X'

V=V +V4y =0 + oXr




Moto di trascinamento rotatorio uniforme

Esempio: i ragazzi al centro della giostra lo vt
sembrano fermi ad un osservatore esterno,
quindi

/;;\ = 0
La giostra sta ruotando con una certa velocita
angolare w, quindi &u%%d(% — 4 sdRe

o Vir = WXT \/3 z O
Per rimanere in equilibrio apparentemente
fermi, | ragazzi si devono muovere sulla giostra
con velocita
V' =0V — vy = —0Xr

E infatti, anche se sono apparentemente fermi,
stanno camminando (o correndo)!




Moto di trascinamento rotatorio uniforme

v
Analizziamo infine I'accelerazione. Abbiamo visto in “<]v

precedenza che la relazione tra le accelerazioni del punto Ver

materiale viste dai due sistemi di riferimento sussiste la
relazione:

: dow ; : y|
a=a +ay +—X1r + oX(WX1Y) + 2wXv v
dt tr

In questo caso I'espressione puo essere semplificata y’
come segue. Dato che i due sistemi di riferimento hanno
origine comune:

ag, =0 r=r’
Dato che il moto e rotatorio uniforme, la velocita

angolare e costante e quindi |
dw _ 0 0
dt

1
S



Moto di trascinamento rotatorio uniforme

La relazione: (7
!/ dw !/ !/ !/ ac
a=a +ap, +E X1+ oX(wX1r') + 2wXv

Puo essere semplificata in: N
a=a +wx(wxr') +2wxv’ Y -

In cui si evidenzia il termine di trascinamento: y’ i
a;, = wX(wXr') = wX(wXr) a,

Che ha direzione centripeta, modulo proporzionale alla

distanza e al quadrato della velocita angolare. r=r’

Abbiamo inoltre I'accelerazione di Coriolis

a, = 2wXxv’

1
S

La cui direzione sara perpendicolare a v’ 0



Moto di trascinamento rotatorio uniforme

Riassumendo, se il moto di trascinamento &
rotatorio uniforme, le accelerazioni di uno stesso
punto materiale viste dai due sistemi di
riferimento fisso e mobile sono legate dalle
relazionj r

- a=a +wx(wxr') +2wxv’

a;, = wX(wxr')
a. = 2wXv’

a=a +a;, +a,

CA WVEHAT Con




Moti relativi,
dinamica




- Moti relativi: dinamica

° Supponiamo che sul punto materiale agisca una_forza F, quale sara il
moto del punto materiale visto dai due sistemi di riferimento?




Moti relativi: dinamica

Possiamo applicare il secondo principio della dinamica \ " W ‘
E' = ma_| 07,£ A o Ao om S
Ma abbiamo visto che in generale | due sistemi vedono il punto muoversi con ~dk

accelerazioni diverse tra loro a # a’, quindi dobbiamo stare attenti a quale sistema
di riferimento scegliamo per rappresentare il moto! um‘Vo\mel




Moti relativi: dinamica

Si definisce Sistema di riferimento inerziale un sistema di riferimento per il quale
vale il principio di inerzia.
[P (Wtcho o ¢ 10 IR e |wENrale
° Se applico ad un punto materiale una forza F, questo si muovera rispetto al sistema
di riferimento inerziale con un’accelerazione a tale che.

EF = maj

wdnsbe o |
am;f;é\f LU?%WW}%M A veloo B bl . o ¢ ?:mo'o

ST AR wmuwataﬁ (Tl (Moo AET: Za

. STo vaSIL ' Ao
wd sy o e Smew Oeofouo  om M
(g P) o [ \ 0 o e e‘/(.l:?: Yol

F:O Q\:ajo -2 S

gQ . < aa—a@



gﬂ q:@f Qk:“@o[ _?/ ®

Moti relativi: dinamica, sistema inerziale

Sia Sy, = {0, x,y,z} un sistema inerziale, se scegliamo un
secondo sistema di riferimento Sy, = {0’, x’, y’, z’} che si

muove rispetto al primo con velocita costante v, (moto a=a’ 1,
uniforme) e w = 0. Abbiamo visto che in questo caso p
a=a ,
| due sistemi vedono il punto P muoversi con la stessa ‘ r
accelerazione "
Quindi se per S, vale 0 ‘
F =ma v
Anche per S, vale o’ fo
F = ma = ma’ y

E quindi anche S, e inerziale. Chi dei due possiamo
considerare fisso e chi mobile? Non e possibile definirlo
(principio di relativita galileiana).



Moti relativi: dinamica

Supponiamo di nuovo che S, = {0, x,y, z} sia inerziale, ma questa volta supponiamo
che per il secondo sistema S, = {0’,x’, y’, 2’} almeno una di queste condizioni sia
verificata:

* 0 dw;tO + 0
w ) - ;al
dt 0

Ricordiamo che
a=a +a;, +a,

dw . :
a;, = ap, +E X1+ wX(wX1")

a, = 2wxv’
In questo caso abbiamo:

!/

a+a



Moti relativi: dinamica

Consideriamo quindi il moto di un punto materiale rappresentato secondo due sistemi
di riferimento per i quali risulta:

!/

a+a

Rispetto al sistema fisso, che supponiamo essere un sistema inerziale abbiamo
F =ma

Abbiamo visto che tra le accelerazioni del punto rispetto ai due sistemi di riferimento
risulta:
a=a +a;, +a,
Quindi possiamo riscrivere |I'espressione del secondo principio come:
F=m(a +a; +a,)



Moti relativi: dinamica

Sviluppiamo le espressioni
F=m(a"+a; +a;,)

F = ma' + ma;- + ma,
_ !/
F —ma; — ma, = ma

'accelerazioné'a’ nel sistema di riferimento non inerziale dipende dalla forza F ma
anche dai contributi —ma;, — ma..

In altri termini, il sistema di riferimento non inerziale vede agire sul punto materiale la
forza F ma anche i termini —ma,, — ma..



Moti relativi: dinamica

Quando studiamo il moto di un punto materiale in un sistema non inerziale oltre alla
forza F dobbiamo tener conto delle cosiddette forze di inerzia o forze apparenti

Che possiamo scrivere come somma di due contributi

Forza di trascinamento:
Fi = —may,

Forza di Coriolis:

Quindi in un sistema di riferimento non inerziale



Esempio 1— moto di trascinamento rettilineo accelerato

Riprendiamo I'esempio del carrello che si muove

di moto rettilineo uniformemente accelerato visto y

in precedenza. Analizziamo il moto del punto P P

che cade dal carrello.

Abbiamo visto che il moto di-P-nel sistema h

inerziale ha accelerazione pari all’accelerazione di __—0or_,

gravita, dato che su di esso agisce la sola forza (] | @

peso: — 3 ,
@“ =mg g v
Con condizioni iniziali:
xP(O) — OJYP(O) — h
Vpx(0) = vg,,vp,(0) =0

"U

Op 54 ot o @



Esempio 4— moto di trascinamento rettilineo accelerato

S vada oo |V
Il moto di P visto rispetto al sistema (non 9 . AT IP Ao Tl V‘M s »P@W'Q
inerziale) solidale al carrello & caratterizzato W

da accelerazione[a’ =a-— aoje quindi la

sua dinamica e descritta dall’equazione:
ma' = mg — may,

Se analizziamo il moto dal punto di vista yt ,

dell’'osservatore sul carrello, dobbiamo

considerare quindi che sul punto P oltre-alla-

forza peso agisce anche una forza di inerzia. a@(wj@

Fy = —may,
Per questo motivo all’osservatore sul .

’ﬁ

punto cadere, appare che.l punto \euldre
materiale sia trascinato indietro. S /0. & {\M@o




Esempio 5— moto di trascinamento rotatorio

uniforme v
Riprendiamo I'esempio analizzato in precedenza, in cui il QV

sistema di riferimento mobile ha rispetto a quello fisso un Vir )
moto di rotazione intorno all’asse z con velocita angolare /
costante. Se sul punto materiale agisce una forzalF,)il Fir
sistema inerziale vedra il punto P muoversi con Vir P
accelerazione a tale che
F=ma
Mentre il sistema non inerziale vedra il punto muoversi
con accelerazione a’ tale che r=r
ma’' = F + Fq + F,

La forza di trascinamento € in questo caso:
-.’f_;—_'mwx(wxr )'= centrif
Mentre la forza di Coriolis vale: -

F.= —-2mwxv’

C el FuoA



Esempio 5— moto di trascinamento rotatorio
uniforme

Supponiamo che il puntol P sia fisso rispetto al
sistema di riferimento non inerziale (ad esempio i
ragazzi seduti intorno alla giostra). Dal punto di vista

cinematico, la velocita relativa e nulla: / P
!/ _ / ’
vV = O r _ ’
Vo i bl e | F = mopx(wxr’)

v = wXr' = v, | Qoo M
E anche I'accelerazione relativa e nulla: g;,@q } .
a =0 X
a=wx(wxr') & au

-5 -> \/ - —5 _5 _— 7
A = Y Lusc(uuKY\ F LyX N
N, &ﬁWﬂO

\
(BFR

Q\:D @O: O
[

s




Esempio 5— moto di trascinamento rotatorio

: 0 on FLLO Voo Ledlo (R
uniforme g
/ I TN
Analizziamo il sistema dal punto di vista@dina ico: / F, = —mox(@xr')
Nel sistema di riferimento inerziale ~ “@- > V cop)- 13 44
Ema=F3 L W\ﬂ[i‘!a\g@*@/@) Pﬁf:j%ﬂ
Devo applicare al punto materiale una forza @ A" ol S

(centripeta). Nell’esempio della giostra, e la forza
che il bordo esterno del sedile applica sulla schiena
dei ragazzi seduti.

F = mwXx(wxr')
Rispetto alsistema di riferimento mobile (ﬁafﬁ‘%@”“
inerziale), datoche a’' = 0

0 =ma =F+ Fy, Q
F+ F; = O%Etr = —F = —mwX(wXxr' )j |
| ragazzi seduti sentono una forza che tende a
spingerli fuori dalla giostra (forza centrifuga).

K ST Towve
N Oy i1 Al sy G N oI Ave Foubo  Lhe oo 1y
/“&/b Sho @‘:O



sEsempio 5— moto di trascinamento rotatorio
uniforme

@ Se in un certo istante togliessi la forza centripeta,
F = 0 dal punto di vista dinamico osserverei:

- Nel sistema di riferimento inerziale fﬂ[q (o~
ma =0 S 'Tcwg,wQe

Il punto inizierebbe a muoversi con moto

rettilineo uniforme con la velocita che aveva

nell’istante in cui ho tolto la forza.

Rispetto al sistema di riferimento mobile (non o\ leallo

inerziale), il sistema si muovera con accelerazione ”UU hdole
a’ tale che:

Ao U a' ma' = F, W KL\U Xy W
/.
I

<olo \wa'm



Esempio 6— moto di trascinamento rotatorio

uniforme, punto fisso nel sistema inerziale

Supponiamo quindi P fisso rispetto al sistema di y|
riferimento inerziale. y’
La sua velocita sara quindi nulla: \ ->

e p=0 N oV oy owx V!

Mentre la velocita di trascinamento e sempre
° Vi = OXT
Ne consegue che l'osservatore sul sistema di

riferimento mobile vedra il punto (che é fisso)
muoversi convelocita: 0=0

W V= Uy HFoXT

g0 4o b

om o Sb (ublado 1S4



Esempio 6— moto di trascinamento rotatorio
uniforme

Supponiamo quindi P fisso rispetto al sistema di

riferimento inerziale. 4 p

Anche la sua accelerazione sara-nulla )
,/a =0 /\

Mentre I'accelerazione di trascinamento, per quanto

abbiamo visto in precedenza, risulta: r =

a;, = wX(wXxr') QLJW: w xw X\

La velocita relativa, calcolata in precedenza, vale
!/

e V' = —wXr'
Quindi l'accelerazione di Coriolis puo essere calcolata
come:

a, = 20XV = —2wX(wXxr")
Il sistema di riferimento mobile vede il punto materiale
fisso-€on un’accelerazione pari a:

a = a- a@ = wX(wxr')
% — CUU )((UJ XY\}



Esempio 6— moto di trascinamento rotatorio

uniforme

Analizziamo infine la dinamica. Nel sistema di riferimento
inerziale, dato che il punto e fisso, applicando |la seconda
legge di Newton si vede facilmente che:
ma = F
a=0, F=0

Rispetto al sistema di riferimento mobile (non inerziale),
I’accelerazione risulta:
a' = ox(wxr')

ma' =F + F.. + F,
Dobbiamo tener conto delle forze di inerzia, in questo caso
la forza di trascinamento centrifuga e la forza di Coriolis.
F=0,
F, = —mowxX(wxr'), F, =2mwX(wXxr")




Esempio 7 - Moto di trascinamento rotatorio
uniforme con moto relativo

Supponiamo che il punto P sia sull’asse x’ del
sistema di riferimento mobile muova rispetto ad
esso con con velocita v'costante, diretta come x’
La velocita relativa € quindi definita come:
v =i

Vi = WXT
La velocita nel sistema fisso sara pari a:

v=V 4V =0 + oX1




Esempio 7 - Moto di trascinamento rotatorio
uniforme con moto relativo

Analizziamo quindi I'accelerazione. L'accelerazione relativa e
nulla, dato che la velocita relativa v’ é costante
a' =0
'accelerazione di trascinamento vale:
a;, = wX(wXr")

(la direzione di a4, € centripeta)
'accelerazione di Coriolis vale:

a, = 2wXv'
(la direzione di a, & perpendicolare a v’, quindi tangenziale).

'accelerazione del punto materiale vista dal sistema di
riferimento fisso sara quindi:
a=wX(wxr')+2wxv



Esempio 7 - Moto di trascinamento rotatorio
uniforme con moto relativo

Analizziamo infine la dinamica del sistema.
Nel sistema di riferimento inerziale, per poter
muovere il punto materiale con accelerazione a
devo applicare una forza F tale che

ma = F -

Ricordando |'espressione dell’accelerazione
trovata in precedenza,

a=wX(wxr')+2wxv'
La forza da applicare al punto sara:
F=m(wXx(wxr') + 2wxv")



Esempio 7 - Moto di trascinamento rotatorio
uniforme con moto relativo

Nel sistema di riferimento non |ner2|ale q,

ma' = F + F,, + F, }‘*Sb WLQLQ cho
Dove: Tolee W '?9(1‘0“ R

F =m(wX(wXr') + 20xv') JJou Cou”
F; = —moX(wxr')
F.=-2mwxv'’
Risulta quindi: ®p
ma' =0

E infatti la velocita relativa, come abbiamo visto,
e costante.




Approfondimento: il
sistema di

riferimento
terrestre




Approfondimento: il sistema di riferimento
terrestre

Quanto vale w, velocita angolare
della Terra?

T = 86164 s (giorno sidereo)
2T
w = - = 7.29 - 10" °rad/s

R = 6371 km

Figura 3.12 A = WXWXT'

4 | P. Mazzoldi - M. Nigro - C. Voci
o Fisica Vol, | - Meccanica e lermodinamica
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Approfondimento: il sistema di riferimento
terrestre

Ay = WXWXT' = WXWXT

r = Rcos6

a; Accelerazione di trascinamento
- direzione centripeta (verso |'asse
di rotazione)




Approfondimento: il sistema di riferimento
terrestre

Frr = mw?r

Forza di trascinamento — direzione
centrifuga




Approfondimento: il sistema di riferimento
te rre St re Deviazione della direzione del filo a

piombo

N SRS
‘ T+Fy,+F, =0 h—a;&

Ftr

Esercizio: quanto vale la deviazione &

ai poli? E all’lequatore? Qual e il suo .
valore massimo? Dove si verifica? (
Quanto vale nel luogo in cui vi

trovate?




Approfondimento
terrestre

Il moto di caduta libera, effetto
dell’accelerazione di Coriolis

a, = 2wXxv’

- il sistema di riferimento




Approfondimento: il sistema di riferimento
terrestre

Figura 3.15

4. | P. Mazzoldi- M. Nigro - C. Voci
- —  Fisica Vol. | - Meccanica e termodinamica
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Approfondimento: il pendolo di Focault

Figura 3.16

" P. Mazzoldi - M. Nigro - C. Voci
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