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Nei capitoli precedenti abbiamo visto come si rappresenta il moto di un 
punto materiale (posizione, velocità, accelerazione, dinamica) rispetto ad un 
dato sistema di riferimento

Cosa vede un osservatore su un altro sistema di riferimento, che si muove a 
sua volta rispetto al primo?

P

Introduzione



• Meccanismi
• Robot
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Consideriamo quindi un punto materiale 𝑃	che si muove seguendo una determianta 
traiettoria. Supponiamo che il punto sia osservato da due distinti osservatori:
• Il primo è solidale a un sistema di riferimento con origine in 𝑂 e assi 𝑥, 𝑦, 𝑧
• Il secondo è solidale a un sistema di riferimento con origine in 𝑂′ e assi 𝑥′, 𝑦′, 𝑧′
• I due sistemi di riferimento sono in moto uno rispetto all’altro, assumiamo il primo 

come fisso e il secondo come mobile.

Introduzione



P

x

y

z

x’

y’

z’

O

O’

Fisso

Mobile

r’

r
𝒓

𝒓’

Posizione

• Il primo osservatore rappresenta la posizione del punto con il vettore 𝒓 =
𝑥𝑃𝒊 + 𝑦𝑃𝒋 + 𝑧𝑃𝒌

• Il secondo rappresenta la posizione con il vettore 𝒓’ = 𝑥’𝑃𝒊’ + 𝑦’𝑃𝒋’ + 𝑧’𝑃𝒌’



Posizione

• Il primo osservatore rappresenta inoltre la posizione dell’origine del secondo 
sistema di riferimento con il vettore 𝒓𝑶’ = 𝑥𝑂’𝒊 + 𝑦𝑂’𝒋 + 𝑧𝑂’𝒌
• Si osserva che

𝒓 = 𝒓’ + 𝒓𝑶’

P

x

y

z

x’

y’

z’

O

O’
Fisso

Mobile

𝒓 = 𝑥𝑃𝒊 + 𝑦𝑃𝒋 + 𝑧𝑃𝒌
𝒓’ = 𝑥’𝑃𝒊’ + 𝑦’𝑃𝒋’ + 𝑧’𝑃𝒌’

r’

r
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𝒓𝑶’ = 𝑥𝑂’𝒊 + 𝑦𝑂’𝒋 + 𝑧𝑂’𝒌



Posizione

• Il primo osservatore rappresenta inoltre la posizione dell’origine del secondo 
sistema di riferimento con il vettore 𝒓𝑶’ = 𝑥𝑂’𝒊 + 𝑦𝑂’𝒋 + 𝑧𝑂’𝒌
• Si osserva che

𝒓 = 𝒓’ + 𝒓𝑶’
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La relazione 
𝒓	 = 	𝒓’ + 𝒓𝑶’

Esprime la posizione di un punto materiale nel sistema 
di riferimento fisso in funzione della posizione dello 
stesso punto nel sistema di riferimento mobile e della 
posizione relativa tra i due sistemi di riferimento.

Posizione

𝒓 = 𝑥𝑃𝒊 + 𝑦𝑃𝒋 + 𝑧𝑃𝒌
𝒓’ = 𝑥’𝑃𝒊’ + 𝑦’𝑃𝒋’ + 𝑧’𝑃𝒌’
𝒓𝑶’ = 𝑥𝑂’𝒊 + 𝑦𝑂’𝒋 + 𝑧𝑂’𝒌
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Posizione

𝒓 = 𝑥𝑃𝒊 + 𝑦𝑃𝒋 + 𝑧𝑃𝒌
𝒓’ = 𝑥’𝑃𝒊’ + 𝑦’𝑃𝒋’ + 𝑧’𝑃𝒌’
𝒓𝑶’ = 𝑥𝑂’𝒊 + 𝑦𝑂’𝒋 + 𝑧𝑂’𝒌

Assumendo il primo sistema di riferimento come fisso 
e il secondo come mobile, risulta che i versori
𝒊, 𝒋, 𝒌à sono indipendenti dal tempo
𝒊’, 𝒋’, 𝒌’à variano nel tempo



Velocità 



La velocità del punto 𝑃 “vista” dal sistema fisso (velocita` assoluta) è data da:

𝒗 =
𝑑𝒓
𝑑𝑡

=
𝑑𝑥!
𝑑𝑡

𝒊 +
𝑑𝑦!
𝑑𝑡

𝒋 +
𝑑𝑧!
𝑑𝑡

𝒌

Velocità 

𝒗 𝒗



L’osservatore solidale al sistema di riferimento mobile vedrà il punto materiale 
muoversi con velocità diversa (velocità relativa)

𝒗′ =
𝑑𝑥"!
𝑑𝑡

𝒊′ +
𝑑𝑦"!
𝑑𝑡

𝒋′ +
𝑑𝑧"!
𝑑𝑡

𝒌′

Velocità 

𝒗
𝒗

𝒗′ 𝒗′ Attenzione! 
Mentre possiamo scrivere che 
𝒗 = #𝒓

#%
, per il sistema di 

riferimento mobile, dato che 
gli assi del sistema si 
muovono a loro volta, non 
possiamo scrivere 

𝒗′ ≠
𝑑𝒓′
𝑑𝑡



L’origine del sistema di riferimento mobile 𝑂’ rispetto al sistema fisso è data da 

𝒗&" =
𝑑𝑥&"
𝑑𝑡

𝒊 +
𝑑𝑦&"
𝑑𝑡

𝒋 +
𝑑𝑧&"
𝑑𝑡

𝒌 =
𝑑𝒓&"
𝑑𝑡

Velocità 



𝒓 = 𝑥𝑃𝒊 + 𝑦𝑃𝒋 + 𝑧𝑃𝒌
𝒓’ = 𝑥’𝑃𝒊’ + 𝑦’𝑃𝒋’ + 𝑧’𝑃𝒌’

Per la posizione abbiamo visto che
𝒓 = 𝒓" + 𝒓&"

Deriviamo rispetto al tempo per calcolare la 
velocità.

𝒗 =
𝑑𝒓
𝑑𝑡

=
𝑑𝒓′
𝑑𝑡

+
𝑑𝒓&"
𝑑𝑡

Abbiamo visto che:

𝒗&" =
𝑑𝒓&"
𝑑𝑡

E invece:

𝒗′ ≠
𝑑𝒓′
𝑑𝑡

Dato che 𝒊’, 𝒋’, 𝒌’ variano nel tempo. Calcoliamo 
quindi:

𝑑𝒓′
𝑑𝑡

𝒓𝑶’ = 𝑥𝑂’𝒊 + 𝑦𝑂’𝒋 + 𝑧𝑂’𝒌

Velocità 



Velocità 
Calcoliamo #𝒓"

#%
, ricordiamo che: 

𝒓" = 𝑥′!𝒊" + 𝑦′!𝒋" + 𝑧′!𝒌"
Deriviamo rispetto al tempo

𝑑𝒓′
𝑑𝑡

=
𝑑𝑥′!
𝑑𝑡

𝒊" +
𝑑𝑦′!
𝑑𝑡

𝒋" +
𝑑𝑧′!
𝑑𝑡

𝒌" +

+𝑥′!
𝑑𝒊′
𝑑𝑡

+𝑦′!
𝑑𝒋′
𝑑𝑡

+𝑧′!
𝑑𝒌′
𝑑𝑡

Ma abbiamo visto che 

𝒗′ =
𝑑𝑥"!
𝑑𝑡

𝒊′ +
𝑑𝑦"!
𝑑𝑡

𝒋′ +
𝑑𝑧"!
𝑑𝑡

𝒌′
Quindi 

𝑑𝒓′
𝑑𝑡

= 𝒗′ +𝑥′!
𝑑𝒊′
𝑑𝑡

+𝑦′!
𝑑𝒋′
𝑑𝑡

+𝑧′!
𝑑𝒌′
𝑑𝑡

Dobbiamo caratterizzare meglio i termini rimanenti, in particolare le derivate dei 
versori del sistema di riferimento mobile, #𝒊"

#%
, #𝒋"
#%

, #𝒌"
#%



Studiamo i termini

𝑑𝒊′
𝑑𝑡
,
𝑑𝒋′
𝑑𝑡
,
𝑑𝒌′
𝑑𝑡

𝒊′,j’, 𝒌′ sono tre versori e sono tra loro ortogonali. Queste due condizioni si 
mantengono durante il moto. 
Dato che sono versori:

𝒊" 4 𝒊" = 1
𝒋" 4 𝒋" = 1
𝒌" 4 𝒌" = 1

Dato che sono ortogonali:
𝒊" 4 𝒋" = 0
𝒋" 4 𝒌" = 0
𝒌" 4 𝒊" = 0

Velocità – derivata dei versori del sistema mobile  
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Deriviamo rispetto al tempo queste tre:
𝒊" 4 𝒊" = 1
𝒋" 4 𝒋" = 1
𝒌" 4 𝒌" = 1

Dalla prima ad esempio si ottiene
𝑑𝒊′
𝑑𝑡

4 𝒊" + 𝒊" ⋅
𝑑𝒊"

𝑑𝑡
= 0

Dato che il prodotto scalare è 
commutativo otteniamo:

2
𝑑𝒊′
𝑑𝑡

4 𝒊" = 0

Velocità – derivata dei versori del sistema mobile  

E derivando le altre due otteniamo:

2
𝑑𝒋′
𝑑𝑡

4 𝒋" = 0

2
𝑑𝒌′
𝑑𝑡

4 𝒌" = 0

àAbbiamo capito che la derivata rispetto 
al tempo di un versore è perpendicolare 
al versore stesso.



Deriviamo rispetto al tempo le altre tre relazioni (ortogonalità tra i versori):
𝒊" 4 𝒋" = 0
𝒋" 4 𝒌" = 0
𝒌" 4 𝒊" = 0

𝑑𝒊′
𝑑𝑡

4 𝒋" +
𝑑𝒋′
𝑑𝑡

4 𝒊" = 0
𝑑𝒋′
𝑑𝑡

4 𝒌" +
𝑑𝒌′
𝑑𝑡

4 𝒋" = 0
𝑑𝒊′
𝑑𝑡

4 𝒌" +
𝑑𝒌′
𝑑𝑡

4 𝒊" = 0
Da cui otteniamo

𝑑𝒊′
𝑑𝑡

4 𝒋" = −
𝑑𝒋"

𝑑𝑡
4 𝒊"

𝑑𝒋′
𝑑𝑡

4 𝒌" = −
𝑑𝒌′
𝑑𝑡

4 𝒋"

𝑑𝒊′
𝑑𝑡

4 𝒌" = −
𝑑𝒌′
𝑑𝑡

4 𝒊"

Velocità – derivata dei versori del sistema mobile  



Possiamo definire tre scalari
𝑑𝒊′
𝑑𝑡

4 𝒋" = −
𝑑𝒋"

𝑑𝑡
4 𝒊" = 𝜔′*

𝑑𝒋′
𝑑𝑡

4 𝒌" = −
𝑑𝒌"

𝑑𝑡
4 𝒋" = 𝜔′+

𝑑𝒌′
𝑑𝑡

4 𝒊" = −
𝑑𝒊"

𝑑𝑡
4 𝒌" = 𝜔′,

E con questi tre scalari costruiamo un vettore 
𝝎 = 𝜔′+𝒊" + 𝜔′,𝒋" + 𝜔′*𝒌"

(espresso rispetto alla terna mobile).

Il vettore 𝝎 prende il nome di velocità angolare.

Velocità – derivata dei versori del sistema mobile  

x’

y’

z’

O’𝒊! 𝒋!

𝒌!
𝝎



Definiamo il vettore
𝝎 = 𝜔′+𝒊" + 𝜔′,𝒋" + 𝜔′*𝒌"

E` possibile verificare (potete provare per esercizio!) che: 

𝝎×𝒊" =
𝑑𝒊′
𝑑𝑡

𝝎×𝒋" =
𝑑𝒋′
𝑑𝑡

𝝎×𝒌" =
𝑑𝒌′
𝑑𝑡

Formule di Poisson.

Velocità – derivata dei versori del sistema mobile  
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Torniamo alla relazione

𝑑𝒓′
𝑑𝑡

= 𝒗" +𝑥′!
𝑑𝒊′
𝑑𝑡

+𝑦′!
𝑑𝒋′
𝑑𝑡

+𝑧′!
𝑑𝒌′
𝑑𝑡

A questo punto, avendo espresso le derivate dei versori 
con le formule di Poisson, possiamo scrivere:

𝑑𝒓′
𝑑𝑡

= 𝒗" +𝑥′! 𝝎×𝒊" +𝑦′! 𝝎×𝒋" +𝑧′! 𝝎×𝒌" =

Sviluppando i calcoli otteniamo
= 𝒗" +𝝎×𝑥′! 𝒊" +𝝎×𝑦′! 𝒋" +𝝎×𝑧′! 𝒌" =
= 𝒗" + 𝝎×(𝑥"!𝒊" +𝑦"! 𝒋

" +𝑧"! 𝒌") =
= 𝒗" +𝝎×𝒓′

𝑑𝒓′
𝑑𝑡

= 𝒗" +𝝎×𝒓′

Velocità



Velocità
Analizziamo meglio la relazione:

𝑑𝒓′
𝑑𝑡

= 𝒗′ + 𝝎×𝒓′

𝒗′ tiene conto di come il punto materiale si 
muove rispetto al sistema mobile (velocità 
relativa).

𝝎×𝒓′ tiene conto di come il sistema mobile sta 
ruotando rispetto a quello fisso.



Ricapitolando, derivando rispetto al tempo la relazione 𝒓 = 𝒓" + 𝒓&"
Abbiamo ottenuto

𝒗 =
𝑑𝒓
𝑑𝑡

=
𝑑𝒓′
𝑑𝑡

+
𝑑𝒓&"
𝑑𝑡

Abbiamo poi visto che il termine #𝒓"
#%

dipende sia dalla velocità relativa che dalla 
rotazione degli assi del sistema mobile rispetto a quello fisso

𝑑𝒓′
𝑑𝑡

= 𝒗" + 𝝎×𝒓′
Abbiamo anche definito la velocità dell’origine del sistema mobile rispetto al sistema 
fisso

𝑑𝒓&"
𝑑𝑡

= 𝒗&"
Possiamo quindi scrivere:

𝒗 = 𝒗′ + 𝒗!" +𝝎×𝒓′

Velocità



𝒗 = 𝒗′ + 𝒗!" +𝝎×𝒓"

𝒗′ tiene conto di come il punto materiale si muove 
rispetto al sistema mobile  àvelocità relativa 

𝒗%- = 𝒗&" + 𝝎×𝒓′ tiene conto di come il sisema 
mobile si muove (rotazione e spostamento) rispetto 
a quello fisso à velocità di trascinamento
La velocità di trascinamento può anche essere vista 
come la velocità che 𝑃 avrebbe se fosse solidale 
(=fissato) al sistema di riferimento mobile.

𝒗 = 𝒗′ + 𝒗#$

Velocità
𝒗%-



Accelerazione



I due sistemi di riferimento vedranno il punto materiale 
muoversi con accelerazioni diverse tra loro:
• Accelerazione di 𝑃 vista dal sistema di riferimento fisso 

(accelerazione assoluta)

𝒂 =
𝑑.𝑥!
𝑑𝑡.

𝒊 +
𝑑.𝑦!
𝑑𝑡.

𝒋 +
𝑑.𝑧!
𝑑𝑡.

𝒌

• Accelerazione di 𝑃 vista dal sistema di riferimento mobile 
(accelerazione relativa)

𝒂′ =
𝑑.𝑥"!
𝑑𝑡.

𝒊′ +
𝑑.𝑦"!
𝑑𝑡.

𝒋′ +
𝑑.𝑧"!
𝑑𝑡.

𝒌′

àChe relazione esiste tra 𝒂 e 𝒂’?

𝒂 =
𝑑"𝑥#
𝑑𝑡"

𝒊 +
𝑑"𝑦#
𝑑𝑡"

𝒋 +
𝑑"𝑧#
𝑑𝑡"

𝒌

𝒂′ =
𝑑!𝑥"#
𝑑𝑡! 𝒊′ +

𝑑!𝑦"#
𝑑𝑡! 𝒋′ +

𝑑!𝑧"#
𝑑𝑡! 𝒌′

mobile

Accelerazione

𝒂′𝒂



àChe relazione esiste tra 𝒂 e 𝒂’?

Riprendiamo la relazione che abbiamo trovato per la velocità

𝒗 = 𝒗′ + 𝒗!" +𝝎×𝒓"

E calcoliamo la derivata rispetto al tempo, procediamo con i singoli 
termini:

𝑑𝒗
𝑑𝑡

= 𝒂

𝑑𝒗!"
𝑑𝑡

= 𝒂!"

Accelerazione



Consideriamo il termine 𝝎×𝒓"

𝑑(𝝎×𝒓")
𝑑𝑡

=
𝑑𝝎
𝑑𝑡

×𝒓" +𝝎×
𝑑𝒓′
𝑑𝑡

Ricordiamo che
𝑑𝒓′
𝑑𝑡 = 𝒗" +𝝎×𝒓′

Quindi: 
𝑑(𝝎×𝒓")

𝑑𝑡 =
𝑑𝝎
𝑑𝑡 ×𝒓

" +𝝎×
𝑑𝒓′
𝑑𝑡 =

𝑑𝝎
𝑑𝑡 ×𝒓

" +𝝎× 𝒗" +𝝎×𝒓′ =

=
𝑑𝝎
𝑑𝑡

×𝒓" +𝝎×𝒗" +𝝎× 𝝎×𝒓′ 

Accelerazione



Infine consideriamo il termine %𝒗"%#

𝑑𝒗′
𝑑𝑡

=
𝑑
𝑑𝑡

𝑑𝑥"'
𝑑𝑡

𝒊′ +
𝑑𝑦"'
𝑑𝑡

𝒋′ +
𝑑𝑧"'
𝑑𝑡

𝒌′

Sviluppiamo le derivate, ricordando che in questo caso anche i versori 
variano nel tempo:

𝑑𝒗′
𝑑𝑡

=
𝑑(𝑥"'
𝑑𝑡(

𝒊" +
𝑑(𝑦"'
𝑑𝑡(

𝒋" +
𝑑(𝑧"'
𝑑𝑡(

𝒌" +

+
𝑑𝑥"'
𝑑𝑡

𝑑𝒊′
𝑑𝑡 +

𝑑𝑦"'
𝑑𝑡

𝑑𝒋′
𝑑𝑡 +

𝑑𝑧"'
𝑑𝑡

𝑑𝒌′
𝑑𝑡

Accelerazione



Ricordando i risultati trovati in precedenza

𝑑𝒗′
𝑑𝑡

= 𝒂′ +
𝑑𝑥"!
𝑑𝑡

𝝎×𝒊" +
𝑑𝑦"!
𝑑𝑡

𝝎×𝒋" +
𝑑𝑧"!
𝑑𝑡

𝝎×𝒌" =

= 𝒂′ + 𝝎×
𝑑𝑥"!
𝑑𝑡

𝒊" + 𝝎×
𝑑𝑦"!
𝑑𝑡

𝒋" + 𝝎×
𝑑𝑧"!
𝑑𝑡

𝒌" =

= 𝒂" + 𝝎×𝒗′

Accelerazione



Mettiamo insieme tutte le parti che abbiamo calcolato

𝒂 =
𝑑𝒗
𝑑𝑡

=
𝑑
𝑑𝑡

𝒗′ + 𝒗%& +𝝎×𝒓&

𝑑𝒗′
𝑑𝑡

= 𝒂& +𝝎×𝒗′

𝑑𝒗%&
𝑑𝑡

= 𝒂%&

𝑑(𝝎×𝒓&)
𝑑𝑡

=
𝑑𝝎
𝑑𝑡

×𝒓& +𝝎×𝒗& +𝝎× 𝝎×𝒓′ 

Accelerazione



Accelerazione
Otteniamo quindi

𝒂 = 𝒂" + 𝒂&" +
𝑑𝝎
𝑑𝑡

×𝒓" + 𝝎× 𝝎×𝒓′ + 2𝝎×𝒗"

𝒂"à accelerazione relativa

𝒂%- = 𝒂&" +
#𝝎
#%
×𝒓" + 𝝎× 𝝎×𝒓′ à accelerazione di 

trascinamento
𝒂8 = 2𝝎×𝒗"à accelerazione complementare o di 
Coriolis

𝒂 = 𝒂" + 𝒂%- + 𝒂8

𝒂%-𝒂8



Posizione
𝒓 = 𝒓’ + 𝒓𝑶’

Velocità 
𝒗 = 𝒗′ + 𝒗!" +𝝎×𝒓" = 𝒗" + 𝒗#$

Accelerazione 
𝒂 = 𝒂" + 𝒂!" +

%𝝎
%# ×𝒓

" +𝝎× 𝝎×𝒓′ + 2𝝎×𝒗" = 𝒂" + 𝒂#$ + 𝒂*

Moti relativi, riepilogo delle relazioni cinematiche 

mobile



𝒓 = 𝒓’ + 𝒓𝑶’

𝒗 = 𝒗′ + 𝒗!" +𝝎×𝒓" = 𝒗" + 𝒗#$

𝒂 = 𝒂" + 𝒂&" +
#𝝎
#%
×𝒓" + 𝝎× 𝝎×𝒓′ + 2𝝎×𝒗" = 𝒂" + 𝒂%- + 𝒂8

𝒗 = $𝒓
$&

à velocità assoluta

𝒂!àaccelerazione relativa

𝒂&' = 𝒂(! +
$𝝎
$&
×𝒓! + 𝝎× 𝝎×𝒓′ àaccelerazione di trascinamento

𝒂* = 2𝝎×𝒗!

𝒂 = $𝒗
$&

à accelerazione assoluta

𝒗!àaccelerazione relativa
𝒗𝒕𝒓 = 𝒗′ + 𝒗(! + 𝝎×𝒓! àvelocità di trascinamento

Moti relativi, riepilogo delle relazioni cinematiche 



Caso 1 – moto di 
trascinamento
rettilineo
uniforme



Esempio 1 – moto di trascinamento rettilineo 
uniforme

𝑥 ≡ 𝑥’

𝑦

𝑂

𝑧

𝑂’

𝑧’

𝑦’

𝒗&"

L’origine del sistema di 
riferimento mobile si 
muove di moto rettilineo 
uniforme con velocità 𝒗&" 
rispetto a quello fisso, gli 
assi rimangono paralleli a 
quelli dell’asse fisso. 
Supponiamo per semplicità 
che il movimento avvenga 
in direzione parallela a uno 
dei tre assi, in questo caso 
l’asse 𝑥. 



Moto di trascinamento rettilineo uniforme
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L’origine del sistema di riferimento mobile si muove di moto rettilineo uniforme con velocità 𝒗-. 
rispetto a quello fisso, gli assi rimangono paralleli a quelli dell’asse fisso. 
In generale, la direzione di 𝒗-. può essere parallela a uno dei tre assi oppure può essere generica.



Moto di trascinamento rettilineo uniforme
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Posizione: i due sistemi di riferimento 
vedono uno stesso punto materiale 
rappresentato da due distinti vettori 
geometrici. Per il sistema di riferimento 
fisso si ha:

𝒓	 = 	 𝑥!𝒊 + 𝑦!𝒋 + 𝑧!𝒌
Mentre per il sistema di riferimento 
mobile si ha:

𝒓’	 = 	𝑥’𝑃𝒊’ + 𝑦’𝑃𝒋’ + 𝑧’𝑃𝒌’	
L’origine del sistema di riferimento 
mobile rispetto a quello fisso è data da:
𝒓𝑶’	 = 	 𝑥& ’𝒊 + 𝑦& ’𝒋 + 𝑧& ’𝒌 =	= 	𝑥𝑂’𝒊

Risulta quindi: 
𝒓	 = 	𝒓’ + 𝒓𝑶’



Moto di trascinamento rettilineo uniforme
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Per quanto riguarda la velocità, abbiamo visto in 
precedenza che risulta 

𝒗 = 𝒗′ + 𝒗&" + 𝝎×𝒓" = 𝒗" + 𝒗%-

Ricordiamo che 
𝝎×𝒊" = #𝒊"

#%
, 𝝎×𝒋" = #𝒋"

#%
, 𝝎×𝒌" = #𝒌"

#%
Ma, 𝒊", 𝒋", 𝒌" non variano in questo caso, quindi

𝝎×𝒊" =
𝑑𝒊′
𝑑𝑡

= 0,𝝎×𝒋" =
𝑑𝒋′
𝑑𝑡

= 0,𝝎×𝒌" =
𝑑𝒌′
𝑑𝑡

= 0
Da cui si deduce facilmente che per questo tipo di 
moto:
à 𝝎 = 0



Moto di trascinamento rettilineo uniforme
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Dato che 
𝝎 = 0

La velocità di trascinamento è data dalla velocità del 
sistema di riferimento mobile rispetto a quello fisso:

𝒗%- = 	𝒗&" + 𝝎×𝒓" = 𝒗&"
E quindi possiamo esprimere la relazione tra la 
velocità del punto P vista da sistema di riferimento 
fisso e mobile come:

𝒗 = 𝒗′ + 𝒗&"
Data la velocità nel sistema fisso e la velocità di 
trascinamento, possiamo anche determinare la 
velocità relativa come 

𝒗" = 𝒗 − 𝒗&"

v’
vO’

v

v’
vO’

v



Moto di trascinamento rettilineo uniforme
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Analizziamo quindi come I due sistemi di riferimento vedono
l’accelerazione dello stesso punto materiale. Abbiamo visto
in precedenza che

𝒂 = 𝒂" + 𝒂&" +
𝑑𝝎
𝑑𝑡

×𝒓" + 𝝎× 𝝎×𝒓′ + 2𝝎×𝒗"

In questo caso specifico abbiamo visto che risulta
𝝎 = 0

Quindi, necessariamente, risulta anche
𝑑𝝎
𝑑𝑡

= 0
Inoltre, se il moto di trascinamento è rettilineo uniforme, 
risulta anche 

𝒗&" = 𝑐𝑜𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒à𝒂&" = 0
E quindi risulta, infine:

𝒂 = 𝒂"

a=a’

I due sistemi di riferimento vedono il 
punto materiale muoversi con la stessa 
accelerazione. 



Esempio 1 - moto di trascinamento rettilineo 
uniforme





Caso 2 – moto di 
trascinamento
rettilineo
accelerato



Moto di trascinamento rettilineo accelerato

x

z

O

vO’

aO’

L’origine del sistema di riferimento mobile si 
muove di moto rettilineo uniformemente 
accelerato con velocità iniziale 𝒗&/? e 
accelerazione 𝒂&/  rispetto a quello fisso, gli 
assi rimangono paralleli a quelli dell’asse 
fisso, 𝒗&"  e 𝒂&/  sono tra loro paralleli. 
In generale, le direzioni di 𝒗&" e 
𝒂&/ 	possono essere parallela a uno dei tre 
assi oppure possono essere generiche. In 
questo caso prendiamo per semplicità un 
moto di trascinamento rettilineo 
uniformemente accelerato con 𝒗&"  e 𝒂&/  
parallele all’asse 𝑥.
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Posizione: valgono le identiche 
considerazioni che abbiamo visto per il 
moto uniforme. I due sistemi di 
riferimento vedono uno stesso punto 
materiale rappresentato da due distinti 
vettori geometrici. Per il sistema di 
riferimento fisso si ha:

𝒓	 = 	 𝑥!𝒊 + 𝑦!𝒋 + 𝑧!𝒌
Mentre per il sistema di riferimento 
mobile si ha:

𝒓’	 = 	𝑥’𝑃𝒊’ + 𝑦’𝑃𝒋’ + 𝑧’𝑃𝒌’	
L’origine del sistema di riferimento 
mobile rispetto a quello fisso è data da:
𝒓𝑶’	 = 	 𝑥& ’𝒊 + 𝑦& ’𝒋 + 𝑧& ’𝒌 =	= 	 𝑥& ’𝒊

Risulta quindi: 
𝒓	 = 	𝒓’ + 𝒓𝑶’

Moto di trascinamento rettilineo accelerato
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Anche per quanto riguarda la velocità, valgono le 
stesse considerazioni che abbiamo vistp per il moto 
uniforme: dato che, anche in questo caso

𝝎 = 0
La velocità di trascinamento è data dalla velocità del 
sistema di riferimento mobile rispetto a quello fisso:

𝒗%- = 	𝒗&" + 𝝎×𝒓" = 𝒗&"
E quindi possiamo esprimere la relazione tra la 
velocità del punto P vista da sistema di riferimento 
fisso e mobile come:

𝒗 = 𝒗′ + 𝒗&"
Data la velocità nel sistema fisso e la velocità di 
trascinamento, possiamo anche determinare la 
velocità relativa come 

𝒗" = 𝒗 − 𝒗&"

Moto di trascinamento rettilineo accelerato
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Analizziamo infine come i due sistemi di riferimento vedono 
l’accelerazione dello stesso punto materiale. Abbiamo visto 
in precedenza che 

𝒂 = 𝒂" + 𝒂&" +
𝑑𝝎
𝑑𝑡

×𝒓" + 𝝎× 𝝎×𝒓′ + 2𝝎×𝒗"

Anche in questo caso specifico abbiamo visto che risulta
𝝎 = 0

Quindi, necessariamente, risulta anche 
𝑑𝝎
𝑑𝑡

= 0
Però dato che il moto di trascinamento è accelerato, in 
questo caso risulta

𝒂&" ≠ 0
E quindi risulta, infine:

𝒂 = 𝒂" + 𝒂&"

Moto di trascinamento rettilineo accelerato



Esempio 2 – moto di trascinamento rettilineo accelerato, 
caso specifico

Un sistema 𝑆𝑂’	è solidale a un carrello 
che si muove con accelerazione 𝒂&" 
diretta come l’asse 𝑥. 
All’istante 𝑡 = 0 i due sistemi di 
riferimento coincidono e un punto 
materiale 𝑃 viene lasciato cadere da una 
piattaforma di altezza ℎ solidale al 
carrello.
Descriviamo il moto di 𝑃 visto da 𝑆𝑂 e da 
𝑆𝑂’

𝒂&"

x

y

y y’

x

P

P

O O’

h

O
𝒗&"

𝑡 = 0

𝑡 > 0



Esempio 2 – moto di trascinamento rettilineo 
accelerato, caso specifico

Cosa vede l’osservatore su 𝑆𝑂: moto 
uniformemente accelerato con velocità 
iniziale 𝑣!+ 0 = 𝑣&" orizzontale e 
accelerazione di gravità (moto 
parabolico). 
Condizioni iniziali, posizione:
𝑥! 0 = 0, 𝑧! 0 = ℎ
Condizioni iniziali, velocità:
𝑣!+ 0 = 𝑣&", 𝑣!* 0 = 0

Moto parabolico:
𝑥! 𝑡 = 𝑣&"𝑡

𝑦! 𝑡 = ℎ −
1
2
𝑔𝑡.

𝑦! 𝑥! = ℎ −
1
2
𝑔

𝑥!
𝑣&"

.

𝒂&"

x

y

y z’

x

P

P

O O’

h

𝒗&"

xC



Esempio 2 – moto di trascinamento rettilineo 
accelerato, caso specifico

Possiamo determinare a quale distanza dal 
punto di partenza cade il punto materiale, 
ponendo 𝑦! 𝑡 = 0:

0 = ℎ −
1
2
𝑔

𝑥8
𝑣&/

.

Si ricava la distanza:

𝑥B =
2ℎ
𝑔
𝑣?.

E il tempo di caduta

𝑡B =
2ℎ
𝑔

𝒂&"

x

y
P

h

𝒗&"
y y’

x

P

O O’xC



Esempio 2 – moto di trascinamento rettilineo 
accelerato, caso specifico

Cosa vede l’osservatore su 𝑆𝑂’?

Nel tempo di caduta 𝑡B  calcolato in 
precedenza, il carrello si è spostato di:

𝑥&" 𝑡B = 𝑣&"𝑡B +
1
2
𝑎&"𝑡B.

Mentre il punto materiale si è spostato in 
direzione 𝑥 di:

𝑥! 𝑡B = 𝑣&"𝑡B
Ricordiamo le relazioni che abbiamo visto per i 
moti relativi, in termini di posizione:

𝒓	 = 	𝒓’ + 𝒓𝑶’

𝒂&"

x

y
P

h

𝒗&"
y y’

x

P

O O’

𝑥! 𝑡-



Esempio 2 – moto di trascinamento rettilineo 
accelerato, caso specifico

Possiamo ricavare la posizione vista da 
sistema di riferimento mobile come: 

𝒓’ = 	𝒓	 − 	𝒓𝑶’
Andando a esplicitare le coordinate 
otteniamo:

𝑥′! = 𝑥! − 𝑥&"
𝑦′C = 𝑦! − 𝑦&/
(𝑧"C = 𝑧! − 𝑧&/)

Sostituendo le espressioni trovate in 
precedenza si ottiene:
𝑥′! = 𝑥! − 𝑥&/

= 𝑣&/𝑡B − 𝑣&/𝑡B +
1
2
𝑎&/𝑡B. = −

1
2
𝑎&/𝑡B.

𝒂&"

x

y
P

h

𝒗&"
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𝑥 𝑡-

𝑥(! 𝑡-



Esempio 2 – moto di trascinamento rettilineo 
accelerato, caso specifico

In un istante generico durante la caduta 
abbiamo

𝑥′! 𝑡 = 𝑥! 𝑡 − 𝑥&/ 𝑡 = −
1
2
𝑎&"𝑡.

𝑦"! 𝑡 = 𝑦! 𝑡 = ℎ −
1
2
𝑔𝑡.

Cerchiamo di scrivere 𝑦"! 𝑥′! , in modo da 
avere la traiettoria del punto vista dal sistema 
di riferimento mobile, ricaviamo il tempo 
dall’espressione di 𝑥′! 𝑡 	:

𝑡. = −
2𝑥′!
𝑎&"

𝒂&"
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𝒗&"
y y’
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P
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Esempio 2 – moto di trascinamento rettilineo 
accelerato, caso specifico

Andiamo a sostituire nell’espressione di 
𝑦"! 𝑡 :

𝑦"! 𝑡 = 𝑦! 𝑡 = ℎ −
1
2
𝑔𝑡.

𝑡. = −
2𝑥′!
𝑎&"

𝑦"! 𝑥′! = ℎ −
1
2
𝑔 −

2𝑥′!
𝑎&"

𝑦"! 𝑥′! = ℎ +
𝑔
𝑎&"

𝑥′!
La traiettoria del punto materiale vista
dall’osservatore sul sistema di riferimento 
mobile è quindi una retta.
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Esempio 3 – ascensore
Un sistema di riferimento non inerziale con origine nel punto 
𝑂"	e asse 𝑦′ verticale è solidale alla cabina di un ascensore. 
Indichiamo con 𝑂 l’origine di un sistema di riferimento 
inerziale, con asse 𝑦 verticale. Durante il moto, 𝑦′ ≡ 𝑦. 
L’ascensore durante la salita avrà accelerazione:
• Nella prima fase, alla partenza, l’accelerazione sarà positiva

𝒂&" = 𝑎&" 𝒋
• Nel tratto centrale l’ascensore sale con velocità costante, 

quindi l’accelerazione sarà nulla. 
𝒂&" = 0

• Nel tratto finale, in prossimità del piano, l’ascensore avrà 
accelerazione negativa, dato che deve rallentare per 
fermarsi al piano.

𝒂&" = −𝑎&" 𝒋

𝑦′

𝑦

𝑂′

𝑂



Esempio 3 – ascensore
Supponiamo di fare degli esperimenti in cui lasciamo cadere degli 
oggetti nella cabina dell’ascensore. Che accelerazione vede 
l’osservatore all’interno della cabina?

Ricordiamo che la relazione tra l’accelerazione vista dal sistema di 
riferimento fisso e quello mobile è 

𝒂 = 𝒂" + 𝒂%- + 𝒂8
Dato che il moto di trascinamento è rettilineo, 𝝎 = 𝟎 e quindi

𝒂%- = 𝒂&"
𝒂8 = 𝟎

Dato che inoltre stiamo facendo delle prove di caduta libera, 
l’accelerazione del punto materiale sarà pari all’accelerazione di gravità 
𝒈:

𝒂 = 𝒈

𝑦′

𝑦

𝑂′

𝑂

𝑥′

𝑥



Esempio 3– ascensore
Ricordando che in questo caso:

𝒂 = 𝒂" + 𝒂%-
Che l’accelerazione di trascinamento è:

𝒂%- = 𝒂&"
E che l’accelerazione rispetto al sistema fisso è

𝒂 = 𝒈 = −𝑔𝒋
Abbiamo che l’accelerazione vista dal sistema di riferimento mobile è:

𝒂" = 𝒈 − 𝒂%-

𝑦′

𝑦

𝑂′

𝑂

𝑥′

𝑥



Esempio 3– ascensore
Analizziamo quindi le tre fasi:
• Nel tratto finale, in prossimità del piano, l’ascensore avrà accelerazione negativa, dato 

che deve rallentare per fermarsi al piano.
𝒂&" = −𝑎&" 𝒋

𝒂" = 𝒈 − 𝒂%- = − 𝑔 − 𝑎&" 𝒋
L’osservatore nell’ascensore vede il punto materiale cadere con accelerazione in modulo 
minore dell’accelerazione di gravità, come se fosse più leggero.  

• Se il sistema di riferimento mobile «cadesse» con accelerazione pari a quella di gravità, 
𝒂&" = 𝒈 = −𝑔𝒋

𝒂" = 𝒈 − 𝒂%- = − 𝑔 − 𝑔 𝒋 = 𝟎
L’osservatore vedrebbe il punto materiale cadere con accelerazione nulla. Se lasciassi 
andare il punto materiale con velocità nulla, questo fluttuerebbe nella cabina senza 
cadere (in realtà entrambi stanno cadendo con accelerazione 𝒈.



Esempio 3– ascensore
Analizziamo quindi le tre fasi:
• Nella prima fase, alla partenza, l’accelerazione sarà positiva

𝒂&" = 𝑎&" 𝒋, 𝒂 = 𝒈 = −𝑔𝒋
𝒂" = 𝒈 − 𝒂%- = − 𝑔 + 𝑎&" 𝒋

L’osservatore vede il punto materiale cadere con accelerazione in modulo più grande di 
𝑔, come se fosse più pesante.
• Nel tratto centrale l’ascensore sale con velocità costante, quindi l’accelerazione sarà 

nulla. 
𝒂&" = 0, 𝒂" = 𝒈

L’osservatore vede il punto materiale cadere con la stessa accelerazione che vede il 
sistema di riferimento fisso.



Caso 3 – moto di 
trascinamento
rotatorio
uniforme



Moto di trascinamento rotatorio uniforme

I due sistemi di riferimento fisso 
e mobile hanno la stessa 
origine, 𝑂 ≡ 𝑂′ e due assi 
coincidenti, 𝑧 ≡ 𝑧′, gli assi 𝑥′ e 
𝑦" ruotano rispetto a 𝑥 e 𝑦 con 
velocità angolare 𝝎 costante. 

𝑥

𝑦

𝑂 ≡ 𝑂’

𝑥’
𝑦’



P

𝒓 = 𝒓’

𝑥

𝑦

𝑂 ≡ 𝑂’

𝑥’

𝑦’

Consideriamo quindi il moto di un generico 
punto materiale 𝑃, visto dai due sistemi di 
riferimento. In termini di posizione, abbiamo 
visto che la relazione tra i vettori posizione con 
cui i due sistemi di riferimento vedono il punto 
materiale è:

𝒓 = 𝒓’ + 𝒓𝑶’
Dato che i due sistemi di riferimento hanno la 
stessa origine, 𝑂 ≡ 𝑂′, 𝒓&" = 𝟎, quindi

𝒓 = 𝒓’ + 𝒓𝑶’ = 𝒓’
I due sistemi di riferimento vedono il punto 
materiale 𝑃 sotto la stessa posizione. 

Moto di trascinamento rotatorio uniforme



P

𝒓 = 𝒓’

𝑥

𝑦

𝑂 ≡ 𝑂’

𝑥’

𝑦’

𝒓 = 𝒓’ + 𝒓𝑶’ = 𝒓’
I due sistemi di riferimento vedono il punto 
materiale 𝑃 sotto la stessa posizione. 

Nota: le rappresentazioni della posizione sono 
però diverse nei due sistemi di riferimento! 

𝒓 = 𝑥!𝒊 + 𝑦!𝒋

𝒓′ = 𝑥"!𝒊′ + 𝑦"!𝒋′

𝑦!

𝑥!

𝑥′!𝑦′!

Moto di trascinamento rotatorio uniforme



Analizziamo quindi la velocità. Ricordiamo che 
le velocità dello stesso punto materiale viste dai 
due sistemi di riferimento sono legate dalla 
relazione: 

𝒗 = 𝒗′ + 𝒗&" + 𝝎×𝒓" = 𝒗" + 𝒗%-

Cerchiamo di determinare la velocità angolare 
𝝎. Ricordiamo che: 

𝝎×𝒊" =
𝑑𝒊′
𝑑𝑡

𝝎×𝒋" =
𝑑𝒋′
𝑑𝑡

𝝎×𝒌" =
𝑑𝒌′
𝑑𝑡

= 0

P

𝒓 = 𝒓’

𝑥

𝑦

𝑂 ≡ 𝑂’

𝑥’

𝑦’

Moto di trascinamento rotatorio uniforme



P

r=r’

In particolare, dato che  

𝝎×𝒌" =
𝑑𝒌′
𝑑𝑡

= 0
𝝎×𝒌" = 0à 𝝎 è parallelo a 𝒌" = 𝒌
Possiamo scrivere quindi:

𝝎 = 𝜔𝒌
Dato che, inoltre:

𝒓" = 𝒓
e dato che i due sistemi di riferimento 
hanno origine in comune, 𝒗&" = 0, 
quindi risulta

𝒗%- = 𝝎×𝒓

𝒗%-

𝑥

𝑦

𝑂 ≡ 𝑂’

𝑥’

𝑦’

𝒗&' = 𝝎×𝒓
𝒗&'  è perpendicolare sia a 𝝎 (che è 
parallelo all’asse 𝑧) che a 𝒓, il suo 
modulo è

𝑣&' = 𝜔𝑟
 

Moto di trascinamento rotatorio uniforme



P

r=r’Abbiamo verificato che
𝒗 = 𝒗" + 𝒗%- = 𝒗" + 𝝎×𝒓

In particolare, se 𝒗" = 0 (punto 𝑃 solidale al 
sistema di riferimento mobile) 

𝒗 = 𝒗%- = 𝝎×𝒓
Il punto 𝑃 si muove intorno ad 𝑂 con velocità 
angolare costante (moto circolare uniforme).

𝒗%-

𝑥

𝑦

𝑂 ≡ 𝑂’

𝑥’
𝑦’

Moto di trascinamento rotatorio uniforme



P

r=r’

Se invece il punto materiale si muove
rispetto al sistema di riferimento mobile 
con velocità relativa 𝒗", la sua velocità 
vista dal sistema di riferimento fisso è: 

𝒗 = 𝒗" + 𝒗%- = 𝒗" + 𝝎×𝒓

𝒗%-

𝒗%-

𝒗"
𝒗

𝑥

𝑦

𝑂 ≡ 𝑂’

𝑥’
𝑦’

Moto di trascinamento rotatorio uniforme



Esempio: i ragazzi al centro della giostra 
sembrano fermi ad un osservatore esterno, 
quindi 

𝒗 = 𝟎
La giostra sta ruotando con una certa velocità 
angolare 𝝎, quindi 

𝒗%- = 𝝎×𝒓
Per rimanere in equilibrio apparentemente 
fermi, I ragazzi si devono muovere sulla giostra 
con velocità

𝒗" = 𝒗 − 𝒗𝒕𝒓 = −𝝎×𝒓
E infatti, anche se sono apparentemente fermi, 
stanno camminando (o correndo)!

Moto di trascinamento rotatorio uniforme



Analizziamo infine l’accelerazione. Abbiamo visto in 
precedenza che la relazione tra le accelerazioni del punto 
materiale viste dai due sistemi di riferimento sussiste la 
relazione:

𝒂 = 𝒂" + 𝒂&" +
𝑑𝝎
𝑑𝑡

×𝒓" + 𝝎× 𝝎×𝒓′ + 2𝝎×𝒗"

In questo caso l’espressione può essere semplificata 
come segue. Dato che i due sistemi di riferimento hanno 
origine comune:

𝒂&" = 0
Dato che il moto è rotatorio uniforme, la velocità 
angolare è costante e quindi

𝑑𝝎
𝑑𝑡

= 0

P

r=r’

𝒗%-

𝒗%-

𝒗"

𝒗

𝒂%-

𝒗"
𝒂8

𝑥

𝑦

𝑂 ≡ 𝑂’

𝑥’
𝑦’

Moto di trascinamento rotatorio uniforme



La relazione:

𝒂 = 𝒂" + 𝒂&" +
𝑑𝝎
𝑑𝑡

×𝒓" + 𝝎× 𝝎×𝒓′ + 2𝝎×𝒗"

Può essere semplificata in:
𝒂 = 𝒂" + 𝝎× 𝝎×𝒓′ + 2𝝎×𝒗"

In cui si evidenzia il termine di trascinamento:
𝒂%- = 𝝎× 𝝎×𝒓′ = 𝝎× 𝝎×𝒓

Che ha direzione centripeta, modulo proporzionale alla 
distanza e al quadrato della velocità angolare.
Abbiamo inoltre l’accelerazione di Coriolis

𝒂8 = 2𝝎×𝒗"
La cui direzione sarà perpendicolare a 𝒗"

P

r=r’

𝒗%-

𝒗%-

𝒗"

𝒗

𝒂%-

𝒗"
𝒂8

𝑥

𝑦

𝑂 ≡ 𝑂’

𝑥’
𝑦’

Moto di trascinamento rotatorio uniforme



Riassumendo, se il moto di trascinamento è 
rotatorio uniforme, le accelerazioni di uno stesso 
punto materiale viste dai due sistemi di 
riferimento fisso e mobile sono legate dalle 
relazioni 

𝒂 = 𝒂" + 𝝎× 𝝎×𝒓′ + 2𝝎×𝒗"

𝒂%- = 𝝎× 𝝎×𝒓′ 
𝒂8 = 2𝝎×𝒗"

𝒂 = 𝒂" + 𝒂%- + 𝒂8

P

r=r’

𝒗%-

𝒂%-

𝒗"
𝒂8

𝒂8
𝒂%-

𝒂’𝒂

Moto di trascinamento rotatorio uniforme



Moti relativi, 
dinamica



P

x

y

z

x’

y’

z’

O

O’

Supponiamo che sul punto materiale agisca una forza 𝑭, quale sarà il 
moto del punto materiale visto dai due sistemi di riferimento?

F

Moti relativi: dinamica



P

x

y

z

x’

y’

z’

O

O’

Possiamo applicare il secondo principio della dinamica
𝑭 = 𝑚𝒂

Ma abbiamo visto che in generale I due sistemi vedono il punto muoversi con 
accelerazioni diverse tra loro 𝒂 ≠ 𝒂’, quindi dobbiamo stare attenti a quale sistema 
di riferimento scegliamo per rappresentare il moto! 

F

Moti relativi: dinamica



Si definisce Sistema di riferimento inerziale un sistema di riferimento per il quale 
vale il principio di inerzia.

Se applico ad un punto materiale una forza 𝑭, questo si muoverà rispetto al sistema 
di riferimento inerziale con un’accelerazione 𝒂 tale che.

𝑭 = 𝑚𝒂

Moti relativi: dinamica



x

y

z

O

y’

z’

O’

r

P

r’

rO’

Sia 𝑆𝑂 = {𝑂, 𝑥, 𝑦, 𝑧}	un sistema inerziale, se scegliamo un 
secondo sistema di riferimento 𝑆𝑂’ = {𝑂’, 𝑥’, 𝑦’, 𝑧’}	che si 
muove rispetto al primo con velocità costante 𝒗&" (moto 
uniforme) e 𝝎 = 0.	Abbiamo visto che in questo caso

𝒂 = 𝒂"
I due sistemi vedono il punto P muoversi con la stessa 
accelerazione 
Quindi se per 𝑆𝑂 vale 

𝑭 = 𝑚𝒂
Anche per 𝑆𝑂’ vale

𝑭 = 𝑚𝒂 = 𝑚𝒂′
E quindi  anche 𝑆𝑂’ è inerziale. Chi dei due possiamo 
considerare fisso e chi mobile? Non è possibile definirlo 
(principio di relatività galileiana).

a=a’

Moti relativi: dinamica, sistema inerziale



Supponiamo di nuovo che  𝑆𝑂 = {𝑂, 𝑥, 𝑦, 𝑧} sia inerziale, ma questa volta supponiamo 
che per il secondo sistema 𝑆𝑂’ = {𝑂’, 𝑥’, 𝑦’, 𝑧’} almeno una di queste condizioni sia 
verificata:

𝝎 ≠ 0,
𝑑𝝎
𝑑𝑡

≠ 0,	 𝒂&"≠ 0

Ricordiamo che 
𝒂 = 𝒂" + 𝒂%- + 𝒂8

𝒂%- = 𝒂&" +
𝑑𝝎
𝑑𝑡

×𝒓" + 𝝎× 𝝎×𝒓′
𝒂8 = 2𝝎×𝒗"

In questo caso abbiamo:
𝒂 ≠ 𝒂"

Moti relativi: dinamica



Consideriamo quindi il moto di un punto materiale rappresentato secondo due sistemi 
di riferimento per i quali risulta:

𝒂 ≠ 𝒂"

Rispetto al sistema fisso, che supponiamo essere un sistema inerziale abbiamo
𝑭 = 𝑚𝒂

Abbiamo visto che tra le accelerazioni del punto rispetto ai due sistemi di riferimento 
risulta:

𝒂 = 𝒂" + 𝒂%- + 𝒂8
Quindi possiamo riscrivere l’espressione del secondo principio come:

𝑭 = 𝑚 𝒂" + 𝒂%- + 𝒂8

Moti relativi: dinamica



Sviluppiamo le espressioni
𝑭 = 𝑚 𝒂" + 𝒂%- + 𝒂8

𝑭 = 𝑚𝒂" + 𝑚𝒂%- + 𝑚𝒂8

𝑭 − 𝑚𝒂%- − 𝑚𝒂8 = 𝑚𝒂"

L’accelerazione 𝒂" nel sistema di riferimento non inerziale dipende dalla forza 𝑭 ma 
anche dai contributi −𝑚𝒂%- − 𝑚𝒂8.

In altri termini, il sistema di riferimento non inerziale vede agire sul punto materiale la 
forza 𝑭 ma anche i termini −𝑚𝒂%- − 𝑚𝒂8.

Moti relativi: dinamica



Quando studiamo il moto di un punto materiale in un sistema non inerziale oltre alla 
forza 𝑭 dobbiamo tener conto delle cosiddette forze di inerzia o forze apparenti

𝑭H = −𝑚𝒂%- − 𝑚𝒂8

Che possiamo scrivere come somma di due contributi

Forza di trascinamento:
𝑭%- = −𝑚𝒂%-

Forza di Coriolis:
𝑭𝒄 = −𝑚𝒂8

Quindi in un sistema di riferimento non inerziale 
𝑭 + 𝑭%-+𝑭𝒄= 𝑚𝒂"

Moti relativi: dinamica



Esempio 1– moto di trascinamento rettilineo accelerato
Riprendiamo l’esempio del carrello che si muove 
di moto rettilineo uniformemente accelerato visto 
in precedenza. Analizziamo il moto del punto 𝑃 
che cade dal carrello.
Abbiamo visto che il moto di 𝑃 nel sistema 
inerziale ha accelerazione pari all’accelerazione di 
gravità, dato che su di esso agisce la sola forza 
peso:

𝑚𝒂 = 𝑚𝒈
 
Con condizioni iniziali:

𝑥! 0 = 0, 𝑦! 0 = ℎ
𝑣!+ 0 = 𝑣&", 𝑣!* 0 = 0

 

𝒂&"

x

y

y y’

x

P

P

O O’

h



Il moto di 𝑃 visto rispetto al sistema (non 
inerziale) solidale al carrello è caratterizzato 
da accelerazione 𝒂" = 𝒂 − 𝒂&" e quindi la 
sua dinamica è descritta dall’equazione:

𝑚𝒂" = 𝑚𝒈 − 𝑚𝒂&"
Se analizziamo il moto dal punto di vista 
dell’osservatore sul carrello, dobbiamo 
considerare quindi che sul punto 𝑃 oltre alla 
forza peso agisce anche una forza di inerzia.

𝑭%- = −𝑚𝒂&"
Per questo motivo all’osservatore sul 
carrello che sta accelerando, che osserva il 
punto cadere,  appare che il punto 
materiale sia trascinato indietro.

𝒂&"

x

y

y y’

x

P

P

O O’

h

Esempio 4– moto di trascinamento rettilineo accelerato



Esempio 5– moto di trascinamento rotatorio 
uniforme

Riprendiamo l’esempio analizzato in precedenza, in cui il 
sistema di riferimento mobile ha rispetto a quello fisso un 
moto di rotazione intorno all’asse z con velocità angolare 
costante. Se sul punto materiale agisce una forza 𝑭, il 
sistema inerziale vedrà il punto 𝑃 muoversi con 
accelerazione 𝒂 tale che

𝑭 = 𝑚𝒂
Mentre il sistema non inerziale vedrà il punto muoversi 
con accelerazione 𝒂′ tale che 

𝑚𝒂" = 𝑭 + 𝑭%- + 𝑭8
La forza di trascinamento è in questo caso:

𝑭JK = −𝑚𝛚× 𝛚×𝐫" = 𝑭8LM%-NO
Mentre la forza di Coriolis vale:

𝑭P = −2𝑚𝛚×𝐯"

P

r=r’

𝐯JK

𝐯JK

𝐯"
𝐯

𝐚JK

𝐯"
𝐚P𝑭JK

𝑭P



P

Supponiamo che il punto 𝑃 sia fisso rispetto al 
sistema di riferimento non inerziale (ad esempio i 
ragazzi seduti intorno alla giostra). Dal punto di vista 
cinematico, la velocità relativa è nulla:

𝒗" = 0
𝒗 = 𝝎×𝒓" = 𝒗%-

E anche l’accelerazione relativa è nulla:
𝒂" = 0

𝒂 = 𝝎× 𝝎×𝒓′ 

𝑭 = m𝝎× 𝝎×𝒓′

Esempio 5– moto di trascinamento rotatorio 
uniforme



Esempio 5– moto di trascinamento rotatorio 
uniforme

P

Analizziamo il sistema dal punto di vista dinamico:
Nel sistema di riferimento inerziale

𝑚𝒂 = 𝑭
Devo applicare al punto materiale una forza 
(centripeta). Nell’esempio della giostra, è la forza 
che il bordo esterno del sedile applica sulla schiena 
dei ragazzi seduti.

𝑭 = 𝑚𝝎× 𝝎×𝒓′ 
Rispetto alsistema di riferimento mobile (non 
inerziale), dato che 𝒂" = 0

0 = 𝑚𝒂" = 𝑭 + 𝑭%-
𝑭 + 𝑭%- = 0à 𝑭%- = −𝑭 = −𝑚𝝎× 𝝎×𝒓′
I ragazzi seduti sentono una forza che tende a
spingerli fuori dalla giostra (forza centrifuga). 

𝑭 = m𝝎× 𝝎×𝒓′

𝑭&' = −𝑚𝝎× 𝝎×𝒓′



Esempio 5– moto di trascinamento rotatorio 
uniforme

P

Se in un certo istante togliessi la forza centripeta, 
𝑭 = 𝟎 dal punto di vista dinamico osserverei: 

àNel sistema di riferimento inerziale
𝑚𝒂 = 0

Il punto inizierebbe a muoversi con moto 
rettilineo uniforme con la velocità che aveva 
nell’istante in cui ho tolto la forza.

Rispetto al sistema di riferimento mobile (non 
inerziale), il sistema si muoverà con accelerazione 
𝒂" tale che: 

𝑚𝒂" = 𝑭%-

𝑭 = 0



Supponiamo quindi 𝑃 fisso rispetto al sistema di 
riferimento inerziale. 
La sua velocità sarà quindi nulla:

𝒗 = 0
Mentre la velocità di trascinamento è sempre

𝒗%- 	 = 𝝎×𝒓"
Ne consegue che l’osservatore sul sistema di 
riferimento mobile vedrà il punto (che è fisso) 
muoversi con velocità:

𝒗" = 𝒗 − 𝒗%- = −𝝎×𝒓"

Esempio 6– moto di trascinamento rotatorio 
uniforme, punto fisso nel sistema inerziale

P

𝒓 = 𝒓’

𝑥

𝑦

𝑂 ≡ 𝑂’

𝑥’

𝑦’ 𝒗 = 0



Supponiamo quindi 𝑃 fisso rispetto al sistema di 
riferimento inerziale. 
Anche la sua accelerazione sarà nulla

𝒂 = 0
Mentre l’accelerazione di trascinamento, per quanto 
abbiamo visto in precedenza, risulta:

𝒂%- = 𝝎× 𝝎×𝒓′ 
La velocità relativa, calcolata in precedenza, vale

𝒗" = −𝝎×𝒓"
Quindi l’accelerazione di Coriolis può essere calcolata 
come:

𝒂8 = 2𝝎×𝒗" = −2𝝎× 𝝎×𝒓′ 
Il sistema di riferimento mobile vede il punto materiale 
fisso con un’accelerazione pari a:

𝒂" = 𝒂 − 𝒂%- − 𝒂8 = 𝝎× 𝝎×𝒓′ 

Esempio 6– moto di trascinamento rotatorio 
uniforme

P

𝒓 = 𝒓’

𝑥

𝑦

𝑂 ≡ 𝑂’

𝑥’

𝑦’ 𝒗 = 0



Analizziamo infine la dinamica. Nel sistema di riferimento 
inerziale, dato che il punto è fisso, applicando la seconda 
legge di Newton si vede facilmente che:

𝑚𝒂 = 𝑭
𝒂 = 0, 𝑭 = 0

Rispetto al sistema di riferimento mobile (non inerziale), 
l’accelerazione risulta:

𝒂" = 𝝎× 𝝎×𝒓′ 
𝑚𝒂" = 𝑭 + 𝑭%- + 𝑭8

Dobbiamo tener conto delle forze di inerzia, in questo caso 
la forza di trascinamento centrifuga e la forza di Coriolis.
𝑭 = 0, 
𝑭%- = −𝑚𝝎× 𝝎×𝒓′ , 𝑭8 = 2𝑚𝝎× 𝝎×𝒓′ 

Esempio 6– moto di trascinamento rotatorio 
uniforme

P

𝒓 = 𝒓’

𝑥

𝑦

𝑂 ≡ 𝑂’

𝑥’

𝑦’ 𝒗 = 0



P

Supponiamo che il punto 𝑃 sia sull’asse 𝑥’ del 
sistema di riferimento mobile  muova rispetto ad 
esso con con velocità 𝒗"costante, diretta come 𝑥’ 
La velocità relativa è quindi definita come:

𝒗" = 𝑣"𝒊′

La velocità nel sistema fisso sarà pari a:
𝒗 = 𝒗" + 𝒗%- = 𝒗" + 𝝎×𝒓"

𝒗!
𝒗&' = 𝝎×𝒓!

𝒗

Esempio 7 - Moto di trascinamento rotatorio 
uniforme con moto relativo



P

Analizziamo quindi l’accelerazione. L’accelerazione relativa è 
nulla, dato che la velocità relativa 𝒗′ è costante

𝒂" = 0
L’accelerazione di trascinamento vale:

𝒂%- = 𝝎× 𝝎×𝒓′ 
(la direzione di 𝒂%- è centripeta)
L’accelerazione di Coriolis vale:

𝒂𝒄 = 2𝝎×𝒗′
(la direzione di 𝒂𝒄 è perpendicolare a 𝒗′, quindi tangenziale).

L’accelerazione del punto materiale vista dal sistema di 
riferimento fisso sarà quindi:

𝒂 = 𝝎× 𝝎×𝒓′ + 2𝝎×𝒗′

𝒂&' = 𝝎× 𝝎×𝒓′

𝒗!

𝒂𝒄 = 2𝝎×𝒗′

𝒂

Esempio 7 - Moto di trascinamento rotatorio 
uniforme con moto relativo



P

Analizziamo infine la dinamica del sistema.
Nel sistema di riferimento inerziale, per poter 
muovere il punto materiale con accelerazione 𝒂
devo applicare una forza 𝑭 tale che

𝑚𝒂 = 𝑭

Ricordando l’espressione dell’accelerazione 
trovata in precedenza, 

𝒂 = 𝝎× 𝝎×𝒓′ + 2𝝎×𝒗′
La forza da applicare al punto sarà:

𝑭 = 𝑚 𝝎× 𝝎×𝒓′ + 2𝝎×𝒗′

𝑭

Esempio 7 - Moto di trascinamento rotatorio 
uniforme con moto relativo



P

Nel sistema di riferimento non inerziale
𝑚𝒂" = 𝑭 + 𝑭%- + 𝑭8

Dove:
𝑭 = 𝑚 𝝎× 𝝎×𝒓′ + 2𝝎×𝒗′

𝑭%- = −𝑚𝝎× 𝝎×𝒓′
𝑭8 = −2𝑚𝝎×𝒗′

Risulta quindi:
𝑚𝒂" = 0

E infatti la velocità relativa, come abbiamo visto,
è costante.

Esempio 7 - Moto di trascinamento rotatorio 
uniforme con moto relativo



Approfondimento: il 
sistema di 
riferimento 
terrestre



Approfondimento: il sistema di riferimento 
terrestre

Quanto vale 𝜔, velocità angolare 
della Terra?

𝑇 = 86164 𝑠 (giorno sidereo)

𝜔 =
2𝜋
𝑇
= 7.29 4 10TU𝑟𝑎𝑑/𝑠

𝑅 = 6371 𝑘𝑚

𝒂%- = 𝝎×𝝎×𝒓′



Approfondimento: il sistema di riferimento 
terrestre

𝒂%- = 𝝎×𝝎×𝒓" = 𝝎×𝝎×𝒓

𝑟 = 𝑅𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑎%- = 𝜔.𝑟

𝑎%- Accelerazione di trascinamento 
-  direzione centripeta (verso l’asse 
di rotazione)

𝒂%-



Approfondimento: il sistema di riferimento 
terrestre

𝐹%- = 𝑚𝜔.𝑟

Forza di trascinamento – direzione 
centrifuga𝑭01



Approfondimento: il sistema di riferimento 
terrestre

𝑻 + 𝑭/ + 𝑭&' = 0

𝑭01

𝑻
𝑭𝒑

𝑭𝒕𝒓

𝛿

Esercizio: quanto vale la deviazione 𝛿 
ai poli? E all’equatore? Qual e` il suo 
valore massimo? Dove si verifica? 
Quanto vale nel luogo in cui vi 
trovate?  

Deviazione della direzione del filo a 
piombo



Approfondimento: il sistema di riferimento 
terrestre

Il moto di caduta libera, effetto
dell’accelerazione di Coriolis

𝒂8 = 𝟐𝝎×𝒗′
𝒗′



Approfondimento: il sistema di riferimento 
terrestre



Approfondimento: il pendolo di Focault


