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Problema 1 (11 punti) Una sfera conduttrice di raggio R; porta una carica totale +@Q ed ¢ posizionata al
centro di una cavita in aria di un guscio sferico dielettrico concentrico ad essa. Il guscio sferico ha raggio
interno Re = 2R; e raggio esterno R3 = 4R; e il dielettrico che lo compone ha una costante dielettrica
relativa €, (vedi figura 1). Esternamente al guscio sferico dielettrico ¢ presente un ulteriore guscio sferico di
raggio interno R3 e raggio esterno R4 = 6R; in cui e distribuita una nuvola di carica elettrica con densita
volumetrica p,(r) = a/r C/m?, essendo r la distanza radiale dal centro e o una costante. Determinare,
rispetto al sistema di riferimento scelto:

a) Vespressione esplicita del vettore campo elettrico nelle regioni Ry < r < Ra, Ry <r < R3, R3 <r < Ry
ed r > Ry;

b) il valore della differenza di potenziale tra un punto A sulla superficie esterna (r = R4) e un punto B
sulla superficie interna (r = R3) della nuvola di carica, nell’ipotesi che sia Q = 3-107° C, Ry = 2 em
ea=1.1789-107% C/m? .

Figura 1: Geometria del problema 1

Soluzione del problema 1

a)

La sfera conduttrice & una regione equipotenziale per cui & sufficiente calcolare il potenziale su un qualsiasi
punto della sua superficie. Vista la simmetria sferica si puo calcolare il campo elettrico utilizzando il teorema
di Gauss applicato ad una generica superficie sferica di Gauss di raggio r per i quattro casi del quesito a).
Data la simmetria sferica, sia il campo elettrico che I'induzione elettrica sono diretti solo radialmente in
tutti i punti della superficie di Gauss di raggio r, per cui avremo i seguenti casi:
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1) Ry < r < Ry. Applicando il teorema di Gauss per il campo elettrico si ottiene

E.q-4mr® = (1)

dove Qo € al carica totale netta contenuta all’interno della superficie di Gauss, che in questo caso coincide
con la sola carica @ della sfera conduttrice. L’espressione vettoriale del campo elettrostatico ¢ quindi:

1 Q. Vv

4meg 2 m

E\(r) = (2)
2) Ry < r < Rs. Poiché siamo all’interno di una regione dielettrica, applicando il teorema di Gauss per
il campo di induzione elettrica si ottiene

Dr,? : 47TT2 = Qtot (3)

dove Q¢ € al carica totale libera netta contenuta all’interno della superficie di Gauss. Anche in questo caso
coincide con la sola carica @) della sfera conduttrice per cui ’espressione vettoriale del campo di induzione
elettrostatica e :

1Q,

Dy(r) = Eﬁr (4)

Per un dielettrico lineare, omogeneo, isotropo vale la relazione D = ¢ye, E quindi I'espressione vettoriale del
campo elettrostatico é:
1 Q v

ATene, 2 m

Ey(r) = ()

3) Ry < r < Ry. Allinterno della nuvola di carica elettrica con densita p,(r) = a/r [C/m?], la carica
totale contenuta all’interno della superficie di Gauss varia in funzione del raggio di questa. Alla carica libera
della sfera conduttrice +@Q si somma quindi una carica variabile Q,(r) data da

r w27 r
/// v = / / / 25in 0'dr'd6'd¢) = adn I{ rdr' = a2r[r® — (R3)?] (6)

Le carica totale di polarizzazione introdotta dal dielettrico all’interno della superficie di Gauss ¢ invece
sempre nulla perché le due cariche di polarizzazione sulle due superfici sono uguali ed opposte. Si puo
quindi applicare il teorema di Gauss per il campo elettrostatico ottenendo:

Q + a27[r? — (R3)?]

E,.3- 4rr? = (7)
€0
da cui ) ) )
Q + a27[r® — (R3)“] . o (4 1) Vv
Ey(r) egdmr? 7= Ey(r) + 2¢€ r " m (8)

o alternativamente

2
— 1

P Q — a32n(Ry)
2¢€ 47eg r2

4) r > Ry4. Sostituendo r = R4 = 6R; nella espressione della carica volumetrica (6) si ottiene:
Q. = a27(36R? — 16R?) = a40m R? (10)

ed applicando ancora il teorema di Gauss, si ottiene in questa regione:

40w R?
By dmr? — Q@ + ad0r ity (11)
€0
da cui: 0 ) © 2
+ ad0m Ry | 1 + a40mR] A%
E ro— 12
By(r) = eodmr? 471'60 r2 " m (12)
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b)

Sulle due supefici ad » = Rs ed r = Ry il campo elettrico e radiale e quindi normale alle superfici. Da
cio consegue che le due superfici sono equipotenziali per cui la differenza di potenziale puo essere calcolata
integrando il campo elettrostatico lungo il cammino orientato radiale che va da un punto A sulla superficie
di raggio R4, fino ad un punto B sulla superficie di raggio R3

B
AVan =V —Va = = [ By(r) e = [ B iar (13)
A
(14)
Si ottiene quindi:
o (Q — a327R?) 1
e — 327
AVap = — 1
Vas / [260 + 4meg 7“2] dr (15)
4R,
v (Q — a327R2) !
Q — a32m
= dr —d 16
260/ 47eg /r2 " (16)
4R 4R,
_ 9 2\ T 1 6R1
_ aR;y n (Q — a327RY) _] (17)
€0 4dmeq L 7T1aRr,
_ 2\ 1
_ aRy n (Q—a327Ry) [ 1 1 } (18)
€0 4eq | 4Ry 6R;
—ad2tRH) [ 1
_ ok n (Q — a327RY) } (19)
€0 4meg | 12R;
_aRy | Q [ 1 }_agsz%[ 1 ] (20)
N €0 47‘(’60 12R1 47‘1’60 12R1
OéRl Q 042R1
_ _ 21
€0 +487T€0R1 360 ( )
R
_of Q@ g v (22)

360 487T60R1
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Problema 2 (11 punti) Un conduttore cilindrico cavo di raggio interno a = 3.1831 ¢m e raggio esterno
b = 2a, idealmente infinito, con asse z e percorso dalla corrente stazionaria con densita mon uniforme
J = (v/p)2 A/m? dove 7 & una costante e p & la distanza radiale dall’asse z (vedi figura 2). La circuitazione
I'(H) del campo magnetico H lungo il cammino I" indicato in figura 2 costituito da una semicirconferenza
di raggio Rr = 12a e da un tratto rettilineo coincidente con l'asse z, ¢ I'(H) = 20 A. Si determini il valore
della costante « e della corrente totale che fluisce nel conduttore.

Figura 2: Geometria del problema 2

Soluzione del problema 2

Il teorema della circuitazione di Ampere nel vuoto afferma che la circuitazione del vettore campo magnetico
lungo un cammino chiuso orientato I' che costituisce il bordo di una superficie aperta S (superficie ombreg-
giata di arancione in figura 3) dipende solo dalle correnti di conduzione che attraversano la superficie S

§I§H(r)-dl: // J(r') - Ads' (24)
r S

Data la natura bidimensionale del problema, consideriamo un sistema di riferimento cilindrico (p, ¢, z) come
in figura 2. La densita di corrente non ¢ uniforme sulla sezione ma ha comunque una simmetria circolare

secondo la relazione.

Figura 3: Superficie aperta S che ha come contorno orientato I

(indipendente da ¢). La corrente totale Ip che attraversa la superficie aperta S, di cui il cammino chiuso
I costituisce il bordo, & quella che fluisce attraverso meta della superficie del conduttore (vedi figura 3).
Rispetto alle coordinate (p, ¢) del sistema di riferimento cilindrico utilizzato, questa meta di superficie ha
come limiti a < p’ < be 0 < ¢’ <. Di conseguenza:

T 2a

T b
Iy = // J(p) - 2ds’ = / / (Z,>2-2p’d,o’d¢’= y / / dp'dd = mya A (25)
S 0 a 0 a
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Uguagliando alla circuitazione si ha
I'(H) = mva

da cui

I'H
VZQQQOO
Ta

La corrente totale e infine il doppio di quella che fluisce attraverso la superficie S, per cui

I =21rya=40 A
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Problema 3 (11 punti) Una sbarra conduttrice rigida si appoggia su due binari conduttori rettilinei paralleli
all’asse = di un sistema di riferimento cartesiano. I due binari sono collegati elettricamente in corrispondenza
dell’asse y da un conduttore rettilineo di lunghezza a e resistenza totale R, come mostrato in figura 4. La
sbarra, partendo dal punto zy = a viene fatta muovere con velocita costante vy = voZ rimanendo sempre
parallela all’asse y. Tutto il sistema € immerso in un campo di magnetostatico non uniforme di induzione
magnetica B = (C/x)Z T uscente dal foglio, che si estende da xg =a a 21 =a+ L.

a) Despressione esplicita della tensione e della corrente indotta (indicare anche il verso di percorrenza)
durante I'intervallo di tempo in cui la sbarretta si muove all’interno del campo di induzione;

b) il valore della potenza istantanea dissipata sulla resistenza R nell’istante di tempo in cui la sbarretta
si trova nella posizione x* = a + L/2, nell’ipotesi che sia a = 20 em, L = 30 ¢cm, R = 50 €,
C=58335T-mevy=0.3m/s.

N>

I
I
RO

Ty

Figura 4: Geometria del problema 3

Soluzione del problema 3

Poiché la sbarretta parte dalla posizione zp = a all’istante ¢y = 0, la posizione della sbarra x(t) rispetto
all’asse x durante il moto ¢ data dalla legge

z(t) = a+ vot (29)

Dalla coordinata z(0) = a fino a x(t1) = a + L il campo di induzione magnetica diminuisce la propria
intensita con l'inverso della distanza percorsa. Poiche il campo B(r) non & uniforme sulla area spazzolata
dalla sbarra conduttrice, il flusso all’istante ¢t & dato da:

a =(t)

(B, 1) ://B(r)-ﬁds://gé-éda:dy (30)
S 0 a

a+vot1
=Ca / —dxdy = Caln {
x

a

a + vot
a

] Wb (31)

Il flusso varia dal tempo ty = 0 al tempo ¢; = L/vg, dopodiché la sbarra esce dal campo di induzione
magnetica e il flusso rimane costante. Il modulo della f.e.m. indotta per 0 < t < t; € dunque
d@(t)’ _ Cauwy
dt | a-+vot

Ei(t) = ‘ (32)

6
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La corrente indotta nel solenoide nell’intervallo di tempo considerato circola in senso orario e la sua ampiezza

¢ data da
&i(t) Cavg

R R(a+vot)

La potenza istantanea dissipata sulla resistenza ¢ data da:

Pt) = (&) (Caw)?

(33)

(34)

R R(a+vot)?

La sbarretta raggiunge la posizione z* = a + L/2 all’istante di tempo t* = L/(2v) per cui la potenza

istantanea dissipata é:
C 2
P(t*) = % ~ 9
R(CL + 5)2

W (35)



