e Richiami sui numeri complessi
e Consideriamo il numero complesso espresso in forma algebrica

_(w ,*o (w‘ )

Z=Xx —|—Jy
\wh <09
con x,y € R, x = Re[Z] parte reale,|y = Im[Z]] Mparte immaginaria,
ej unita’ immaginaria (j2 = —1) Ce pu b wnede

® Z puo’ essere visto come un punto (o vettore) del piano
complesso

)\’Iuv\,. \




e Z puo’ essere individuato tramite il suo m dum@\/ﬁ +y2e

il suo argomento #; gli argomenti 6 si misurano a partire dall’asse
X, a cui si attribuisce 8 = 0 e ruotando in senso positivo antiorario
e il verso positivo antiorario e’ detto anche verso degli anticipi; il

verso negativo orario e’ detto verso dei ritardi  Yosto mal s gl MO(L
® Se i # 0 S| ha zx“:u‘.“ \1,

40N o wn 20

It

cosf =
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/ x2 _|_y2 / x2 +y2 o
esex#£0
tanf = 2 F = ancton ¥
X
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e inversamente

x=Zcosl; y=/Zsind




e forma trigonometrica
Z = Z(cosf + jsin0)

e dato che (identita’ di Eulero) e/’ = cos + j sinf otteniamo la
forma esponenziale

7 = Ze?




e E' necessario fare attenzione al calcolo degli argomenti quando
x = Re[z] < 0 !!! Proviamo a scrivere in forma esponenziale i due
numeri complessi Zy =1 —j, Zo = —1+j. Siha Z4 = Z» = V/2;
inoltre

01 = arctan(—1) = —7/4; 0 = arctan(—1) = —x /4111
siamo cosi’ in assurdo; per non sbagliare conviene disegnare i
numeri nel piano complesso; si vede allora che anclon @W
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Funzioni sinusoidali (dominio del tempo)
e Per sinusoide si intende una funzione del tipo

e@ = Eppcos(wt + @) Vowidlly welyp & o€ Toupo

dove Eyp >0 € I’ampiezza m la pulsaZ|one (in rad/sec) @

e’ la fase (in radlantl) fa frequenza (in Hz) e’ data da
—_—

1
f==

2m
T

dove T (in sec) € il periodo della sinusoide

w=2nf =




Rappresentazione di sinusoidi con fasori (dominio di fasori)
e Alla sinusoide e(t) si associa il numero complesso in forma

esponenziale o tiowkt o 4
E = EMejL'D &mﬂb /fl/ - QLo ra g,;%wy'a‘/'e
detto fasore associato a e(t) U= fose Simsorole

e notare che il modulo del fasore coincide con I'ampiezza della
sinusoide; I'argomento del fasore coincide con la fase della
sinusoide; il fasore non contiene I'informazione sulla pulsazione

della sinusoide W Mar Sewe  fwde
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e ad ogni sinusoide corrisponde il fasore E e quindi un punto del

piano complesso inteso some piano dei fasori

e viceversa, assegnato E e w, vi corrisponde una unica sinusoide al o0
pulsazione w che possiamo ottenere tramite la formula

e(t) = Re [I_Eejwt]

e verifica: si ha
Re [I_Eejwt] = Re [EMej“Oejm] — Re [EMef(wtﬂO)}
= Eyjcos(wt + ¢) = e(t)

e le due relazioni ottenute sono una coppia trasformata e
antitrasformata (tecnicamente e’ detta trasformata di Steinmetz)



€
. . o 7Y \obowe. voTeude
e Interpretazione geometrica; | operatore e girm Soino <0

e g G ubek

L/—‘ Owgaemk w a
rappresenta una rotazione di un angolo wt in senso positivo (estoure
(antiorario); infatti

E x e/t = Eyelfe/t= Epye/@to)
ME =3 M Torow = VOPue 9\/}53

e allora
E x e/t
e’ un vettore di modulo costante Eps che ruota intorno all’origine
con velocita' angolare w in senso positivo antiorario (vettore
rotante)
e infine, |'operatore
Re [E x ¢/*"]

e’ I'operatore di proiezione sull'asse reale






e Esempio. Determinare il fasore associato a e(t) = 4 cos(3t) e

interpretare graficamente D Ces(5¢)

esiha Ey\y =4 e =0, quindi E = 4e/° = 4 Rasene G savdos
[ % W‘:O E': 5¢ =5




U sew (2€)
e Esempio. Determinare il fasore associato a e(t) = 2sin(4t) e

interpretare graficamente
i h in(4t) = 4t — w/2), quindi Eyy = 2 = —7/2;
o si §g§m((%\)/2::%€_%§§¢ _g}/jv) quindi En e /

allora E = 27 i s Lo~ -7l2




Calcolo Fasorlale St alsaint

QMSEHO e1(t), ex(t) due sinusoidi a pulsdzione w; si ha

[e_l(ilf'e.g(lt,f) er ogni t se e solo s- 2. Yok
e Linearita': Siano e;(t), ex(t) due sinusoidi a pulsazione w e
a,beR; aIIoraﬁﬂ@jlflg%(Q‘e' una sinusoide a pulsazione w con
fasore aEy + bE, &l anmai 8 codions  fosa essocati
e Regola di derivazione: sia e(t) una sinusoide a pulsazione w con
fasore E; allora de(t)/dt €' ancora una sinusoide a pulsazione w

con fasore jwE; quindi
de(t) o SR> oq olpdrile

dt

— jwE

e questa importante regola implica che una operazione
differenziale d/dt nel dominio del tempo si trasforma in una
operazione algebrica jwx nel dominio di fasori; la regola €' analoga
a quella valida per la trasformata di Fourier




e verifica

de(t) _ d Ejwt
) = £ {Re[E&1)

= Re [jt @e/wt)]

_ o
= Re M] SISV [\,,}an 9ge

e graficamente | ¢

a

\1_

(W = e Fue = wEye D

YeTan<eme 4 L
J 2/

quindi il fasore jwE di de(t)/dt ha modulo pari a wEy; e si ottiene

ruotando in senso positivo antiorario di un angolo pari a 7/2 il
fasore E di e(t)






Analisi in regime sinusoidale

e Consideriamo il circuito RL con generatore ideale di tensione
sinusoidale vg(t) = Vis cos(wt + ¢, ). Vogliamo trovare i(t) per

t > 0 assumendo i(0) = iy i Sowne. GocsnTe O, dre Sopue Lo Comolin. {pBale

4¢) R s

G) Lo o
G
uane Canvolh oDk , | .-
el RV S soioelo_ / “{
o KV: vg(t) = vg(t)+ v, (t), quindi il circuito soddisfa alla
G M@Enzialeﬁine del primo ordine

dl R 4 ¢
Lae TR Lacostet i) &y
V/L v
Vi & fo v wice. o k>0

| con i(0) =io |



i [ 0o oD e Lo
e si ha Comag = S0 i gewndoe , Mg, L

’(t) = iomog(t) + ipart.afﬁne(t) = Ke_t/T +( ipart.fjfﬁne(t))

con K € Re 1 = L/R (costante di tempo) Bl s
e verifichiamo a breve che possiamo scegliere wed (nedls

ipart.afﬁne(t) =Iu COS(Wt + Qpi)
W = ’:/*/],‘/IZLJL/\;J(;M&; fn €

) . vy
Ze Vosiin 5 —do wt T F

quindi T /‘%f—f
(st i(t) :@ Imcos(wt+ i) .
c FQXO‘ - ) Cmerdle S : 7 s
. . . fea. ) wiaa/oae ool pevaiege
e il primo termine (che tende a 0 per t — +0) e detto parte °

transitoria, mentre il secondo e’ detto risposta in regime
permanente sinusoidale; in pratica, per t > 47 si ha

b 0 <X
Oloidole ol Some

’(t) =~ II\/I COS(OJt + (p,') @?%/‘me, }\\mugs,‘,'{w@:\

Svem W

- — - | I

e quindi, esaurito il transitorio, la corrente nel circuito e’ ) Cocwite

. . . beGtuvpo-a w
sinusoidale alla stessa pulsazione w del generatore Meoing swusoionce




e determiniamo /y e ¢; nel dominio del tempo; si ha e ol
! ‘Aot
d A~ wt%"(w‘lc« L{;W M%’

Ld— + Ri=— wL\M sin(wt + ¢;) + R cos(wt —H@/)

Y £ i2 R i
wSTa » S —IMW[W COS(wt + QO,')

wl } '
BN sin(wt + cp,)]

. =Zhy[cos @, cos(wt + @;) — sin g, sin(wt + ;)]

Loy sl L v !
f ol / ng )%Z/M COS(wt + @i + 902/ o 01 - 5@&@ . Wb
ey o ST \ —

Cestens Soua oupol Cos "%c 2N

Z-VRTPE |

_ R . o L T
COSYz = Jrr o SIN¥z = ﬁ e quindi /-5

AN RN 2

con

Cos T4 Stz A

wl
tanp, = R



e allora PmGtlos % oo Hona ouyrors <
Sters
Var cos(wt + ¢y) :@IM cos(wt + ¢j + @) %‘“Q
Vil V|
MEZ T VRTAE B e

e I Om ﬂﬁs@
zﬁlﬂ: pv — arctan — (yoricoCere

e soluzione nel dominio del tempo e’ complicata!!!
e introduciamo metodo dei fasori, molto efficiente per trovare le
correnti e tensioni in regime sinusoidale; attenzione, vedremo che il

metodo dei fasori non permette pero’ di trovare la parte transitoria
delle risposta.

da cui
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rCompor?a_mento dei bipoli ideali R, L, C in reglrrlg%su?}@&g%
nel dominio del tempo

e Resistore ideale R. Supponiamo i(t) = h cos(wt + ¢;); allora
da legge di Ohm

v(t) = Vmcos(wt + ¢,) = Ri(t) = Rly cos(wt + ¢;); quindi

e W Var = Rhi; oy = @i

o s
> e © %S’M
QM LD

M%M“l‘lw"gﬁ e ‘—(7 Vg C’\?)-_— \/H Cos (&:Tt“?' LPU)

ce 8T
N e W‘g« :IQ_/ |
L k)= Tyems (=01 P D
Fx

e R rappresenta la resistenza fisica (dovuta a un fenomeno
dissipativo) offerta dal resistore al passaggio di una corrente; /a
tensione da applicare per fare scorrere tale corrente ha ampiezza
Vi = Rl ed e’ in fase con la corrente s V;A\Q‘



e Induttore ideale. In accordo alla legge di Faraday si ha
. twadlllo_ioled\maXlo

Mw@z Lo JJS 7953 ~(\ < N
Lowsenst: vo ( di d(L d CooSiesb CLF) 3
V(t) = Lil — ( I) = SOCOHC \) é eyw‘ﬂ"m a@\JJD"P
dt dt dt o o G
dove @Yeone = Li € il flusso concatenato (. /' ndidfore G (1]
=
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e Esperimento 1. Supponlamo che L sia percorso da una corrente
costante (continua) i(t) = / “Sllora v(t) =0, quindi L e’ un corto
circuito per le corrent/ costanti (interpretare fisicamente!) ¢
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e Esperimento 2. Supponiamo adesso che L sia attraversato da
una corrente alternata (sinusoidale) i(t) = h cos(wt + ¢;); allora
r\%/\/w Wl | Quo wa, %rmiw' CowteleRnesiv (o :
di/
v(t) = Vycos(wt + ¢,) = Ld—t‘

= —wlhysin(wt + ;) = wlhycos(wt + ¢; + 7/2)

’ ho, (v S\

e quindi

s
Vm = wlhi; oy =vity

e Conclusione importante: a differenza del caso in continua, per
far scorrere su L una corrente alternata di ampiezza /y, €'
necessario applicare una tensione alternata di ampiezza

Vit = wlhy|=[X] .

Tale tensione e’ necessaria per 'vincere' la forza contro e qee <% i
elettromotrice che si sviluppa su L per-il fenomeno v o colt
dell’autoinduzione. Si ha inoltre che la tensione e’ in anticipo di
dell’autoinduzior £ in anticipo di

/2 sulla_corrente



e abbiamo posto
[N

= O

che e' detta Qeattanza induttiva>e si misura in Ohm
e dato che

V Uk vaslve Sa/leeﬂ
hi = M @ fer [
wl XL

la reattanza induttiva ha il significato fisico di resistenza apparente
che l'induttore offre al passaggio di una corrente alternata;
'apparente’ in quanto, a differenza del resistore, tale resistenza non
e’ legata a un fenomeno dissipativo ma piuttosto a un fenomeno
reattivo (dovuto all'autoinduzione)

e notare che X; = wL cresce se cresce w; quindi L offre resistenze
apparenti tanto piu'l elevate quanto w e’ elevata

=N
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e Condensatore ideale. Siha 0 pule pon §opadtr , Sewss Codpm
— M ey oy .

i poudle FAp grod
- T dt dt dt

dove g, = Cv €' la carica sulle armature ool mﬁl‘ﬁw Oa Groile

i t v eE) = Vitees (®++ Qﬁy)
* A(E) = IM CDS(JV‘“P)

e Esperimento 1. Supponiamo di applicare a C una tensione
costante (continua) v(t) = V; allora i(t) =0, quindi C e’ un
circuito aperto (una interruzione elettrica) per le tensioni costanti

interpretare fisicamente!) dus owabue  pilagide, sono IR SIS
( ) Uit (4 =0 \d\/ e



e Esperimento 2. Supponiamo adesso di applicare a una Sen (10 )
tensione alternata (sinusoidale) v(t) = Vs cos(wt —lj;a ); 'dato che

la tensione varia, si ha un passaggio continuativo di cariche
(elettroni) fra le armature, quindi I'amperometro misura un

passaggio di corrente; ne consegue che C non e’ una interruzione

elettrica per le correnti alternate vot Lo o Tewoe (nonce
oo [ pinmo @
Lo cow a‘n‘[wmgg.;,
4 cnadle v (onct @
A Y p
n C'E) SConta WpaleP=
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i(t) = Iy cos(wt + @) = C%

= —wCWysin(wt + ¢,) = wCVy cos(wt + ¢, + 7/2)
e quindi o eguaglis for < Qe

Vi Vi o | Colhuile Le
? (pl == ¢V +

hi=wCVhy = M _ M T\ e &
i Q(g 2 Tewseme
M (ore- MQ(«MA&%{ o D"l{‘*m ReDoxRo~ Dﬂz\{g(}(l}w

e abbiamo indicato con

Xc = %; [Xc] = Ohm
la reattanza capacitiva
e la reattanza capacitiva (si misura in Ohm)_ha il significato fisico
di resistenza apparente che il condensatore offre al passaggio di
una corrente alternata; 'apparente’ in quanto, a differenza del
resistore, tale resistenza non €’ legata a un fenomeno dissipativo
ma piuttosto a un fenomeno reattivo




e notare che X¢ = 1/wC decresce se cresce w;_quindi C offre
resistenze apparenti tanto piu’ piccole quanto w e’ elevata
e notare che vi sono diverse properieta’ duali per L e C

(rifletterci). Se WO & i dbBhee
W-> r L cane
¢ fa [orane S8 Qouse
\/X{, S0
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Metodo dei fasori per I'analisi di circuiti in regime sinusoidale
e Consiste di due passi
e Passo 1. Determino le relazioni costitutive dei bipoli nel dominio
- - _ -
di fasori

dominio de| fasori

e facciamo vedere che otteniamo nel dominio dei fasori un circuito
senza memoria che puo’ essere quindi analizzato con i metodi dele
reti resistive visti nella Parte 1

vt - U Gos (wfc a{Jv\
L(’r I Cos ((wér0s
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Relazioni costitutive dei bipoli nel dominio dei fasori

* v(t) = Vmcos(wt + ¢, )_la tensione ai i morsetti e %MT&WN

o i(t) = hycos(wt + ;) la corrente; indichiamo con V = V4 e/#y il
fasore della tensione e con | = e/ quello della corrente; come in
figura, pensiamo simbolicamente che al bipolo sia applicato V e vi
fluisca 1 (in questo caso coordinati secondo la convenzione degli
utilizzatori)

e Relazione costitutiva del bipolo: €' il legame che il bipolo

stabilisce fra V e 1 nel dominio dei fasori % alpelonito
Mmom W'%Mwnuy&




e Resistore ideale. Da v(t) = Ri(t), usando la linearita’ della
trasformata fasoriale, otteniamo

V=Rl

detta legge di Ohm simbolica nel dominio dei fasori

e si ha _ . B .
V = Vi e/? = Rl = Rl e/¥

quindi, in accordo a quanto visto nel dominio del tempo

VWi = Rhi; ov = @i



e per R > 0 i due fasori V e | sono paralleli fra di loro e in fase
P L 4
V=

I

-,




e Induttore ideale. Da v(t) = Ldi(t)/dt, usando la linearita’ e
regola di derivazione per la trasformata fasoriale si ha

e l'induttore e’ quindi un elemento senza memoria nel dominio dei
fasori

e 'impedenza (in corrente alternata (c.a.)) di L €’ il numero
complesso

Z, = jwl = jX;; [Z;] = Ohm

e |'ammettenza e' definita da

7
Z

e ha dimensioni Ohm™1!

e si ha quindi B
R v 2N
v=2ZlI I==—=Y,V

Z

detta 'legge di Ohm simbolica per I'induttore’



e quindi, nel dominio dei fasori, I'induttore e’ un elemento senza
memoria di 'resistenza’ (anzi impedenza) Z; = jwlL e soddisfa ad
una legge di Ohm formalmente analoga a quella di un resistore

T3t

?E:)wl_ Jco =

aa—



¢ Interpretazione geometrica

e Si ha
V = Ve = Z,1 = jwll = wlhye™?e?i
quindi . .
V= Ve = wL/Mej(Lp"—Hr/z)
e

Vm = wlhi = Xthe; oy =i +1/2

che sono le stesse relazioni ottenute con una analisi nel dominio del
tempo
e notare che nel piano dei fasori V anticipa di 7/2 il fasore |



Ve 3 wL'fJéﬂ
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e Condensatore ideale. Da i(t) = Cdv(t)/dt, usando la
linearita’ e regola di derivazione per la trasformata fasoriale si ha

I =jwCV
e il condensatore e’ quindi un elemento senza memoria nel
dominio dei fasori

e I'impedenza (in corrente alternata (c.a.)) di C €' il numero
complesso

_ 1 1 _
c=i = dgc= X [Zc] m
e |'ammettenza e’ definita da
- 1
Ye== =jwC
c Zc Jw
e ha dimensioni Ohm™1
e si ha quindi _
[ v A
V=Z;, l==—=YV
Zc

detta 'legge di Ohm simbolica per il condensatore’



e quindi, nel dominio dei fasori, il condensatore €' un elemento
senza memoria di 'resistenza’ (anzi impedenza) Z¢ = —j/(wC) e
soddisfa ad una legge di Ohm formalmente analoga a quella di un
resistore



¢ Interpretazione geometrica
e Si ha
T: /Mejso" = ?C\_/ :ij\_/ = wCVMej”/zej%
quindi ' '
1= hye¥ = wCVy /¥ tm/2)

h=wCW;, wi=p,+7/2

che sono le stesse relazioni ottenute con una analisi nel dominio del
tempo

e notare che nel piano dei fasori I anticipa di 7/2 il fasore V
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e Leggi di Kirchhoff nel dominio dei fasori

e Consideriamo una rete in regime sinusoidale a pulsazione w
(tutte le correnti e tensioni, esaurito il transitorio, sono sinusoidali
a pulsazione w); consideriamo un nodo a cui sono collegati tre
bipoli. Si ha dalla KI: —i1(t) + i2(t) + i3(t) = 0 per ogni t; quindi

~Re[l; /!] + Re[loe“t] + Re[lse/!] = Re[(—T; +Tp +T5)e/*t] = 0

per ogni t da cui o
—li+1l2+13=0

’ |
/ )

/
— A rf:i(:H &: \\\
4 k)

L5 k)
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/ ~



e Kl nel dominio dei fasori: i fasori delle correnti in regime
sinusidale soddisfano alla legge di Kirchhoff per le correnti

e analogamente, KV nel dominio dei fasori: i fasori delle tensioni
in regime sinusidale soddisfano alla legge di Kirchhoff per le
tensioni

e usando le relazioni costitutive e le leggi di Kirchhoff illustrate
possiamo associare al circuito un circuito simbolico nel dominio dei
fasori; il circuito simbolico e’ senza memoria e puo’ essere
analizzato con i metodi delle reti senza memoria visti nella Parte 1



Analisi di circuiti elementari RL e RC con il metodo dei fasori
e Consideriamo ancora il circuito RL studiato in precedenza;
vogliamo determinare i(t) in regime sinusoidale

1) R

AW

S L
V) Vi o5 (5T, )



e Passo 1. Associo il circuito simbolico nel dominio dei fasori (e’
senza memoria)




e Passo 2. Analizzo il circuito simbolico con i metodi delle reti
resistive per determinare il fasore incognito I:
o Ki: i = iR = i[_
o KV: \7g :\_/R—I—\_/L
e relazioni costitutive: Vg = Rlg: V; :ijiL
e si ha quindi
\7g = VMej‘pV = (R +ij)i



e Passo 3. Da I otteniamo i(t). Scriviamo I in forma esponenziale

i— Vg . VMeWV
- R+jwl  JR2 T 2[2 gfarctan(ty)
quindi
_ - \/M .o wl
| = hel¥ = ef(ﬂov arctan( R )
. VRZ ¥ 202
allora

h = W arctan(w—l_)
M /7,__\)2 +w2L2v Pi Pv R

e abbiamo quindi risolto il problema ottenendo

VM wl
i(t) = hgcos(wt + ;) = —————== cos(wt + ¢, — arctan(—
(£) = hecos(eot + 91) = s cos(t + ()
e stesso risultato ottenuto con analisi nel dominio del tempo; il
procedimento nel dominio dei fasori €' molto piu’ semplice e diretto
e Esercizio per casa: ripetere il Passo 3 usando invece la formula
di antitrasformata fasoriale i(t) = Re[le/*]



e Diagramma fasoriale _
e Sia ad esempio ¢, = 0, quindi V, = V)
VM
° si_ haV=Vg+V, = RT+ijT; i‘?i e’ parallelo a 1, mentre
JwLl €' in anticipo di /2 rispetto a I; possiamo allora costruire il
seguente diagramma fasoriale

jfm

—j arctan(%)




o Interpretazione fisica

e Un circuito RL serie in regime smusmdale per effetto combinato
della resistenza Ohml(ﬁMOmeno Wutomduzmne offre al
passaggio di una corrente alternata una " resistenza apparente”
(impedenza) pari a

L&N/R2+W2LfﬂR2+X2 Ohm

La presenza di L in serie a R provoca quindi. Zud R (e e
1) un aumento apparente della resistenza da R a v R? + w?[?

2) uno sfasamento in ritardo della corrente rispetto alla tensione di

un angolo ¢, = arctan(wL/R)-compreso fra 0 e 7/2

3) tali effetti sono tanto piu’ evidenti quanto w e’ elevata
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Risposta in frequenza
e Supponiamo vg(t) = Vi1 cos(wt), facciamo variare w e
studiamo gli andamenti di

%V _
VRZ +w2[?
e il primo degli andamenti rappresenta la risposta in ampiezza,

mentre il secondo la risposta in fase; nel complesso sono la risposta
in frequenza del circuito

L
pilw) = — arctan(w

hi(w) = =)
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e si tratta di un filtro passa basso del primo ordine; la pulsazione
critica vale

R
we =T rad/sec

ed e’ la pulsazione alla quale la risposta in ampiezza e’ pari a
1/4/2 ~ 0.707 la massima risposta in ampiezza (che vale Vy/R
quando w = 0)



e Circuito RC serie
Consideriamo il circuito RC serie in figura; vogliamo determinare
i(t) in regime sinusoidale

= K AC
0’5@“) i S E

e Associo il circuito simbolico nel dominio dei fasori (e’ senza
memoria)
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e Analizzo il circuito simbolico con i metodi delle reti resistive per
determinare il fasore incognito |
e si ha

1= /Mejtp,- _ va—&—arctan(wCR))

e abbiamo quindi risolto il problema ottenendo

\V R* + w2C2

i(t) = hcos(wt+¢;) = ——————= cos(wt+p, +arctan(

wCR))



e la presenza di C in serie a R provoca

. / 1
1) un aumento apparente della resistenza da R a /R? + —e?

2) uno sfasamento in anticipo della corrente rispetto alla tensione
di un angolo arctan(1/(wCR)) compreso fra 0 e 7/2
3) tali effetti sono tanto piu’ evidenti quanto w e’ bassa

e studiare la risposta in frequenza del filtro e mostrare che e’ un
passa alto del primo ordine con pulsazione critica w. = 1/(RC)



Diplo

Impedenza e ammettenza di un bipolo an g Uz oo

e Consideriamo un bipolo omogeneo in regime sinusoidale a
pulsazione w contenente R, L, C (no generatori ind.ti di tensione e

corrente); I'impedenza
Z :\i/ Ohm st coplms

e’ definita in modo analogo alla resistenza equivalente di un blpolo
A JZ/HU)/Q coddlolile im (Av\f\rw:i@ AT

T
a1

Pz ¥ T




e |'ammettenza del bipolo €' il reciproco dell'impedenza

&'/‘9&’ (,w]hc@;.ﬁ(} ™ *th

e si puo’' dimostrare che
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e Le regole per il calcolo delle impedenze e ammettenze sono
perfettamente analoghe a quelle per il calcolo delle resistenze
equivalenti; ad esempio, per due bipoli in parallelo si ha

1= |1 + |2 = Y1V1 + Y2V2 = (Yl + Y2)V quindi qu = Y1 + Y2




e Forma algebrica:

dove R(w) in Ohm e’ detta stenza mentre X(w) in Ohm e
detta reattanza

Y(w) = G(w) +JjB(w)

dove G(w) in Ohm~! ¢ detta conduttanza mentre B(w) in
Ohm~1 ¢’ detta suscettanza
e formule di trasformazione: si ha

1 1 R—jX

?:f: =
Z R+jX R24X2

quindi
R X

R2 + X2’ R? 4+ X2

e studiare anche le trasformazioni inverse

G
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e Forma esponenziale: _ '
Z = 7%

dove Z in Ohm €’ il modulo dell'impedenza e ¢, €' I'argomento
[ J

Y = Yel¥r

dove Y in Ohm™! ¢’ il modulo dell'ammettenza e @y €
I'argomento
e formule di trasformazione:

Yzf; Py = —pz



e Ulteriori trasformazioni:
Z=+R?>+X?

e, se Z+#0, p, e tale che

R ) X
COS P, = ————; sinp, = ———
T VR X2 T R X2
quindi
. X
any, = —
SOZ R
e viceversa

R=Zcosp,; X =/Z2Zsinp,

e studiare le rimanenti formule di trasformazione



Espressioni di v(t) e i(t) in regime sinusoidale
e Consideriamo un bipolo di cui si conosce Zo Y
e nota i(t) = hycos(wt + ;) vogliamo trovare v(t); si ha

V = Vye/? = ZI = Ze% Iy el
quindi
Wi = Zhi;, v = @i + @2

v(t) = Vircos(wt + ¢) = Zhi cos(wt + i + ¢z)



e nota v(t) = Vi cos(wt + ¢, ) vogliamo trovare i(t); si ha
I = he/? =YV = Yl Vjy/#
quindi
ht =YW @i = pv+py

i(t) = hcos(wt + ¢;) = YVarcos(wt + ¢y + ¢y)

e possiamo anche scrivere

%
i(t) = hicos(wt + ;) = 7M cos(wt + oy — ©z)



Osservazione: si ha

— . \_/ V ej‘Pv
Z=7ze = — = M __
| hye/¥#i
e quindi
%Y
Zzlf: 0z = Qv — i
M

e il modulo dell'impedenza coincide con il rapporto delle ampiezze
di tensione e corrente del bipolo; I'argomento dell'impedenza

coincide con lo sfasamento tensione corrente
e studiare formule analoghe in relazione all'ammettenza



e Esempio: consideriamo ancora il circuito elementare RL; si ha

Z =79 — R + jwl = \/m o arctan(wL/R)

quindi
t) = —- t v—Pz) = — — t y— t
i(t) Z cos(wt+p,—pz) BT cos(wt+p,—arc an(—R ))




e Esempio: consideriamo ancora il circuito elementare RC; si ha

7 — 797 — R _Ji —/R2+ efjarctan(l/(wCR))
wC

w22
quindi
1% 1% 1
i(t) = Al cos(wt+p,—p;) = M cos(wt-+¢, +arctan( )
Z R2 4 _1 wCR
2¢2




Impedenze di tipo ohmico induttivo e ohmico capacitivo
e Consideriamo I'impedenza

Z(w) = R(w) + jX(w)

e supponiamo che il bipolo sia passivo (R(w) > 0)

e |'impedenza e’ di tipo ohmico-induttivo alla pulsazione w se
X(w) > 0; in tal caso da ¢; = ¢, — pz(w) si ha che la corrente €’
in ritardo di un angolo ¢,(w) fra 0 e 7/2 rispetto alla tensione
(fare diagramma fasoriale)

e |'impedenza e’ di tipo ohmico-capacitivo alla pulsazione w se
X(w) < 0; in tal caso da ¢; = ¢, — ¢z(w) si ha che la corrente €’
in anticipo di un angolo ¢,(w) fra 0 e m/2 rispetto alla tensione
(fare diagramma fasoriale)

e come vedremo, I'impedenza di un bipolo puo’ essere di tipo
ohmico induttivo per certi valori di w e di tipo ohmico capacitivo
per altri valori di w



e Circuiti risonanti RLC
e Consideriamo il circuito risonante RLC serie in figura in regime
sinusoidale a pulsazione w

i + ;”f Jr24]

:L

ZfL«)’mL

C‘_‘,

e |'impedenza vale

= = = = 1
Z:ZR+ZL+ZC:R—l—j(wL—R)ZR+j(XL—Xc):R+jX

e c'e’ un effetto di cancellazione fra X; e X¢



e pulsazione di risonanza wy: pulsazione alla quale X; = X¢, cioe’
wol =1/(woC); quindi
1
wo = —— rad/sec

VLC

e diagrammi fasoriali. Supponiamo scorra una corrente | con
p; = 0; vogliamo costruire graficamente la tensione V da applicare
per far scorrere tale corrente; si ha

V =Vg+Vc+V=Rl—jXcl+ X



e 3 casi diversi

e Caso 1. w < wp; in tal caso X; < X¢, X < 0, quindi il
comportamento €' di tipo ohmico capacitivo (corrente anticipa
tensione di un angolo fra 0 e 7/2)




e Caso 2. w=wyp;intalcaso X; = X¢c, X=0¢e Z=R; quindi il
comportamento €’ di tipo resistivo (corrente in fase con la
tensione)

- = > 7y
Ikt TXI 2

<l




e Caso 3. w > wyp; in tal caso X; > X¢, X > 0, quindi il
comportamento €’ di tipo ohmico induttivo (corrente ritarda
rispetto alla tensione di un angolo fra 0 e 7/2)

Naa =

I
— —=

L

S
)X T

f)xcf
77

e Notare che un circuito RLC cambia drasticamente il suo
comportamento al variare di w passando da un comportamento
ohmico-capacitivo ad uno resistivo e infine a uno ohmico-capacitivo



e Si ha

Z(w) = Z(w)e/#=®)

con

1\? L— L
Z(w) = \/R2 + (wL — wC) i @z(w) = arctan wEuc 5 wC
e |a corrente assorbita in regime sinusoidale vale
i(t) = Im(w) cos(wt + ¢i(w)) con
Vim(w) _ Vin(w)

Im(w) = =
M Z(w) \/R2+(wL—i)2

vi(w) = py(w) — pz(w) = ¢y (w) — arctan v

e risposta in frequenza; assumiamo per semplicita’ Viy(w) = Vi e
oy(w) = 0 e disegniamo gli andamenti della risposta in ampiezza
I(w) e in fase p;(w); riportiamo anche per convenienza Z(w)



G (w).

o IPH

We




e si tratta di un filtro passa banda del secondo ordine; notare che
un circuito RLC serie offre la minima impedenza alla pulsazione wq
di risonanza, pulsazione alla quale 'ampiezza della corrente
assorbita risulta massima.



Esempio. Determinare v,(t) in regime sinusoidale per il circuito in

figura.
’V ch]
% %/\Omﬁ; -E__Z_ ’

20 CPSCCFt 15 ) V

e Notare che la fase della tensione del generatore e’ espressa in
gradi invece che in radianti; nei calcoli che seguono dobbiamo
comportarci di conseguenza




co-fL 28 | v

F (25 JT

S

jzo ST

e Si ha

1
Xc=—=250hm; X; =wl =20 Ohm
wC

quindi otteniamo il circuito simbolico in figura che possiamo
analizzare con i metodi delle reti resistive; in particolare

Z = —j25/[j20 = j100 Ohm



e dalla regola del partitore di tensione

j100

e _17.1561%° v
60 + ;100

_ o
V, = 20e /1" x
e la tensione in regime sinusoidale vale quindi

Vo(t) = 17.15 cos(4t + 16°) V.



e Metodo alternativo: trasformo il generatore reale di tensione in
uno reale di corrente a trovo I, con la regola del partitore di
corrente

—j15° 1
e/ 720
I, =
3

60 T =i T 20
e poi \70 :j20io; verificare che si ottiene lo stesso risultato
precedente

VJr o0

25fL

Fz.gL



e Esempio. Determinare w in modo che le correnti i1(t) e i(t)
abbiamo la stessa ampiezza in regime sinusoidale.

_+ L4 (k) jf <y C-(*)

4 B - i/w:

k)
Ao

_ /ro_s_?]




e Consideriamo il circuito simbolico nel dominio dei fasori: si ha

g = W
1M—Zly 2M ZZ

e quindi deve essere

1 2
71 = \/R2+w2L2222:“R2+ <C>
w



e da cui X; = X ossia

1 1
w = = = 500 rad/sec
VLC  V4.10°° /
e problema: disegnare un diagramma fasoriale alla w ottenuta
assumendo ¢, = 0 e interpretare il risultato.




