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INTRODUZIONE 

L'approccio circuitale all'analisi delle strutture 
elettriche richiede uno sviluppo bilanciato di vari argo­
menti, quali:il modellamento dei dispositivi e l'introdu­
zione di elementi ideali; l'individuazione di EJ.si oritmi 
matematici di analisi_; la caratterizza zione del circuito 
ai fin f -della su-a -;;LJ li ; zazione; la precisa z ione chiara dei 
1Tmi~~lidità d~i m~cklli; l'influenza dell;-t~llera-n­
ze di fabbricazione dei dispositivi sul_-5:_,9 m or tamelllQ 
globale della struttura; ecc . 

Tale sviluppo bÌla nc iato può essere ottenuto so­

lo se risulta chiara l'utilizzazione dell'ap proccio s tes­
so nell'ambito. del progetto della struttura elettrica e 
quindi in particolare il condizionamento c he a tale ap­
proccio deriva da altri fattori- di tipo tecnologic o, fisico, 
chimico, tecnico-economico, ma tematico. Questo a spetto 
preliminare e chiarificatore dell'approccio circuitale è 
considerato nella s uccessiva premessa al te sto, che ren­
de quindi comprensibile la scelta degli argomenti tratta­
ti. Tali argomenti sono raggruppabili in tre parti, ri guar ­
danti rispettivamente il modellamento, g li a lgori tmi di a ­
nalisi e l'utilizzazione. L'estensione ed il l ivello di 
tratta:z;ione di tali parti sono stati volutamente differe n­
ziati, tenendo conto delle caratteristiche degli studenti , 
a cui il testo è ri vol to. In particolare il modellamento, 
trattato nel Cap .l e nelle Appendic i A e B, ha un cara t­
tere essenzialmente introduttivo, in quanto è tipicamen­
te svil uppato nell'ambito di testi riguardanti i dispositi­
·vi magnetici. A questo riguardo è messo in evidenza nel­
l'Appendice B il problema del modellamento citcuitale 
nel caso di strutture non elettriche di tipo meccanico. 

Gli algoritmi di analisi sono trat tati in dettaglio 
nei Capp. II, III, V rispettivamente nel caso dei circuiti senza 
memoria (Cap. Il) e dei circuiti con memoria (Ca pp. III, V). 
È stato tenuto conto in tali capitoli della neces sità di 
utilizzare il calcolatore numerico, mantenendo però la 
trattazione a questo riguardo ad un livell o e le men tare, 
salvo l'Appendice C, in c ui viene esaminata l'influenza 
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VI lntro·duzione 

della s truttura del c irc uito ·s ugli errori connessi all 'u so 
dei metodi a lle differenze finite . L'organizzazione di que­
sti capitoli è stata prevista del seguente tipo, per una 
preparazione graduale dello studente: 

l) posizione del problema di analisi in casi semplici; 

2) considerazione di casi via via più complessi median­
te sviluppo di esempi e derivazione di algoritmi conse­
guenti; 

3) svolgimen to di esempi riassuntivi in apposite appen­
dici poste ·alJa fine dei capitoli; dove possibile tali e­
sempi sono d'interesse concreto, come' nel ca s o dei cir­
cuiti senz a memoria, dove si considerano stadi elemen­
tari a transistori con emettitore,collettore,baseamassa; 

4) discussione dell'u so del calcolatore mediante schemi 
a blocc hi; 

5) sviluppo in opportune appendici dei precedenti schemi 
a blocchi secondo liste in FORTRA N, con trattazione det­
tagliata della loro utilizzazione ; 

6) presentazione di esempi concreti, risolti c on i prro~ 

grammi descritti, come ad esempio la determinazfone-del 
guadagn o di amplificatori differenzia li controreazionati 
in continua, della risposta nel . domin io d el tempo e del­
la frequenza di filtri reattivi chiùsi su resistenze, di 
stadi amplific atori video, ecc. 

La trattazione dei procedimenti di analisi è ri­
condotta in ogni caso a quella dei circuiti senza mem o­
ria , riducendo quindi al minimo lo sforzo necessario per 
assimilarli. 

La parte riguardante l'u tilizzazione è sviluppata 
nei rimanenti capitoli. Precisamente le rappresentazio­
ne esterna del circuito nei suoi molteplici.'a spetti è con­
siderata a livello introduttivo ne l Cap. IV , riguardante le 
funzioni di rete, ed in dettaglio nei Capp. VI e IX. Le 
trasformazioni ed equivalenze c ircuitali , di importan.za 
notevole. in fase di sintesi, sono considerate nel Cap·i­
tolo VII. L'analisi dell'effetto delle tolleranze dei com­
ponenti è riportata nel Cap. VIII insieme a ciò c he colle­
ga tale argomento con i proce'dimériti di ottimizzazione 
circuitale. 

E' importante notare che il livello di trattazione 
dei Capp. VI, VII, VIII, IX e delle tre appendici A, B, C 
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Introduzione VII 

è men o elementare di quello usato negli a ltri capitoli . In 
particolare, sono affrontati nei suddetti c apito li aspetti 
dell'analisi dei circuiti, che sono utili in una fase della 
preparaz ione de llo studente successiva a quella de l solo 
appren di mento dei procedimenti fondamentali di analisi . 
Per rendere più evidente tale differenza di trattaz ione, il 
testo è stato suddiviso in due volumi, nel secondo dei 
q uali sono a ppunto riportati i suddetti ca pitoli ed appen­
dici. 

Nella s tesura del testo si è presupposta una pre­
parazione di base da parte del lettore del tipo di quella 
wrnita mediamente nel biennio di ingegneria, o ltre alla 
con oscenza di alc uni argomenti trattati us ualmente nel 
terzo anno del corso di laurea in ingegneria elettronica. 
A tale ri guardo sono stati di grandeaiutoper gli autori i 

consigli forniti in varie occasioni da mol ti dei lo ro coJ­
leqhi della Facoltà di Ingegneria di Roma, ai quali essi 
esprimono il loro più vivo ringraziamento. 

Gli Autori 
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PREMESSA. Teoria dei circuiti come metodologia e suo impiego nel 
progetto di una struttura fisica . 

La complessità dei fenomeni naturali richiede,perunalo ro valuta­
zione quantitativa ed una loro utilizzazione pratica, l'impiego di procedi­
menti che siano nello stesso tempo suffi cient emente generali , sem p!içi 
ed accurati. Essi debbono avere un carattere generale piuttosto che spe­
cifico in quanto tale caratter i!_:· 

1) rende possi bile una riunione dell ~ attività di 12 ersone che lavorano in 
,campi diversi; 

2) permette di utilizzare al massimo l'intuizione, in quanto ciò che in un 
particolare campo può essere l a conseguenza di sole proprie tà matemati­
che in un altro è conseguenza di evidenti proprietà fisiche. 

Per quanto riguarda la semplicità,essa viene raggiunta usualmente me­
diante una suddivisio n e del problema d'interesse in sub-problemi parzia­
li . Tale suddivisione ha il vantaggio sia di rendere più facili i singoli 
passi del procedimento sia di non perdere di vista l'obiettivo principale , 
ciò che potrebbe accadere senza la suddetta organizzazione. A titolo di 
esempio basti pensare a ciò a cui si andrebbe incontro se volessimo de­
scrivere il funzionamento di un televisore direttamente mediante le equa­
zioni di M axwell! 

Le auspicate caratteristiche di generalità e semplicità sono pos­
sedute in larga misura dall'approccio circuitale alla valutazione quanti­
tativa del comportamento di una struttura fisica ed al suo proporzionamen­
to finalizzato ad uno scopo pratico assegnato. Tale approccio prevede la 
riduzione della struttura fisica ad una connessione di elementi idealiz­
zati di pochi tip i. Quindi sono presenti in questo approccio due nozioni 
fondamentali: la e CO'!.!!§..WO.!L~» definita tramite un grafo e le e relazioni 
costitutive• degli elementi comeonenti1 E'interessante osservare che mol­
te proprietà della struttura fisica in questo modo derivano semplicemente 
da vincoli di natura topologica legati al grafo . Per esempio tale aspetto 
porta a conclusioni molto interessanti nel caso delle strutture bioch imi­
che, quali l'osservazione che alcuni comportamenti stabili sono conse­
guenza appunto dei vincoli topologici più che delle leggi della termodi­
namica (vedere ad es: Morowitz and al., e Passive stability in a metabo­
lic network>, ! . Ther. Biol., 1964, 7, 98). Del resto ciò non deve 1Reravi­
gliare in quanto nel grafo confiuiscono in forma intuitiva parte delle leg-
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2 Premessa 

gi che caratte ri zzano la s truttura fisi ca d'int eresse. Ad esempio nel caso 
delle strutture el e ttric h e a co s tanti concentrate, l'idealizzazione della 
strut tu ra n el senso ci rcuitale com porta la sostituz ione delle leggi di Kir­
chho ff a quell e di Maxwe ll e le l eggi di Kirchhoff non sono altro che vin­
coli topo logi ci . La riman ent e caratterizzazio n e della struttura fisica co n­
fluisce nelle re lazioni costitu ti ve dei poc h i e l ementi ideali zzati c he e­
mergono dal modellamento dell a stru tt ura stessa. 

L'operazion e di modell am ento si basa sulla pos si bilità di carat­
terizzare i fen omeni d'interesse m ediante coppie di grandezze di due ti ­
pi dive rsi. Il primo ti po co rri spo nde a grand ez z e che in via di principio o 
effettivamente richiedono una misura tra du e punti (g ran dezze agli est re­
mi). L'altro tipo co rrisponde a grandezze che richi e dono una misura s u 
un so lo punto (g randezz e attraverso}. Ne l caso di el ementi definiti da u­
na sola coppia di grandezze, l e relazion i costituti ve ch e si trovano in 
n atura so no quattro, implicando sia il l egame diretto trai due tipi di gran ­
dezze sia il l egame co n i relativi integrali nel temp_~ (tab.l ). In partico­
lare per i vari tipi di strutture fisiche sia le grande zz e in questione sia 
tal i integrali co rrispo ndono a ben note grandezzP (tab. 2). 

Ta bella 1 

Relazion i cc sti tu t i ve C:o so elettrico 

<ll 1 (E,FJ =O Resis to re 

cl>2 (E ,P) =O Indutto re 

cl> 3 ( F , Q) = O Co wlensatore 

<ll4 (Q, P) = O Me mre si s tore 

Tabe lla 2 

Grandezza a t- Grand e_zza agli Inte grale gran- lnt e gr aie gr an-
Stru ttura tr ave rso estremi dezza att raver- dezza agli e-

so st remi 
E F Q p 

Ele ttr ica Co rre nte Tensione Car ica Flusso 

Fluido Flusso di Pressione Volume Momen to 
vo lum e di pres sione 

Reazione Ve locità d i Affinit à Avanzamento 
chimica re a zione d e ll a reazione -

\leccan ica Copp ia Velocità Quanti t à Sposta me mo 
(rotazio ne) angol a re di lllU l (.) ..ing1..ll<l r e 
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Premessa 3 

L'approccio circuitale è basato sulla caratterizzazione di una 
struttura fisica come interconnessione di elementi idealizzati di po chi ti­
.ci· Ogni particolare campo della fisica e dell'ingegneria è quindi caratte­
rizzato da particolari gn 1.pp__i. di {!lementi ideali. Lo studio delle proprietà 
di aggregati di tali elementi è il campo specifico d'in~eresse della teoria 
dei circuiti. Ai fini del progetto sono tu ttavia essenzidli anche le disci­
pline che confinano con essa e che pongono i limiti pratici sulla teoria 
stessa. Pre cisamente tali di scipline sono: 

1) quelle che permettono di derivare modelli significativi degli elemen ti 
idealizzati dalla cui interconnessione deriva il modello globale della 
struttura d'interesse. Tali discipline sono quindi uelle che_riguardano_~ 
<!!J. p_ositivi, le tecno logie e i materiali con cui i dispositivi vengono rea­
l izzati, le teorie fisiche su cui si basa il fun zio namento dei dispositivi , 
le teorie chimiche su cui . si basano le tecnologie e l e misure dei vari fe­
nomeni interessati; 

2) quell e che fissano le prestazioni d'interesse dei circuiti. Si tratta 
quindi delle disciplin e di tipo sistemistico applicativo, che riguardano 
l'interconnessione di circuiti di varie . caratteristiche ai fin i del raggiun­
gimento di un obiettivo tec·nico-economico; 

3) quelle m.atematiche che permettono l'organizzazion e del progetto so­
prattutto ai fini della sua impl ementazione sul calcolatore. Impo rtanti da 
questo punto di vista sono p erciò le discipline riguardanti: i linguaggi 
con cui comunicare con il calcolatore; la teoria dell'approssimaz ione con 
cui riportare nella forma analitica più adatta alla sintesi i dati di proget­
to disponibili dal 2o gruppo di discipline; la teoria dell'ottimizzazione 
matematica con cui giungere alla scelta più opportuna dei parametri cir­
cuitali tenendo conto dei vincoli imposti da amb edue i gruppi di discipli­
ne (]o e 2o ); l'analisi numerica con cui prevenire i fenomeni dovuti al­
l'uso di lunghezze limitate di parola sul calcolatore; la teoria della si­
mulazione tramite circuiti digitali direttamente implementabili sul calco­
latore. 

Il primo gruppo di discipline fornisce dati sulle proprietà degli e­
lementi usati per caratterizzare la struttura fisica e sulla validità dei 
modelli; i{ secondo su ciò che si vuole ottenere dai circuiti.Il terzo grup­
po fornisce gli strumenti necessari all'esecuzione del progetto , quando 
sia assiemato alle metodologie proprie dei circuiti che riguardano speci­
ficamente l'individuazione delle proprietà di aggregati di componenti i­
deali, l'analisi e la sintesi di tali aggregati. 

Allo scopo di chiarire quanto detto si riporta di seguito lo sche­
ma a blocchi del procedimento logico di progetto di una struttura fisica 
(fig.l) . 
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4 Premessa 

Teorie 
chimiche 

Materiali Teorie 
fisiche 

Tecnologie Discipline sistemisti­
che applicative orien­
tate verso un obiettivo 
tecnico - economico 

Modelli accurati 
dei dispositivi, 
usando gli elemen­
ti ideai i di base 

Scelta dei parametri 
liberi in modo da ot­
timizzare la funzione 
obiettivo. (USO DEL­
LA TEORIA DEL-
L 'OTTIMIZZAZIO­
NE) 

Sintesi della struttu­
ra con elementi idea­
li. (USO DELLA TEO­
RIA DEI CIRCUITI) 

Rappresentazione ana­
litica del circuito. 
(USO DELLA TEORIA 
DELL'APPROSSIMA­
ZIONE) 

Sostituzione nella struttura sintetizzata 
dei modelli accurati dei dispositivi usa­
ti 

Analisi o simulazione del circuito risul­
tante ai fini de l calcolo delle prestazio­
ni (US') DELLA TEORIA DEI CIRCUI­
TI) 

Calcolo della funzione obiett ivo, che 
misura quanto la prestazione del circui-
to ottenuto è vicina ai dati di progetto. i.-----' 

(USO DELLA TEORIA DELL 'OTTIMIZ.) 

NO 

fig.1 - Schema a blocchi de l procedimento log ico di progetto di una struttura fisica. 

L'esame dello schema a blocchi di fig. l mette in evidenza chia­
ramente il legame tra i vari gruppi di disc'ipline ed il compito specifico 
della teoria dei circuiti. A titolo di com.pletamento sono necessari alcu­
ni commenti: 

l) svolgendo la teoria dei circuiti un 'azione intermedia tra il primo ed il 
secondo gruppo di disciFlin e, un suo compito importante è quello di con-
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Premessa 5 

dizionarle entrambe nel senso che deve da una parte rendere note le pos­
sibilità offerte dai nuovi dispositivi nella realizzazione di sistemi com­
plessi e dall'altra deve stimolare ed indi rizzare le tecnologie ai fini di 
ottenere particolari dispositivi; . 

2) essendo l'utilizzazione del calcolatore determinante ai fini del proget­
to, acquistano grande importanza sia i metodi di simulazione che i meto­
di di ottimizzazione matematica. Per quanto riguarda i primi è importante 
osservare che lo schema logi co di simulazione sul calcolatore coincide 
esattamente con un circ uito digitale. Quindi rivestono grande importanza 
in questo caso i metodi di sintesi dei circuiti digitali e la conoscenza 
dell 'infiuenza sul loro comportamento della lunghezza finita di pa1'0la e 
dell'aritmetica usata. Per quanto riguarda i secondi, è importante rileva­
re che la loro scelta deve essere basata sulle proprietà intrinseche del 
circuito. Un esempio notevole in questo senso è costituito dallapossibi­
lità di usufruire, nel caso della grande classe dei circuiti lineari e per­
manenti a costanti concentrate, direttamente delle derivat e delle presta­
zioni in funzione del valore dei componenti, a partire dall'analisi del cir­
cuito con poco aggravio ri spetto alla determinazione della prestazione 
stessa. E' evidente che concentrando l'attenzione sui metodi di ottimiz ­
zazione, estremament e potenti, basati sul gradiente della funzione obiet­
tivo, si ha nel caso dei circuiti suddetti un notevole risparmio di tempo ed 
aumento di precisione. 
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CAPITOLO I 

INTRODUZIONE Al CIRCUITI A COSTANTI CONCENTRATE 

DI TIPO ELETTRICO 

1.1 - Grandezze fisi c he considerate. 

Nei limiti di validità che verranno discussi in dettaglio nel! 'ap­
pendice ·A, una struttura elettrica può essere caratterizzata tramite le 
grandezze corrente e tensiofle. Tal i grandezze sono variabili reali di­
pendenti dal tempo, app~_:!e_n_enti r~s_pe~~i vamente__: la prima alla classe 
~gr:an_dezze_ < a_cuayerso »,_cioè a quelle grandezze che richiedono per 
la loro misura l'inserzione di uno str!lm~o_opportuno in un «punto» del­
la struttura; la seconda all a -dasse delle grandezze «a li estremi» cioè 
a quelle grandezze che richiedono l 'in~erzione di uno strumento oppor­
t!!no tra due «punti» della struttura. 

L'unità di misura della corrente è l '«ampere» Cl l (simbolo A) o 
molto spesso i suoi multipli e sotto multipli, come il kilo-ampere {sim­
bolo kA: valore 1000 A) nei sistemi di potenza o il milli e micro-ampere 
{simboli mA e µA: valori 10- 3 e 10- 6 A) in elettronica. / Nella rappre­
sentazione grafica, la corrente viene indicata con una frèccia che pre­
cisa, sia il «punto» della struttura in cui viene considerata, sia il verso 
da considerare come pÒsitivo . 
..__ L'unit à di misùa della tensione è il «volt»< 21 (simbolo V) o 
molto spesso i suoi multipli e sottomultipli, come il kilo-volt {simbolo 
kV: yalore 1000 YJ nei sistemi di potenza ed il milli e micro-volt (sim-

(l) - L'ampere è definito come il valore di quella corren te che, percorrendo in modo con­
corde e contemporaneo due conduttori filiformi, rettilinei, paralleli,_ infinitamente lun­
~-J?.SlStl ne vuoto a oisranza::--cfi U'iliiìe tro, pro_voça una forza d'attrazione tra di essi di 
2 ·10·-1 newton per metro 01 conduttore. 

(2) - Il voltè definito come il valore di tensione che si misura agli estremi di una strut­
tura elettrica accessibile solo in corrispondenza a questi due estremi , quando in essi 
fluis'ce una corrente di IA e la potenza assorbita è di I W. 
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8 Grandezze fi siche cons iderate 1.1 

boli mV e µ V: valori 10- 3 e 10- 6 V) in elettronica.Nella rappresen­
tazione grafica la tensione viene rappresentata con una freccia oppure 
con una coppia di segni - +, che individuano i due «punti» tra cui es­
sa viene definita e precisano anche il verso con cui considerarla. Pre­
cisamente il punto con il + oppure verso cui punta la freccia va consi­
derato a tensione1gosl,%va rispetto all'altro ! 

1.2 - Il circuito elettrico. 

Il modello di struttura elettrica che viene definito come circuito 
)a costanti concentrate è costituito dalla connessi_o~gi ~~.!!.l-~!.Hi i,_Q_eali 
eri vi di dimens~..!!i_ geometriche e .f~~tteri3_zati d_a opportuni_legalllL.tt:.a 
tensione e corrente ad essi applicate. Ciascuna connessione è considera­
taa tensione costante e priva di tmerlsioni geometriche; di conseguenza 
non ha importanza la sua lunghezza e forma. Per comodità di rappresen­
taz ione gli elementi sono indicati con un rettangolo da cui emergono 
due o più terminali filiformi, ciascuno dei quali ha per estremo un punto 
(morsetto). Per quanto detto, non ha importanza la dimensione del ret­
tangolo e la posizione e lunghezza dei terminali. 

L'elemento fondamentale del circuito è quello a due terminali o 
bipolo. Per caratterizzarlo dal punto di vista elettrico sono sufficienti 
la tensione tra i suoi morsetti e la corrente che lo attraversa . Tale cor­
rente è univocamente definita in quanto, come vedremo successivamente, 
la corrente entrante in corrispondenza ad un morsetto del bipolo è ugua­
le e contraria a quella entrante dal! 'altro morsetto . 

I versi positivi con cui considerare la corrente e la tensione ap­
plicati al bipolo possono essere scelti arbitrariamente. E' usuale però, 
per comodità, di sceglierli c . dinati in modo tale che il loro rodo o, 
_she ra~resenta una pot ( 1 coincida con la potenza elettrica assoi:r 
bita dal bi~ Tali versi coordinati sono mostrat i in fi g I. 2.1 e se non 

èaetto il contrario verranno presupposti nel segui to de lla trattazione . 

Fig . l.2.1 - Versi coordinati della 
corrente e de Ila tensione applica­
te ad un bipolo. 

+li 
vl 

( l) - Tenere presente che la definizione di tensione ricordata nel paragrafo precedente 
è tale che moltiplicandola per una corrente si ottiene una potenza. 
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1.2 El circuito elettrico 9 

E' importante osservare che la scelta coordinata dei versi po~iti-\ 
vi della tensione e della corrente n.on ha in sé alcuna im licazion e_fi_si­

a . In altre arole se sce 1essimo la convenzione contraria avremmo· 
come risultato di ottenere con il rodotto v ·i una_ otenza cedut 

I a 1 ol-;;_ Di conseguenza, se, ad esempio, il bipolo effetti~ amente as­
sorbe 1 w;ttJ nel caso coordina to avremmo v · i = Q)w e nell' altro c~o 

1
, Osserviamo che, anche nell 'ambito~caratteriz_zazion~ _ester~ 
na che stiamg_..face do_degli- lementi bipolari, è p_ossibile diffe ren ziarli 
dal pug t~v~ta energetico. Precisamente , come vedremo successi va­
mente in dettaglio, s1 possono avere tre comportamenti divers i,eventual­
mente presenti in modo combinato in uno--s tesso bi polo< 1 l: 

~rasferimento irreversibile di errergia elettrica. In questo caso il bi­
-pclo assorbe l 'energìaelettrfca tr·~;formandola in un altro tipo,J2er esem­
pio calore. Si tratta di un rocesso irreversibile, nel senso che tale ener: 
gia esce _dal ,,çj rCJ.IÌt.Q ?_; ---·--------·---· ·- -

~trasferimento reversibile vinco lato di ene_!:_gia elettrica. Il bipolo as­
~rbe o cede energia, accumulandola in base agli scambi energetic i con 
~(;;dciciK'illto: arte-~do da~ ~alo~in~z_i al~ ~t~ di ene rgi~ La 

ua_ntità di energia contenuta nel bipolo è perciò definita in ogni istante 
ed in particolare è vincolata a non scendere al di sotto del valore zero, 
1ìl quant o val~ri-~e-gativi implic herebbero ce·s~iione di energi-a - inte ~na, 
non ricevuta dal bipolo con gl i scambi con il resto del circuito ; 

~-trasferimento reversibile senza vincoli di energia elettrica . Il bipolo 
assorbe lo cede energiaJkenza alcun vincolol{Ciòimplica che internamen-

1 te al bip~o s1 ha un accumulatore di energia di capacit à infin ita, nel 
senso cioè che non è mo 1ficata aill~ ca~~ energe~i~0:~n il_:_est~ del 

-~)rcuiJo~ - -- -

h3 - Le leggi di Kirchhoff. 

Le tensioni e correnti presenti in un circuito elettrico debbono 
soddisfare dùe leggi f1s1che, che prendono il nome di leggi di Kirchhoff. 
Tali leggi sono ~erossimazioni di quelle di Maxwell ;:ièfl ambito Cìei cir­
cuiti a costanti concentrate e la loro validità è connessa alla validità 
~ll' ipotesi di «costanti concentrate~. che verrà discussa in dettaglio 

(1) - Per dettagli ulreriori su quesri comporramenti si veda: G. Biorci , Fondamenti di 
Eletrrotecnica, UTET, 1975, Cap. l. 

G. MARTIN ELLI-M.SAL ERNO : Fondamenti di Elettrotecnica 2 
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10 Le leggi di Kirchhoff 1.3 

nell'appendice ·A. L'approssimazione è dello stesso ti po che si presenta 
in altri rami della fisica; ad esempio si ha una situazione simile a quel­
la della meccanica in cui la legge di Newton è un 'approssimazione di 
quelle della meccanica relativistica. Occorre ricordare che, anche se ta­
li leggi (Newton e Kirchhoff) sono approssimazioni della realtà, esse 
possono essere applicate con successo alla soluzione di moltissimi pro­
blemi di grande interesse pratico e teorico . E' importante tenere sempre 
presenti le ipotesi di validità di tali leggi, perchè altrimenti si possono 
COiTimettere errori . Ciò verrà chiarito nell'appendice A, a cui si rimanda. 

1.3.1 · Prima le~e di Kirchhoff (legge delle correnti). 

\•La cor~ cf!.e_sQJ!lp(essivc:m ~-'-"te esc~ da una s~p er[~ <:..f:._e ch_i:.u­
~uale a que~e_::f:...!:.ntra • L'applicazione di tale legg~ a_d_ un 
circuito, implica l'utilizzazione di una superficie chiusa e finita che ta­
gli gli e ementi solo in corrispondenza ai terminali . Infatti , come detto 
ne paragrafo precedente, l'elemento è privo di dimensioni ed il rettan­
golo con cui l~ rapp!esentiamo ha solo uno scopo di aiuto ~isi vo .1 Inol­
tre -E.~F=-~~ rappresentiamo i circuiti su un piano, l'utilizzazione della 
legge precedente viene praticamente effettuata facendo riferimento ad 
una linea chiusa di dimensioni finite. \A titolo di esempio, consideriamo 
il circuito di fig . I. 3.1. La legge delle correnti per la linea tratteggiata 

J!(chiusa e di dimensioni finite)]\ ~, con i simboli di figura· 

(I. 3. 1) 

A 

\ // 
\ / ' _,,/' ...... ..------

I 
I 

\ 

I 
I 

I 
I 

\ 
I 
\ 
I 
I 
I 
I 

Fig.l.3.1 - Esempio di applicazione delle leggi di Kirchhoff. 
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I. 3 Le leggi di Kirchhoff 11 

In particolare , l'applicazione della legge delle corren_ti,_ad_ una 
superficie che racchiude un elemento mostra che «la cor~ente. che entra 
rn un morsetto di uzi el_em_ento è uguale ed opposta a- queU.a che en tra 
nell'altro». 

Ricordando che la carica elettrica è l'integrale della corrente, la 
legge delle corren~impli_ca che nof! si può accumul cg (;ic.a. entro una 
~uperficie chiusa di un circuito a costanti concentr.ate. ·1 '"'t -- -- ~ ; J I (t J dt 
1.3.2 ·Seconda leg_ge di Kirchhoff (legge delle tensioni). o 

«E' nulla la somma algebrica delle tensioni cfae < incontrano in 
un circuito spostandoci lungo- una linea chiusa e finita. Le tensio_!! i van­
no considerate ositive se oncordi con i{ verso - dello s ostamento e 
;;gau;;-;;el c~s_o cqntrario . L'applicazione di tale legge ad un circui­
to tmp 1ca ut1 1zzaz1one i una linea chiusa e finita che tagli i compo­
nenti solo i !!_~o_rrispondenza ai loro morsetti Infatti sia i rettangoli che 
i terminali degli elementi sono privi di dil!lensioni ed hanno solo scopo 
f al.uto is'"'io=:- A tùolo di e sempio applichiamo la legge delle tensioni 
alla .linea chiusa che tocca successivamente i morsetti A,B, C, D, A del 
circuito di fig. I. 3. 1; si ha , indicando con V A• VB• V e • V D le tensioni 
dei morsetti rispetto ad un riferimento qualsiasi: 

(I. 3. 2) (VB -·v A)+ (V e - VB)+ (V D - V e)+ (V A - V D) = o 

che equi vale a: 
- lf t-

(I. 3. 3) 

Osservazione. 

Le equazioni che esprimono le leggi di Kirchhoff sono lineari e omogenee nel­

~':. correnti e nelle tensioni degli elementi del circuito. Esse non dipendono dalla natu­

ra degli el.=_menti, ma solo dal loro numero e dal modo in cui sono collegati , cioè dalla 

e topologia del circuito•· 

L4 · Elementi a più di due terminali. Definizione di porta . 

Gli elementi che con: on ono un circuito P.OSSO.Q9.2_Vere [>iù di 
due term~nali. i In questo caso si avranno tante cor_!:enti uan ti sono j__Ler­
minali e tante tell sioni quanti son~ i morsetti, avendo preso un riferimen-
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12 Elementi a più di due terminali. Definizione di po rta 1.4 

_to qualsiasi p~~)~- .. ~-nsio~i_ ._ Le leggi di Kirchhoff, tut tavia, stabilisco­
no ei vinco 1 tra queste grandezze. Precisamente , considerando una li­
nea chiusa attorno aJl'elemento e tale da interessare solo i suoi termi­
~li , si ha per la legg_e 4,elle correnti che è nulla la somma delle corren­
ti entranti -nell 'el e ménto ,. Ci~ significa che è sufficiente conoscere le 
correnti di M-1 terminali, se M è il nu-mèro complessivo dei terminali 
Oe11 e emento , per conoscere tutte le correnti J ~~alogamente , la legg~ 
de e tension t appli cata aa una linea chi usa, che toc chi successi vamen­
t-;-i morsetti dell'elemento (e solo questi) , implica che è sufficiente co­
noscerelet e nsion C di M.,;,.. morsetti , per conoscerle tutte . 

Quanto detto suggerisce per gli elementi a più di due terminali 
il seguente tipo di descrizione :' -

1) scegliere un morsetto come riferimento; 

2) definire le tensioni _g ei _ rimanenti morsetti rispetto a questo , locali z­
zando su questo il segno «meno»; \ 

3) considerare le correnti di tutti i terminali , escluso quello di riferi­
mento . 

Per ragioni di comodità, qrnviene poi scegliere coordinati i ver­
si positivj d~lle_c~rr.~!lti ~ tensioni. 1Ciò si ottiene considerando -positi­
ve le correnti entranti nell'elemento ed il segno «meno» delle _ ten~oni 
loca -1zzato sul morsetto ai n enmento . In fig . I. 4. I §_~riporta un esempio 

1 eremento a cinque terminali. 
È chiaro che con la scelta 

fatta, è possibile conoscere lei ten­
sione di qualunque morsetto rispet­
to ad un altro. Per esempio , la ten­
sione del morsetto 3 rispetto al 
morsetto 1 vale v 

3 
- v 1. 

La scelta fatta per le ten­
sioni e correnti, atte a descrivere 
l'elemento, non è ovviamente l'uni­
ca possibile. In alc un! casi, infat­
ti, è ut~~e proc_e~e in -mo~o~­
so, c ome quando, per il modo parti-

Fig. l.4. 1 - Esempio di eleme nto a cin­
que terminali con vers i coordinati per 
le tensioni e le correnti_ 

colare di accesso all'elemento, sono presenti coppie di morsetti che co­
stituiscono cl_:!}:_ unità ~ se stan~i .\E' i~a~o jncu1 ne_ll 'elemento si crei­
no e11e«porte ·~ 

Si definisce come «porta» di un elemento o più in generale di un 

l circuito una coppia di mors~tti per i quali su_ssiste la seguente condizio­
ne «la corrente enga.nte __ neJl:..l!: no_i uguale ed opposta a quella entrante 
nell'altro». .. ·- .. -- ~ 
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1.4 Elementi a più di due terminali : Definizione di po.•ta 13 

Da questa definizione risulta che per una porta è completamente 
definita la corrente _e la .t.~nsjone; _ ~i ha çioè una si_t4az!one del tutto si­
mile a quella di un bipolo./ In particolare un b!{:to!.o r-.uò .~_§Jiere consiçle­
rato come un elemento o cucw.to accessibile solo da una p_orta ~ Ritorne­
remo nel Ca . VI _in dettaglio sulla nozione di porta. 

Osservazione. 

Il legame tra le tensioni e le correnti di un elemento a più terminali è rappre­

sentato analiticamente tramite equazioni. Tali equazioni dipendono , oltre che dalle pro­

prietà fisiche dell'elemento, anche dal morsetto scelto come riferimento. Perciò tale 

morsetto di riJ,::rim :_nto va sempre precisato. Ad esempio, nel caso delle specifiche del­

le case costruttrici di transistori, è sempre chiaramente precisato se il morsetto di ri­

feri mento è l'emettitore , oppure la base o il collettore. 

1.5 - Proprietà generali dei componenti e dei circu iti. 

Nei paragrafi precedenti abbiamo parlato della rappresentazione 
grafica degli elementi che compongono il circuito e del modo di sceglie­
re ed orientare le grandezze elettriche che ne definiscono lo stato. Un 
passo ulteriore nella caratterizzazione di questi elementi e quindi dei 
circuiti elettrici riguarda l'introduzione di alcune proprietà molto gene­
r;r( che essi possono possedere. Si tratta della linearit!.,e della perm~­
~- T ali proprietà si supporranno possedute da tutti gli elll!!Jenti e 

circuiti che ~rranno consi~a~ ~~-
,.-- Verrà anche dato un breve cenno di altre proprietà di u _p"o gene­
~l~ e 9_el legame che intercorre t~~~ -· - -

1. 5.1 - lineari tà . 

<•Il componente o il circuito è lineare se l'effetto dovuto ad una 
qualsiasi causa P. proporzionale alla stessa». Unaconseguenzaimmedia­
ta dì questa proprietà è il p rin cip io di sovrapposizione degli effetti che 
stabilisce che «l'effetto dovuto a più cause che agiscono contempora­
neamente è esattamente la somma degli effetti dovuti a ciascuna causa 
considerata come se agiss e da sola». 

La proprietà di linearità implica che le eq uazioni costitutive de­
gli elementi componenti il circuito sono lineari e che le rappresentazio­
ni dei circuiti sono costituite da equazioni lineari. 
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14 Proprietà generali dei componenti e dei circuiti 1.5 

1,.5'.2 · Permanenza. 

«Il componente o il circuito è permanente (ovvero con altra di ­
zione «invariante nel tempo») .§..§,J 'effetto non dipende dall'istante di ap-
licazione della causa•. Questa proprietà si - pÙò esprimere s emplice­

mente nel seiuente moao. Supponiamo che e (t) sia l'effetto dovuto al­
la causa c(t); allora se consideriamo la nuova causa c(t +t,), l ' effet­
to è uguale a e (t + t ). 

La proprietà ~i permanenza, associata a quella di linearità im­
-Rlica che i coefficienti delle equazioni lineari costitutiye degli elem~n ­
ti e delle rappresentazioni dei circuiti sono indipendenti dalla variabile 
tempo. 

L'importanza delle due proprietà di linearità e permanenza risul­
terà chiara successivamente; fin da adesso si può anticipare che tale 
importanza è legata alla possibilità di impiegare metodi di analisi mol­
to potenti e semplici per i circuiti che godono di queste due proprietà. 

1.5.3 · Reciprocità. 

La reciprocità è una proprietà generale dei circuiti o elementi che 
riguarda l'interazione di due eccitazioni sul circuito stesso. Una misu­
ra intuitiva di questa interazione si ottiene considerando l a potenza en­
trante nel circuito o elemento, supposto accessibile da N porte,come in­
dicato in fig . I. 5.1, in due situazioni diverse di eccitazione e poi quan­
do tali eccitazioni agiscono contemporaneamente. Si ha: 

N 

(I. 5. 1) 2: V ( 2) i ( 2 ) 
k,. I k k 

I termini: 

e 

rappresentano l'interazione tra le due eccitazioni . Se la rete è reciproca 
tali interazioni sono uguali, cioè: 
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N 

(I. '5. 2) 2: v( 2li(Il 
k = I k k 

In c10 consiste la l g.gL di _r~cfprocità di Lo_~'!:_tz, che può enun­
ciarsi come segue: « Considerate due situazi__Q..ni- e-le.uri.c./Je_filver _e., · _di­
c ate rispettivam__en.t con 1 e 2, le grandezze elet!riche ji_ e2 rt c:_ di un 
eTernento o circ 1Li to, accessibile da N- eorte, debbono soddisfare la 
rT 5."2J, se .-- -

Fig.1.5. l - Elemento o circuito 
N·porte c o i versi delle corre n­
ti e d e lle tensioni di porta co­
ordinati . 

N 

2 

'N - + 
VN 

.;..'._2+ 
Vz 

~I ~ 
VI 
-

Nel caso particolare in cui agisca nel circuito una sola causa e 
si consideri un solo e ffetto, ciò che equivale a considerare il circuito 
come una rete 2- porte chiusa opportunamente in corri spon denza alle por­
te , la legge di reciprocità di Lo·rent z equivale al ben noto enunciato: 

«L'effetto non s i rnodifi ca, in un circuito re ciproco ,se scambiamo 
tra di loro la posizione della causa con quella dell'effetto». 

L'importanza di questa proprietà per i circuiti che la posseggo­
no verrà discussa in dettaglio nel § VI.9, quando parleremo dell'effetto 
che essa ha sulla rappresentazione delle reti 2-porte. 

1.5.4 - Passività . 

Da un punto di vista intuitivo , possiamo definire come passivo 
un circuito od un elemento per il quale l'effetto di una quaJsiasi __ c_a~ll 
di breve durata tende a scom arire con iG assare del tem o. Si tratta in 

so i __ un circuito o e emento «passivo in s"enso stretto ». Una 

I 
efinizione p1u tenue, moto unportante daLpunto di vista delle sémpli-

1 

ficazioni che permette di introdurre, è la seguente « l 'e fJ.e tto d i -;;n a q u al -J\l I 
siasi causa di breve durata si mantiene limitato al passare el t eme o ».! l \ 
Vedremo nell_ç!P. V( le conseguenze "della pa ssività ~d in parti colare 
della definizione intuiti va precedente. 

Un'altra defi ni zione di passività, anch'essa intuiti va ,[è l'i1!1pos-:-j 
sibilità per un circuito od elemento passivo di fornire energia. io ov­
viamente non significa che tale ciJ_c..11ito od elemeruo QU_p..o.s..s.a..eLo..gaie 
ene rgjJi er un limi ato...i.n.teI"v.al-10 dUe.mpo ma-eh.e alee e ·a s · a infe- . 
riore od al m~s_?Ìmo .uguale a s_iuella accumulata in precedenza I(~. ·~" ~J 
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16 Proprietà generali dei r.omponenti e dei circuiti 1.5 

titativa della passività. Su oniamo che l'elemento 
de rato sia accessi i e a N orte e che tensione e corrente di 

\ 

A quest'ultima definizione si puòassociare unadefinizinnP q 

siano definiti ne modo coordinato recisato in recedenza La potenza 
<:_lettrica entrante a un genenco istante vale: \ 

N 

(I. 5.3) I" (t) == 

Il componente o il circuito si dice passivo se: 

(I. 5. 4) !~ p(t) dt ~ @ 

l
'eer ogni t e per ogni tipo di eccitazione. \E' da notare che l 'inseriment.Q 
di - ro nel! 'integrale, equivale a considerare il comp_Q[lente o il circuito 
a_ partire da un istante remoto, prima del quale si ammette che il circui-
to sia a ri oso , cioè che w._a.g· o eccitazioni di alcun_ ener~\ 

1.5.5 - Causalità. • 

In qua/,siasi istante t , l'effetto dipende solo dai valori della 
causa per t S t ». Tale proprietà potre e essere v10 ata dal circuito 
so o per in.a eguatezza dei modelli usati . Analiticamente, questa pro­
prietà si può enunciare nel seguente modo. Sia c 1 (t) ed e 1 (t) una par­
ticolare coppia causa - effetto per - ro < t < + ro. Sia inoltre c 

2 
(t) ed 

e 2 (t) un 'altra coppia; supponiamo che: 

(I.). 5) c 2 (t) == c 1 (t) per < to 

allora, qualunque siano c 
2 

(t) e c 1 (t) per > to, Sl ha: 

(I. 5. 6) per s to 

Una forma più semplice di enunciato è possibile nel caso che c'in­
teressa di elementi e circuiti lineari. L'enunciato è il seguente: « L 'ef­
fetto è nullo per t S t 0 se è nulla la causa per t ~ t 0 ». 

E' facil e rendersi conto che i due enuncia ti sono equivalenti nel caso lineare 

Supponiamo dapprima che sia valido il secondo e facciamo vedere che ne consegue il 

primo. A questo scopo, con riferimento alle eccitazioni e cause c onside rate nelle 

(I.5. 5) e (I 5.6), consideriamo la causa c(t) = c 2(t)- c 1 (t) . Per defini z ione: 
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(I.5. 7) cCt) =o per 

Poichè il circuito o elemento è lineare , l'effetto di c(t) è uguale a e(t) =e 2(t)­

- e 1 (t). In base al secondo enunciato risulta: 

(I.5.8) e (t) = O per 

Dalla (I.5.B) consegue la (I.5.6) e quindi l a validità del primo enunciato. Inver­

samente supponiamo che sia valido il primo enunciato e facci amo vedere che ne conse­

gue il secondo. Come nel caso precedente, consideriamo la causa c(t) = c 2 (t)-c 1 (t). 

L'effetto che gli corrisponde è , poichè il circuito è lineare, e(t) = e 2 (t) - e 1 (t). In ba­

se al primo enunciato e quindi a ll e (I.5.5) ed (1.5.6) si ha che· c (t) ed e (t) soddisfano 

alle (1.5.7) ed (I.5.8), cioè al secondo enunciato. 

Osservazione. 

Come detto in precedenza la violazione della proprietà di causalità da pan:e di 

un circuito od elemento è solo conseguenza dell'inadeguatezza dei modelli usati. Tale 

inadeguatez za è particolarmente presente nel caso dei circuiti non passivi. Infatti è 

stato dimostrato nell'articolo D.C. Youla, L .J. Castriota, H.J .Carline Bounded real scat­

tering matrices and the foundation of linear passive network theory •,IRE TRANS.CT-6 

(1959) pag.102, che un circuito lineare e passivo è sempre causale e quindi in tale am­

bito l'inadeguatezza dei modelli porta ad errori più limitati che nel caso attivo . 

Una dimostrazione semplice del modo in cui la causalità consegue dalla linea­

rità e passività nel caso di un bipolo è disponibile in H.J. Caçlin , A. B. Giordano, 

•Netwo rk theory >, Prentice - Hall , 1964 pagg . 6- 7. 

1.6 - Relazioni costitutive degli elementi bipolari linear i e per­
manenti. 

Gli elementi ideali a due terminali (bipoli) che compongono il 
circuito elettrico a costanti concentrate lineare e permanente sono di 
pochi tipi, che definiremo di seguito, e scaturiscono dal modellamento 
di componenti reali. E' interessante osservare che gli elementi ideali che 
si considerano sono buone approssimazioni dei corrispondenti con:po­
nenti reali. Tale situazione è completamente di versa da quella che si 
verifica per gli elementi ideali a più di due terminali, che vedremo nel 
paragrafo successivo. 

1.6. l - Resi sto re. 

«Il resistore ideale è un elemento caratterizzato dalla relazion e 
costitutiva: 

3 
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18 Relazioni costitutive degli elem enti bipolari lineari e p ermanen ti I. 6 

(I.6.1) v(t)=Ri(t) 

con R .!f!.2._le _e f OSt_E'nt.e, a cu i si dà i l:.__n!!.!!!.!:..!!.!:...!_:_si_! t e'!_za~ sim bol o u­
sato è qu e llo di fig.l.6.1>. 
~~~~~~~~~~ 

Fig.l.6.1 • Simbolo del 
resistore. 

+ j V -

~ 
R 

La resistenza si misura in ohm (simbolo D) o spesso net suoi 
multipli ( 1 k (ì = 1000 fL; 1 MO = 1.000 .000 O ) e la sua mversa, che 

rende d. ndutta a in 0- 1 . 

(I. 6. 2) i (t) = Gv (t) 

Il resistori::. passivo è uello per_cui R è a quan.tit a.n.on.n.egat J:!, ec.or.= 
risponde con buona approssimazione al componente reale corrisp,onden­
te:"ì reststore- passtvo--è n puro dissipa ore ar enc;.gia ; infatti in qua­
ÌU"nque intervallo di tempo esso assorbe energia, senza mai restituirla, 
poichè la potenza elettrica assorbita: 

(I. 6. 3) p(t) = i 2 (t) · R 

è sempre non negativa. In esso ha luogo un trasferimento irreversibl. le di 
ene rg1a. 

Il componente reale che corrisponde al re sistore passivo è cara t­
terizzato dal valore della resistenza (valori commerciali comuni da qual­

.._che O alle ecine di MO) , dalla precisione con cui è realizzato, dal­
la potenza che può dissipare senza alterarsi (potenza elettrica che si 
trasforma in calore). 

l res~tor attivo è acatterin.fil9 da _un a -resistenza negati ya. 
g_erciò es~o fornisce sempre energia al circuito. Il componente ·reale che 
gli corrisponde è usualmente rappresentato bene da tale modello solo en­
tro limiti piuttosto modesti j_:lle ampiezze di ~t~_le grandezze elettri­
che ad esso applicate e quandolìòninteressi il comportamento completo 
del componente reale. In particolare è facile dimostrare che il re sistore 
attivo facil mente dà origine a circuiti a cui sono a ssociate assurdità di 
tipo fisico. 

1.6 .2 · Condensatore. 

c!l condensatore ideale è un elemento caratterizzato dalla relar 

zione costitutiva: 
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(I. 6. 4) 

Relazioni costitutive degli elementi bipolari lineari e permanen ti 

i(t) =e dv(t) 
dt 

19 

con C costante rede, a cui si dà il nome di cap acità . Il sim..hJJ.ln. u..sJU.Q 

è quello di fig.l.6 . 2 

Fig.l.6.2 - Simbolo del con­
densatore. 

+ i 
o .. 

V 

111------00 
e 

La capacità si misura in farad (simbolo F) o usualmente nei suoi 
sottomultipli (micro-farad = 10· 6 F, simbolo µ F; nano-farad = 10- 9 F, 
sim bo.lo n F; pico-forad = 10- 12 F, simbolo pF). Le dimensioni della ca­
pacità si deducono dalla (I. 6. 4) , cioè: 

(I.6. 5) 
secondo 

farad=---­
ohm 

Il condensatore passivo è quello per cui e è posi ti va e rappre­
senta con buona approssimazione il corris on ente com onente rea e. E' 
-ac1 e ve ere c e i con ensatore passivo trasferisce energia in modo re­
vers1 bile con i vinco o i cedere energia al circuito a cui è collegato in 
quantlta minore o uguale a uella imma azzinata in 12recedenza.J va o­
rectell 'energia immagazzinata è facilmente deducibile, partendo dalla 
I. 6. 4); infatti: l 

(I. 6. 6) 

J t d V(T) 1 
=C .oo v(T) dT dT= 2 cv 2 f6 

nell'ipotesi che , nell'istante remoto indicato con t =-ro,il condensato­
re fosse a riposo, cioè senza energia immagazzinata. E"' chiaro quindi 
dalla (I. 6. 6) che il condensatore è passivo ne 1 caso di capacità posi ti va. 

La (I. 6. 4) può inoltre interpretarsi come legame tra tensione e 
carica elettrica , cioè: 

(I. 6. 7) 

e la capacità rappresenta in questo caso il coefficiente nella relazione 
costitutiva di semplice proporzionalità tra carica e tensione. 
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Il c omponente re ale c he corrisponde al c ond ensat ore passivo è 
caratteri z zato dal valore della capac ità (valori com merci ali comum da 
qualch e pF a mill esimi di F ), dalla precisione c on cui è reali zzato , 
dal valore di tensione che può sopportare senza danni. 

Il cond ens atore «attivo» è caratterizzato da un valore ne gati vo 
d i c apaci t à . L 'uso di tale elemento ideale è li mi ta to e ri guarda c i rc ui ti 
parti col a ri . Il campo di validità del modello è e ntro intervalli modesti 
delle gra ndezze elettriche applicate. 

1.6 . 3 - Induttore. 

« l'induttore ideale è un elem ento c aratterizzato dalla re lazion e 
costi t utiva: 

(16 8) v (t) ~ L ld~~t ) 
con l costante reale, a cui s i dà il n;;m7 di induttanza. Il simb olo us a­
to è quell o di fig . / . 6.3 • . 

Fig.l.6.3 • Simbolo dell'induttore. 

L'induttanza si misura in henry (simbolo H) o usualme nte anche 
con i suoi sottomultipli (milli - henry = 10- 3 H, simbolo mH; micro-henry= 
= 10- 6 H, simbolo µ H). Le dimensioni dell'induttanza si deducono dal­
la (I.6.8) , cioè: 

(I. 6. 9) henry = ohm · secondo 

Il componente passivo è quello per cui L è positi va e rappresen­
ta con buona approssimazione il corrispondente componente re a le . E' fa­
cile vedere che l'induttore passivo trasferisce energia in modo reve rs i­
bile, con il vincolo di cedere energia al circuito a cui è collegato in quan­
tità minore od uguale a quella immagazzinata in precedenza. Il valore di 
tale energia immagazzinata è facilmente deducibile,partendo dalla (I. 6. 8); 
infatti: 

(I. 6. 10) 2(t) = J_~ p(T) dT= J~ v(T) i ( T) dT = 

J 
1 di ( T) 1 

= L -"' i ( T) d T d T = 2 L i 
2 

(t) 
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E' chiaro quindi dalla (I.6.10) che l'induttore è passivo nel caso d'indut­
tanza posi ti va. 

La (I. 6. 8) può inoltre interpretarsi come le game tra flusso d 'ind u­
zione magnetica e corrente

1 
cioè: 

(I. 6. 11) cp (B) === 1~ V (T) dT ===Li (t) 

e l'induttanza rappresenta in questo caso il coefficiente nella relazione 
costituti va di semplice proporzionalità tra flusso d'induzione e corrente. 

Il componente reale che corrisponde all'induttore passivo viene 
realizzato utilizzando i circuiti magnetici . 

L'induttore «attivo» è caratterizzato da un valore negativo di 
induttanza. L'uso di tale elemento ideale è limitato e riguarda circuiti 
particolari. Il campo di validità del modello è entro intervalli modesti 
delle grandezze elettriche applicate. 

1.6.4 · Il generatore indipendente di tensione. 

« Il generatore indipendente di tensione è un elemento caratteriz­
zato dalla relazione costitutiva: 

(I. 6. 12) 

co_'! . . 1:'._o _un aJ unzione_ <fel_ t l!_.mpo assegnata, eventualmente costante. Il 
:d-mbolo us__ato è_ quello di fi.g.I . 6. 4 a). {fi;.l_c_aso di ampiezza cos tante, 
~è v Qf t) ~ ~'-· viene spesso usato il simbolo di fig. I. 6. 4 b)>. 

a) o +e o 

Fig.1.6.4 - Simbolo d el 
V Q (t) generatore indipenden-

te di tensione. + 
b) o ·~ E 

Il generatore indipendente di tensione rappresenta con buona ap­
prossimazione il corrispondente componente reale, quale ad esempio una 
batteria, la rete di distribuzione dell'energia elettrica in corrispondenza 
ad una presa . E' facile vedere che il generatore indipendente di tensione 
è sede di un trasferimento reversibile non vincolato di energia; infatti 
la corrente che esso eroga dipende dal circuito a cui è connesso e per-
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ciò la potenza istantanea che esso eroga può assumere qualsias i valore 
e segno. Ciò significa che idealmente tale elemen to è collegato ad un 
accumulatore di energia di capacità infinita, cioè non perturbabi le dagli 
scambi di energia. Il generatore indipendente di tensione costituisce u­
no dei due modi in cui si può intervenire dall'esterno su un circui to. Co­
me vedremo nel § I.6. 7, si possono avere degli inconvenienti , usando ta­
le modello , in quanto esso non rappresenta in modo completo il corri­
spondente componente reale. 

1.6.5 · Il generatore indipendente di corrente. 

e Il generatore indipendente di corrente e un elemento caratteriz­
zato dalla relazione costitutiva: 

(I. 6. 13) 

con i 0 una fun::ione del tempo assegnata, eventualmente costante. Il 
simbolo usato è quello di fig . I . 6 . 5>. 

Fig.1.6.5 - Simbolo del gene· 
rato re indipendente di cor­
rente. 

Il generatore indi pendente di corrente , a differenza di quello di 
tensione , ha più importanza come ingrediente di circuiti equivalenti di 
componenti reali che come modello di un unico componente reale. E' fa­
cile vedere che tale elemento è sede di un trasferimento reversibile non 
vincolato di energia; infatti la tensione che si stabilisce tra i suoi mor­
setti dipende dal circuito a cui è connesso e perci ò la potenza is tanta­
nea che esso eroga può assumere qualsiasi valore e segno. Quindi, co­
me per il generatore indipendente di tensione, si può pensare che quello 
di corrente sia collegato idealmente ad un accumulatore di energia di ca­
pacità infinita . 

I due generatori indipendenti costituiscono i due modi in cui si 
può intervenire dall'esterno sul circuito. Nel § I. 6. 7, metteremo in evi­
denza alcune incongruenze a cui i modell i dei generatori indipendenti 
danno luogo . 

1.6 .6 - Corto-circuito e circuito aperto. 

e Il corto-circuito è un elemento caratteriz za to dalla relaz io ne co­
stitutiva: 
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(L 6. 14) V (t) = 0 

ed il simbolo con cui viene rappr esentato è mostrato in fig . l.6. 6 a).. 

Fig .l.6.6 • Simboli del l i 
corco·circuito a) e del 

l circtùco aperto b) . 

a) b) 

Tale elemento ideale è di grande uso nei circult1, anche se non 
corrisponde ad alcun componente reale. Si può pensare come un caso li­
~el el_!eratore di te~sione.J In particolare, è interessante notare co­
me un generato re indi endente di tension e che venga disattivato, cioè la 
cui t ensione impressa si~-:n---;;;; a a zero dall 'ester_nQ_del . circuito ,_ si ri- . 
duca proprio ad U;n corto-circuito. \ Tale osservazione verrà utilizzata suc­
cessivamente in varie occasioni. 

« Il circuito-aperto è un elemento caratt erizzato dalla relazione 
costituti v a: 

(I. 6. 1 5) i (t) = o 
ed il simbolo con cui viene rappresentato è mostrato in fig.l . 6.6 b)..Ta­
le elemento ideale è di grande uso nei circuiti, anche se non corrispon­
de ad alcun componente reale. Si può pensare come un caso limite del 
eneratore di corrente. In articolare, è interessante notare com.e un gf!! 

neratore in diDenil.ente ai corrente, c e venga- isaftivato -;è io è la c7:i car­
ente- imp res sa sta messa·-; zero daì['esterno del ; ircuito, si riducap_r~ ­

p rio- -;;;r;;n c ti"éU~ to ap e·r:~ --

1.6.7 · Incongruenze associate agli elementi ideali e circuiti equivalenti 

dei bipoli reali. 

Gli elementi introdotti nei paragrafi precedenti sono ideali '. La 
«storia» che ha portato alla loro definizione non è usualmente fonda­
mentale1 ma p_uò aiutare a capire se hanno un significato fisico. Nel ca­
so dei bipoli il significato fisico è sempre presente, in quanto, a parte 
per il generatore indipendente di corrente, la definizione dell'elemento 
ideale è scaturita da un processo di« idealizzazione» di qualche compo­
nente reale di uso comune. 

L'idealizzazione, però, a volte può essere stata eccessiva, con 
il ché possono insorgere i'i'ì1rfi"Cirèrrn-fi ea e ael e focon ruenze. f\c­
'Cefiriìamoin fig.I.6. alfe più macroscopiche ed7videnti, discutendo in 

La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it)



24 Relazioni costitutive degli elementi bipolari lineari e p ermanenti 1.6 

dettagl io il caso a) dei due generatori indipen_den ti di tension ~ . t:' evi­
dente che se le due tensioni impresse _:! 

1
_ e_ Y-; sono diverse , il c ircui­

to di fig.I.6.7 a) non ha senso. D'altra parte se v
1 

=v
2
, .risultaindeter-

+ + 

V 2 (t ) 

a) b) 

Fig.1.6. 7 - Due esempi di incongruenze c he possono verificarsi connet­
tendo elementi ideali bipolari. 

minata la corrente erogata da ciascun generatore. In ambe due i casi s1 e 
in una situazi~nf1sica,). D'altra parte che l 'iocongruen za sia do­
vuta all'idealizzazione è evidente , in quanto è chiaramente idençif_icabi-
1.e la situazione che si verrebbe ad a vere con due genera tori di tensione 
r:_eali . Ciò mette in evidenza che il componente re ale richiede di esse~e 
caratterizzato con un circuito equivalente -che contiene oltre all 'elemen­
to ideale corrispondente, anche altri elementi ideali '. Ad esempio, già la 
pre senza di un resistore elimina l'inconveniente ~i fig. I. 6. 7 a~ come mo­
s trato in fig.1. 6. 8, dove entro le zone tratteggiate sono riportati i circui­
ti equivalenti dei generatori indipenden ti di tension e real i. Ovviamen te 
il circuito equivalente di fig.I.6.8 non è sufficiente a tenere conto di a l­
tri comportamenti del componente reale, c_ome ad esemp io la capacità di 
~guir e rapidamente le va riazioni di carico. Sarà necessario per questo 
s_:: opo e per altri possibili arricchire il ci rcuito equivalen te adottato. 

Fi!l.1.6.8 - Rimozione de ll'incon­
g ruenz a di fi g .I. 6. 7 a) mediante 
un circuito e quivalent e opportu­
no per il generatore indipenden­
te di tension e re ale . 

I - - - -.---,,.----0-+-o--,--~ 

I I 
I 
I RI 
I 
I 

I V l (t) 

Riprendere mo il discorso su qu esto punto successivamente per i 
componenti rea li a più di due terminali. Per quanto rig ua rda i componen­
ti reali bipolari occorre accenna re al fatto che ordinariamente si ha già 
una buona approssimazione con l'ele mento ideal e corrispond ente . L 'ag­
gi unt a d i un resistore di va lore opportuno all'indutt ore ed a l condensa­
tore porta a ci rcui ti equi valen ti ass ai soddisfacenti per i- corrispondenti -
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componenti reali. Tali resistori sono usualmente previsti . nelle specifi­
che costruttive_ di tali componenti, tramite un opportuno coefficiente di 
merito. 

Il coefficiente di merito più usato è definito /c ome segue con riferimento a fi-J 

/jura ~.9 

wL 
(I. 6. 16) Q = Q = 

R w CR' 
s " 

oppure : 
R p 

Q = Q = R' w C 
wL p 

(l.6.17) 

in cui w _ è l_a pulsazione di f~!1zionam eneo. Le due definizioni sono praticamene e equi­

valenti nelle condizioni usuali di funzionamento , in quanto è richiesto dalle applicazio------- -- -----
ni per il coefficente di merito Q un valore sufficientemente elevato . 

L 

R s 

L e R' 
p 

Fig. I. 6. 9 - Circuit i equi valenti degli induttori e condens acori reali ch e 
tengono conto delle perdite associate. 

-1.7 - Relazioni costitutive degli elementi ideali a due porte att i · 

vi lineari e permanenti. 

Da quanto detto nel § I. 6 ed in particolare nel § I.6. 7 il model­
lo di un componente bipolare reale nasce da un compromesso tra due e­
~~ge_nze 5ontrastanti: 

J ) il modello deve essere sufficientemente completo per rappresentare 
convenientemente il ~omp-o~~nte dal punto di vista d'in teresse ; 

-2~ il modello deve essere semplice per evitare che l'analisi del circui­
to si c o-mp lichi 'in modo proibitivo . . 

G.MARTINELLI- M.SALERNO: Fondamenti di Elettrotecnica 4 
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Tale compromesso nel caso dei componenti bipolari reali è stato 
risolto, introducendo elementi ideali opportuni tramite un processo di i­
dealizzazi~Òe -dei -c omponenti reali .' l modelli che ne risultano per i com­
pooe;ti bipolari real( sono assai soddi sfacenti, in quanto usualmente ri­
chiedono· 1,-elemento ideale corrispondente ed eventualmente qualche al­
tro elemento degli altri tipi , con funzione di correzione . 

Nel caso dei componenti due-porte attivi reali la situazione è com­
pletamente diversa. Il processo di idealizzazione si può applicare , ma 
porta ad un elemento ideale molto c_!istante dal componente reale. Pe ~ _ 
questa ragione l'elemento ideale in questione, c~ vedremo_ nel § I. 7. 4 · 
serve essenzialmente er du ~_ séopi;: analisi grossolana e rapida dei cir­
cuiti contenenti componenti attivi; de rivazione di circuiti equivalenti. 

La maggioranza degli elementi ideali att ivi due-porte si ottiene 
median te dei procedimenti completamente avulsi dalla re al tà e succes­
sivamente essi vengono utilizzati, insieme agli usuali elementi bi pola­
ri ideali nei circuiti equivalenti dei componenti reali< 1 >. 

A causa di questa tecnica , esistono numerosi elementij_deali at­
tivi, non tutti indispensabil i, nel senso cioè che si può rappresentare 
l'uno come aggregato di altri . La loro conoscenza è utile, in quanto si 
prestano con efficacia dive rsa al modellamento dei componenti reali nel ­
le diverse si t uazioni di impiego. 

E~ infine opportuno mettere in evidenza che le due _ Eo~e di cia­
scun elemento possano essere completamente separate, come accade 
negli elementi «bilanciati » oppure possono avere un terminale in comu­
ne , come accade negli elementi sbilanciati . In fig . I. 7.1 sono riportati i 
simboli relati vi ai due casi. 

a) b) 

Fig.l.7.1 - Simboli usati per gli elementi bil anci ati a) e sbilanciati b). 

'1_.7.l ·Generatori controllati. 

I generatori controllat i sono elementi attivi ideali due-porte ca­
ratterizzati dal fatto che la grandez za impressa è proporziona e tramue 

(I) • Per dettagli vedere ad esempio: G. Martinelli, • Sintesi delle reti elettriche: Voi.Il> 
Ed. Siderea, 1971pag.604 - 646. 
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µ na costante che prende il nome di parametro di controll o ad un ' alt ra 
grandezza el e ttri ca applicata al loro ingresso, Q!p~nd ~ri ~~menje dal fat ­
to che la grandezza impress a e quella di controllo possono essere una 
tensi Q!J.5!_.Q.d _una corrente, si hanno quattro t ipi di generatori cont rolla­
J:LPe_E_<:.Q.!!!_Q.Qi tà, s i riportano in tab. I. 7. 1 per ciascuno dei quattro tipi 
il nome. particolare usato, le relazion i costitutive con ri fer imento a fi ­
gura I. 7. 1, il s imbolo usato per rappresentarl i nel caso bilancia to, le di­
mensioni del parametro di controllo . 

TA BE LLA 1.7 .1 ·Vari tip i di genera tor i contro l l a ti . 

Generato re di t e n- vz = r i l 

~ffE ' 
\ 

sione controllat o D 
in corrente (cran- V l = 0 '-
:~~p:den.za) - I -

L ___ _J 

Gener atore d i t en- v 2 = Av 1 »--f-~ ' 
sione controllato 

=O 
v 1 : : A v 1 Adime nsional e 

in tension e Il I I - <>----'-- -
\ 

L _ _ _ J 

,--------, 
Gen eratore di cor- iz = k il 

~g rene e con troll a ro 
V l = 0 Adimension al e 

in corrente 
L ___ _ _ _ _J 

Ge ne ratore di cor- iz = g v l '--F€: rente controllato vl i il g vl 
o- 1 

in tensione tran- il = o 
~mmettenza) - o---L I 

L ___ J 

I_g.ene gtori .ç_ontrollati_§_Q.QO ~g.!i_~l~menti _ideali atti vi ~~­
s ati. E' importante notare che ciascuno di essi è sufficiente ad ind i V1 ua­
re il circuito equiva le!!JLdi ualsiasi componente reale quan ~?~eEg~_ u­
nito a li elementi ]i p~la r~ p~~:?_~ i . \ In _part1colareeposSlbil e de~ u rre ~~­
tes_quattro i tipi di genera tori controllati a partire da uno solo di e s s i . 
Nelle f igg.1.7.2, I. 7. 3, 1.7.4 viene most rato un mogg _p_ossibileper dedur· 
~e dalla transammettenza gli a m tipi di generatori controTia ti . - - -
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+ + 

r - - - - - - - <>--1,__ ______ _, 

I 
I pa v2 

.__~!____. o-~'---------' L ________ J 

Fig.l.7.2 · Tra simp denza ottenuta con tre transammettenze li parametro di 
controllo vale 1/ 8 3 e V 1 = valori di g 1 e i2 SOnO arbitrari , purchè di­
versi da zero . -

il 
+ r- - - - - -r----'-----'--~- - - - -- --, 

I I I 

t t I I v l t 81 vl I I 

'2 

- + 

o----L.-,, I I o-.;.-1 -+--+--<> L ________ J L _________ J 

I 
I 
I v 8V t 
I I 
L _:_ _ - - _ _ ~_-_]~-~ 

Fig.I. 7.3 • Generatore di tensione controllato in tensione ottenuto con tre 
rransammeltenze. Il parametro cii c-ontrollo vale f81/ 82 i ed il = O. Il valore 
di 8 è arbitrario, purchè diverso da zero. ~ 

i l i2 

+ r----- -1 r- --- ---- - --, - + 
l+ ~p3v 

I :· 82 V l t I vl I V I 
I I I 

L ______ _j L - - - - - - - - - _J 

,------, 
I f81 V I 
I 

Fig.l.7.4 ·Generatore di corrente controllato in corrente ottenuto con tre 
transammnr«nze. Il parametro di controllo vale gs/g1 e v1 =O. Il valore 
di g2 è arbitrario, purchè diverso da zero. 

1.7.2. Convertitori d'impedenza negativo. 
~-

I. 7 

I converritori d'impedenza negativa sono caratterizzati dalla lo­
ro capacità di cambiare da passivo in attivo o viceversa un elemento 
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~
.<l eale bipo_l~r~, eventualmente alterandone il valore di una quan ti tà co­
tante. L'elemento di cui si vuole cambiare la natura viene collegato ad 
~elle due o_Ij e _3e1 co.nvertitore e il bipolo cambiato si vede all 'al­

a p_Qrl~·. Il cambiamento consiste in una variazione di segno e nella mol­l!i licazione per una costante positiv-;, che, nel caso delle resistenze ed 
induttanze prenCle- il nome di coefficiente. di conversione e nel caso del-
le_~c1ta è 1_ i~verso du ale ~efficiente. 

TABELLA 1.7.2 ·Convertitori d'impedenza negativo . 

Convertitore di 
impéClenza ne: 
gativa ad in ver­
sione di tensi9: 
ne 

•tonverèirore di 

v1=-k1v2 

i1=-k2i2 

l~ L >=O ; k 2 >. éJ 

vl =k1v2 

il= k2i2 

k 1 >0;k
2

> o 

Coefficiente di conversione 
aalla porta 1 alla 2 

TABELLA 1.7.3 · ç<?nv:~~-~l_g passivo ad attivo degli el ementi_l:l.polori. 

Resi score 

Induttore 

Condensatore 

I 

/Resistore di l 
resistenza 

- k 2 R 

Induttore di 
induttanza 

- k 2 L 

Condensato­
re di capaci­
tà 

VNIC 
oppure 
INIC 

VNJC 
oppure 2 
INIC 

VNIC 
oppure 

INIC 

V I = + k I V 2 = :;: k l ( - R i 2) = 

R 

=±le l R (:;: kl2 i I) =-k 2 R i I 

L 

c 
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I convertitori di impedenza negati va sono di due tipi, a seconda 
che passando dalla porta d'ingresso a quella di uscita si ha un ' inversio­
ne di corrente o di tensione. In tab.l. 7. 2 riportiamo il nome, le relazioni 
costitutive con riferimento a fig.1.7.1, il simbolo usato per rappresentar­
li nel caso bilanciato ed il valore del coefficiente di conversione . In ta­
bella I. 7. 3 illustriamo l'azione di conversione esercitata sugli elemen­
ti bipolari . E' interessante osservare che lo scambio delle due por te ha 
come unico effetto quello di invertire il coefficiente di conve rs ione . 

Dal punto di vista energetico si vede chiaramente che i conver­
titori d'impedenza negativa scambiano in modo reversibile non vincola­
to l'energia, in modo analogo ai generatori di tutti i ti pi visti. 

Infine in fig.I. 7. 5 viene mostrato lo schema dei due tipi di con­
vertitori, ottenuto con quattro transammettenze . 

+ r - - - - - - .---o--'~,--,>---'-r-o---_, - - - - - -<>,~-+---<> + 
C>----<,_...,..1-o I + I I 

vl : g3vd :v I tg4v2 : 

<>-....-<1--l ---0 I I <>-~I -t-+--<> L _________ J L ________ _J 

r------- - -ì ,---------ì 
I <>-~l-+-+-cl;.......o 

i is1v I : g2v~ 
I <>--1---~-o L ________ _J L ________ J 

Fig.1.7.5 - Convertitore d'impedenza negativa ottenuto con quattro transam­
mettenze . Risulta: v 2 = (g :ii' g 4> v 1; i 2 = (g :i/ g i.) i 1 · Sceglie ndo i rapporti 
g 3/ g 4' g :i/ g 1 positivi si ha l 'INIC; scegliendoli negati vi si ha il VNIC. 

1.7.3 · Invertitori d'impedenza negativa. 

Gli invertitori d'impedenza negati va sono caratterizzati dalla lo­
ro capacità di cambiare da passivo in attivo o viceversa un elemento i­
deale bipolare, scambiando contemporaneamente la tensione con la cor­
rente . Ciò implica ad esempio che un condensatore passivo è cambiato 
in un induttore attivo. Le relazioni costitutive dell ' invertitore d'impe­
denza negativa sono: 

--
(I. 7. 1) 

v 1=R1i2 1 

v2=R2i1 

con R 1, R 2 > O. Il caso usuale è quello in cui R 1 = R 2 • Utilizzando le 
(I. 7.1) si ottiene facilmente l'effetto d'inversion e e cambiamento dina­
tura, illustrato in cab. I. 7. 4. 
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E' facile rendersi conto che scambiando le due porte il comporta­
mento ~~l)nv~r,~ it<?I.:_ rim~ inaltera~ Dal punto di vista energetico si 
ha lo stesso comportamento egli altri elementi ideali att i vi due-porte. 

TAB EL LA 1.7.4 - Inversione e c onvers ione da passivo od attivo de gli 
elemen t i bipol ari. 

Resiscore di 

) 
resi s cenz a 

EOR 
Re si score - Rl R 2 

R 

Condensaco-

) 
ri;: di capaci-

:Ji 21 : ~ L 

ca 
Induccore 

L INV 

- ---
Rl R 2 

Induccore di 

l B}c Condens a tore induccanza 

-R 1 R 2 C 

Infine in fig.L7.6 viene mo­
strato uno schema di invertitore di 
impedenza negati va ottenuto con 
due transammettenze . 

1.7 .4 · Nullore. 

+ 

• V 2 R l . 
V l = R l 1 2 =- R l R = - - R 1 = 

R 2 l 

R1R2 - - il 
R 

1 
V 2 = _1_ (- L d i 2 ) = 1 =-

l R R 2 dc 2 

L d v l L dv 1 =--- - - -----
R2 dc Rl R lR2 dc 

. ( dv 2 ) v 1 = R 11 2 = R 1 - C~ = 

. 
d . di l 

= -R C-(R 1 )= - R R C -
l dc 2 l . l 2 d c 

,--- - --- - -
0-----o.....--'-l--O~ 1 0----.~--0 + 

I l- v2 I 
I t R 2 I v2 

o-+--+--1'--o-~ ~--,-I-+--+--~ 
L - - - - - - - - _ J 

,-- - -- - ---1 
I 

V l I I 
- t I 
Rl I 

- --- - - __ J 
Il nullore è un elemento i­

deale attivo caratterizzato dalle se­
guenti r.clazioru costitutive: Fig.l.7.6 • l nvercicore d'impedenza ne-· 

gaciva occenuto con due tra ns a mme tter. 
ze (R1,R 2 >o). 

(I. 7. 2) 
11 =o 
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E' evidente che l'assenza nelle (I. 7. 2) delle grandezze elettriche della 
seconda porta, implica che queste possono a~s!!me~~gualsiasi ~ore. Il 
simbolo usato è rip ortato in fig.I. 7. 7. 

a) b) 

+ ~~0---00---~; 

Fig.l.7.7 - Simbolo usato per il nullore bila~ciato a) e sbilanciato b) . 

Il null9re ~J 'un ~<;_o_elemento ideale attivo due-porte c~sj otti e­
ne medÌ ànte un procedimento di idealizzazione;' In fig.I. 7.8 sono riporta­
tÌ i fonda!Ilenti di tale procedimento , relativamente all'amplificatore o­
perazionale ed al transistore. 

a) b) 

Fig. I. 7.8 - Procedimento cli idealizzazione che porta al nullore: a) Amplifi­
catore op e razionale: si ottiene il nullo re bilanciato al tendere di i+ e di i­
a zero e cli A all'infinito. b) Transi store ('VP,V o PNP ): si ottiene i l nul­
lore sbilanciato con morsetto comune coincidente con l'emettitore, morset­
to comrassegnato dallo O con la base e morsetto contrassegnato con oo con 
il collettore al tendere a zero di ib e di vbe" 

Mediante il nullore è possibile ottenere qualsias i altro elemento 
1ideale attivo due orte Per vedere ciò, basta mostrare che è possibile 
'Ottenere una transammettenza mediante un circuito contenente nullori e 
resistori passivi. i Ci ò è riportato in fig. I. 7. 9 . . 

il l z 
Il + + 

+ o CI) + 
o 00 

vl Vz 
Vl R v 2 00 

R o 

a} b) 

F ig.l.7.9 - Sc hema di una tran s ammettenza sbilanciata ottenuta con nullori sbilan­
ciati e resistori passivi: a) caso del parametro di controllo po.<itivo: b) caso del 
pararne tro di controllo negativo . Il parametro di controllo ha ampiezza 1/ R in tut­
t e e due i casi. 
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E- stato detto nell'introduzione al §I. 7 che l'elementoidealeot­
tenuto per idealizzazione di componenti attivi reali serve essenzialmen­
te per due scopi. Il primo è quello di peffiietteri:__~nalisÌEPili ~ch_e 
~g~a!la di circui.~i c~nt~nent.1 çomponenti realin~t ti ~i Questo pun­
to verrà sviluppato nel § 2. 6 del Cap. II. 

Per quanto riguarda il secondo punto, l~~possibilit~i­
vare circuiti equi va!~ ~~<;;he. se ~glo .da._un_punt9 dL vista ideale, lo 
cons1aereremo ·qui di s eguito< 1 > La proprietà del nullore, che è fondamen-
~: 

1) La possibilità ~i s.si2derlo in~a co ia di bi poli, di per sè stessi 
.anom_l!-li ed assurdi, se considerati separatamente, quali il nullatore ed il 
noratore. Tali elementi ideali sono definiti in fig . I. 7. 10. In fig. I. 7. ll,so­
no__ri12ortati li schemi bilanciato e ~bilanci~to_del 11.ull9r~ ot tenuti con 
U!.._ C0(2P.i '!_nullatore-noratore; 

. f + l Nu_I IJtor.:J 
t~ v {v=O 

i = o 

Fig.1.7.10 ·Relazioni costitutive e simboli per il nu!latore e per il noratore. 

,v 

r 

" r--- ---ì 

3E L _ ____ __ J 

r --- ----, 
I 
I 
I 

I I 
L_ ---- ___ J 

Fig . 1.7.11 - Schema bilanciato e sbilanciato del nullore, ottenuto tramite la 
coppi a null acore- noratore. 

2) La possibilità di ottene re con nfillatori e noratori i circuì ti e ui valen­
ti delcortg ; circuito g del circuito aperto, come ~~ in evidenza in fi­
gura I. 7. 12.,_ 

Circuito aperto ...__ 
/.èc o 

Corto-circuito 

Fig.I. 7.12 • Circuiti equivalenti del corto· circuito e del circuito aperto, ot· 
tenuti tramite il _nullatore ed il noratore. 

( 1) - Per ulteriori dettagli vedere G. Martinelli , op. cit., pag. 640- 646. 

G.MARTINELLI-M.SALERNO: Fondamenti di Elettrotecnica 5 
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Il modo di procedere per cleri vare circuiti equivalenti, dal punto 
di vista esterno, ma intername nte diversi, consiste nel materializzare nel 
'2:_~tE di partenz a un circuito aperto oppure un corto-cirèuito o più di 
uno contemporaneamente e quindi nel sostituire agli elementi ideali atti­
Vi i nullori nella forma di fig.I. 7.11." A questo pu_!J.tO associa_ndoopportu­
namente nullatori e noratori i~ mo~o da formare coppie, si ottengono ne~-
1 'interno ~el circuito sia nullori in p~sizione diversa da quella di parten­
za sia un numero maggiore di essi. E evidente che il nuovo circuito, se 
si cerca di realizzarlo con componenti reali, si comporterà usualmente 
in modo molto di verso da quello di partenza, in quanto la lontananza de­
gli e lementi ideali dai componenti reali gioca un e ffetto diverso dipen­
dentemente dal circuito considerato. 

L'es empio di fig . I. 7. 13 chiarisce il procedimento di derivazione , 
descritto sommariamente in precedenza. Esso riguarda la derivazione 

a) b) 

~---I 00 o 

e) d) 

Fig .l.7.13 ·Derivazione di uno schema di INIC a_.Q.u.~..Jl ullori da uno ad 
un nullore. -

1, di due schemi noti di convertitori d'impedenza negati va a nullori, l'uno_ 
\~~-\ Precisame~~ e in a) è mostrato lo schema di INIC conten ~ nte 
"U n nJ l f8ft e due resistoriyassiv~.~ Il coefficiente k 1 è uguale ad 1 e 
k a R / R 

2 
L~s._he.~a b) si ottiene usando l'equivalenza del nul-

1 lore con la coppia nullatore-norator~ di fi .I .7 J l .§i otti~_ 9u0di l~ 
schema c ~i&Lungendo in parallelo ad R 2 un circuito aperto del tipo 11 
considerato in fig .I. 7 .12. Associando le coppie nullatore-noratore come 
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indicato nel tratteggio di c) ed identificandole con nullori sbilanciati si 
arri va al nuovo schema di INIC a due nullori sbilanciati e due resisto­
ri,- mostrato nella ar te d) della figura, esattamente equivalente dall 'e­
sterno all 'INié di partenza~ ·-

,_ 

l·.8 - 1Relazioni costitutive degli elementi ideal i a due porte pas-
1 
sivi lineari e permanenti. 

Gli elementi ideali che considereremo sono_ tre _ di cui due pro­
vengono da un procedimento di idealizzazione del tipo di quello che è 
usato nel caso degl i elementi bipolari pass ivi. Gli elementi in questio­
ne sono le «induttanze mutuamente accoppiate» ed il «tras formatore i­
deale ». Il procedimento di idealizzazione a partire dal componente rea­
le corrispondente è molto più spin ta per il trasformatore che per gli in­
duttori mutuamente ac;coppiati '. Il terzo elemento che considereremo è il 
giratore; anch'esso può essere ottenuto con un procedimento di idealiz­
zazione di un componen te reale. Tuttavia tale idealizzazione è eccessi­
va e perciò è più appropriato pensare tale elemento ideale ottenuto con 
un procedimento simile a quello impi egato nel caso attivo, ma a li 
to al casq_deg.li elementi ideal i. pass ivi non-reciproci . 

1. 8.1 - ln.d tori mutuamente accoppiati et os ormoto re i.,dea le. 

di l di2 I 1 
v ~ 

V l =L - +M i-
l dt dt 

(I. 8. 1) 
V;1. di l di2 

v2 =M-+L --
dt 2 dt e--

in cui L 1 ed L 2 prendono il nome di induttanze proprie ed M indutt~­
za mutua. Nel caso dell'elemento passivo , che è l'unico che interessa, 
valgono le seg,,uenti limnaz1onL;J 

~I ~·~. 2) t Ll (?)o ~ ~~L-2-> --,ol l lMl 5 h ,L, _) 
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Il simbolo usato per rappresentare questo elemento è mostrato 
10 fig. I. 8. 1. E' importante rilevare che: 

1) nel simbolo usato sono presenti i simboli di due induttori di induttan­
za L

1 
ed L

2
. Ciò, d'altra parte, non deve meravigliare in quanto l'ele­

mento a due porte, se ridotto ad una, ad esempio aprendo una porta, coin­
cide esattamente con un induttore; 

Fig.1.8 . l - Simbolo usato per 
gli induttori mutuamente ac­
coppiaci . 

2) nel simbolo usato è presente una coppia di punti. Tali punti indicano 
che nel calcolo della tensione su un induttore, la caduta di tensione 
_rrovocata d"!lla co_r entè che ~c_o_u~ neU'al ~iato} è-conc:·or e a 
...guello provocato dalla corrente propria, se le due correnti si trovano nel­
la stessa pos1z1one rispetto ar suddetti punti, cioè tutte e due entranti o 
uscenti. Nel caso contrario le due cadute di tensione sono discordi, co-
me indicato in fig. I. 8. 2. - - - --- ·- -- : - 1-

-- .. _ ·- - - l , 
0 

M z 
-t ~1 I -</ -O + 

~ d 

y ~ 
o-~ I -e<i­

QJ 

F ig.1.8.2 - Induttori mutuamente accoppiaci con versi discordi delle cor­
renti. Risulta : 

di 2 di l 
V =L -- - M --

2 2 dc dc 

L'elemento «i nduttori mutuamente accoppiati» è analogo dal pun­
to di vista energetico ad un induttore , in particolare passivo se le tre 
costanti L 

1
, L 

2
, M soddisfano le (I.8. 2). Di conseguenza in esso ha 

luogo un trasferimento reversibile di energia vincolato. Facciamo vedere 
la necessità e sufficienza delle (I.8.2) per la passività dell'elemento.A 
questo scopo è necessario calcolare l'energia immagazzinata nell 'ele­
mento a partire da un istante remoto (t =- ro), in cui l'elemento stesso è 
a riposo. Si ha: 
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(I. 8. 3) 

Supponiamo che l'elemento sia passivo, allora 2 (t) ? O qualun­
que sia il valore di i 

1 
ed 1 2. Ciò implica : 

per i 2 =o L 1 ~O 

(I.8.4) per i =o 1 

per i,=±i1~ LI 
Lz 

il f. o -> 2 (t) 

Supponiamo quindi che siano soddisfatte le (I. 8. 2); facciamo ve­
dere che l'elemento è passivo, cioè 2 (t) ? O per qualsiasi i 

1 
ed i 

2
. In 

particolare, se i 1 =O oppure i 2 =O, la verifica è immediata. Nel ca­
so generale, riscriviamo 2 (t) come segue: 

(1.8. 5) 2 (t) 

La quantità entro parentesi vale al minimo, al variare di i/ i 
1

: 

(I. 8. 6) 1 -

e quindi è non-negati va per le (I. 8. 2) , cosi come 1/ 2 L 1 i i, ciò che di­
mostra che 2 (t) ? O. 

Il trasformatore ideale è un elemento passivo due-porte , definito 
dalle seguenti relazioni costituti ve: 

(I. 8. 7) 

J 

La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it)



38 Relazioni costitutive degli ele menti ideali a due porte passivi 1.8 

in cui n prende il nome di rapporto di trasformazione. Il simbolo è ri­
portato in fig.I.8.3. Si vede dalla figura che il simbolo usato è molto si­
mile a quello degli induttori mutuamente accoppiati, tuttavia una diffe­
renza fondamentale è la presenza solo di n al posto delle tre costanti 
L 1, L 2, M. 

fatti: 

(I. 8. 8) 

Fig.l.8.3 - Simbolo usato 
per il t rasformatore idea­
le. 

Il trasformatore non assorbe o cede potenza e quindi energia ; in-

+ 00 + 

a) nR R 

o 00 b) 

+ 

L ________ ..J L ________ .J 

c) L ________ .J L _______ _ 

Fig.l.8.4. Schemi del crasformatore ideale sbilanciato a) ottenuti con nul­
lori sbil a nciaci in b) e con transammettenze sbilanciate in c).In quest'ul­
timo caso deve essere 8 4 / 8g = n e 8 2/ g 1 = n . 
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Le sue proprietà tipiche sono: 

1) la capacità di alterare le grandezze elettriche passando da una porta 
~tra ; 

2) la capacità di alterare il livello degli elementi ideali bipolari, quan­
do chiusi su una s ua porta, come messo in evidenza in Tab.1.8. 1. 

~P-ro riet~s2nq__ di_ fgnda.!llentale im ortanza..oe lk.applicazio­
~ del co~b.P-ond_e~ _s:omeon~nte reale._ 

E infine da mettere in evidenza, che, se ciò è comodo in qualche 
particolare applicazione, è possibile usare schemi del trasformatore i­
deale ottenuti con qualcuno degli eiementi ideali due-porte attivi. In par­
ticolare in fig. I. 8. 4 riportiamo lo schema ottenuto per un trasformatore 
sbilanciato, usando il nullore sbilanciato e la transammettenza. 

TABELLA 1.8.1 · Variazione di livelJo degl i elementi bipolari id'eali 
per effetto del trasformatore. 

Resistore 

Induttore 

Conden sarore 

o • 

- - R 
v 1 =nv 2 =n(-Ri:z) =-nRi 2 = 

=-nR(-n•i 1)=n 2 Ri 1 
Resistore 

Induttore 
di ind uttan-
za 

"1-­
" 2 
n L 

1c-,-~- -

n: 1 

=-nL-(-01 1) =n L -
dt dt 

( 
di 2) di 2 

-] .OL v 1 =-nv 2 =-n - Ldr =nLdt= 

d 2 di l 
=nL- (ni 1) =n L -

n:l dt dr 

n n dr n dt ]. ·o i1=--2i2=-2(-cdv2)=<:.dv2= 

Con:Iensato· 1- e e d e d redi capa- _ (vl) - vl 
c~tà ~ n:l --;;- dt ~ - n2 d-; 
~ ~ ]• D= >--i 

1
-= _-1 i-

2 
=-1-(--c-dv-2 )-=--~-d-v 2--<= 

n -..-.. n n dt n dr 
- e 

=-~~ ( -~)=:..S ~ 
n : i n dt n n' dt 
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~ 2 - Girato re. J·~ 
Il giratore è l'unico elemento ideale due-porte passivo -1!!!.!r:..recj_­

pro co che si abbia a disposizione. Le sue relazioni costitutive sono, con 
!Tferimento a fig . I. 7. 1: 

(I. 8. 9) 
V =- Ri ___J__ 2 

in cui R è la resistenza di girazione. Il simbolo comunemente usato è 
mostrato in fig. I. 8. 5. 

Fig.l.8.5 • Simbolo per 
il giratore. 

La passività del giratore è facilmente verificabile, utilizzando la 
(1.8.9). Precisamente, si ha, come per il trasformatore ideale : 

(I. 8. 10) 

Perciò il iratore non assorbe ne cede potenza e quindi energia. 
Per quanto riguarda [arec1proc1tà,e sufficiente controllare che 

esso non soddisfa lakggdueci12rocità_di Lore.!lt~. 
Infatti, applicando le (I.8.9) alla (I. 5.2), si ha: 

2 

(I. 8. 11) 

"" v<t>1·<2> =- R-<1>-<2> + R· 0>-<2> .L 
L. lt lt 12 11 11 12 r-

k • l I 

E' interessante ricordare che il nome di giratore dato a questo e­
lemento deriva dalla sua caratte ristica proprietà di scambiare tra loro la 
tensione e corrente, per cui tale elemento permette di trasformare un in­
duttore in un condensatore e viceversa. In Tab.l.8. 2 viene riassunto lo 
effetto del giratore sui bi poli ideali. Particolarmente importante è la tra­
sformazione di un condensatore in un induttore, che è la base deli 'im­
piego del giratore nei microcircuiti, dove appunto è del tutto assente lo 
induttore reale tradizionale. Ulteriori dettagli su questo punto (uso dei 
giratori sbilanciati, realizzazione dei trasformatori con giratori) posso-
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no essere trovati in G. Martinelli, «Sintesi delle reti elettriche», Vol. II 
Ed. Siderea 1971. 

TABELLA 1.8.2 · Effetto del giratore sui bipoli ideali. 

1 

R 
Resistore di -J-QR. . ( v2 ) resistenza v 1 =-R 12 =-R -R 

Resistore 
R2 

u 

R R R2 
R =-v =-Ri =- i 

u R 2 R l R l 
u u u 

R .,, 
. ( dv 2 ) 

Induttore di 

} -J-ffic v 1 =-R1 2 =-R - C~ = 

induttanza Condensatore 

R 2 C _J -t- d di l 
=RC-(Ri 1) = R 2 C --

dt dt -

R 1-

Condensato-

l -J-{i[ 
i l = ~ v 2 = ~ (- L :: 

2 
) = 

re di capa-
Induttore cità 

L Ld(v 1 ) Ldv 1 
- =-Rdt -R =R 2 d-; R2 

E' infine da mettere in evidenza, che, se ciò è comodo in qualche 
applicaz1one partiéolare, . è possibile usare schemi del giratore ottenuti 

_coi:_qualCu no de gli èlem-ent i. ide"ali atti.'li. In particolare in fig.1.8.6 ri­
portiamo osc ema a!Un giratore sbilanciato ottenuto mediante nullori 
sbilanciati e transammettenze .. 

+ 

11 i2 

+ 

+ 3~~---· v_; _:l_f f-:: 
R 

a) b ) 

Fig.l.8.6 - Schemi del giratore sbilanciato ottenuti con nullori sbilancia­
ti a) e con transammettenze b). 

G.MARTINELLI-M.SALERNO: Fondamenti di Elett.Vtecnica 6 
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Per concludere accenniamo al modo in cui viene realizzato il giratore reale. 

Le realizzazioni medi ante strutture passive sono essenzialmente due : 1) giunzioni 

riempite di ferrite per applicazioni a microonde; 2) dispositivi ad effetto Hall per fre­

quenze più basse. Una trattazione di questi dispositivi, con dettagli sulla loro insuf­

ficienza e lontananza dal comportamento ideale, è reperibile in H.J .Cari in, A.B. Gior­

dano, op. cit. Cap . V. Le realizzazioni del giratore mediante componenti attivi, che so­

no le più usuali in bassa frequenza, sono trattate in dettaglio in G. Martinelli, Sintesi 

delle reti elettriche, Voi.II, Ed. Siderea 1971, § IX.11. 

1.8.3 - Trasformatore ideale a più di due porte. 

Un elemento ideale a più porte passivo lineare e permanente è il 
trasforma:tore di fig. I. 8. 7, caratterizzato dalle seguenti relazioni costi­
tuti ve: 

l 1 =·n11I1-n12I2 - n lN IN 

1 2 = - n 21 I 1 - n 22 I 2 - n 2N IN 

lN =-nN1Il-nN2I2 ·-nNN IN 

(I. 8. 12) 
I 

/ 
/ 

v1 =n11v1 + n 21 V 2 . .. +nNlv N 
/ 

v2 = n 12 V l + n 22 V 2/ · +nN2VN 

/ 
V N = n l N V l + n 2 N V 2 . . . + n NN V N 

/ 

che possono più sinteticamentr; essere scritte: 

i =-TI 
(I. 8.13) 

V= T 1 V 

essendo: 

. (I.8.14) i= 1

1

1 v

1

1 [V

1

1 I2 v2 v2 
• V • V= . . . . 

IN VN VN 

T ~ : ::: :: : ::1 
n Nln N2 .. n NN 

ed indicando t l'operazione di trasposizione per le matrici. 
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I l 

+ • 
v1 n 11 

1 l 
_12 -+ e· • 
v2 nl2 

• 
nl N 

IN 

+ • 
VN n 21 

i 2 

• le: n 22 

• 
n2N 

• 
n N l 

'N -
• le: nN 2 

• 
nN N 

Fig.1.8. 7 - Il simbolo usato p er il trasformatore a più porte. 

La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it)



44 Relazioni costitutive degli elementi ideali a due porte passivi 1.8 

È facile vedere che l'elemento ideale definito dalle (I.8.13) è 
è passivo e reciproco. Infatti: 

(I. 8. 15) 

ciò che prova la passività. 
Per quanto riguarda la l gge di reciproc ità di Lorentz, si ha: 

(I. 8. 16) 

ciò che provala reciprocità dell'elemento. 

\ 
1.9 · Circuiti equivalenti a costanti concentrate lineari e perma· 

nenti dei componenti reali. 

Il circuito ideale costituisce un 'approssimazione di una struttu­
ra reale costituita da dispositivi a due o più terminali di pochi tipi con­
nessi in modo qualsiasi tra loro. Esso si ottiene sostituendo a ciascun 
dispositivo un circuito equivalente più o meno comple~so" a seconda di 
ciò che si vuole ottenere. Il circuito equivalente di,..eiascun dispositivo 
reale si ottiene tramite un 'operazione di modellamento, la cui importan­
za è evidente ai fini di una valutazione esatta delle prestazioni del cir­
cuito stesso. Usualmente l'approccio al modellamento di un dispositivo 
si basa o su una corrispondenza fisica tra elementi ideali componenti il 
circuito equivalente e fenomeni che hanno luogo nel dispositivo oppure 
su una caratterizzazione esterna forzata . La prima via ha il vantaggio di 
portare ad un circuito i cui parametri sono indipendenti dalla frequenza 
entro campi molto vasti e la cui dipendenza da altre quantità (tensione 
di polarizzazione, temperatura, ecc .) sono prevedibili ed in parte con­
trollabili . Di contro ha lo svantaggio di una difficile misurazione dei pa­
rametri stessi . Vantaggi e svantaggi opposti caratterizzano la seconda 
via . 

Qualunque sia l'approccio seguito, il circuito equivalente del di­
spositivo lo rappresenta in modo accettabile solo se un certo numero di 
condizioni sono soddisfatte e se interessano solo particolari punti di vi­
sta. Per questa ragione è fondamentale tenere corlto di tali condizioni e 
punti di vista nell'uso del circuito equi valente, eventualmente fornito 
dalla casa costruttrice del dispositivo. 
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Nel presente paragrafo, più che una panoramica dettagliata del-
1 'argomento, si vuole dare un 'idea degli aspetti più importanti de l mo­
dellamento . A questo scopo la trattazione verràlimitata solo ad un com­
ponente reale: il transistore bi polare a giunzione, che verrà indicato nel 
seguito per brevità con la sua sigla inglese BJT< l l (bipolar junction 
transistor). 

Come no to il BJT si ottiene introducendo dai du e lati opposti 
di un cristallo puro di silicio o di germanio impurità dello stesso tipo e, 
centralmen te , del tipo opposto, come messo in evidenza in fig. I. 9.1. Nel 
funzionamento normale la giunzione base-emetti tore è polari zzata in sen­
so diretto e quella base-collettore in senso inverso . Il dispositivo viene 
caratteri zzato tramite curve, che si ottengono prendendo uno dei suoi 
morsetti come riferimento, ed indi viduando il legame tra le tensioni de­
gli altri due morsetti rispetto a quello di riferimento e le correnti entran­
ti in esso. Ad esempio, prendendo l'emettitore come riferimento, una fa­
miglia di curve molto usata è quella c he fornisce l'andamen to della cor­
rente di collettore I c in funzione della tensione collettore - emettitore 
V CE al va riare della corrente di base I B' come mostrato in fig.I.9. 2, 
insieme con la famiglia di curve che forniscono I 

8 
in funzione della 

tensione base-emettitore V BE al variare di V CE . 

Base Base 

.J._, 
Emettito~lettore p p 

Fig.l.9.1 - Transistori BJT del tipo NPN e PNP. Le lettere n e p indica­
no la presenza dei due upi di impurità. 

L'esame della fig .I .9 .2 mette in evidenza la non-linearità del 
transistore , cioè il fatto che il legame tra le grandezze elettriche I B, 

I c• V BE ' V CE è estremamente non lineare. Tuttavia, è facile rendersi 
conto che tale legame è approssimativamente lineare tra le variazioni di 
que s te grandezze rispetto ai valori che corrispondono a punti delle due 
regioni Ic - VCE' IB- VBE di fig . I.9.2, scelti opportunamente . Questa 
osservazione è la base del circuito equivalente lineare e permanente del 

(1) - Per dettagli ulteriori sul BJT e per norizie relarive ad a ltri dispositi vi , quali il 
triodo , il pentodo il MOSFET, il JFET, l'amplificatore operazionale si veda ad es . : 
M.Gaspanni, D. Mirri, e Dispositivi e circuiu eletcronici t, Ed. Calderini Bologna 1976, 
Voi. I e Vol. II. 
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\ 
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> 

Fig.l . 9.2 ·Caratteristiche di un BJT. 

I. 9 

BJT. Precisamente, tramite un'operazione fondamentale, che prende il 
nome di polarizzazione, il B J T viene portato a funzionare in punti oppor­
tuni delle suddette regioni, caratterizzati da valori ben definiti delle gran­
dezze elettriche (punto di lavoro). Quindi si vanno a considerare le va­
riazioni di queste grandezze intorno al punto di lavoro.Il legame tra que­
ste variazioni caratterizza il circuito equivalente del BJT e permette di 
individuarlo. Come detto in precedenza si possono seguire due approcci 
per effettuare questa determinazione: approccio fisico e approccio ester­
no. Vedremo successivamente in dettaglio i due approcci. 

E' importante notare che giuoca un ruolo fondamentale il morset-
to preso come riferimento . · 

1.9.1 - Approccio esterno alla determinazione del circuito equivalente 
del BJT. 

Preso un morsetto come riferimento, il BJT si presenta come un 
circuito due-porte e quindi può essere caratterizzato esternamente con 
le tecniche proprie dei circuiti due-porte che vedremo nel Cap. VI. Per 
quanto detto, quello che si ottiene lega le variazioni delle grandezze e­
lettriche. 

L'approccio è particolarmente conveniente nelle applicazioni in 
bassa frequenza del BJT; in questo caso infatti i parametri del circuito 
equivalente sono indipendenti dalla frequenza e coincidono esattamente 
con gli elementi ideali resistori e generatori controllati, come messo in 

evidenza in fig . I.9. 3, che si riférisce al caso che il morsetto di riferi­
mento sia l'emettitore. E' necessario sottolineare che: 
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h . 
1e 

\ 
Fig )l.9.3 - Circuito equivalente del BJT in bassa frequenza. 

l) il circuito èquivalente dipende d:il punto di lavoro, ottenuto con la po­
larizzazione. In ,fig. 1.9. 4 si riporta l'andamento dei quattro parametri del 
circuito al variafe della I e nel punto di lavoro; 

10 

o 
0,1 0,2 0, 5 2 5 10 

Fig.l.9.4 - Andamento dei parametri del circuito equivalente normalizzati ri­
spetto al valore che si ha pe r IC = 1 mA. 

2) il circuito equivalente vale per ampiezze limitate delle variazioni del­
le grandezze elettriche; 

3) il circuito equivalente dipende dalla temperatura interna della giun­
zione, come messo in evidenza in fig. I. 9. S. La temperatura interna a sua 
volta dipende dalla temperatura esterna e dalla potenza dissipata nel 
BJT. A questo riguardo è nota per ogni BJT la resistenza term ica giun­
zione-ambiente k. a espressa in °C/ m W, che fornisce immediatamente 
la temperatura de lla giunzione , nota la potenza dissipata nel transistore 
e la temperatura ambiente, cioè: 

(l.9.1) T.-T =k. Pd 
l a J a 

dove: T . è la temperatura della giunzione; T a è la temperatura ambien­
te ; k. ~la resi stenza termica; Pd èlapotenzadissipataneltransistore; 

J 8 
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0,4 

0 , 2 

0,1 
0,01 O, 1 

100°c 

25 °C 

10 le (mA) 

Fig.l.9.5 - Andamento di hfe con le e con la temperatura. 

1.9 

4) il circuito equivalente dipende dal morsetto scelto come riferimento . 
Ad esempio, prendendo la base invece dell'emettitore, il circuito si mo­
difica come indicato in fig.I.9.6 con i valori degli elementi espressi in 
funzione di quelli del circuito di fig.1.9. 3 (avendo effettuato delle oppor­
tune semplificazioni nella loro cleri vazione ). 

h . 
te 

+ o-----~I ~-------------<> + 

+.~+ 
v~2-

(
h. h ) 1e oe 
---. h V 
1 + hfe re 2 

+ 

Fig.l.9.6 - Circuito equivalente del BJT con morsetto di riferimento coin­
cidente con la base. 

E' interessante tenere presente i campi di valori usuali per i pa­
rametri; precisamente si ha: 

qualc he decina qualche centinaio 

h. 1 + 10 (kD) 
te 

h 10 + 100 (µ mho) 
o e 
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E' da ricordare inoltre che il costruttore fornisce per ogni dispositivo ol­
tre alle condizioni di misura i val ori tipic i e per i parametri più importan­
ti i limiti di variazione minimo e massimo. Ad esempio per il BJT AC125 
della Philips Elcoma (PNP al germanio), dalle spec ifiche si ha: 

Condizioni di misura: frequenza = 1 kHz 

temperatura = 2 5 °C 

Val ori tipici: h. 
1 e 1,7 kD h 1e=125 h

0
e = 80µmho · h =6 5 10-4 

' re ' 

Variazioni : (h
1 

) . = 80 
e mm 

Il costruttore inoltre fornisce famiglie di curve del tipo di fig. I. 9 . 4 e 
I. 9. 5. 

La limitazione maggiore del circuito equivalente considerato è 
che esso vale in bassa freq uenza. Quando il B JT interessi a frequenze 
per le quali è necessario tene re conto della memoria del disposi ti vo,nel-
1 'ambito dell'approccio esterno, occorre introdurre parametri non più rea­
li ma complessi e variabili con la frequenza. È usuale fare uso in que­
sto caso, per ragioni di comodità, di altre configurazioni legate a tipi 
diversi di rappresentazione del circuito 2-porce che è il BJT. Il costrut­
tore inoltre fornisce per varie frequenze i valori misurati tipici , massi­
mi e minimi dei parametri del circuito. In queste condizioni il circuito 
equivalente non contiene più elementi ideali del tipo visto in preceden­
za ma blocchi funzionali dipendenti dalla frequenza. Il vantaggio dello 
approccio esterno in questo caso è la semplicità del circuito equivalen­
te e della misura dei parametri che servono. Lo svantaggio è la dipen­
denza dei parametri dalla fre quenza e quindi la necessità di effettuare la 
misura per varie frequenze. Vantaggi e svantaggi opposti sono presenti 
nell'approccio fisico. 

1.9.2 - Approccio fisico olio determinazione del circuito equivalente : il 
circuito a 7T- ibrido o di Giocoletto. 

Il circuito equivalente del BJT più usato ~lle alte frequenze è 
quello proposto da Giacoletto, chiamato anche a 77-ibrido (pi-greco-ibri-
doi ' 

Il circuito è mostrato in fig. I. 9. 7 ed i suoi parametri vengono in­
dividuati analizzando fin dove è possibile il meccanismo di funziona­
mento del dispositivo ed i fenomeni parassiti che lo accompagnano. In 
particolare: 

G.M AR TINELLI - M.SALERNO: Fondamenti di Elettrotecnica 7 
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e I be 

rb 'c I 
rbb ' b' 

Base i---..-----~---+-----~ Collettore 
+ 

che 
V i gm V r ce 

rb'e cb'e c ce 

Emettitore 

Fig.l.9.7 - Circuito equivalente d' 1~ _ 

-rbb• tiene conto della caduta di tensione associata alla diffusione del­
le cariche maggioritarie entro la regione di base; 

- r b' , r tengono conto dell'effetto della tensione di collettore sulla c ce 
larghezza della regione di base, che provoca una dipendenza delle cor-
reo ti di base e di collettore dalla tensione di collettore. In particolare 
r b'c è usualmente trascurabile; 

- r b' e' gm . La tensione base-emettitore influisce esponenzialmente a 
riposo sulle correnti di base e di collettore. Supponendo che tale dipen­
denza sussista anche se le grandezze elettriche varia·no nel tempo, si 
hanno di conseguenza la resistenza r b'e ed il generatore di correo te 
controllato. In effetti l'ipotesi precedente vale solo entro certi limiti, 
ciò che pone un limite alla validità del circuito di Giacoletto; 

- Cb'c . In una giunzione, al variare della tensione ai suoi capi varia il 
numero delle cariche non neutralizzate ai lati della giunzione stessa. Di 
tale effetto tiene conto Cb 'c per la giunzione base-collettore . Tale ca­
pacità prende il nome di capacità di transizione della giunzione base -
- collettore; 

- Cb'e . La capacità Cb'e è somma di due termini, C~. e e C~.e .Il pri­
mo è analogo a Cb'c e prende il nome di capacità di transizione della 
giunzione base-emettitore. Il secondo tiene conto della carica minorita­
ria immagazzinata nella base e prende il nome. di capacità di diffusione. 
Quest'ultimo termine è nettamente prevalente sul primo; 

- cb ' e ' eh sono capacità dovute ai fili ed al contenitore ed usual-e ce e 
mente possono essere trascurate. 
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Il valore dei parame tri del circui to di Giacoletto dipende oltre 
che dal particolare B JT, dal punto di lavoro e dalla temperatura. E' im­
portante conoscere, almeno qualitativamente, tale dipendenza. Ad esem­
pio: gm varia linearmente con 1€, inversamente con la temperatura e 
non dipende da V e E; e;: b'e, relativamente alla sua componente preva­
lente, varia linearmente con 1€, dipende poco dalla temperatura ed è 
indipendente da V e E ; e b' e è indipendente da I€ e dalla temperatura e 
decresce con V e E; r b' e aumenta con V e E e la temperatura e varia 
inversam~nte ad I e . 

E importante tenere presente che il costruttore non fornisce u­
sualmente tutti i parametri del circuito di Giacoletto; occorre perciò ri­
cavarli dai da ti disponibili che sono: corrente di polarizzazione del col­
lettore. Ic0 ; valore in bassa frequenza (usualmente 1 kHz) di h fe' in­
dicato come /3 0; frequenza di transizione f T' cioè la frequenza in 
corrispondenza alla quale il parame tro hfe diventa unitario in modulo Cl> ; 
valore di c b'c' Si ricavano da questi dati (per una temperatura di 25 oC): 

gm '.:' 40 I CO 

f3o ,.., 
r b' e -

gm 
(I. 9. 3) 

n valore di r bb' è diffic il men te re peri bile; il suo valore tutta via è del-
1 'ordine di 10 + 50 n e può essere spesso trascurato . 

E' infine da ricordare che il circuito di Giacoletto è valido fino a 
frequenze de Il 'ordine della metà della frequen?a di transizione f T. Ol­
tre questa frequenza non è più accettabile , in quanto il modello non tie­
ne conto dei fenomeni parassiti che di vengono pc.:_edominanti a lle altis­
sime frequenze. 

Per concludere questo paragrafo, riportiamo le specifiche del co­
struttore relative ad un BJT della S.G.S, il BC113 NPN al si licio, e 
successivamente i calcoli relativi ai parametri più s ignificativi del cir­
cuito di Giacoletto ad esso relativo. 

( 1) - Molto spesso il cos truttore f~rnisce invece di f il valore di Jhfe (f) J a qualche 
frequenza elevata f ù, in corrispondenza alla quale Jif~ (f0) J è vicino ad uno . Tenendo 
conto dell'andamento asintotico di !hfe(f) con la frequenza , quando è vicino ad uno, 
si ha che: 

(1.9 . 2) 
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Specifiche del costruttore. 

V CE = 5 V Ico = lmA 

Jh fe I = 5 valore tipico per 

cb ' c = 2,7 pF 

4 pF 

ti pico 

max 

/3 0 = 350 valore tipico per 

T = 25oc 

f = .20 MHz 

f = 1 kHz 

1. 9 

Calcoliamo con le (I. 9. 3) i parametri g , rb' , c b' , usando ove possi bi-. m e e 
li i va lori massimi delle specifiche e tenendo conto per il calcolo di f T 

della (I.9. 2). Si ha: 

g = 40 · 10- 3 = 40 mA/ V 
m 

350 = 8, 75 kD f T 5. 20. 10 6 100 MHz r b' e 40 . 10- 3 $ 

40 . 10- 3 

4 · 10- 12 -:;- 60 pF cb'e 2n· 10 8 

1.9.3 - Paradossi legati all'uso di elementi ideali . 

L'operazione di modellamento di un dispositivo o circuito reale, qualunque sia 

l'approccio seguito, può portare ad un circuito ideale che viola alcune leggi fisiche fon­

damentali . Vedremo nel prossimo capitolo che un qualsiasi c i rcuito ideale soddisfa sem­

pre il princ ipio di conservazione della potenza. Tuttavia può accadere che il circuito 

violi il princ ipio di causalità oppure la teoria della predizione di Wiener . Esempi detta­

gliati riguardanti questo punto possono essere trovati in G. Martinelli, • Sintesi delle re­

ti elettriche • Voi.II, Siderea, 1971, pp. 618-621 per il convertitore d'impedenza nega­

tiva e pp. 593 - 596 per il resistore negativo. 

L'esistenza di questi paradossi mette in evidenza che non tutti i risultati che 

si ottengono analizzando un circuito ideale sono aderenti al comportamento reale della 

struttura fisica che si sta considerando. 

1.10 • Grafo di un circuito e sue proprietà topologiche. 

Nell'ambito di validità delle ipotesi di linearità, permanenza e 
costanti concentrate, un circuito reale può essere rappresentato mediante 
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la connessione di elementi ideali del tipo di quelli visti nei aragraf i 
precedenti. Tali elementi sono s~me_s': riconducibili ~ u~_r~ rminali me­
diante l'uso~ u~eneratore5ontroll_ato ope._l!r"'..~~~ nullore, quando usa­
t._o nella configurazione nullatore-noratore. Di conseguenza il generico . 
circuito ideale è cost.lrUito aa Ullinsie;;;-di elementi a due terminali, 
connessi in modo qualunque, caratterizzati da due grandezze elettriche 
(tensione e corrente). 

Se R è il numero degli elementi a due terminali suddetti, le 
grandezze elettriche sono rispettivamente ~ tensioni ed R c~renti. 
~e 2 R grandezze debbono soddisfare due_ gru pi di equazioni . 

J )ì quelle che conseguono dalle relazioni costitutive .. Si trat ta di equa­
zioni che legano tensione e corrente di _gn solo elemento nel caso che 
tale elemen~12.pregn _ _t"~n c.o.mpone~-~u~ terminaii, comç.JlA ~se!!l- · 
pio il resistore, l 'ind~ttore_, ecc. Sono invece equazioni che legano ten­
s10ni e ccrrrenti ai due o più elementi nel caso che questi elementi rap­
presentino un componente a tre o più terminali, come ad esempio i gene­
ratori contro au, i~ nu _!!re, i_ g~at~re, il tras ormatore e~. ;J 

~ quelle che co_nseguono dalle due leggi di Kirchhoff. 

In particofare, le equazioni del secondo gruppo sono omogenee e 
.1Hel tutto indipendenti dajla n~ tl.!r~ degli clementiT Gò implica eh-;; l'in­
sieme e e R correnti si uò sem re suddividere in due sottoinsiemi 
~i cui uno deriva i e dal! 'altro direttamente . Il sottoinsieme da cui de­
riviamo le correnti i tutti gli elementi lo indicheremo nel seguito come 

J.~ sottoinsieme delle correnti indipendenti»J Esistono numerosi soctoin· 
siemi a i questo tipo, come vedremo successivamente. In modo del tutto 
simile si può definire un «sottoinsieme delle tensioni indipendenti il. ~ 
individuaz ione dei sottoìnsiemi delle ten·sionie -àelle- corfen_ti_ indi'pen-
enu e i im ortanza ondamentale er la soluzione del problema del1a 

analisi di un circuito . D'altra parte, tale individuazione è basata" sulle 
eggi di Kirchhoff; quindi non dipende dalla natura degli elementi, ma 

solo dal numero degli elementi presenti e dal modo in cui sono connes· 
si. Per questa ragione accanto al circuito conviene considerare il suo 
«grafo »,. intendendo per grafo ciò eh e si ottiene dal circuito sostituendo 
ciascun elemento con un segmento, come mos1rato in fig.I.10.1 b). 

Molto spesso il grafo viene orientato, nel-sefiSo che in o i suo 
ramo si assume assegnato u1J_v~rso. 1ale verso coincide usualmente con 
~ e-de a corrente che et:f.2~.Jl.~rris ondente ~µto e fornisce 
anche il verso osi ti vo della tensione se si su one di usare versi BO­

siti . coordinati rer le ue grandezze elettriche di ciascun elemento. 
çiò è mostrato in fi'g.T:ì O. 2 per Pesempio già considerato. 

0 f 
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a) b) 

Fig.l.10. 1 ·Grafo di un circuito. 

6 

A 2 B 

IIB]l B 
A e 

2 5 

' 3 4 

D 4 e D 
a) b) 

Fig. I. 10, 2 • Grafi ori emaci corrispondenti al circuito di fig .I. 10. l a) . 

Le proprietà del grafo che vengono usate nell'ambito delle leggi 
di Kirchhoff sono quelle topologiche, cioè quelle proprietà geometriche 
che non vengono alterate da una deformazione con tinua che trasformi la 
configurazione iniziale in un 'altra configurazione riferibile alla prima 
mediante una corrispondenza biunivoca. Un esempio di deformazione di 
questo tipo è quella che fa passare dal grafo orientato di fig. I. 10. 2 a) a 
quello di fig . I. 10. 2 b), ambedue corrispondenti al c ircuito di fig. I. 10. 1 a). 

~1 . ( · Nozioni topologiche fondamenta! i. 

"-
Le nozioni topologiche introdotte implicitamente fino a questo 

momento sono quelle di nodo e ramo, essendo il r~mo il .segmento_ che 
nel grafo corrisponde ad un elemento ael circuito ed i no o 1 punto del 

- --------- --
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rafo in cui sono attaccati due o iù rami. Le nozioni successive sono 
que e i ma ia e tagli , c e scaturiscono direttamente come ausilio al-

l e eggi di Kirchhoff. iifatti nel caso della prima legge di Kirchhoff si 
considera l'equilibrio delle correnti che attraversano una superficie fini­
ta chiusa ~ più recisamente_ u~linea finita chfo~a. supponendo di ràP.,.­
presen ta re il circuito su un piano .I Le linee chiuse che interessano so­
no ue e cnerntersecano ciascun elemento non più di una volta ed in 
corrispondenza ad un suo terminale . E' e vidente che a ciascuna di que­
ste linee chiuse corrispond e un insieme di rami del grafo,cioèquell i che 
rappresentano gli elementi toccati dalla linea stessa. Quesro insieme di 
rami rende il nome di «taglio». In particolare ~lsaso dei circuiti con­

_nessi, c10e ei circuiti ìiiCiil~ poss ibile andare con c·ontinuità da un 
nodo a quals1as1 al tro, 1 « tag 10 è un insieme clh·ami- tali clie la loro e­

. 1m~zione rende il grafo risultante non connesso *· In fig. I. 10. 3 viene 
mostrata una li nea chiusa ed il C"orrlsponaeni:e ta glio per il circuito con­
nesso di fig.I.10. L 

,,,..,---- ---------

D e 

\ 

I 
I 
I 
I 

_J 

6 

Fig.I. 10.3 • Esempio di caglio . 

A B 

{XJ 
D e 

Nel caso della seconda le e di Ki, hoff si considera nel circuito 
l'e uilibrio delle tensioni lungo una linea chiusa e finita Le inee c e 
interessano sono quelle c ne rntersecano li e ementi solo in corris on­
denza ai loro morsetti (a.;b'edue contemporaneamenté).E:' .evidente che a 
ciascuna di queste -li ri'ee corrisponde un lò.sieme di rami del grafo, cioè 
quelli che rappresentano gli elementi toccati dalla linea . Questo insi~ 
l],_e .Pi rami ~!;_ il nome di magfulJ In fig. I. 10. 4 viene mostrata una li­
nea chiusa e la corrispondente maglia per il circuito di fig.I.10.1. 

en ozi-oni ·eh ta tio e magli~sono fondamen tali per esprimere le 
leggi di Kirc off er un cucuiro Ciò risulta chiaro-con rifé~to agli 
esempiCili 1g.I.10.3eI.10.4. Nel primo caso, infattCT'equazione di e­
quilibrio relativa alla prima legge di Kirchhoff è: 
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(I. 10. 1) 

e nel secondo caso, relativamente alla seconda legge di Kirchhoff, è: 

(I. 10. 2) 

6 

.J_A 2 _ B 
A 

T7 / 
I 

I 
I 
I 
\ 
\ 

D ' ' 

Fig.l.10.4 ·Esempio di maglia. 

E' evidente che nel primo caso le correnti sono state considerate 
posi ti ve uscenti dalla linea chiusa e nel secondo caso il verso di per­
correnza della linea chiusa è stato quello orario. 

l.J(i - Albero e cc -albero. 

\. 

Nel paragrafo precedente abbiamo visto che dalle leggi di Kirch-
hoff consegue che le tensioni e le correnti possono essere suddivise in 
due gruppi, da considerarsi dipendenti l'uno dall'altro. E' evidente che 
ai fini della soluzione dei problemi di analisi interessa avere a di sposi­
zione metodi per individuare tali gruppi di variabili indipendenti . Questa 
individuazione è immediata se si fa uso delle nozioni topologiche di al­
bero e co-albero. 

'l/ 
V .. 4 • a) 

Z.15 
b) ~ 

Fig.l.10.5 ·a) Un albero del circuito di fi g . I.10. l; b) co- a lbero corrispon­
dente ali 'albero mo strato in a). 
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l 'al'Q_ero è un insieme connesso di rami che comprende tutti i no­
di del g;afo senz·a formare pe rcorsi chiusiJ In_!i .I.10. 5 ri ortiamo un e­
sempio Cfi a bero per il circuito di fig .I. lQ.J. 1Esistono per uno stesso 
circuito numerosi alberi. La determinazione del loro numero e delle loro 
configurazioni è possibile< 1 >; nel caso presente tale determinazione non 
verrà trattata in quanto non ver"ranno sviluppati i metodi di analisi esclu­
sivamente topo ogici èllelariC111e ono, l:iasatis ulla terza e quarta legge 
di ire off<-2>.- 11' · -- - -

Associata ~lla nozione di albero è quella di co-albero. Il co-al­
bero è l'insieme dei rami del grafo non appartenenti al! 'albero. 

E acile rendersi neo e e se sono i rami, N i nodi di un 
grafo connesso, allora - 1 .til ~me.!o de.i rami e 1 albero e quindi 

que o dei rami del Co-albero. Per vedereciò supponiamo di 
costruire l'albero con i rami del grafo. Prendiamo a questo scopo un pri­
mo ramo; esso implica la considerazione contemporanea di due nodi, 
cioè quelli tra cui esso è attaccato. Il secondo ramo da considerare de­
ve necessariamente essere uno di quelli attaccaci ad uno qualunque dei 
due nodi precedenti , in quanto per definizione l'albero è connesso. D'al­
tra parte tale ramo esiste in quanto per ipotesi anche il circuito è con­
nesso . Procedendo cosf, si potrà ogni volta inserire un nuovo ramo, in 
modo da conservare la connessione dell'insieme di rami che si sta co­
stituendo, aggiungendo sempre un nuovo nodo. Infatti ogni ramo aggiun­
to non può essere attaccato tra due nodi già facenti parei dell'insieme in 
questione, altrimenti cale aggiunta provocherebbe un percorso chiuso 
contro la definizione di albero. La costruzione prece dente termina quan­
do tutti i nodi del grafo sono stati inclusi. E' evidente che ogni ramo in­
serito ha implicato l'aggiunta di un nodo, ad eccezione del primo che ne 
ha implicati due. Qfilu.di_i l nu mero dei rami del! 'albero è 

L'aggiunta di un ramo qualsiasiaer co-alo_e_ro_a'""l~a-..-r-o-'provoca 
una maglia , come conseguenza della definizione di albero. Esistono per-

er u - N + 1 maglie di questo tipo, a cui si dà il 
no_me di magli e fondam entali as soc iate a a ero eri circuito i-

g ura I. IO. I e relati vamento ITT!*al!'ìèro di fig.I. ro. 5, le maglie fondamen­
tali sono quelle mostrate in fig. I. 10. 6. Per quanto detto un a maglia fon­
damentale contie n e uno ed un solo ramo del ca-albero ed ogni ramo del 
ca-alb ero compare in una ed un a so la maglia fondamentale. 

( 1) - Si veda ad esempio L. Weinberg, • Network analysis ançl synthesis >, Mc Graw - Hill 
Co. 1962, § 4.2. 

(2) - Si veda L. Weinberg, op. cit. Cap.IV. Si veda anche Percival,cThe solutionofpas­
sive electrical networks by means of mathemarical rrees >, Proc. I.E . E ., Voi. 100, Par­
te III , maggio 1953, p. 143. 

G.MARTIN ELLI - M.SAL ERNO: Fondamenti di Elettrotecnica 8 
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2 

V LJ, 
4 4 

Fig.l.10.6 ·Le maglie fondamentali associate all ' albero di fig.I.10.5 per 
il circuito di fig.I.10.1. 

1.10 

Togliendo un ramo dell'albero uesto viene suddiviso in due ar­
ti. Ciò implica che è possibile individuare. un tag 10 costituito a q~el 
7;;:mo dell'albero e da altri rami appartenenti solo al co-alber0 . Un taglio 
di questo tipo prende il nome di taglio fond améntale;\ èevidente che, as­
sociati ad un albero, si hanno ' N- 1 ta 1 fondamentali , cioè tanti quan-
ti sono i rami dell'albero. \ . 

n fig. I. 0.'7 s ono mostrati i tagli fondamentali del circuito di fi­
gura 1.10. 1 relativi all'albero di fig.1.10. 5. Per quanto detto un taglio 
fondamentale contiene uno ed un solo ramo ldz 'aT: ero e og1ii ramo el­
t'a eroc ompareìn uno ea un soto- taglio fondcunéiitale. 

2 2 

r~:~'-,,, 7, ' I ' ' I 
' 6 t 5 ' ' ' I 
~ ::::,i 

.; 4 

Fig.1.10.7 ·I tagli fondamentali associati all'albero di fig .I.10.5 per il 
circuito di fig.I.10 .1. Tratteggiati sono indicati i rami del cc-albero. 

E' facile constatare che le tensioni dei rami dell'albero costitui­
scono un insieme di tensioni indipendenti. Basta far vedere che: 

1) non esistQQQ.Jegami tra tali quantità; -2) le tep~ioni dei rami del co-albero sono esprimibili in funzione di es-
se. - - - - --- -- -

Il punto 1) è conseguenza della definizione di albero , che impli­
ca l'assenza di maglie. Il punto 2) si deduce seri vendo le equazioni di 
equilibrio delle tensioni per le maglie fondamentali. Infatti tali equazio­
ni contengono ciascuna una ed una sola tensione dei rami del co-albero 
e sono in numero uguale al numero di tali rami. 
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(I.10.3) 

P e r il circuito di fig. I. 10. 1 con l'albero di fi g. I. 10. 5, s1 ha: . ,.. 
Q - ·~ , I Q. )J. ".( L , 

}._ .,,, ~ ' - ·~-e 

Le correnti dei rami del co-albero costituiscono un insieme di 
correnti indipendenti .) Infatti non esistono legami tra tali quantità, poi­
Chè non vi uòès2~e~ l!n taglio ,costi tuiJQ ~olo dai rami del co - albero, 
essendo l'albero un insieme connesso di rami. Inoltre, le correnti dei ra­
mi dell'albero son;-dir; ttamente esprimibili in funzione di quelle delCO::" 
-3.!.Qero · come si deduce considerando lé equazioni di equi li brio dei tagli1 
fondamentali. Tali equazioni contengono una ed una sola delle correnti~ 
dei rami del! 'albero e so2.tl~ nume!? e:;attamente ugua e . al nume!"2. deti 
rami e ·1•atl5ero.- Per il circuito di fig.I.10.1 con l'albe ro di fig . 1. 10. S,/ 

il'.\ 

si a: S .-~ \ ...... :L 1, 
1 :"\t~o"' 

(I. 10.4) 
Cv.<' ''t 

,, . • cç cl - . ..., 

I tagli e le magli~ fond_amenç_ali re_la_9._y_e .~d un.o.....§ t~§~.9 al~ero go­
dono di al_:une .proprietà che mettiamo in_~videnza di ~eguit~. 

Proprietà 1.10.1· 4La maglia fondamentale relativa ad un ramo de l co·al­
bero comprende tutti e sol.i i rami dell 'afb_e.r.o i cui tagli fondamentali com-

prendono quel ramo • · .( ~1 

Per verificare questa proprietà consideriamo la ma I' li- fgndamen-
.l§l le relati&,ad un ramo del co-albero ck Siano al' a 2 , ~ .. , a

0
k ira­

mi dell'albero ch~J.ann~ arteJ!j ql!~sta,;maglial. Consideriamo quindi la 
linea chiusa che genera il tagli o fondamentale relativo a ciascuno di 
questi rami. La linea interseca il ramo dell'albero in questi one, penetra 
nell'interno della maglia fondamentale che si sta considerando, deve in­
tersecare_ p.!O!_r _u~c ire iLr.am.Q_ c k• i ~ g~a!:to non p~ò t?c.care gli altri ra­
.mi della maglia, che appart~ngono tutti ali 'albero.\ Ciò dimostra a pr.o­
pd,~tà. 

Proprietà 1.10 .2 • 4J I _ta lio_fo ndameot.al r-el-at,'V:.o- a .tLn r.amci.cklld:a lb.:t:.ro 
',comprende tu · sol i i ram i cf.!:J .... E.2.: . .0.!É.~-'-o le c uLmagLi-e-l.o.nc/,ame.nt_a.lLç on· 

1 
,p re n do fl_.Q._q_u_eL.CS!..!!1.E..!. . 

Per verificare questa proprietà consideriamo il tag lio fondamen­
tale rel a tivo ad un ramo dell'albero a .. Siano c ,, c ~e. i"rami del 

·- - . ·-- 1 --.. - ... 1 co-albero die fanno parte di ques to taglio. Consideriamo quin i la linea 
chiusa che genera la maglia fondament ale relativa a ciascuno di C),Uesti 
rami. Con riferimento a fig. I. 10. 8, si vede chiaramente che questa linea 
è cost ituita da una porzione coincidente con il ramo del co-albc:ro d'in-

I 
I 

(. I 

La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it)



Grafo di un circuito e sue propri età topologiche 

Fiji.I. 10.8 - T 1".glio fondamen­
tale relativo al ramo dell'al­
bero a . . 

1 

+l . 

e . 
nl 

1.10 

teresse, da una porzione di albero inclusa nella parte 1, da una porzio­
ne di albero inclusa nella parte 2, e necessariamente dal ramo a. in 

1 

quanto questo rappresenta l'unica parte di albero che collega le due par-
ti 1 e 2 di figura. Ciò dimostra la proprie tà. 

-~J>priet_C!._ _ •. __ ·! e Siano a i e ci rispettivament e un ramo dell 'albero 
!- del co-albero tali che il taglio fondamentale relativo ad ai comprenda 
ci, allora il segno de lla corrente di cj nell'equazione di equilibrio del 
t aglio fondamenta le relativo ad a. è opposto a quello della tensione di 

1 

ai nell'equazione di equilibrio della maglia fondamentale relativa a c .. 
Si suppone che le equazioni di equilibrio siano scritte in modo che fa 
grandezza elettrica del ramo a cui si rife riscono appaia con il segno po­
sitivo•. 

La verifica di questa proprietà è immediata se facciamo riferi­
mento a fig. I. 10. 8, supponendo che c. sia uno dei rami del co - albero 
che fanno parte del taglio fondamentafe relativo ad a r Infatti, se c . ed 
a . sono co cordi co e erso e 'andare d.alla .. parte...l al par.-t-e..2, a l.o­
ra la corrente di c. ha segno positivo ne Il 'equazione di equilibrio del 
Cagli;f~~fimental~ di a·;: ; Contemporaneamente, nel! 'equazione di e­
quiTiDno ella maglia fondamentale relativa a c . il segno della tensio-

1 
ne di a. è negativo, perchè percorrendo la linea chiusa di questa :na-' . glia nd senso' concorde con quello di ci s'incontra in senso oppostp il 
ve..r.s.u._çij_ a .. Un di scorso del tutto simile vale se i versi di c. ed a . so-

' no disco7dt': Ciò dimostra la proprietà . 
1 1 

Dalle proprietà precedenti scaturisce come conseguenza più im­
portante che, note le e uazioni di equilibrio relative ai tagli fondamen­
hli, ~i Bos.§onQ ~river-e dirwrunente quelle relati~ve<rl maglie oné:la­
- enrali e viceversa. Per vedere ciò, scriviamo le equazioni ·di equili­
brio~'7è ai tagli ed alle maglie fondamentali , come segue: 
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(l.10. 5) 

(I. 10. 6) 

• 

Grafo di un circuito e sue proprietà top ologiche 

· [I ] + [A] [I ] =O 
a e 

[V]+[B][V]=O 
e a 

61 

Tl 

11-
) 

-+ ' I J_ I 

in cui: 0 è il vettore la cui k-sima componente è la corrente del k­
-simo ram~ dell'albe.ro; f [V J j è l'analogosu ase tensioni; [I e-[v ] 
sono definiti in modo similrer il co-albero; [A] e [B] si ~ttengonco 
applicando direttamente le prime due leggi di irchhoff. Di conseguen­
za, queste matrici hanno come termini solo: + 1 0.ì 

'-" 
Come conse uenza delle prime due proprietà si deduce che se il 

. - ----~-- - --- - -- ~-----te rmtne a . . = O, allora b .. = O· analo amen te se a. . O, allora b .. F 
·1 

O Inoltre, 10 base alla terza proprietà, risulta che b .. =- a .. Ciodi-
mostra che : 

1
• 

11 

(I. 10. 7) 
I·-···--

J~J . ~~\ 
in cui t indica la trasposizione della matrice [A) . 

La (I.10. 7) può essere verificata direttamente sul circuito di fi­
gura I.10.1, relativamente all'albero di fig .1.10. 5. Infatti, dalla (1.10.4) 
si ha: 

(I. 10. 8) 

e dalla (I. 10. 3) 

(I. 10. 9) 

avendo scelto: 

[I ) 
8 

[ A ]~[-~ 

[B) [ -~ - 1 

[V ) = 
a 

o 
1 
1 

-~ -~ l 
o -1 

La proprietà espressa dalla (I. 10. 7) ha una conseguenza assai in­
teressante, cioè che «il sotto-spazio descritto dai vettori aventi come 
co mp on enti le tensioni dei rami di un grafo è ortogon aJ. e aJ. sotto-spazio 
descritto dai vettori aventi come componenti le relative correnti , prese 
con versi positivi coordinati>. Infatti ordinando i due vettori in questio­
ne in modo che: 

,- 1< 
1.: 

,.. 
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(I. 10. 10) [ [IJ] 
[IJ= [I] 

e 
[ 

[V ] l 
[V]= [Va] 

e 

si ha per il loro prodotto scalare: 

(I. 10. 11) [I)t[V]=[I ]t[V )+[I ]t[V ]=-[I ]t[A)t[V ]-
a a e e e . a 

- [I ]t[B][V ]=-[I ]t[A]t[V ]+[I ]t[A]t[V] =O 
e a e a e a 

l'ortogonalità dei due vettori sussiste anche se i due vettori si 
riferiscono a circuiti diversi, purchè aventi lo stesso grafo. 

1.10.3 ·Conseguenze topologiche delle leggi di Kirchhoff: principio del­
la conservazione della potenza e teorema di Tellegen. 

Il circuito ideale, senza perdita di generalità, può considerarsi 
costituito solo da elementi a due terminali. Usando la convenzione coor­
dinata per i versi postt~delle correnti, si ottiene che 
la potenza globalmente assorbita da esso è: 

R 

(I. 10. 12) P(t)= 2: vk(t)ik(t) 
k - l 

Poichè ogni scambio e trasformazione di energia è tenuta in con­
to nel circuito tramite i suoi elementi, la potenza P (t) deve essere i­
denticamente nulla affinchè i~ modello usato abbia significato e quindi 
soddisfi il fondamentale principio della conservazione della potenza. E' 
facile accertare che il modello usato, cioè il circuito ideale, è valido da 
questo punto di vista. Infatti richiedere l'annullarsi di P(t) equivale a 
richiedere che il vettore delle tensioni del circuito sia incondizionata­
mente ortogonale a quello delle correnti. Ciò è stato dimostrato con la 
(I. 10.11) alla fine del paragrafo precedente. D'altra parte è stato messo 
in evidenza che la suddetta ortogonalità trascende anche il singolo cir­
cuito, nel senso che è una conseguenza delle leggi di Kirchhoff relative 
al solo grafo. Come tale perciò può riferirsi anche a circuiti diversi, pur­
chè aventi lo stesso grafo. Questa semplice osservazione è il teorema di 
Tellegen, di fondamentale importanza nel calcolo dell'effetto delle va-

. riazioni del valore degli elementi e nel progetto automatico dei circuiti, 
come vedremo nel Cap. VIII. L'enunciato del teorema è il seguente: 

Teorema di Telleqen ·•Per due circuiti aventi uno stesso grafo orien· 
tato, risulta: 
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[/1]t[V2]=0 

[/2]t[V1]=0 

63 

[ avene/o indicato con [ / 1 J, [V 1 ] i vettori e/elle correnti e e/e/le tensioni 

\ ~ ~ei rami e/~/ p~imo circuito e con [ 12 ] e [V 2 ] gli analoghi vettori del 
~beconc/o circuito•. 

Esempio 1.1~.1 

Verificare la validità del teorema di Tellegen per i due circuiti di fig.l.10 . 9. 

4 + 
/t 2D 1D 

I 
I 
I 

+ 
5V 5[2 

2 1D 

6 

Circuito 1 

+ 

5 

+ 
.+ 

i0 , 5A 
I 
I 'ZOV 
I 

1, 5 t 4 5 

A 
5[2 

2 
6 

Circuito 2 

Flg.l . 10.9- Circuiti dell'esempio 1.10.1 
e relativo grafo. Tratteggiato v iene in­
dic a to il ramo coincidente con un circui­
to aperto . 

Determinando direttamente le tensioni e le correnti di questi due circuiti, s~ 

hanno i risultati seguenti (volt , ampère) 

ramo 1 ramo 2 ramo 3 ramo 4 ramo 5 ramo 6 

V i V i V i V i V i V i 

circuito l 5 (!_) 5 1 2 1 2 2 2 o 3 3 

circuito 2 25 -1,5 25 0, 5 20 0,5 20 o 20 0,5 5 1 

La prima delle (I.10 . 13) vale: 

- 100 + 25 + 20 + 40 + 15 =o 
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La seconda delle (I.10.13) vale : 

- 7' 5 + 2, 5 + 1 + 1 + 3 = o 

Dall'esame della figura si rileva che i due circuiti hanno elemen ti comple ta­

mente di versi. In particolare , può accadere che uno di essi non a bbia un ramo; in que­

sto caso si sopperisce alla sua mancanza mediante un circuito aperto. 

1.10.4 - Circu iti non con n essi. 

Il grafo di un circuito _p~ylJar~. non~c9n-!!!:.sso q~_.iLç ~r-
,...ç uito è costi tuito di du_e o più parti distinte. E ovvio che se queste par­

ti non si influenzano tra di loro- è el tutto arbitrario considerare l 'in­
s ie me come un circuito . Il caso che ha qualche interesse pratico è quel­
lo in cui le parti si influenzano per la presenza di elementi del tipo ge­
neratore controllato, tras formatore , ecc . con uno dei loro rami in una par­
te del circuito e l'altro ramo in una parte differente, come mostrato in fi­
gura 1.10.10. La trattazione del grafo del circuito in questo caso è del 

Fig.l.10. 10 - C ircuit o costituito da due parti s eparate. 

tutto simile a quanto fatto nel caso connesso; vale a dire l'albero è co­
stituito dall'ins ieme di tanti a lberi qu an te sono le parti separate. Gli in­
siemi indipendenti di grandezze elettriche sono quindi deducibili nella 
stessa maniera. Unica osservazione da tenere presente è che cambia il 
numero delle variabili indipendenti in relazione al numero dei rami e dei 
nodi del circuito. Infatti se Rk ed Nk è il numero dei rami e dei nodi 
della k-s ima parte, per essa, e ssendo connessa, sappiamo che l'albero 
ha Nk - 1 rami e d il co-albero Rk - Nlc + 1. Perciò l'alberodell ' inte­
ro c ircuito , se P sono le parti separate che lo costituiscono, ha un nu­
mero di rami uguale a: 

p 

(I. 10. 14) 2: (N 1c - 1) = N - P 
I::= l 
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I. 10 Grafo di un ci rcuito e sue proprietà topolo~i che 65 

ed il co-albero complessivo del circuito ha quindi un numero di rami: 

(I. 10.15) (R'-~- _+ ~ij 
Il numero delle tensioni indipendenti del · circuito con P parti è 

perciò dato dalla (I.10.14) e quello delle correnti indipendenti dalla 
(I. 10. 15). 

1.11 - Rappresentazione di un circuito sul calcolatore. 

L'impiego del calcolatore numerico per l'anal isi dei circurn ri­
c hiede che allo stesso siano forniti i dati sufficienti a caratterizzare il 
circuito. Da quanto detto nei paragrafi precedenti è facile dedurre che 
un qualsiasi circuito reale può essere rappresentato mediante la c onnes­
sione di pochi elementi ideali ; in particolare, ad esempio, il resistore, 
il condensatore ed il nullore. Tuttavia, dal punto di vista pratico, risul­
ta spesso conveniente prevedere sovrabbondante l'insieme degli elemen­
ti ideali da usare e quindi non limitarsi ad un insieme minimo , come il 
precedente. 

L'insieme che considereremo di seguito è costituito dal resisto­
re, condensatore, induttore, transammettenza, nullore e generatori indi­
pendenti . Gli altri elementi ideali introdotti possono essere rappresenta­
ti mediante circuiti opportuni , costituiti da questi elementi, come in par­
te è stato messo in evidenza nei paragrafi precedenti . Di conseguenza , 
assegnato un circuito questo dovrà essere preventivamente trasformato 
in modo da contenere solo gli elementi ideali previsti. E'necessario pre­
cisare, tuttavia, che tale limitazione può essere facilmente rimossa, am­
pliando l'insieme degli elementi ideali previsti , se ciò fa comodo. 

I dati da fornire al calcolatore sono di due tipi: quelli che ri guar­
dano il grafo e quelli che riguardano gli elementi. Sviluppando numeri­
camente il solo metodo di analisi su base nodi che vedremo nel Cap. II , 
i dati riguardanti il grafo so no impliciti nei secondi. E' sufficiente infat­
ti numerare preventivamente i nodi del circuito che si sta considerando, 
avendo cura di scegliere quello di riferimento per il metodo di anali s i su 
base nodi come l'ultimo. Quindi si fornisce al calcolatore , oltre a l num e­
ro dei nodi, il numero degli e lementi dei sei tipi previsti presenti nel 
circuito. Per ciascuna categoria di elementi a due terminali occorre for­
nire per ogni componente il valore del parametro che lo caratterizza ed 
i nodi a cui sono attaccati i suoi morsetti. Per i generatori indipendenti 
occorre precisare anche i 'orientazione della grandezza el e ttrica impres­
sa. 

G.MA RTINELLI·M.SALERNO: Fondamenti di Elettrotecnica 9 
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Tabella 1.11.1 ·Vettori util izzati per rappresc.ntare nel calcolatore gli 
elementi di un circuito. 

Elemento Simbolo Definizione dei Ordine dei vettori Numero di 
vetrari veneri 

I 

"1e mie 
R (K) =rie NR 

Resistore ~ Nl(K) = "1e 
(numero dei resi-

3 steri presenti) 
r le 

N2(K) =mie 

"1e mie 
ZQ(K) = Cle NQ 

Conden- o Il o NQl(K) = nle (numero dei con- 3 satore dens a tori presenti) 
c1e NQ2(K) =mie 

"1e mie 
ZL(K) = Lle NL 

Indunore ~ NLl(K) = nle (numero degli in- 3 

Lle 
d uttori presenti) 

NL2(K) = mie 

Generato- "1e 
ele 

mie 
T(K) = ele NT 

indi- + e re o o NTl(K) = nle (numero dei s,enera· 3 
pendente tori indipen ent i di 
d i tensia-

"1e = morsetto positivo NT2(K) = mie tensione pre s enti) 
ne 

Generato-
i le C(K) =i le NC 

"1e mie 
re indi- o (D o NCl(K) = "1e 

(numero dei genera-
3 

pendente cori indipendenti di 
di cor- = morsetto su cui pun- NC2(K) =mie 

correo te presenti) 
rente "1e 

ca la corrente 

CT(K) = gle NCT 
(k) m(k) 

ml r------, 2 NCTl(K) = m (le) (numero dell e cran-

<>--r l sammetten:ze pre-

Transam- ,+ + I 

NCT2(K) = n (lt) 
s e nti) 

I V g V I 5 meccenza (le l I ~ le I (I<) 
l 

0 1 1 - 1°2 NCT3(K) = m(le) 
<>-t _____ _J 2 

m\lt) =morsetto positivo del 
NCT4(K) = n (lt) 

2 
ramo di controllo 

n~le) =morsetto su cui pun-
ca lacorrente del ge-
nera tor e 

NNl(K) = m (lt) 
l NN 

'"] [m\kl NN2(K) = n (lt) (numero dei null o-ml ri presenti) 
Nullori 

l 4 

NN3(K) = m (lt) 

I 
2 

(le) (lt) 
NN4(K) = n (lt) nl n2 

2 

La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it)



f. 11 Rappresentazione di un circuito sul calcolatore 67 

Nel caso della transammettenza oltre al valore della transcon­
duttanza occorre fornire i quattro nodi a c · _sono..rutac ati i morsetti-del-

. ,! 'elemento, r.rectsafì1i ent.azioni . Nella tab. I. 11. l vengono eleP..ca-
ti i vettori utilizzati per rappresentare i vari elementi, precisando il lo­
ro ordine ed il numero necessario er la ra resentazione com 1 ta. Nel 
caso dei gene a on n ipen enti{e~ .. ed ik sono o numeri reali ·nel ca­
so dell'analisi in continua, o nu;n- ri complessi nel caso dell'analisi in 
regime sinusoidale o funzioni note del tempo. 

L'utilizzazione della tabella è di per se stessa chiara , come ri­

sulta evidente dal seguente esempio( 1>. 

Esempio 1.11.1 

Determinare i dati di ingresso del circuito di fig.l . 11.1, rappresentC11te un am­

~ fi catore di ten si on e per bes sa fre !l.:!enza impiegante dye trans isto ri AC 12~_.llCCQPJ!j a: 

ti a resistenza e capacità e colleg a ti con emettitore comune( 2)J 

+vcc 

Rcl R' 
l Rc2 

ca2 ca3 

+ 
V R' RL 

s 2 
R e l ce l Re 2 ce2 

Fig.l.11.1 - Amplificatore con due BJT ad emettitore comune in cascata. 

I transistori so no già st ati considerati nel ~I 9. 1 per condizioni diverse di po­

larizzaz ione; infatti nel caso presente, supponendo i seguenti valori dei compon enti: 

(1) - Occorre ricordare che ,. oltre ai dati dell'esempio LII.1, al calcolatore vanno forni­
ti altri dati riguardanti quello che interessa ottenere, come vedremo successivamente. 

(2) - L'amplificatore è dimensionato nell'eserq>io 9 . 31 del Vol.2 . di M. Gasparini e D. 
Mirri , op . cit. 
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68 Rappresentazione di un circuito sul calcolatore I. 11 

R e l =R e2 = 330 .o Ca 1 = 90 µ F 

R 
e l =R c2 = 2 k .o ca2 20 µ F 

cel 300 µ F ca3 16,5 µ F 

ce2 150 µF 

R 1 ed R 2 tali che il parallelo valga 1, 7 k.O 

·1 

RL = 1 k .\2 

R 5 =O 

V 5 = 1 V 

1.1 

, 
r 

' I 

\ 

e per un a tensione di alimentazione V ce--= 9 V, si ha per il transistore IC = 3 mA 

V C B = 2 V , a cui corrisponde un c ir~ uito equivale nte in bassa frequenza caratterizza­

to con buona appross imazion e da: 

h . = 800 .o 
ie 

'V 

h - h - o re oe h = 47 fe 

e rappresentato come specificato in fi g . I.11 . 2, dove ndo usare transammettenze. Il ctr­

cuico ·fi nale, dopo la sostituzione dei circuiti equivalen ti dei transistori è quello mo­

strato in fig.I.11.3. L'individuazione dei dati da fornire a l calcolatore richie de la nume­

razione preventiva dei nodi, scegli en do per ultimo quello che s'intende prendere come 

riferimento. La numerazione è riportata in fig.1.11.3. Facendo riferimento ad essa, i da­

t i da forni re al calco! atore sono: 
i 1 base 

Col lettore 

Fig.l.11.2- Circuito equi­
valente dei tra nsistori di 
fig .I.1 1. 1. 

I 
' 

·.:, i soo Q f j0 ,05875 . , : ~ 
Emettitore 

90 2 20 
7 

16, 5 
4 5 

0,8 i 0,05875 v 1 
0, 8 io ,05875v 2 

+ 
1, 7 2 2 

O, 33 300 0, 33 150 

9 

Fig.l . 11.3 - Circuito finale dell'esempio I.11 . 1. Le resistenze sono espresse 
in k D e le capacità in µF. 

ND = numero dei nodi = 9 

NR = 9 NL =O NQ 5 NCT 2 NC =O NT NN =O 

8 

7) 
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I. 11 Rappresentazione di un circuito sul calcolatore 

T = 1 NTl = 1 NT2 = 9 

1, 7 2 9 
0,8 2 3 
0,33 3 9 · 

[ ·~'] ;NQI=rn NQ2 =rn 
2,0 4 9 300,0 

R = 1, 7 Nl 5 N2 = 9 ZQ = 20,0 
0,8 5 6 150,0 

0,33 6 9 16, 5 

2,0 7 9 
1,0 8 9 

[58,75 ] 
NCTl = [ ~ J NCT2 = [~] NCT3 = [ ~ ] ; NCT4 = [:J CT = 

58, 75 

Ulteriori dati da forn ire al calcolatore sono le unità di misura delle resisten­

ze (k D), delle capacità (µ.F) e delle cransconduttanze (mA/ V). 

l!Jll· Riferimenti bibliografici. 

Gli argomenti sviluppati nel presente capitolo sono trattati con 
maggiore o minore dettaglio nella maggior parte dei testi riguardanti i cir­
cuiti. Non è stato fatto alcun cenno ai circuiti non-lineari, per ragioni di 
spazio. Per questa ragione citiamo alcuni testi ed articoli che possono 
essere di guida a chi avesse necessità di conoscere questo importante 
argomento. In particolare, una trattazione introduttiva, ben coordinata con 
gli argomenti del presente capitolo, può essere trovata in C.A. Desoer, 
E. S. Kuh, « Basic circuit theory », Mc Graw-Hill, 1969. Dettagli sui vari 
tipi di elementi non-lineari sono riportati in L. O. Chua, « Introduction to 
non-linear network theory » Mc Graw-Hill, 1969. In questo testo sono ri­
portate anche le proprietà dei circuiti non-lineari; maggiori dettagl i su 
questo punto sono tuttavia reperibili in: A. Wilson: «Some aspects of the 
theory of non-linearnetworks », Proc . IEEE, agosto 1973, pp. 1092- 1113. 
Per quanto riguarda la soluzione numerica del problema dell'analisi dei 
circuiti non-lineari, particolarmente interessante si presenta l'approccio 
che consiste nel considerare i componenti con caratteristiche lineari a 
tratti . Ciò implica in particolare che l'unico elemento non lineare da in­
trodurre accanto a quelli già visti è il diodo ideale. Un metodo tipico ba­
sato su questo approccio è quell o descritto in : F. Blasi, G . Martinelli, 
«Simplex approach to the analysis of piecewise-linear networks consi· 
sting of transistors, resistors, diodes and independent sources », Alta 
Frequenza, agosto 1976, pp. 494- 506. 

* 
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CAPITOLO Il 

PRESE NZA · DI 

J,EMP_O 

11.1 · Il problema dell'analisi. 

L'analisi di un circuito elettrico consiste nella determinazione 
.9,el suo comeorta!Dento quando sono noce le sue caracceriscic e c1oe il 
ci~~d )1 y_alore dei componentLpre2_~t1 eèl il inoelo in cui sono intercon­
~ e le solleci azioni ~ c.'!i ~ sottoposto (cioè l 'anaamenco nel tem­
po delle eccitazioni presenti). E evidente che la complessità dei metodi 
da usare per analizzare un circuito elettrico dipende dal ci o dei com o­
nenti presenti e_d 11 'andamenco nel tem o _Mle funzioni di eccitazione. 
Una classe molto sem lice di metodi è quella relativa ai circuiti conte­
nenti componenti lineari caratteriz~ati da- una - r~l;rione costitutiva in 
~ui no~ aiono le am1 1 e ro- i fe enz1a i ;pér questi circui ti il va ­
lore assunto da ciascuna grandezza elettrica in un certo istante di tem­
po non dipende dai valori assunti in altri istanti. In cale caso il circui­

_to viene detto .l: enza memoria e la trattazione può essere limitata, sen­
za perdita di generafi tà, ad eccitazioni costanti nel tempo. 

I circuiti senza memoria, pur corrispondendo a strutture fisiche 
di scarsa importanza pratica, rivestono una grande importanza teorica in 
quanto ad essi è possibile ricondurre la maggior parte degli altri circui­
ti che interessano in pratica. Per questa ragione il presence capitolo 
verrà dedicato esclusivamente all'analisi di questi circuiti nell'ipotesi 
di eccitazioni costanti nel tempo. 

La soluzione del problema dell'analisi rich iede l'individuazione 
di tutte le grandezze elettriche presenti, utilizzando a questo scopo sia 
le relazioni costitutive dei componenti sia le equazioni di equilibrio as­
sociate alle leggi di Kirchhoff. L'utilizzazione razionale delle leggi di 
Kirchhoff richiede l'impiego delle nozioni topologiche svi luppate nel 
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§ I.10. Infatti, se non si ricorresse a cali nozioni e si scrivessero le e­
quazioni di equilibrio senza un piano organizzato, si rischierebbe: 

1) di arri var!!-ad un sistema di e uazioni risolventi non valido, cioè ta-
~ - - --- - -

le da non amm~sQluzio_ne; , 

2) di considerare un numero di incognite eccessivamente grande rispetto 
alla-cOmp~ità dtl_cir~..Aa analiz~ar~ 

I vari metodi di analisi differiscono per il modo in cui vengono 
scelte le i co · e (dette variabili ausiliarie) e vengono scritte le equa­
z10ni rneari del · · te. Nel presente capitolo la trattazio­
ne verrà limitata ai metodi più noti , importanti di per sé stessi ed in o­
gni caso propedeutici ai metodi più complessi richiesti nel caso dei cir­
cuiti di grandi dimensioni e speciali. Verranno considerati inizialmente 
circuiti contenenti solo componenti a due terminali e quindi si passerà 
al caso più generale. 

Analisi su base maglie di circuiti contenenti resistori e ge· 
neratori indipendenti. 

ife] 1·[A] l):J =O 
Come messo in evidenza nel § I.10, le~orrenti dei rami di un co/ 1 

-a9 costttuiscono un insieme di quantità tra loro indipi.nd .. e.n..t" e cale 
da permettere l'individuazione dell;'cor e i a . ami .rimanenc· tramfre 
I:a-fHt>:47_ a e insieme si presta ad essere scelto direttamente come 
1 insieme -~Ile in_ç ognite,~qu ando è po~sibile dedurre 1a tensione ?_~ 
,corrente per ciascun c~m ~~te del circuito in esame.) uesco è il ca­
so dei c ircuiti costituiti da re s istori e eneratornndi endenti di censio-

II. 2.1 e II.2.2. Nel caso invece che sia-
1'i---'-~~~-=-~-=-~~~~~_,.:~-=-~-.,.~-:-~ 

in cui siano presenti generatori indipendenti solo di ten-

Il metodo di analisi su base maglie, nel caso dei circuiti costi­
tuiti da resistori e generatori indi endenti solo di tensione si basa sul­
a sce ta e e correnti ei rami diu n- co-a ero come incognite . Lee­

quazioni e sistema riso vente si ottengo-no scn ven o e equazioni di 
equilibrio delle tensioni per le maglie fondamenta li associate a 

Lfc]+[B] [1/11] 
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scelto. Tale insieme di equazioni è valido in quanto, come vedremo di 
seguito: 

· · · · ' • · . CQ;c~ .. :t · JtQ E\1,W..:lo)w a) il numero di equazioni e pan al numero delle incognite; R- '.p 
b) le equazioni sono indi endenti tra loro; lv~~ 1.1: ~ ;{;;.~ ~ ~ ~C 

>t_o,..__:, eW eo~ I 
e) le uniche incognite presenti sono le variabili ausiliarie scelte, cioè 
le correnti dei rami del co-albero. 

Il punto a) è conseguenza del fatto che il numero delle equazio­
ni coincide con il numero delle maglie fondamentali e quindi , come mes­
so in e videnza nel § I.10, con il numero dei rami del co-albero . Tale nu­
mero è un indice della complessità del sistema risolvente ed è dato per 
un circ ui to cos tituito da R rami, N nodi e P parti separate dalla (I. 10. 15), 
cioè: 

(II . 2.1) N =R-N+P 
e 

Il punto b) consegue dall'osservazione che ciascuna equazione 
esprime l'equilibrio delle tensioni di U_!!_a m_ag!i_a (9n~ntale . Poichè 
in ogni maglia fondamentale è presente un ramo del co-albero non pre­
sente nelle altre, ne cleri va che ciascuna equazione contiene dei termi­
ni sicuramente non presenti nelle altre . ·Ciò è sufficiente a garantire la 
!.o.e.a-in.dipendenza . Infine il punto c) è conseguenza del fatto che ciascu­
na tensione facente parte di un 'equazione di equi li brio coincide o con 
un termine noto (se il ramo corrispondente è un generatore di tensione) 
oppure con una combinazione lineare delle variabili ausiliarie con coef­
ficienti noti . Per dimostrare ciò introduciamo le seguenti matrici : 

[RJ ' mwice diagonale di o<dine pa<i al numern dei mmi del co-albg 
ro. Ciascun elemento corrisponde ad un ramo del co-albero nel 
seguente modo: ad un resistore corrisponde la relativa resisten­
za; ad un generatore di tensione corrisponde il valore zero; 

[R
8
]: matrice diagonale definita come la [RJ, ma per 1 rami dell'al­

bero; 

[V ] : 
1c 

vettore colonna di ordine pari al numero dei rami del co-albero. 
Ciascun elemento corrisponde ad un ramo del co-albero nel se­
guente modo: ad un resistore corrisponde il valore zero; ad un 
generatore di tensione corrisponde il valore della relati va ten­
sione impressa. 

[V ] : vettore colonna definito come il vetto re [V.. ] , ma per rami 
ga gc 

de 11 'albero . 
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Utilizzando le matrici precedenti e le relazioni costitutive, otte­
niamo le seguenti espressioni per le tensioni dei componenti: --, 
(II.2.2) rami del co-albero [V ] [R ] [I ] +[V ] 

e e e ~ 

(II. 2. 3) rami dell'albero [V ] 
a 

[R ] [I ] + [V ] 
a a ga 

La (II. 2. 3) diviene, tenendo conto della (I.10 . 5): 

"" 
(II.2.4) [V ] =- [R ] [A] [I ] +[V ] 

a a e ea 

L'esame delle (II. 2. 2) e (II. 2.4) dimostra il punto c). 
Quanto detto è sufficiente per enunciare il seguente procedimen-

co di anal1si : --- - ------ -

Primo procedimen-;:- di-:~: lisi su base maglieJ - - _ ----
(Valido per circuiti contenenti so lo re s G [.;;i e g-;;;-~ori indipendenti di ten sione) 

1) Scegliere ~ alb~ sul_gr~fo orientato del circuito.I 

2) Prendere come v_ariabili ausiliarie le corrf'.._nti dei rami _ d:.!_.k o-alb<:Eol 
:on le ris ettive orientazioni \ 

3) Scrivere le equazio ni di eggjlibrio dell~ _!ensioni per~ maglie fonda­
mentali associate all'albero scelto. / 

4) Esprimere le tensioni dei..r.amue_sistiYi in J un ?;iQ_ne delle correnti dei 
rami del ca-albero, facendo uso delle resistenze dei rami; assegnare al­
i.e tensioni- dei rami c ont ;ne nti ~ne ratoi=T di t ensf o;;;;-ilvai-;;-re im osto 
~e7'atori. E ~e sottolineare che le resistenze dei rami resistiv i 
ed i valori delle tensio;I' dei g~tor~o uantità note.1 

5) ~ostitui re le espressioni ottenute nel punto 4) nelle e ua io · di e-
_guili rio o te.-ne.Lp.1u1.tQ.-3j. Il sistema risultante deve ~ come 
quantità incognite solo le variabili ausiliarie [I e) .J 

6) Risolvere il sistema ottenuto al punto 5) e determinare le correnti 
[I c ] . 

7) Determinare le altre grandezze elettriche del circuito< 1 >. In partico­
lare, le altre correnti del circuito si ottengono mediante la (I. 10. 5) e le 
tensioni mediante le relazioni costitutive dei componenti. 

( 1) - In molti casi non sono richieste tutte le grandezze elettriche del circuito , ma solo 
qualche tensione o qualche corrente . In tal caso il punto 7) viene sviluppato solo par­
zialmente. 

G.MARTINELLI -M.SAL ERNO: Fondamenti di Elettrotecnica 10 
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Esempio 11.2.1 

Applicare passo per posso il p rimo procedimento di analisi su base moglie ol 

circuito mostrato in fig . 11.2. l. 

Fig.ll.2.1 • Circuito .considerato nello 
esempio II. 2.1. I valori dei componen· 
ti sono: 

R 1 =O,5 

E = I 
lii 

R 2 =R 4 =R 5 =I 

(D. ' V) . 
@ 

Passi 1 e 2 : Disegnato i l grafo orientato del circuito, scegliamo l'albero indicato in 

fig . II . 2. 2 b). Le variabili ausi l iarie sono le correnti i 1 e i 3 . 

4 2 4 

6 6 

5 
a) @ b) @ 

Fig.11.2.2 ·a) Grafo orientato del circ uito mostrato in fig . II.2.1; b) albe· 
ro scelto. 

Posso 3 : Le equazioni di equilibrio delle tensioni delle maglie fondamentali (che si ot­

tengono aggiungendo i rami I e 3) sono: 

ramo 1 

ramo 3 

vl - v2-v4-v5-v6 

v 3 -v 4 - v
5

- v 6 =O 

o 

Passo 4 : Esprimiamo le tensioni dei rami del circuito in funzione delle correnti dei ra­

mi del cc-albero i 1 e i 3 e de ll e grandezze note: resistenze dei rami resistivi e tensio­

ni dei generatori di ten sione. Si h a: 

v1=R1i1 v, R 4 (i 1 +i 3) 

v2= · R2i1 V5 Rs(i1+i3) 

v3=R3i3 v6 E 
Il 

Posso 5 : Sostituendo le espressioni de lle tensioni trovare nel passo 4 nelle equazioni 

di equilibrio scritte nel passo 3 si ha: 
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Sostituendo i valori numerici indicati in fig .II.2 .1, si ottiene : 

Posso 6 : Risolvendo il sistema ottenuto nel passo 5, si ottengono i seguenti valor i del­

le variabili ausili arie: 

2 
i=­

l 25 

9 
i=-

3 25 
(A) 

Posso 7 : Le correnti dei rami dell' a lbero si ottengono mediante le seguent i relazioni: 

i 5 =-i 1-i 3 =-11/25 

i6=-i1-i3=-ll/25 
(A) 

Le tensioni dei rami resistivi si ottengono moltiplicando le correnti per le re­

lative resistenze: 

v 1 =R 1i 1 =1 / 25 

v 2 =R 2 i 2 =-2 / 25 

v 3 =R 3 i 3 =3 / 25 

v 4 =R 4 i 4 =-11/25 

v 5 =R 5 i 5 =-ll /25 (V) 

11 ,-2 .2 - Correnti fittizie di maglia e loro uso nell'analisi su base maglie 
I dei circuiti costituiti da resistori e generatori indipendenti di 

tensione. 

Il procedimento di analisi su base maglie visto nel § II. 2. 1 può 
essere notevolmente semplificato, se si esamina ed interpreta opportu­
name nte il sistema risolvente nella sua forma finale. Facciamo c i ò ini­
zialme_!lte per il cir~~to consider~to nell.'..esempio_J I. 2.1. Vediamo che 
per la maglia fondamentale associata_al ramo~ (!l1agJ,: "'- l'equazione 
risolvente relativa è (p~so 5): 

(II. 2. 5) (R l + R 2 + R 4 + R 5) i 1 + (R 4 + R 5) i 3 = E I 

Dall'esame dellaJ!l.1,_5) si può dedurre che le tensioni presenti 
nella maglia 1 sono dovute: 1) alla corrente del ramo 1, che circola in 
tutti i resistori facenti parte della maglia 1; 2) alla corrente del ramo 3 
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che circola nei resistori facenti parte contemporaneamente della maglia 
1 e della maglia 2 (maglia associata al ramo 3). Queste tensioni sono di 
segno uguale tra loro ed opposto a quello della tensione del generatore 
presente nella maglia 1. I risultati di questo esame possono essere in­
terpretati nel senso che l'equazione (II.2. 5) è «come se asse dovuta al­
la presenza nella maglia 1 di una corrente fittizia coincidente -~là 
corrente i 1 del ramo 1 e nella maglia 2 di una corrente fittizia coinci­
dente con la corrente i 3 del ramo 3 ». E' facile c ontrollare che anche la 
equazione risolvente associata alla maglia 2 è in accordo con tale inter­
pretazione. 

Passiamo ora a considerare il caso generale . A questo scopo so­
stituiamo nelle equazioni di equi li brio (I. 10. 6) l'espressione di [ B] da­
ta dalla (I.10. 7) e le espressioni delle tensioni dei rami del circuito for­
nite dalle (II . 2. 2) e (II. 2. 4). Si ottiene: 

(II. 2. 6) [R] [I ]+[V ]+[A]t[R] [A][I ]-[A]t[V] =0 
e e gc a e ga 

Mettendo in evidenza [I e] e portando a secondo membro i termi­
ni noti, si ha: 

(II. 2. 7) {[R ]+[A]t[R ][A]}[I ]=-[V ]+[A]1 [V] 
e a e gc ia 

Detta [ R M] la matrice dei coefficienti e [V M] il vettore dei ter­
mini noti del sistema (II. 2. 7), si ottiene il sistema risol ven ce nella sua 
forma finale: 

(II. 2. 8) 

In base a quanto detto nel § I. 10 si deduce dalla (II. 2. 7) che: 

1) il termine (k, k) della matrice [ R M] coincide con la somma delle re­
sistenze dei rami resistivi che fanno parte della maglia fondamentale k­
-es1ma; 

2) il termine (k, j) della matrice [R M] coincide con la somma algebrica 
delle resistenze dei rami resistivi che fanno parte contemporaneamente 
della maglia fondamentale k-sima e j-sima. Tali resistenze vanno consi­
derate con il segno positivo se i versi di percorrenza delle maglie, sta­
biliti dalle correnti dei relativi rami del co-albero, sono concordi; nega­
tivo in caso contrario. 

Le deduzioni precedenti giustificano in generale la noz10ne di 
correnti fittizie di maglia. 

È opportuno discutere in qualche dettaglio le implicazioni della nuo va nozio­

ne introdotta. Ciò viene fatto in fig .II . 2. 3. In tale figura vie ne mostrato il grafo orien-
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tata di un circuito nel qu ale i rami de ll 'albero sono indicati con tratto continuo, mentre 

que l li del co-al bere con linee tratte ggiate. Le tre maglie individuate dai ram i del c c-al­

bero s ono formate dai rami (1 , 4, 5, 6) per la maglia I, dai rami (2, 5, 7) per la maglia 2, 

dai rami (3, 6, 7) per la maglia 3; si può a llora pe nsare che le suddette maglie siano per­

corse da tre corren ti im 1, im 2, im 3 . Tali correnti non coincidono con le correnti di ra­

mo, salvo che per i rami del ca-albero; infatti ne l ramo I scorre solo la corrente im 1, 

nel ramo 2 so lo la corrente im 2 e nel ramo 3 sol o la corrente im
3

• Per cale motivo i 

versi delle co rr enti di maglia s ono stati scelti concordi con quelli dei rami del cc-albe­

ro. D' a ltr a parte le correnti dei rami de l! ' a lbero si possono considerare c ome dovuti al­

la sovrapposizione delle corren t i delle magi ie che cont en gono tali rami. Ad esempio per 

il ramo 6 del grafo di fig.II.2.3 si h a: 

(II .2 .9) 

------Inoltre l'equil i brio delle tensioni in una maglia si ottie ne immediatamente e-

splicicando le cadute di cens ione sui ra mi re sistivi in funzione delle correnti di maglia. 

Ad esempio per la maglia I del grafo di fi g.II. 2 .3, ne ll'ipotesi che i ram i 1, 5, 6 siano 

resistivi e che il ramo 4 s ia un generatore di cens10ne V g con morse eco p osi rivo tale 

che im 1 sia usc ente da es so, si h a : 

(II.2 .10) 

/ 
/ 

---

---

5 

...__ -- -
1 

6 
I 

I 

I 

I 
I 

, 3 

Fig.11.2.3 - Grafo orientato in cui sono messe in ev idenza le corren ti fit­
ti zie di maglia. 

Quanto detto permette di giustificare il seguente procedimento 
semplificato di analisi su base maglie, eseguibile semplicemente per i­
spezione vis iva del circuito da analizzare . 

( Secondo proc.e.dimento- i:::tìn:a:lil" ~~~r~:\ 
(Valido pe r circui ti conte nen ti solo resistori e ge nerator i indipen denti di tensione) 

1) Scegliere un albero sul grafo orientato del circuito< 11. 

( 1) - La scelta dell'albero è arbitraria. Si ottiene, tutta vi a, una not evole economia di 
termini ne lle equazioni risolventi se lo s i sceglie in modo che le maglie s i sovrappon­
gano il meno possibi le . 
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2) Prendere come variabili ausiliarie le correnti di maglia, che risulta­
no uguali a quelle dei rami del co-albero con le rispettive orientazioni. 

3) Scrivere il sistema risolvente determinando la matrice dei coefficien­
ti ed il vettore .9~L termini noti nel modo seguente: 

a) il termine (k , k) della matrice dei coefficienti coincide con la somma 
delle resistenze Clei rami resisti vi della maglia k-sima < 1 1; 
b) il termine (k , i) della matrice dei coefficienti coincide con la somma 
algebrica delle resistenze dei rami resistivi comuni alle maglie k ed i. 
Il segno da mettere dinanzi a ciascuna di queste resistenze è positivo 
o negativo a seconda che su quel ramo le correnti delle maglie k ed 
siano concordi ovvero discordi< 1 l; 

e) la componente k-sima del vettore dei termini noti è uguale alla som­
ma algebrica delle tensioni dei generatori di tensione presenti nella ma­
glia k-sima. Il segno con cui considerare ciascuna di queste tensioni è 
positivo o negativo a seconda che la corrente della maglia k-sima esca 
ovvero entri dal morsetto positivo del generatore ::onsiderato. 

4) Risolvere il sistema ottenuto al punto 3) e determinare le correnti di 
maglia. 

5) Determinare le altre correnti e tensioni del circuito. 

Osservazione 11.2.1 

Dall'esame della matrice dei coefficienti [RM), quale risulta dalla ( II . 2.7), 

si deduce che essa è s immetrica. Infatti si ottiene che: 

(II.2.11) [RM]t = [R Jt + { [A)t [R ) [A) }t = [R ) + [A] 1 [R ) [A) = [RM) 
e a e a 

Di ta le risultaro , che riassumiamo di seguito sotto form a di una proprietà dei 

circuiti, va tenuto conto per introdurre semplificazioni nel procedimento di analisi pre­

cedente. 

Proprietà 11.2 .1 - ~ La matrice dei coefficienti del sistema di eqvazioni 
risolventi si.I base maglie per circviti contenent i resi stori e generatori di 
tensione è simmetrica. 

( 1) - Per il modo in cui è sr:ito ottenuto l'elemento (k, k) della matrice dei coe fficienti 
vie ne anc he detro re s i s tenza totale dell a maglia k-sima, mentre l'elemento (k, i) viene 
detto resistenza mutua tra le maglie k-si ma e d i-sima . 
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Esempio 11.2.2 

Applicare il secondo procedimento di onalisi su base maglie al circuito d i fi­

gura 11.2.4, sviluppando in dettaglio i singoli passi. 

Fig .11.2 • .C - Circuito considerato 
nell'esempio 11.2.2. I valori dei <I 
componenti sono: 

E =2(0 ,V) 
I 

+ 

@ 

Passi le 2: Scegliamo l'albero indicato a tratto pieno in fig.II.2.5, ìn cui ì rami del 

ca-albero sono indicati tratteggiati. Le variabili ausiliarie sono le correnti fittizie di 

maglia iml' im2' im 3 coincidenti con le correnti dei rami del ca-albero. Si ha rispet­

tivamente: 

Fig.11.2.5 - Albero e ca-albero 
del circuito di fig.II.2.4. 

im2 = i.4 

/ 

/ 

" > ' 

...... 

' ' 

i m3 = i 5 

5 ---- --Cim3 
...... 

2 
...... 

' 
i~ 

/ G / / 
3 / 

' , 
" 6 ' / 4 

' / 

Passo 3 : Scriviamo le equazioni di equilibrio delle tensioni su base maglie, si ha: 

maglia 1 

maglia 2 

maglia 3 

( R l + R 3) i m l + R 3 i m 2 - R l i m 3 = - E I 

R3 iml +(R2+R3+R4) im2+ R2 im3 =O 

Sostituendo i valori numerici di fig.II.2.4, si ha: 

[_: 4 
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Poi;so 4 : Risolvendo il sistema di equazioni si ha: 

10 

7 

4 
1 = -m2 7 

Posso 5 : Le altre correnti de l circuito valgono: 

4 2 
il=-iml+im3 

7 
iz=-im2 - im3= 

7 

4 6 
i 4 =im2 = - i = i =- -

7 5 m3 7 

11.2 

6 

7 

6 
i =-i -i = 

3 ml m2 l 

10 
i6=iml=- (A) 

7 

Le tensioni dei rami resistivi si ottengono moltip lica ndo le correnti precede n­

ti pc_~ le rispetti ve resistenze. 

11.2.3 - Ano I i si su base m ogi ie i n presenza di generatori i ndipendenti di 

corrente. 

La presenza di generatori di corrente in un circuito rende impos­
sibile l'applicazione diretta del metodo di analisi su base magli e, in 

quanto le variabili ausiliarie usate in questo caso, cioè le correnti del 
co-albero, non sono s ufficienti ad esprimere le tensioni ai capi di cia­
scun generatore di corrente presente. Per cali componenti infatti la ten­
sione ai capi è indipendente dalla corrente che li attraversa e quindi de­
ve essere considerata come una grandezza incognita . 

Pertanto, in tale caso devono considerarsi inizialmente come in­
cognite sia le variabili ausiiiarie precedenti sia le tensioni ai capi dei 
generatori di corrente; a tale aumento del numero delle incognite corri­
sponde tuttavia un uguale aumento del numero delle equazioni, in quan­
to ogni generatore di corrente introduce un vincolo fra le correnti del 
circuito e quindi una nuova equazione. Da quanto de tt o potrebbe sembra­
re che la presenza dei generatori di corrente dia luogo se mpre a sistemi 
risoluti vi di maggiore co mplessità; tale fatto è in vece non vero nella 
maggioranza dei casi, se s i ha l ' accortezza di scegliere l'albero del c ir­
c uito opportunamente, come verrà detto in seguito. 

P e r ri solve re un circuito su base maglie in presenza di genera­
tori di corrente si possono seguire due vie differenti a seconda che si 
operi direttamente s ul circuito assegnato ovvero si effettuino delle tra­
sfo rmazioni circ uita li che permettono di ottenere un nuovo circuito equi­
valente al pr imo ma privo di ge neratori di corrente. Nel primo caso s1 
parla di metodo mi sto in quanto sono presenti come incognite sia co rren­
t i che tensioni; ne l secondo caso si parla di metodo diretto , in quan to, 
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dopo aver effettuato le opportune trasformazioni circuitali, si può usare 
il metodo introdotto nei paragrafi precedenti senza alcuna modifica. 

11.2.4 ·Metodo misto di analisi su base moglie. 

Si ha il metodo misto di analisi su base maglie quando si effet­
tua l'analisi del circuito con il metodo delle maglie senza effettuare tra­
sformazioni circuitali. Il procedimento considerato nel paragrafo prece­
dente può essere seguito fino al passo 3 b. Successivamente occorre in­
trodurre le nuove incognite, coincidenti con le tensioni ai capi dei gene­
ratori indipendenti di corrente presenti e le ulteriori equazioni che espri­
mono i vincoli sulle correnti del circuito, dovuti a questi generatori. Pre­
cisamente per ogni generatore di corrente occorre scrivere un 'equazione 
in cui compaiono le correnti incognite di maglia e come termine noto la 
sua corrente impressa. 

Prima di procedere ulteriormente, applichiamo quanto detto al cir­
cuito di fig. II. 2. 6. 

Esempio 11.2.3 

Analizzare con il procedimento abbozzato in precedenza il circuito di figura 

11.2.6. 

-1 
Fig.11. 2. 6 • Circuito considerato Q: 
nell'esempio II. 2. 3. I valori dei --~· 

C2l i 

Cl 
componenti sono: R2 + R4 

R 1 =R4 =2; R 2 =R 3 =1 Rl V R3 Il 

V = - 1 ·, I = 2 (D V A) 
g g ' J 

@ 

Passi 1 e 2 : Scegliamo l'albero indicato a tratto pieno in fig.II.2.7, in cui i rami del 

co-albero sono indicati tratteggiati. Le variabili ausiliarie sono le correnti di maglia 

Fig.11.2.7 ·Albero eco-albero 
del circuito di fig.II.2.6 . 

6 

;C?~,- q.c;2 4 / 

" i 3 / 'io. m / 

1 "' / 
"' 5 , 

'....... / 3 
' / 

G. MARTINELLI- M.SALERNO : Fondamenti di Elettrotecnica 

La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it)



82 Analisi su base maglie 11.2 

im 1, ìm 2' im 3, mentre risulta anche incognita la tensione ai capi del generatore di cor­

rente , che verrà rappresentata come mostrato in fig.II.2.8 . 

Fig.11.2.8 - Sce lta del verso 
della tensione incognita del 
generarore di corrente del 
circuito di fig.II.2.6. 

I 
g -

Passo 3 : Scriviamo il sistema di equazioni di equilibrio delletensioniperle varie ma­

glie, trattando il generatore di corrente come s e foss e un generatore di tensione di va­

lore v . ; si ha: 
111 

maglia 1 

maglia 2 

maglia 3 

(Rl +R4) iml - R4 im2 • R4 im3 = v
11

; - Vg 

-R4 iml +CR2 + R4) im2 + R4 im3 =- vgi 

Scriviamo quindi l'equazione de l vincol o imposto dal generatore di corrente; si 

ha: 

Equazione del vincolo 

Sostituendo ai coeffic ienti ed alle grandezze impresse nelle equazioni prece­

denti i valori riportati in fig .II.2.6, si ha: 

[ 

+4 

- 2 

- 2 

+ 1 

- 2 

+3 

+2 

- 1 

- 2 

+2 

+3 

o 

Passo 4 : Risolvendo il sistema precedente si ottiene: 

i = 1 ml V . = 3 
fil 

Passo S : Le altre grandezze elettriche del circuito valgono: 

i4 =iml-im2-im3 = vl = 2 V3 = 1 

i 5 =- i ml + i m3 =O V2 =-1 V4 =2 

( A, V) 

(A, V) 
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Il sistema risolvente nell'esempio precedente è più complessodiquello che s1 

avrebbe nel caso che i generatori fossero tutti di tensione, per la presenza di una nuova 

incognita (la tensione v .) e di una nuova equazione (l'equazione del vincolo). Si può 
IP 

però osservare che con tm 'opportun a scelta del! 'albero , cioè scegliendo il generarorç di 

corrente su un ramo del cc-albero (invece che su un ramo dell'albero come fatto nello 

esempio), l'equazione del vincolo diviene un 'identità , nelÌa quale una variabile ausilia­

r~ identificata con l a corrente impres sa del generator~Con tale scelta s i ha. i­

noltre un secondo vantaggio: la tensione incognita vii compare in una sola delle e­

quazioni risolven ti (invece che in due, come nell' esempio visto) . In conclusione il si­

stema si riduce da qu attro equazioni in quattro incognite, ad un sistema di due equazio­

ni in due incognite. Risolviamo perc iò lo stesso circuito del! 'esempio II.2.3 seguendo 

le osservazioni precedenti. 

Esempio 11.2.4 

Per il circuito di fig.11.2.6 s c egliamo l 'albera come indicato a tratto pieno in 

fig .11.2.9, in modo tale che il generatore di corrente s ia presente su un ramo del ç9-

~_ro. •. 

Fig.11.2.9 ·Albero e cc-albero 
del circuito di fig.II.2.6 con­
siderati nell'esempio II . 2.4. 

@ 

Le variabili aus iliarie sono le correnti iml ' imZ' im 3 fra le quali im 3 è una 

quantità nota poichè si identifica con la corrente del generatore di corrente. L'ulterio­

re incognita v s;i è scel t a con le stesse modal ità indicate in fig.II.2.8. 

maglia 

maglia 2 

maglia 3 

Le equazioni risultanti sono le seguenn: 

V 
g 

Sostituendo valori numerici r iportati m fig.II . 2.6 , si ha: 

[ _; 
- 3 

- 3 

3 

2 
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Le prime due equazioni del sistema precedente, corrispondenti alle mag lie in 

cui non è presente il generatore di corrente, contengono solo le due incognite corrispon­

den t i alle variabili aus ili arie im 1 ed im 2, mentre la terza equazione è la sola a con­

tene re l'incognita v . . Risolvendo il sistema costituito dalle prime due equazioni si 
IP 

ha: 

Quindi il valore di 

i =o m2 

v . vale: 
IP 

V • = 3 V 
IP 

(A) 

Tale soluzione coincide con quella trovata nell' esempio II.2.3 risolvendo un 

sistema di quattro equazioni in quattro incognite. 

Quanto detto permette di giustificare il seguente procedimento di 
analisi . 

Terzo procedimento di analisi su base maglie (metodo misto). 
( Valido per circuiti contenenti resistori e generatori indipendenti dei due tipi ) 

l) Scegliere, se possibile, un albero del circuito tale che i generatori di 
corrente presenti siano contenuti tutti nel co-albero (si veda l'osserva­
zione II . 2. 2). 

2) Prendere come variabili ausiliarie le correnti di maglia , che risulta­
no uguali a quelle del co-albero con le rispettive orientazioni . Tali va­
riabili sono note per le maglie aventi un generatore di corrente come ra­
mo di chiusura, per cui le incognite sono le rimanenti. 

3) Introdurre come ulteriori incognite le tensioni ai capi dei generatori 
di corrente. 

4) Scrivere il sistema risolvente secondo le modali tà indicate al punto 
3) del secondo procedimento di analisi su base maglie, con l 'avverten­
za che il punto e) diviene come segue: 

e) la componente k-sima del vettore dei termini noti è uguale alla som­
ma algebrica delle tensioni ai capi di tutti i generatori sia di tensione 
che di corrente presenti nella maglia k-sima. Il segno con cui conside­
rare ciascuna di queste tensioni è positivo o negat ivo a seconda che la 
corrente della maglia k-sima esca oppure entri nel morsetto positivo del 
generatore considerato. 

5) Seri vere le equazioni di vincolo per quei generatori di corrente che 
eventualmente si trovassero sui rami dell'albero (tale eventualità deve 
essere evitata in base al punto 1). 
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6) Risolvere il sistema di equazioni ottenute nel punto 4) e nel punto 5), 
le cui incognite sono: 

a) le correnti delle maglie nei cu1 rami di chiusura non sono presenti 
generatori di corrente; 

b) le tensioni ai capi dei generatori di corrente . 

7) Determinare le altre correnti e tensioni del circuito . 

Esempio 11.2.5 

Risolvere con il metodo misto di analisi su base maglie il circuito di figura 

11.2. 10. 

Fig.11.2.10- Circuito considerato 
nell'esempio II.2.5. I valori dei 
componenti sono : 

I = 2 
g l 1 = 1 g2 V = 1 

g 

+ 

V g l 1 
i 

+ 
V 

i 

1) Scegliamo un albero del circuito in modo che i generatori di corrente presenti siano 

sul co-albero (fig .Il .2 .11). 

Fig.11.2.11 • A tratto pieno è in­
dicato l'albero del circuito di 
fig.Il.2 .10. 

' 4 
' ' ', ...... 

1 ...... 

- 6 
\i - ~ ...... 
_J m3 5 -....., 

-------
2) Le variabili ausiliarie sono tre e precisamente: 1

111 
ed 1

112 
(correnti relative alle 

maglie 1 e 2), di valore noto; imJ' corrente incognita della maglia 3. 

3) Ulteriori incognite sono le tensioni ai capi dei due generatori di corrente. Indichia­

mo tali tensioni con v gl e v 
112 

con il verso indicato in fig.Il.2.10. 

4) Scriviamo il sistema risolvente: 

maglia 

maglia 2 

maglia 3 

(R4 + R5) Igl + R5Ia:2- (R4 + R5) i m3 = va:l - Vg 

R 5 I il + R 5 I g 2 - R 5 im 3 = v a;2 - V g 

- (R 4 + R 5) 1111 - R 5 Ig 2 + (R 4 + R 5 + R 6) im 3 =O 
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Sostituiamo i valori numerici alle grandezze note; si ha: 

4+l-2i =v -
m3 il 

2+1 - i =v -
m3 112 

-4-1+4i =O m3 

5) Poichè tutti i gene ratori di corrente si trovano sul cc-albero non occorre aggiung ere 

alcuna equaz ione di vincolo e quindi il s i stema precedente è il sistema risol vente com­

pleco per il circuito considerare . 

6) La so luzion e di tale sistema è molto semplice in quanto i m 3 può essere calcolata 

direttamente dall' ultima equazione. Il valore ottenuto pu ò e ssere quindi sostituito nel­

le prime due equazioni ottenendo le a ltre incognite , cioè: 

im 3 = 5/ 4 

7) le altre grandezze elettriche del circuito valgono : 

ig = Igl + 1112 = 3 

iR4 = I&l - im3 = 3/4 

iR5 = Igl + Ie2 - im3 = 7/ 4 

Osservazione 11.2.2 

VR4 = R4 iR4 = 3/4 

vRs = Rs iRs = 7/4 

VR6 = R6 iR6 = 5/2 

(A, V) 

(A, V) 

Al punco 1) del metodo misto di analisi s u base magl i e è stata posta una ri­

serva sulla possibilità di s cegliere ,un albero del circui to tale che tutti i generator i 

di corrente presenti siano contenuti nel cc-albero. Può infatti a ccadere che in qualche 

caso non sia possibile scegliere un albero siffatto e che qualche generatore di corren­

te debba di conseguenza coincidere con un ramo dell'albero; in tal caso n on sarà pos­

sibile ev itare di scrivere le equazioni aggi untive di vinc olo indicare al punto 5), con 

conseguente complicaz ione del sistema risolvente. I casi in cui non è possibile evi ta­

re tale s ituazione sono messi in evidenza dalla seguente proprietà : 

Proprietà 11.2.2 - e Non esiste un albero del circuito tale che t utti i gene­
ratori di corrente siano contenuti sul co-alb ero , se e solo_se è pre..5.f!ot..e __ 

nel circuit o un taglio cost ituito da soli eneratori di corrente. 

La proprietà precedente consegue dalle seguent i osse rvazioni. Se è pre sente 

nel circuito un tag l io di soli generatori di corrente e questi fanno parte tutti del cc-al­

bero si ha l'assurdo che dalla loro e liminaz ione consegue la separazione del c irc ui to 

( ~ •, .. 
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m due parti. Sappiamo infatti che per separare in due parti un c:J..rcuito occorre elimina­

re sempre almeno un ra~ dell ' albero ( § I.10) . D '; ltra parte se non è presente un taglio 

di soli generatori di corrente è sempre possibile scegliere un a lbero che non contiene 

alcuno di essi. Un modo semplice per ott enere ciò è quello di eliminare preliminarmen­

te tutti i generatori di corrente , ciò che non provoca la separazione in due parti del cu­

cuito, e quindi sceglie re sul circuito rimanente l'albero . 

I circuiti conte;enti tagl i costituiti a soli generatori di corrente sono anoma­

li, in quanto le correnti impresse da tali g~ner~tori de~bono_ soddisfare la prima legge 

di Kirchhoff. Perciò si possono avere due e~~it~ : ~ 

a ) Le correnti impresse non soddisfano la prima legge di Kirchhoff. In tal caso il cir­

cuito considerato non è valido e va riesaminato il procedimento di modellamento da cui 

è derivato dalla struttura fisica che vuol rappresentare . 

b) Le corre nti impresse soddisfano la prima legge di Kirc hhoff. In tal caso il problema · 

_di analisi ha s oluzione !_ndet !!!_minata, in quanto è possibile sostituire uno qualunque 

dei generato ri di corrente c ons iderati con un generatore di tensione di valore arbitrario, 

senza al te rare il re s to del circuito ( la corrente nel gene rato re suddetto di ten si on e , per 

la legge di Kirchhoff delle corren ti , è proprio uguale alla corrente del generatore sosti­

tuito di corrente , come è messo chiaramente in evidenza in fig.Il . 2.12). 

Si può quindi concludere che, salvo i casi anomali indicati, la riserva effet­

tuata al punto 1) del metodo misto di analisi su base maglie si può se iogliere in senso 

affermativo e quindi il punto 5) del s uddetto procedimento può essere evitato. 

Ill ustriamo quanto detto con un esempio . 

Esempio 11.2.6 

Risolvere con il metodo misto di analisi su base magl ie il ci rcuito di figura 

11.2. 13. 

Equi va lente a 

Taglio di soli 
generatori di 
corrente 

Fig . 11.2.12 - Equivalenza di un generatore di tensione ad un generatore di 
correqte in un taglio di soli generatori di corrente . 
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Il circuito in esame si trova nella situazione anomala b) considerata nell 'os­

servazione II . 2. 2; infatti c'è un taglio di soli generatori di corrente (!
11

, 1
12

, lg 4) e le 

relative correnti impresse soddisfano la prima legge di Kirchhoff. 

Applichiamo il metodo misto di analisi passo per passo. 

1) Non è possibile trovare un albero i cui rami non contengano i generatori di corrente. 

Scegliamolo allora come in fig.II.2 . 14, con il generatore 1
12 

presente. 

Fig.11.2.13 - Circuito considerato 
nell'esempio II.2.6. l valori dei 
componenti sono: 

111 =-l, 112 =1
13

=2, 1
14

=-l 

Rs=Ra=2 ' R6=R7=l (A, .0) 

@ 

2) Le varia bi li ausiliarie sono tutte note e uguali a· l g l' l g 3, I g4 . 

---... ~ + 
+ 

@ 

3) Sono incognite le tensioni ai capi dei generatori di corrente ; indichiamole con v x 1 , 

vx2' vx3' vx4 (fig.11.2 . 13). 

4) Le equazioni di equilibrio delle tensioni per le tre maglie sono: 

CR5+R7) lgl + R1l,3 + R7lg:4 = vxl - vx2 

R1l,1+(R7+Ra)1,3 + (R7+Ra)1 &4 = vx3 

R7 lgl + (R7 +Ra) 1&3 + (R6 + R1 + Ra)1&4 = vx4 - vx2 

5) L'equazione aggiuntiva relativa al vincolo imposto dal generatore di corrente 1
12 

è: 

6) Il sistema risolvente contiene le equazioni ottenute nei passi 4) e 5), cioè: 

(R5 + R7) 1,1 + R7lg3 + R71&4 = vxl - vx2 

R1l,1 + CR7 + Ra)I,3 + (R7 +Ra) 1,4 = vx3 

R7lgl + CR7 +Ra) lg:3 + (R6 + R1+Ra)1&4 = vx4 - vx2 

1,1 + 1,4 =- 1,2 

Le incognite sono v xk' k = 1, 2, 3, 4. Fino a questo punto del procedimento , 

il sistema contiene un numero di incognite uguale al numero di equazioni . Sostituiamo 

ora i valori numerici; si ha: 

La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it)



11.2 Analisi s u base maglie 89 

- 3 + 2 V xl-vx2 

- 1 + 6 3 V x3 

+ 6 - 4 V - V x4 x2 

- 1 - 1 =-2 

Si vede che la quarta equazione è un'identità e quindi il sistema risolvente è 

indeterminato. Per renderlo determinato possiamo seguire ! 'accorgimento proposto ne I­

l 'osservazione ll.2.2 e sostituire un generatore di tens.ione di valore assegnato (in mo­

do arbitrario) al posto di uno dei tre generatori di corrente 1
1

1' 1
82

, 1
14

• Ciò equivale 

ad assegnare un valore ad una delle tre tensioni v x 1, v x 2, v x 4 . Ad esempio sceglien­

do v x 2 = 100 Volt, si ha: 

{ 

Fig.11.2.14- Albero (a trat­
to pieno) de I circuito di fi­
gura II.2.13 

- 2 

2 

Quindi risolvendo, risulta: 

=v xl -

=v x3 

=V -
x4 

a: 
I 

• I 
I 

@ 

V = 98 xl V = 2 
x3 

(vx 2 = 100) 

100 

100 

:_) 
1

113 
@ ~--0 f) 114 I 

l~l • I 
I 

@ 

(V) 

Le altre grandezze elettriche del circuito possono essere facilmente indivi-

duace. 

11.'2.5 - Metodo diretto di analisi su base maglie. 

Un modo molto semplice per ovviare all'inconveniente dovuto al­
la presenza dei generatori di corrente è quello di sostituire quest'ultimi 
con generatori di tensione tramite oe_ ortune trasformazioni. Si riduce in 
questo modo il circuito ~nafizzare ad uno ~solo ·resistori ~ ge­
neratori di tensione. Unico svantaggio è elle il circuito ottenuto è diver­
-so da quello assegnato, in corrispondenza ad alcuni suot rami e perciò 
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occorre sempre tenere P-resente tale fauo nella determinazione finale 
delle tensioni e ~orrenti del circuito iniziale. 

La trasformazione viene effettuata in due passi successivi. Dap­
prima si sostituisce al generico generarore di corrente un opportuno nu- \ 
mero di eneratori di corrente aventi in parallelo uno edun- solO - ramo. f 
Qò si può sempre fare, cons-iderando una maglia che comRre11de il ge ne- · 
ratore~ corrente che si vuole eliminare, come indicato in fi g. II. 2. 1 5 ed 
osservando che l 'eguili brio delle correnti nei nodi Aie, k == 1, 2, ... N+ 1 
rima ne invariato. E ovvio che tale passo non è necessario se il genera­
tore di corrente già si trova in parallelo o ad una resistenza o ad un ge­
neratore di tensione. 

a) 

I 

~
+l g-

.,/ 
,..,.. r 

'N . An N-1 

b) 

F ig.11.2.15 - a) Circuito in cui è messo in evide nza il generatore di corren­
te che si vuole eliminare. b) Circuito trasformato, in cui il generatore di 
corrente di partenza è stato sostituito da N generatori di corrente di ug ua­
le valore, essendo N il numero <lei rami della maglia. 

Successivame:i_te si utilizzano le equivalenze di fig .II . ~ . l6 _ p.er 
~eJinitivamente i generarori di corrente introdotti, come indi­
cato esplicitamente in fig.II.2.17 .' La trasformazione globale,mostrata in 
fig .I I. 2.17, porta ad un circuito equivalente a quello di partenza dal pun­
to di vista elettrico con l'esclusione della maglia interessata dalla tra­
sformazione. E' inoltre evidente che viene eliminato mediante essa un 
generatore di correo te alla volta; perciò, se è necessario, oc corre a ppli­
carlo ripetutamente per eliminare tu tti i generatori di corrente presenti. 

In conclusione con la trasformazione precedente possiamo sem­
pre ricondurre un circuito assegnato, contenente generatori di corrente e 
tensione, ad uno contenente solo generatori di tensione equivalente a 
quello di partenza, fatta eccezione per alcune parti. Il problema dell'a­
nalisi, perciò, risolto su quest'ultimo va completaro, individuando suc­
cessivamente le tensioni e correnti dei rami del ci rcuito di partenza , e­
liminati dalla trasformazione. 
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I 
g 

o w o 

2 

Fig.11.2.16 - Equivalenze che si utilizzano per eliminare un generatore di cor­
rente I&: da un circuito. Le equivalen ze sono valide solo dal punto di vis ta 
ele ttrico esterno ai nodi 1 e 2. 

Fig.11.2.17 - Trasformazione finale per l'eliminazione del genera tore di cor­
rente I . 

g 

9 1 

In base a quanto detto è possibile enunciare il seguente proce­
dimento di analisi su base maglie: 

Quarto procedimento di analisi s u base maglie (metodo diretto). 
(Valido per circuiti contenenti resistori e generatori indipendenti dei due tipi) 

1) Applicare ripetutamente le trasformazioni in.dicate nelle fig. II. 2. 15 e 
II. 2. 16, fino ad ottenere un circuito pri vo di generatori di corrente. Sia 
T tale circuito. 
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2) Effettuare l'analisi del circuito T, applicando il secondo procedi­
mento di analisi su base maglie. 

3) Determinare le tensioni e le correnti dei rami contenuti nelle parti del 
circuito di partenza distrutte dalle trasformazioni , utilizzando i risultati 
ottenuti in 2) e le trasformazioni in senso inverso. 

Esempio 11.2.7 

Applicare posso per posso il quarto procedimento d i analisi su base moglie al 

circuito di fig . 11.2.18. 

Fig.11.2.18 ·Circuito considerato 
nell'esempio II. 2. 7. I valori dei 
componenti sono: 

I = 2 
g 

V = 1 
Il 

(0, A, V) 

V 
g + 

-r 
Il 

© 

1) Il circuito assegnato contiene un solo generatore di corrente Ig, il quale fa parte 

di una maglia contenente due ulteriori rami : un generatore d i tensione ed un resistore. 

Applicando le trasformazioni indicate nelle fi g.II.2.15 e II.2.16 a tale maglia, si ottiene 

il circuito equivalente di fig.II.2.19 (circuito T). 

Fig.ll.2.19 - Circuito trasfor­
mato dell'esempio II.2. 7 (cir­
cuito T) . 

® 
V 

g 

1 
vg 

@ 

VT=R 3 Ig 

n.,.----11--f---'-+-, © 
1 
vt 

2) Analizziamo il circuito di fig.II.2.19 con il secondo procedimento di analisi su base 

maglie, scegliendo l'albero indicato a tratto pieno in fig .II. 2.20 . Si ottiene: 

(Rl +R2)iml - R2im2 = Vg 

- R2iml + (R2 +Ra+ R4)i m2 = R3Ig 

Sostituendo i valori numerici si ha : 

3 iml-im2= 

- i +4i = 4 ml m2 
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Fig.ll.2. 20 ·Albero (a tratto 
pieno) del circuito di figura 
II.2.19. 

Da cui si ottiene: 

im 1 = 8/ 11 

@ ---- --

im 2 =13/ll 

93 

@ --- © 

(A) 

In conclusione si ottengono i seguenti valori per le grandezze elettriche del 

circuito T : 

iR l i ml = 8 / 11 V R l 16/ 11 

iR2 = i m2 - im l= 5/ 11 VR2 5/ 11 

iR3 =i m2 13 / 11 VR3 26/ 11 
(A, V) 

iR4 = i m2 13/ 11 VR4 13 / 11 

i = i ml = 8 / 11 
vg 

i 
vt 

= i m2 13/ 11 

3) Ricaviamo le tensioni e l e correnti dei rami de l circuito di partenza . Le grandezze 

e lettriche vRl' iRl ' vRZ' iRZ' vR 4, iR 4 sono uguali a quelle già calcolate , in quanto 

relative a rami non interessati dalle trasformazioni . P er quanto riguarda la corrente 1 
"i 

de l generatore di tensione, si ha dalla fig. II .2.21: 

e quindi: 

@ 

I 
~ 

V 
g 

I 
vg 

Circuito di part enza 

8 

11 

@ 

- 2 
14 
- A 
11 

(i V i) T 

@ -- + 00------9,,____-o @ 
V 

g 

Circui to T 

Fig. 11.2.21 - Derivazione della corrente del gene ratore di tensione dell'esem­
pio II .2.7. 
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Per quanto riguarda la corrente iR 3 si ha dalla fig.II.2.22: 

e quindi: 

13 9 
iR 3 = - - 2 =- - A 

11 11 

~g 

~© (iR3lT 

® @ o ..IV\; e+ o © 
R3 VT=R 3 Ig 

Circuito di partenza Circuito T 

Fig.11.2.22 ·Derivazione della corrente del resistore R 3 dell'esempio II.2.7. 

Infine la tensione di capi del gene ratore di corrente Ig risu lta pari a: 

11.3 - Analisi su base tagli di circuit i co nte nenti resistori e ge­
neratori indipendenti. 

Come messo in evidenza nel § I. 10 le tensioni dei rami di un al­
bero costituiscono un insieme di quantitatr; loro indipendenti e tale da 
permettere l'individuazione delle tensioni dei rami rima nenti tramite le 
(I. 10. 6). Tale insieme s i pres ta ad essere scelto direttamente come l 'in­
sieme de lle incognite, quando è possibile dedurre la corrente dalla ten­
sione per ciascun componente del circuito in esame. Questo è il caso 
dei circuiti costituiti da re s istori e generatori indipendenti di corrente , 
di cui ci occuperemo nei §II. 3.lell.3.2. Nel caso invece che siano pre­
senti anche i generatori indipendenti di tensione, tale scelta non è più 
s ufficiente ed occorre introdurre alcune modifiche, come vedremo nel 
§ rT. 3. 3-:-

11.3. l . Caso in cui siano presenti generato ri indipendenti solo di corrente . 

Il me to do di analisi su base tag li, nel caso dei c ircuiti costitui ­
ti da resistori e generatori indipendenti solo di corrente, si basa sulla 
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, scelta delle tensioni dei rami di un albero come incognite.\ Le equazio­
ni de 1 si stema risolvente si ottengono seri vendo le equazioni di equili­
brio delle correnti per i tagli fondamentali associati all'albero scelto. 
Tale insieme di equazioni è valido in quanto, come vedremo di seguito : 

\

o) il numero di equazioni è pari al numero delle incognite; 

b) le equazioni sono indipendenti tra loro; 

\e) le uniche incognite presenti sono le variabili ausiliarie 
\le tensio~i. de i rami dell .'._albero. 

scelte, cioè 

Il punto a) è conseguenza del fatto che il numero delle equazio­
ni coincide con il numero dei tagli fondamentali e quinci~, come messo in 
~videnza nel § I. 10, con il numero dei rami dell 'albero. t Tale numero è 
un indice della complessità del sistema risolvente ed è dato per un cir­
cui to costituito da N nodi e P parti separate dalla (I. 10. 14), cioè: 

(II. 3. 1) N = N - P a 

Il punto b) consegue dall'osservazione _che ciascuna equazione 
esprime l'equilibrio delle correnti di un taglio fondamentale. 1 Poichè in 
ogni taglio fondament~le ~_presente un ramo dell'albero non presente ne­
glia tri, ne deriva che ciascuna equazione contiene dei termini s ic ura­
-mente non presenti nelle altre. Ciò è sufficiente a garantire la loro in­
dipendenza. Infine il punto e) è conseguenza del fatto che ciascuna 
corrente facente parte di un 'equa zione di equi li brio coincide o con un 
~e no~o (se il ramo corrispondente è un generatore di corrente) op­
pure con una combinazione lineare delle variabili ausiliarie con coeffi­
ficienti noti . Per dimostrare ciò introduciamo le seguenti matrici : ~ 

[ G ] 
a 

[ G J 
e 

[I ] 
ga 

[I ] 
Il e 

matrice diagonale di ordine pari al numero dei rami dell 'albero. 
Ciascun elemento corrisponde ad un ramo dell'albero nel seguen­
te modo: ad un resistore corrisponde la relativa conduttanza; ad 
un generatore di corrente corrispon de il valore zero; 

matrice diagonale definita come la [ G 
8

] , ma per i rami del co­
-albero; 

yettore colonna di ordine pari al numero dei mmi dell ' albero. 
Ciascun elemento corrisponde ad un ramo dell'albero nel seguen­
te modo: ad un resistore corrisponde il valore zero; ad un gene­
ratore di corrente corrisponde il valore della relativa corrente 
impressa. 

vettore colonna definito come il vettore [I ] , ma per ea 
del co-albern. 

rami 
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Utilizzando le matrici precedenti e le relazioni costitutive, otte­
niamo le seguenti espressioni per le correnti dei componenti: 

(II. 3. 2) rami dell'albero [I ] =[G] [V] +[I] _ - a a &B 

(II. 3. 3) rami del co-albero [I ]=[G ][V )+[I ] 
e e e ac 

La (II . 3. 3) di viene, tenendo conto della (I. 10. 6) e (I. 10. 7) 

(II. 3. 4) [I)=[G][A) 1 [V)+ [I ] 
e . e a a:c 

L'esame delle (II. 3. 2) e (II. 3. 4) dimostra i l punto c ). 
Quanto detto è sufficiente per enunciare il seguente procedimen­

to di analisi: 

Primo procedimento di analisi su base tagli. 
(Valido per circ uit i contenenti solo resistori e genera tor i indipendenti di corrente) 

1) Scegliere un albero sul grafo orientato del circuito. ---2) Prendere come variabili ausiliari e le tensioni dei rami dell'albero, 
con le rispetti ve orientazioni. 

3) Scrivere le equazioni di equilibrio delle correnti per i tagli fondamen­
tali associati all'albero scelto. 

4) Esprimere le correnti dei rami resisti vi in fun zione delle tensioni dei 
rami dell'albero, facendo uso delle conduttanze dei rami ; as segnare alle 
correnti dei rami contenenti generatori di corrente il va lore imposto dai 
generatori. E' bene sottolineare che le conduttanze dei rami resi sci vi ed 
i valori delle correnti dei generatori sono quantità note . 

5) Sostituire le espressioni ottenute al punto 4) nelle equazioni di equi­
librio ottenute nel punto 3) . Il sistema risultan te deve avere come quan­
tità incognite solo le variabili ausiliarie V .' 

- - a 

6) Risolvere il sistema ottenuto nel punto 5) e de terminare le tensioni 
V. 

a 

7) Determinare le altre grandezze elettriche del c ircuito ( 1 l. In partico­
lare , le altre tensioni del circuito si ottengono mediante le (I. 10. 6) e 
(I.10. 7) e le correnti mediante le relazioni costitutive dei componenti . 

(1) - In molti casi non s ono ric hies te cucce le grandezze elettriche del circuito, ma solo 
qualche tensione o qualche corre nte . In ca! caso il punto 7) vie ne sviluppato solo par­
zialmente. 
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Osservazione 11.3.1 

Se si effettua un confronto era quanto detto nel presente paragrafo e quancodec­

co nel § II.2 . 1, relativo al metodo di analisi su base maglie, si nota una notevole ana­

logia formale. Tale analogia può essere inquadrata nel principio di dualità dei c ircuici 

e leccric i . In base a cale principio si ottengono enunciati e proprietà equivalenti , sosti­

tuendo nel discorso alle grandezze elettriche e topologiche le duali . Una lisca di corri­

spondenze è la seguente : 

Grandezze elettriche e topologiche Grandezze duali 

Tensione Corrente 
Corrente Tensione 

Resistenza Conduttanza 
Conduttanza .. Resistenza 

Albero Co-albero 
Co-albero Albero 

Maglia Taglio 
Taglio Maglia 

Matrice topologica A Matrice topologica B 
Matrice topologica B Matrice topologica A 

Generatore di tensione Generatore di corrente 
Generatore di corrente Generatore di tensione 

Applicando le corrispondenze previste in questa lisca è possibile derivare il 

metodo di analisi su base cagli da quello su base maglie . 

Esempio 11.3.1 

Applicare il primo procedimento di analisi su base tagli al circu i to di figura 

11. 3. 1. 

Fig.11.3. l ·Circuito considera­
to nell'esempio II.3.1. I valori 
dei componenti sono: 

Ig = 2 , R 1 = 0 , 5 , R 2 = R 4 "' 

=R
5

= 1, R
3

=1 / 3 (A,iÌ) 

Passi 1 e 2 : Scegliamo l'albero nel modo mostrato in fig.II.3 . 2. Le variabili ausiliarie 

sono v
2

, v 
4

, v
5

, orientate secondo i versi indicati in fig.II.3.2a. 
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2 4 2 4 a: 

3 5 

5 
@ 

@ 

a) b) 

!"ig.11.3,2 ·a) Grafo orientato del circuito di fig . Il. 3. 1; b) Albero s c elto. 

Posso 3 : Scriv iamo le e quaz ioni di equilibrio delle correnti per i tre tag l i fondamenta­

li, con la convenzione di supporre positivo il verso di a ttraversamento delle superfic i 

d i taglio s tabilito dal relativo ramo dell'albero (fig .II.3 .3): 

taglio a 

tag lio b 

taglio e 

Fig.11.3.3 - Tagli fondamen­
tali considerati nell ' esem­
pio II.3 .1. 

i2 +il+ i6 =o 

i4+i3+i1 + i6 =0 

i5+ i 3+i1 + i 6 =o 

2 ~ I 4 a: o.-~~~--~~-4~~-+-~---~~-

a , 5 
...... 

" c 

Posso 4 : Es primiamo le correnti dei rami del circuito in funzione delle tensioni dei ra­

mi dell'a lbero v 2, v 4, v S e delle grandezze note (c onduttanze e corren ti i mpresse): 

il = G l (V 2 + V 4 + V 5) 

i = I 
6 K 

Posso 5 : Sostituendo le e spressioni ricavate nel pa sso 4 nelle equazion i di equilibrio, 

si ott iene il seguente s istema di equazioni risolve nti: 

l [ :: l [::: l 
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Considerando i valori numerici dei componenti, si ha : 

Passo 6 : Risolv e ndo il sistema si ottengono i valori delle variabili ausi liarie : 

14 2 2 
V =- -

S 25 
(V) V 2 =-

25 
V =- -4 25 

Passo 7 : Le: tensioni de i rami de 1 co-albero v 1 e v 3 si ottengono tramite le relazio­

ni: 

{

v 1 =v 2 +v 4 +v
5

=- . 18/ 25 

V 3 = V 4 + V S = - 4/ 2 5 
(V) 

Le correnti de i rami resistivi si ottengono moltiplicando le tensioni per le re­

lative conduttanze: 

{ 

i = G V =- 2/25 
4 4 4 

i
5 

= G
5 

v
5 

= - 2/ 25 (A) 

IÌ:J,2 - Espressioni esplicite delle equazioni risolventi n e l me to do di a­
nalisi .su base tag li, nel caso di circuiti contenent i resistori e 
genera tori di corrente. 

Il procedimento di analisi su base tagli può essere semplificato, 
se si riesce ad es rimere direttamente il sistema risolvente .nella sua 
forma definitiva. Ta e orma è- quella ottenuta nel passo 5 del primo pro· 
cedimento di analisi dopo, aver determinato le equazioni di equil i brio del­
le correnti nei tagli fondamen tali (passo 3) ed aver espresso tali corren­
ti in funziòne delle variabili ausili arie (passo . 4). Si veda per maggiori 
aecragli l 'esempio II:3. 1. 

L'espressione esplicita del sistema risolvente in cui c·ompaiono 
le sole variabili ausiliarie può essere facilmente ottenuto. E' sufficien· 
te a tale scopo sostituire nelle equazioni di equilibrio (I.10. 5) le espres­
sioni delle correnti (Il. 3. 2) e (II. 3. 4); si ha : 

(II. 3. 5) [G][V]+[I ]+[A][ G][A]t[V]+[A][ I ] =O 
a a &a e a iC 
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Dalla (Il. 3. 5), mettendo in evidenza [V ] e portando a secondo 
membro i termini noti, si ha: 

8 

(II. 3. 6) { [G ] + [A][G ] [A]t}[V ] =-[I ] - [A][I ] 
a e a 11a iC 

Detta [ G T] la matrice dei coefficienti ed [I T] i l vettore dei 
termini noti del sistema di equazioni (II. 3. 6), si ottiene il sistema ri sol­
vente su base tagli nel modo seguente: 

(II. 3. 7) 

Dall'esame della matrice [ G T ], quale risulta dalla (II. 3. 6), s1 
può ricavare una prima importante proprietà: 

Proprietà 11.3.1 - e La matrice dei coefficienti del sistema di equazioni 
su base tagli per i circuiti costituiti da resistori e generatori di corren­
te è simmetrica • . 

La proprietà può essere verificata direttamente andando a calco­
lare la trasposta della matrice [GT], cioè: 

(II. 3. 8) [G ]t=[G ]t+{[A][G ][A]t }t = 
T a e 

= [GJ +[A] [GJ [A] t = [GT ] 

La semplificazione maggiore del procedimento di analisi conse­
gue tutta via dall'interpretazione fisica de gli elementi della matrice [ G T] 
e del termine noto [I T] . Tale interpretazione, infatti, permet te di lega­
re i va lori di detti elementi alla struttura del circuito da analizzare . Da 
ciò consegue la possibilità di determinare direttamente il sistema (I I. 3.7) 
per semplice ispezione visiva, evitando di effettuare i passi 3, 4, 5 del 
primo procedimento di analisi già descrit to. 

Tali legami sono i seguenti: 

a) il termine (k , k) della matrice [ G T] è uguale alla somma delle con­
duttanze dei rami resistivi che attraversano la linea tagliante del taglio 
k-simo ; 

b) il termine (i , k) della matrice [ G ] è uguale alla somma alge brica 
delle conduttanze dei rami resistivi che attraversano contemporanea men­
te le linee taglianti dei tagli i-simo e k-simo. Il segno da mettere dinan­
zi a ciascuna conduttanza è positivo, se il ramo relativo è nelle stesse 
condizioni rispetto alle due linee taglianti (concorde o discorde in am­
bedue i casi) . Il segno è negativo nel caso contrario. Inoltre il termine 
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(i, k) è nullo se nessun ramo resistivo è attraversato contemporaneamen­
te dalle linee taglianti i-sima e k-sima; 

e) il termine k-simo del vettore dei termini noti coincide con la somma 
delle correnti impresse dai generatori, che fluiscono attraverso la linea 
tagli an te del taglio k-simo, in senso opposto a quello considerato posi­
tivo. 

Le proprietà precedenti si possono facilmente dedurre, andando 
~d interpretare ciascun termine nelle singole equazi-;)ni del sistema 
l(II.3. 7) . Consideriamo pertanto la k-sima equazione, relativa al taglio 

lfondamental e k-simo. In fig.II. 3. 4 sono indicati i rami interessati a tale 
ta lio; in particolare il resistore di resistenza R è supposto coinci­
dente con il ramo dell'albero di c ui si sta cons1_::.ran o 1 tag 10. \ 

(k) 

-- - - -...... 
/ " 

./ ' 

..--..-- -------1- Rk--7- -
(i) / '\ 

I \ 

Fig . 11.3.4 - Interpreta z ione fisica dei te rmini delle equazioni risolven­
ti nel metodo di analisi s u base rag li . 

La k-sima equazione esprime l'equil ibrio delle correnti che at­
traversano la fine a tagliante k-sima, c ioè che la somma de Ile correnti dei 
ramtresìsi:ivi che attrave rsano la linea tagliante in senso conc"orde con 
quello del resistore Rk è uguale alla somma delle correnti impresse dai 
generatori in senso opposto. Ciò rende conto del punto c).Il termine pro-

·'po~ a tens io ne v k. (tens ione del ramo k-simo dell 'albero)coin­
cide con la corrente. die attraversa la linea tagliante k-sima quando agi­
sc~_291o ~k...' ci~è q_ua~do le tension t -di- tutci gTi altn rami aèll'albero so­
no nulle e non agiscono i generatori di corrente . In tal e caso la tensione 
v..k _è a_P-I?_~t a a tutti i rami del taglio e:_ nello stesso senso . Ciò rende 
c onto del puntò a). - -

f>er quanto riguarda il 12unto b) , vediamo che il termine propor­
zionale alla tensione vi' sempre nell' equazione k-sima, coincide con 
l~ corrente che attraversa la linea tagliante k-sima, quando agisce solo 
la tensione v. e cioè quando sono soggetti a tale tensione i rami re si -
- - I 

sci vi tagliati con temporane amente dalle linee taglian ti k-sima ed i- sima. 
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Il verso di tale corrente è concorde con quello della linea tagliante k-si­
ma, ovvero discorde, a seconda che i versi associati con le linee ta­
glianti k-sima ed i-sima siano congruenti o meno nell'attraversare i l ra­
mo considerato. 

Quanto detto permette di enunciare il seguente procedimento sem­
plificato di analisi su base tagli . 

Secondo procedimento di analisi su base tagli. 
(Valido per circuiti contenenti resistori e genera tor i di corrente) 

1) Scegliere un albero sul grafo orientato del circuito; 

2) Prendere come variabili ausiliarie le tensioni dei rami dell'albero con 
le re lati ve orientazioni; 

3) Seri vere il sistema risolvente determinando la ma trice de i coefficien­
ti ed il vettore dei termini noti nel modo precisato nei punti a), b), e e), 
sviluppati precedentemente nel presence paragrafo; 

4) Risolvere il sistema ottenuto nel punto 3) e determinare le tensioni 
dei rami dell'albero; 

5) Determinare le altre correnti e tensioni del circuito. 

Esempio 11.3.2 

Applicare il procedimento semplificato di analisi su base togli al circuito mo­

strato in fig.11. 3.5. 

Fig.11.3.5 - Circui<o considera- CD .._ _ __,,,,...,.... _____ .,., 
to nell'ese mpio 11.3.2. I valori 
dei componenti sono: 

I& 1 =2, I& 2 =1, R 1 =R 4 =1 R 1 

R
2

=0,5, R
3

=1/3 (A,D) 

@ 

Passi 1 e 2 : Scegliamo un albero del circuito come indicato in fig.I I.3.6 . In cale figura 

sono chiaramente messe in evidenza le linee caglianti dei tre tagli fondamentali ed i 

versi da considerare positivi per i rami. Le variabili ausiliar ie sono le tensioni v 2, v 5 
e V 6. 
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Fig.11.3 .6 • Albero (a tratto 
pieno) , co-albero e linee ta· 
glianti de 1 c irc uit o di figu­
ra Il. 3. 5. 

Analisi su base tagli 103 

6 

Posso 3 : Scriviamo il sistema ri solve nt e nel modo precisato ne i punti a , b , c del pre­

sente paragrafo, cioè: 

taglio a 

taglio b 

taglio e 

• ( G l + G 4) V 2 + ( G l + G 4) V 5 + G 4 V 6 = I i 2 

·(G 3 + G
4
)v 2 +G

4
v 5 +(G 3 +G

4
)v 6 =-I 1 . i 

o 

Sostituiamo i valori numer ici alle grandezze note; si ottiene: 

Posso 4 : Risol vendo il sistema si ottiene: 

v 2 = - 8/17 VS= 10/ 17 v 6 =- 19 / 17 

Posso 5: Le al tre grandezze elettriche del circuito valgono: 

V [ = V z - VS = · 18 / [ 7 

v 3 =-v 2 tv 6 =-ll / 17 

i l = G l V l = . 18/ 17 

(V , A) 

( V) 

11.3 . 3 ·Analisi su base tagli in presenza di generatori indipe n dent i di 
tensione. 

La presen za dei generatori indipendenti di ten s ione in un circ ui­
to rende impossibile l'applicazione diretta del metodo di analisi su ba­
se ta gl i cos f come è stato descritto in precedenza . In tale caso valgono 
considerazioni analoghe a quelle fatte all'inizio del § II. 2. 3 per il caso 
dell'analisi su base maglie in presenza dei generatori di corrente. 
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Sono pertanto possibili sue cast : 

a) metodo misto di analisi su base tagli, quando il metodo di analisi è 
sviluppato sul circuito assegnato senza trasformazioni preventive ; 

b) metodo diretto di analisi su base tagli, quando vengono effettuate del­
le trasformazioni circuitali che hanno lo scopo di eliminare tutti i gene­
ratori di tensione presenti nel circuito. 

A ·Metodo misto di analisi su base tagli. --...-- . 
Si ha il metOclomisto di analisi su base tagli quando si effettua 

l'analisi del circuito con il metodo dei tagli senza effettuare trasforma­
zioni circuitali. Il procedimento considerato nel paragrafo precedente 
può essere seguito purchè s'introducano le seguenti modifiche: 

1) si tiene conto della corrente (incognita ) di ciascun generatore di ten­
sione , considerandola alla stessa stregua della corren te di un generato­
re di corrente nel relativo con tri buco al vettore dei termini noti; 

2) si aggiunge una nuova equazione per ogni generatore di tensione, in 
modo da esprimere il legame da esso imposto alle variabi li ausiliarie . 

Prima di procedere ulteriormente, applichiamo quanto detto al se­
guente circuito. 

Esempio 11.3.3 

Anoliz:z:ore con il procedimento obboz:z:ato in precedenza il circuita di figuro 

11.3. 7. 

Fig.11.3.7 ·Circuito considera­
to nell'esempio II . 3.3. I valori 
dei componenti sono: 

1
11

=2, V
1

=2,R 1 =R.4 =1 

R2 =0,5 • R3 =0,5 (A, V, D) 

-- I g 

@ 

Scegliamo un albero de I circuito come indicato in fig .II.3 .8 e fissiamo arbirra­

riamence i versi dei rami del grafo. Con linee tratteggiate sono stati indicati i rami del 

co-a.lbero, mentre a tratto e punto le linee taglianti. Le variabili ausiliar ie sono le ten­

sioni v l' v 2 ·e v 
3

• Introduciamo come ulteriore incognita la corrente ix del generato­

re di tensione, orientata come messo in evidenza in fig.II.3 . 7. 
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5 / ---- -- .... ......__/ ---/ ........... <Z ........ a: <ID 

~ -
3 /'·- c) ·-I ........_ - / b) 

t 6 >' /--·- ·- · 

. +- ·r-.. 4 
a) 

/ -· -·-@ 

Fi11.ll.3.8 ·Albero (a tratto pieno), co-albero e linee t aglianti del c ir­
cuito di fig. II. 3. 7. 

105 

Scriviamo le equazioni ~isolventi come precisato nel punto 3) del secondo pro­

c edimento di analisi su base tagl i e tenendo conto della corrente l x come se fosse la 

co rrente impressa di un generatore di corrente. Si ha: 

taglio a 

taglio b 

taglio e 

( G 1 + G 4) V l + G 4 V 2 + G 4 V 3 = - i Jt' 

G 4 v 1 + (G 2 +G 4) v 2 + G4 v 3 =- Ili: - ix 

G 4 V 1 + G 4 V 2 + ( G 4 + G 3) V 3 = - I &: 

L'equazione del vinco lo imposto dal generatore d i tensione è : 

Il sistema risolvente, cos tituito dalle equazioni di equilibrio e dal! 'equazione 

del vincolo, è, dopo aver sostituito i valori numerici dei componenti ~ 

[ 

2 

l ~ ; l ~: l u l 
X 

Risolvendo il sistema si ha : 

v 1 =-2/3 

v 2 =- 4 / 3 

Le altre grandezze elettriche del circuito valgono: 

(V, A) 

v
4

=v 1 +v 2 +v 3 = -2 

v 5 =v 2 +v 3 =-4/3 

i~= G 1V1 = - 2/ 3 

i 2 =G 2v 2 =- 8/3 

i 3 =G 3 v
3

=0 

i
4

=G
4

v
4

=-2 

G.MARTINELLI- M.SALERNO : Fondamenti di Elettrotecnic a 

( V, A) 

14 
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Il sisrema ri sol venre nell'esempio precedente è più complesso di 
quello che si avrebbe nel caso che i generatori fossero tutti di corrente, 
per la presenza di una nuova incognita (i ) e di una nuova equazione 

X 

Cl 'equazione del vincolo). Si può però osservare che con un'opportuna 
scelta dell'albero, cioè scegliendo il generatore d1 tensione su un ramo 
de ll' a lbero (invece e e su un ramo e co-a bero, come facto nell'esem­
~quazioni e Ytnco o_ Lv.t.ene un 'identità, nella quale varia­
bile aus iliaria viene identificata con la tensione impressa del generato­
.re~Con tale scelta si ha inoltre un secondo vantagg10 : la corrente inco­
gnica i compare in una sola delle equazioni risolventi (inve ce che in 

X 

due, come nell'esempio visto). In conclu s ion e il sistema si riduce da 
quattro equazioni in quattro incognite , ad un sistema di due equazioni tn 

due incognite. 
Quan to detto gi ust ifica il seguente procedimento di analisi. 

Terzo procedimento di analisi su base tagli (inetodo misto). 

( Valido per c ircuiti contenenti resistori e generatori indipendenti dei due tipi) 

1) Scegliere, se possibile , un albero del c ircuito tale che i generatori di 
tensione siano contenut i tutti sull'albero . 

2) Prendere come variabili ausiliarie le tensioni dei rami dell'albero; per 
i rami dell'albero. coincidenti con generatori di tensione tali variabili so­
no note . 

3) Introdurre come ulteriori grandezze incognite le correnti che scorrono 
nei generator i di tensione. 

4) Scrivere il sistema risolvente secondo le modalità indicate nel punto 
3) del secondo procedimento di analisi su base tagli , con l'avvertenza 
che il punto c) deve essere modificato nel modo seguente : 

e) il termine k-simo del vettore dei termini noti coincide con la somma 
delle correnti dei generatori sia di tensione sia di corrente, che flui­
scono attraverso la linea tagliante del taglio k-simo in senso opposto 
a quello considerato positivo . 

5) Scrivere le equazioni di vincolo per quei generatori di tensione che 
eve ntualmente si trovassero sui rami del co-albero (tale eventualità de­
ve essere evitata in base al punto 1). 

6) Risolvere il sistema ottenuto considerando tutte le equaz1001 ottenu­
te nei punti 4) e 5), le cui incognite sono: 
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a) le tensioni dei rami del! 'albero non contenenti dei generatori di ten­
sione; 

b) le correnti dei generatori di tensione. 

7) Determinare le altre grandezze del circuito. 

Esempio 11.3 • .4 

Analizzare lo stesso circ u ito considerato nell'esempio 11.3 . 3 con il terzo pro­

ced imento di analisi su base togli. (Si noti lo semplificazione de l sistema risolvente 

che der ivo do uno s ce lto opportuno dell'albero ) . 

Posso 1 : Scegliamo un albero che contenga in un suo ramo il generatore di tensione, 

come in fig.II.3.9. 

Fig.11.3.9 - Albero (a trat­
to pieno), co-albero e li­
nee di tagli o relative al-
1 'esempio II.3.4 . 

a ) b) 

Pos so 2 : Le variabili ausiliarie sono v 
2

, v 
3

, Vg, di cui solo le prime due son o inco­

g nite. 

Posso 3 : Introd uci amo come ulte riore incognita la corrente ix del generatore di ten­

sione, orientata come in fig. Il. 3. 7. 

Pas sa 4: Scriviamo le, equazioni di equil ibrio delle correnti : 

taglio a 

taglio b 

taglio e 

CG 1 + G 2) v 2 + G 1 v, =- r, 
(G 3 +G 4)v 3 - G 4 v, =- I

11 

G 1 v 2 - G 4 v 3 + (G 1 + G 4)Vg =ix 

Posso 5 : Non è necessario scrivere a lcuna equazione di vincolo, poichè non v1 sono 

generatori di tensione sui rami de l cc-albero; 

Posso 6 : Il sistema risolvente è quello individuato nel passo 4). Sosti tuendo 

numerici , si ha: 

3v 2 +2=-2 

3v 3 -2=-2 

V 2 - V 3 + 4 = ix 

valori 
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Si può notar e che il sistema risolve nte ottenuto è suddivisibile in: 

o) un sistema di due e quazioni nell e due variabili ausiliarie incogn ite ; 

b) un' e quazione per il calcolo della corrente del generatore di tensione . 

Risolve ndo il sistema, si ha: 

V 
2 

= - 4/ 3 I = 8/ 3 
X 

(V, A) 

Tali valori coincidono ovviamente con quelli ott e nut i ne ll 'esempio Il.3 .3. 

Osservazione 11.3. 2 

Il. 3 

Al punto 1) del metodo mist o di analisi su base cagli è scata pasca una nserva 

sulla possibilità di sceg l ie re un a lbero contenente tutti i ge neratori d i tensione prese nti . 

Può infa tt i accadere c he in qualche caso non sia possibile scegliere un albero siffatto 

e che qualche generatore di tensione deb ba di conseguenza coincidere con un ramo del 

ca-albero; in ca l caso non sarà passi bi le evitar e di scrivere le equazioni aggiuntive di 

vincolo indicate al punto 5), con conseguente complicazione de l s is t e ma risolvente . I 

casi in cui non è possibile evitare tal e situazione sono me ss i in ev idenza dalla se­

guente proprietà, dimostrabile con considerazioni ana log he a quelle fatte in oc casione 

dell'osservazione II.2 . 2: 

Proprietà 11.3.2 - e Non esiste un.albero del circuito tale da contenere 
tutti i generatori di tensione pre senti se e solo se è presente una maglia 
costituita di soli generatori di tensione~. 

I circuiti che non soddisfano il punto 1) del metodo mis to sono anomal i , 1n 

quant o le tensioni impresse dai ge nerator i di tensione facen t i parte della maglia di so­

li ge neratori di tensione debbono sodd isfare la seconda legge di Kirchhoff . Perciò si 

possono avere le due seg uenti possibilità: 

o) le tensioni impre sse non soddisfano l a seconda legge di Kirrchhoff . /n tal caso il cir­

cuito considerato non è valido e va riesa min ato il proced imento di modellamen to da 

cui esso è derivato dall a struttura fisica che vuol rapp resentare; 

b) le tensioni impresse soddisfano l a seconda legge di Kirc hhoff . In tal caso il pro­

blema di analisi ha soluzione ind eterminata, in quanto è possibile sostituire uno qu a ­

lunque dei generatori di tensione con s id erati con un generatore di corrente di valore 

arbi tr a ri o, senza al terare il resto del circuito (la tensione del generatore suddetto di 

c orre nte, per la seconda le gge di Kù-chhoff, è proprio uguale alla tensione del gene r a­

tore di tensione sostituito) . 

Si può quindi concludere che, salvo i casi anomali indicati , l a n serva effet­

tuata a l p unto 1) del metodo misto di a nalisi s u base maglie,s i può sc ioglier e in sen­

so affermativo e quindi il punto 5) del suddetto procedimento può essere evitat o. 
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Illustriamo quanto detto con un esempio. 

Esempio 11.3.5 

Analizzare con il metodo di anal isi su base tagli il circuito di fig.11.3.10. 

Fig.11.3.10 - Circuito considerato 
ne 11 'esempio II. 3. 5. I valori dei 
componenti sono: 

vg 1 =2, vg 2 =3, vg 3=s, vg 4 =5, + 

V gl 

(V, 0) 
3 

Si può notare che i generatori di tensione Vgl' 

perciò per la seconda legge di Kirchhoff deve essere: 

+ 

I)~'-' 8l ì ~ .;_(Uv-Jl • o.ffiarc.> \,'-~ 
-" ~' 'N Vv , ~h.PJ'\ 

V 2 e V 3 formano una maglia; _ 1: 
g g c_LQ,_' ~ ~ 

Tale relazione è soddisfana dai valori delle 

~Jr, :v ~~· 
'µ.,., \~~~wtç 

. . . . ~\O. 
tens1om impresse dai tre genera-\~ u.Vtt .J. (\<) oJ 

tori. 

1) Non è possibile trovare un albero contenente tutti 1 generatori di tensione . Sceglia­

mo allor.a l'albero indicato a trarre pieno in fig .11.3.11. 

Fig.11.3. 11 - Albero (a trar­
re pieno), cc-albero e linee 
di rag liode ll'esempio Il.3 .5. 

/ 

/ -- . ....... _:_\ ___ _ 
<2l . . 

" J__ / /'( . - - _c) b) . . -- / 
I / 
I / 
-+-/_ ) 

·--...! 
@ 

Il generatore di tensione V g3 si trova su un ramo del cc-albero. 

2) Le variabili ausiliarie sono tutte note e pari a: 

3) Sono incognite le corre nti de i generatori di tensione e sono pari a ix 1, ix 2, i x
3

, ix 
4

• 
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110 Analisi s u base tagli 

4) Le equazioni d i equilibrio delle correnti nei tagli sono: 

tar,lio a 

tar,lio b 

taglio e 

G6 Vgl + G6 Vg4 = ixl + ix3 

Gs Vg2 - Gs Vg4 = i x 2 + ix3 

G6Vgl - G5Vg2+(G5+G6)Vg4=ix4 

11.3 

5) L'equa zione aggiuntiva relativ a al vincolo del generator e di tensione V g3 risulta: 

6) Il sistema risolvente è costituito dalle e quazion i ottenute nei passi 4) e 5), cioè: 

G5Vg2- G5Vg4 = ix2+ix3 

G6Vg1-GsVg2+(G5+G6)Vg4 =ix4 

vg1 + vg 2 = vg3 

Le incognite sono quattro e pari a ixl' ix 2, ix 3, ix 4; sostituiamo i valo ri nu­

merici. Si ha : 

6+15 = i x 1 +ix 3 

6 - 10 = ix 2 + i x 3 

6 6 + 25 

2 + 3 5 

= i x4 

Si vede che la quarta equazione risulta essere una identità. Pertanto, dato il 

carattere anomalo del circuito considerato , il sistema risolvente è indeterminato. Si può 

a llora assegnare un val ore arbitrario ad una de lle tre correnti incognite ix 1, ix 
2

, ix 
3

• 

Ci ò equivale a sostituire un generatore di cor rente al posto di uno dei tre generatori di 

tensione, facenti parte della maglia di soli generatori di tens ione. P onendo ad esempio: 

si ha: 

21 = i x I + 300 

- 4 = ix 2 + 300 

ix 3 = 300 A 

Di conseg uen za si ottiene: 

ix 1 =-279 

1x 2 =- 304 

ix 4 = 25 

( ix 3 = 300) 
(A) 

Le a ltre grand e zze e le tt riche del circuito si poss ono facilmente determinare. 
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B ·Metodo diretto di analisi su base tagli. 

Un modo molto semplice per ovviare all'inconveniente dovuto al­
la presenza dei generatori di tensione è quello di sostituire quest'ul t imi 
con generatori di corrente tramite opportune trasformazioni . Si riduce in 
questo modo il circuito da analizzare ad uno ~ente solo resistori e ei 
neraton di corrente . Unico svantaggio è che tal~ircuito -~ _di ve~ da 
q__uello assegnato , in corris ondeEa ad alcuni s~~i_Eami e perciò occor­
re sem re tenere resente tale fatto nella determinazione finale elle 
--.--L.-----'---L.---,-------,.-----:------·--- ----- - -

tensioni e correnti del circuito io.i_ziale . 
La trasformazione di un circuito contenente generatori dei due 

t ipi in uno contenente generatori solo di corrente può essere effettuata 
in due passi successi vi. Dapprima si sostituisce al generico eneratore 
di tensione tanti generatori di tension~_ q!l~ n ti~o!!._o__j_r_~mi che conflui­
scono 10 uno de i due nodi posti ai suoi estremi, come indicato in det­
taglio 1n ftg. II. 3. 12. I 

a ) Circuito di partenza , in c ui è iso­
lato il generatore di tensione, che si 
v uole e liminare . 

-/';"~~v'-~~_.,_Rk 
- ---<> ck 

RM 

b) Eliminazione del nodo B e ridu­
zione del generatore di partenza ad 
M generatori di tensione, ciascuno 
in serie ad un solo ramo. 

Fig.ll.3.12 

In questa fas e si elimina uno dei nodi del circuito di artenza 
per o ni eneratore di tensione e nel circuit r · s tante i eneratori di 
t~SO-ll-0--tUt-t-i-colleg..at-i-i-n-se-r-i e-ad- un--Sol-o--r-am0-:-

~u cce ss i.Yament_e_ s_i_utilizzano_J_ e.-equi.v..alenz_e_di Jjg,JI3.J_i___per 
eliminare definitivamen.i:__e_j generatori di-tensione introdottj, com~ _Ìf!di­
c ato in fig. II. 3. 14. 

E ~portuno sottQlin.eare...cheJa trasformazione di fig. II. 3. 14 por­
ta ad un circuito equivalente dal punto di vista elettrico a quello i par­
tenza con l'esclusione della parte compresa tra i nodi,A, Cl, c2"' CM, 
cioè della parte racchiusa entro le zone tratteggiate_ E anche chiaro che 
la trasformazione elimina un generatore di tensione alla volta e perciò 
è necessario applicarla ripetutamente, se è il caso , per eliminare tutti i 
generatori di tensione presenti . 
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V /R 
!.__ 

V 
R ~2 

g 
+ 

~ 

V vo 
R 

g + V g + vo 
8 8 + 

8+ 1 o o 02 - 1 o o 2 

V Io Io 
g - 2 - 1 o <D o 2 

Fig.11.3.13 · Equivalenze che si urilizzano per eliminare un generarore di 
rensione V g da un circuire . Le equivalenze sono valide solo dal punto 
di visra elenrico esrerno ai nodi 1 e 2. 

,,,,.,..,..-----..... ........ 

a) b) 

Fig.ll.3.14 ·Trasformazione finale per l'eliminazione del generarore di 
rensione V . 

g 

11.3 

In conclusione con la trasformazione precedente possiamo sem­
pre ricondurre un circuito assegnato,contenente generatori di tensione e 
corrente,ad uno contenente solo generatori di corrente, equivalente a 
quello di partenza, fatta eccezione per alcune parti . Il problema dell 'a­
nalisi, pere iò, risolto su quest'ultimo va completato, individuando suc­
cessivamente le tensioni e correnti dei rami del circuito di partenza, eli­
minati dalla trasformazione . Riassumiamo di segui to 11 procedimento di 
analisi risultante. 
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Quarto proceèfimento di analisi su base tagJL(m .. _to_clo~tl­
(Valido per circuiti contenenti resistori ; ~ri indi endenti dei due ti i}1f 
'---= 

113 

1

1) Applicare ripetutamente al circuito le trasformazioni indicate nelle fi­
gure II.3.12, II.3.13, II.3.14, fino ad ottenere un cucui to rivo dei ene­
ratori di tensione.\ Sia T tale circuito. 

T licando il secondo 12roc;di-f 

3) Determinare le tensioni e le correnti dei rami contenuti nelle parti 
del circuito di partenza distrutte dalle trasformazioni, u-tilizzando 1 n­
sultat1 rie a vati in 2) \ e le trasformazio_niin_s_e so in vers o\ 

Esempio 11.3.6 

Appl icare il quarto p rocedimento di analisi su base tagli al circuita di figura 

11.3. 15. 

Fig.11. 3. 15 • Circuito c on­
siderato nell'es. II.3.6. I 
componenti va lgono: 

R 1 =0 ,5 , R 2 =R 4 =R5 =1 

1 
R = -

3 3 

I = 2 g 
CD, V, A) 

CD 

@ 

+ 
V 

i 

1) Eliminiamo il generatore di tensione, app licando le trasformazioni indicate in figura 

II.3.13. Tali trasformazioni si possono applicare direttamente, poichè nel caso presen­

te il generatore di tensione è già in. serie al ramo R 5. Si ottiene il circuito di figura 

II.3.16. 

CD (2) (3) 

R2 R4 

I Rl Ra Rs t~ g 

Rs 

@ 

Fig.11.3.16. Circuito Ottenuto dopo la trasformazione (circuito n. 
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114 Analisi su base tagli 11.3 

2) Scegliendo l'albero di fig.11.3.17, si ottiene il seguente sistema risolvente di equa­

z10n1: 

taglio a 

taglio b 

ta glio e 

a) 

( G l + G 2) V 2 + G l V 3 = - I g 

G1v 2 +(G 1 +G 3 +G5) v 3 - G5 v 4 = Y/R 5 - Ig 

- G 5 V 3 + ( G' + G 5) V ' = - V/ R 5 

/ 

/ 

3 / /.<... 
5 / I ·-·-
-, / c) 

/ /7 
/~/ 

I b) 

Fig.11.3.17 - Albero (a tratto pieno), co-albero e linee di taglio dello 
esempio II.3 .6 . 

Sostituendo i valori numerici, si ottiene: 

3v 2 +2v 3 =-2 

2v 2 +6v 3 -v 4 =­

-v3-+2v4=-

Risolvendo il sistema, si ha: 

16 

25 

Le altre tensioni valgono: 

13 

25 
(V) 

17 
vl =v2+v3=-25 

12 
(V) 

3) Le tensioni e le correnti dei rami del circuito di partenza coincidono con quelle del 

circuito trasformato per tutti i rami, eccetto che per il resistore R 5 ed il generatore tra­

sformato. Per questi due componenti si ha nel circuito di partenza: 

v = (v ) - V =- 13/25 RS 5 trasf. g 

iR 5 = G5 vR 5 = - 13/25 
(V, A) 
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11.4 • Caso limite del~~ dei_ ta_?!i: metodo dei no i . 

. circuito aumen~?~o.:__]; 
Quando s i analizza un circuito su base tagli la scelta dell 'albe-

\ 

.ro è arbitraria, se si eccettuano le considerazioni fatte nel cas_o della 
~ presenza dei generatori .di. tensione; Scelto comunque l'albero si uò ot­

--tenere i1s 1stema risolvente i equazioni me tante UJ19 deL Rrocedimenti 
di analisi su base tagli visti in precedenza. In ogni caso il sistema ri -
solvente _è stret tamente e ato a un a bero del circuttQj poss1oiTe, 
tuttavia, evitare tale dipendenza, utilizzando la nozione di circuito au­
mentato. Introduciamo tale nozione in un esempio, considerando alla sco­
po il circuito- di fi .II.4.1. In tale circuito si può notareche le coppie di 

,;.----- ·------· - -· - ~ ·- - -· -nodi 1- 3, 1- 4, 2- 4 e 3 - 5 non sono connesse direttamente fra loro con 
dei bipoli , a differenza di quanto accade per le altre coppie di nodi. Si 
può allora considerare un nuovo circuito in cui anche tali CO(U1ie di nodi 
sono collegate , utilizzando dei rami resistivi a co za nulla. Tale 
nuovo circuito, mostrato in fig.II.4. 2 viene detto circuito aum entato ed è 
équivalente al rece ente aal~pun to oiv ista elettrico, Ìpoichè i rami a 
con uttanza nulla non co;ti'ibu isco-no agli equilibri di corrente . 

Fig.11.4. l ·Circuito consi­
derato per l'introduzione 
della nozione di •circuito 
aumentato•. 

G =O 

G =O 

Fi9.ll.4.2 • Circ u ito aumentato di quello mostrato in fig.II.4 . 1. 
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Il grafo del circuito aumentato, a differenza di quello del circui­
to originale, gode della proprietà che tutte le coppie di nodi sono fra lo­
ro connesse; un tale grafo si dice a maglie complete . Quanto detto nel 
caso del circuito di fig.II. 4.1 può essere facilmente esteso al caso di un 
circuito qualsiasi. Vale quindi la seguente definizione: 

Definizione 11.4.1 - e Si definisce come circuito aumentato di uno asse · 
gnato, il circuito ottenuto da quello assegnato aggiungendo a questo fan · 
ti rami resistivi a conduttanza nulla quanti sono necessari per connette· 
re direttamente tutti i suoi nodi•· 

E' importante osservare che: 

a) ne ll' analisi del circuito aumentato s1 può ignorare il contributo dei 
rami fitt izi aggiunti; 

b) la soluzione del problema dell'analisi per il circuito aumenta to coin­
c ide con quella del circuito di partenza; 

e ) il sistema risolvente ottenuto analizzando su base tagli il circuito 
aumentato può non coincidere con alcun sistema risolvente su base ta­
gli per il circuito di partenza. Ciò accade quando l'albero scelto per il 
c i rc uito aumentato non è un albero del circuito di partenza. 

Esempio 11.4. 1 

Applicare quanto detto a ll 'analisi del circuito di fig.11.4. 3 . 

Fig .11. 4.3 ·Circuito conside­
rato nell'esempio II. 4.1. I va­
lori dei c omponenti sono: 

R 1 =0,5,R 2 =R 3 =R5 =1, 

R 4 =1/3, Vg 2 = 2, 

V g 6 (.0, V) 

CD 

+ 

@ 

Consideriamo il grafo del circuito aumentato, nel quale i rami fittiz i sono in· 

dicaci tratteggiati ( fig. II. 4.4). Scegliamo per cale circuito l 'a Ibero di f ig . II. 4. 5, formato 

dai rami 2, 3, 10 e 5. 

Si può notare che l'albero scelto non è un albero del grafo del circuito di par­

tenza , poichè in cale circuito non è presente il ramo 10. Per la stessa ragione l 'insie· 

me delle linee di caglio e quindi il corrispondente sistema di equazioni non avrebbe po­

tuto essere scritto con riferimento al circuito originale. 
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Fig.11.4.4 - Circuito au­
mentato di quello mo­
strato in fig. II. 4. 3. 

Fig . 11.4. S - Albero (a 
tratto pieno) e linee 
di taglio co nsiderati 
pe r il circuito a umen­
tato. 

a) / 
/ 

(2) --- ---<D <k-------t---- ----"1@ 
2 

\ 

6 

\ " / \ 'v· 
'\ ., 
"/ ' 
/ "'-

/b) 
....... ...__ /. 

_,,- '- . c) 

117 

Applich iamo il terzo proc e dimento di analisi su base t agli. Le va r iabili ausi­

liarie sono V gZ' v 3, v 5 e v 10 . In particolare V 
82 

è nota per la presenza d e l genera­

tore di tensione sul ramo 2 e v 10 è l a tension e del ramo fittizio 10, corrispondente 

alla differenza di potenziale fra i nodi 3 e 5 del circuito originale. Ulteri ori in cognite 

sono le correnti dei ge.neratori di tensione ix
2 

e ix
6

• 

Il sistema , che si ottiene considerando le equazioni di equi librio de lle corren­

ti attraverso le linee di taglio di fig.II.4. 5 è : 

A tale sistema occorre aggiungere l'equazion e de l vincolo imposto dal genera­

tore di ten s ione V g6, che vale: 

Sostituendo i val ori numerici si ha: 
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4+2v 3 =ix 2 

4 + 6 V 3 - 3 V lO = Q 

V 5 = ix6 

-3v3 + 3vl0 =-ix6 

V 5 - V 10 = l 

Risolvendo il sistema, si ottiene: 

v 3 =-19/15 

v 5 =- 1/ 5 

V lO =- 6/ 5 

ix 2 = 22/15 

Il ... 

(V, A) 

Occorre notare c he la tensione v 10 non è una tensione di ramo del c1rcu1ro 

originale, ma coincide con la tensione esistente fra una coppia di nodi . Tutte le a ltre 

grandezze elettriche del circuito possono essere ricavate facilmente: 

v 1 =Vg 2 +v 3 = 11/15 i 1 =G1 v 1 = 22/1 5 i 3 =G 3 v 3 =-19/ 15 

v 4 =v 3 -v 10 =-1/15 i 4 = G4 v 4 =-l/5 i 5 =G 5 v 5 =- l / 5 
(V, A) 

11.4.2 · Il metodo dei nodi. 

Il metodo di analisi su base nodi si può ottenere come caso par­
ticolare del metodo dei tagli applicato al circuito aumentato. Per ottene­
re tale metodo occorre scegliere in modo opportuno l'albero del circui to. 
Precisamente, posta l'attenzione su un generico nodo, detto nodo di rife­
rimento, occorre scegliere l'albero formato dai rami che congi ungono la­
le nodo con tutti gli altri del circuito. Considerando, ad esempio, il cir­
cuito di fig. II. 4. 6, si consideri l'albero mostrato in fig. II. 4. 7. Come nodo 
di riferimento è stato scelto il nodo 5 e come rami del! 'albero i rami a, 
b, c, d, tutti connessi al nodo 5 (il nodo di riferimento è a volte con­
trassegnato con il simbolo di massa (fig. II. 4. 7)). 

R4 

CD @ 

+ 
+ 

V g I v g2 

@ 

Fig.11.4.6 ·Circuito considerato nell'introduzione al me todo de i nodi. 
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a 

Fig.11.4.7 - Albero scelto sul circuito aumentato del circuito di fig.II.4.6. 

Si vede c!_alle d e Il-Le.cedenti fi ure che mentre i rami a b d cor­
.. rispondono a rami del circuito asse nato (ris ttivamente il generatore 
iy_ -l' il resistore R 2 ed il gene ratore V ), il ramo c non corris onde ad 
al~n ramq__del Gircuito di fig.ll. 4.6· ess~ erta'irto~sta_to ottenuto sc~­
gl1endolo fra i rami del circuito aumentato. 

- Caratterizziamo ora ·eme de e inee 1 ta 
·' i a tale articolar.e scelta dell'albero. Tali linee, nel caso e esem­

io di fi . II.4. 6 sono indicate tra a e II 4.8. Si vede che es­
e ra resentano delle linee che racchiudono ciascun nodo del circuito, 
cc etto il nodo di riferimento. \ Ciò vale in generale. ~ertanto se s i sc-e­

g ie a convenzione i orientare i rami dell'albero verso il nodo di rife­
rimento, le e qu; zio;i di equilibrio ch e si utilizzano nel cas o pres-;;;te 
;;;;;;;-- ~lle delle correnti uscenti da ciascun nod;- d--;l circui to, e ccWo 
il nodo di ri erimento Per ta le motivo esse prendono 1 nome 1 e ua-

,..- -
/ 
! 

Fig.ll.4.8 - Linee d i taglio associate all'albero di fig.II.4. 7. 

Si può ancora notare che, per le equazioni ai nodi, le variabili au­
siliarie nsu1'tano.:coincidenti con le tensioni dei nodi del circui to ri spet­
to al nodo dir iferimen"to ;f <:l ò_va·lej:n- general e-;-·sfa- chel. l nodo -~ta rea l; 
mente cnnne-sso con un ramo al nodo di riferimento, sia che vi sia cori-

.. nesso con un ramo fittizio a conauttanza nuT a. Inolt re, n~llo scriv~re le ----- - - - -
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equazioni risolventi è facile rendersi conto che: 1) i termini della dia-
onale rinci ale della matrice dei coefficienti del ti o (k , k), rappre­

sentano la somma delle conduttanze dei rami resistivi conness i ainOdo 
k-simo ; j 2) i termini del tipo (k , i) coincidono con la somma delle con­
~ttanze cambiate di segno dei rami res is ti vi che congiungono i nodi k 
~ Il cambiamento di segno è conseguenza del fatto che il ramo che 
congiunge due nodi , qualunque sia la sua orientazione, risulta uscente 
da un nodo ed entrante nell'altro, come messo in evidenza in . fig.II. 4. 9 ; 
3) il termine k-simo del vettore dei termini noti coincide con la somma 
delle correnti entranti nel nodo k-simo . 

.-- . -... . . ...- . -..... . 
/ \ / 

Fig.11.4.9 - Determina­
zione del segno de 1 ter­
mine (k, i) della matri­
ce dei coefficienti. 

I CD :t:- - - - --- - - - -~ 
\ / 

............ --· 
® \ 

J 

Quanto detto permette di formulare direttamente il seguente pro­
cedimento di ana!isi. 

Primo procedimento di analisi su base nodi. 
(Valido per circuiti contenenti resistori e generatori di corrente) 

1) Scegliere un nodo del circuito come nodo di riferimento. 

2) Prendere come variabili ausiliarie le tensioni degli altri nodi E 
1
, 

E 2, . .. EN-l' rispetto al nodo di riferimento. 

3) Seri vere il sistema risolvente determinando la matrice dei coefficien­
ti ed il vettore dei termini noti nel modo seguente: 

a) il termine (k, k) della matrice dei coefficienti coincide con la som­
ma delle conduttanze dei rami resisti vi connessi al nodo k, per tutti 
i nodi salvo quello di riferimento; 

b) il termine (k, i) della matrice dei coefficienti è pari alla somma cam­
biata di segno di tutte le conduttanze dei rami resistivi che congiun­
gono i nodi k ed i (per tutte le coppie salvo quelle che contengono 
il nodo di riferimento); 

e) il componente k-simo del vettore dei termini noti è uguale alla so m­
ma algebrica delle correnti dei generatori di corrente entranti nel no­
do k-simo (per tutti i nodi salvo quello di riferimento) . 
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4) Risolvere il sistema ottenuto al punto 3) e determinare le tensioni de i 
nodi rispetto al nodo di riferimento. 

5) Determinare le tensioni degli altri rami del circuito come differenza 
fra le tensioni dei nodi a cui tali rami sono connessi. Determinare le cor­
renti del circuito in base alle relazioni costitutive dei componenti . 

Osservazione 11.4.1 

Si può notare che nel procedimento di analisi su base nodi le nozioni topolo­

giche del circuito sono ridotte al minimo e sono inoltre molto facilitate le sce lte dei 

segni dei coefficienti del sistema risolvente. Essendo ancora valida la proprietà II. 3.1, 

la matrice dei coefficienti del sistema risolvente su base nodi è simmetrica; c i ò può 

essere verificato anche direttamente, osservando che il termine (le, i) è sempre uguale 

al termine (i, k) della matrice dei coefficienti in conseguenza del punto 3b del proce­

dimento precedente. 

Esempio 11.4 .2 

Analizzare con il prima procedimento di analisi su base nodi il circuito di fi­

gura 11. 4. 10 . 

Fig.ll.'4.10 ·Circuito consi­
derato nell 'eseJilPio II.4. 2. I 
valori dei componenti sono: 

R 1 =R3 =R 4 =1, R 2 =1 / 3 

1115 =3, 1,6 =2 (D, A) 

I 

V 5 
g + 

CD..------{ 

g6 -+ 

V 6 
g I 

~ 

Passi 1 o 2: Scegliamo il nodo 4 come nodo di riferimento e prendiamo come variabili 

ausiliarie le tensioni E 1, E 2, E 3 dei nodi 1, 2, 3 risj?etto al nodo 4. (Si può notare 

che in questo semplice caso non è stato necessario considerare alcun ramo fittizio per 

determinare l'albero, così che le tensioni El' E 2, E 3 sono anche tensioni ai capi di 

tre componenti del circuito). 

Passo 3: Scriviamo le tre equazioni ai nodi : 

nodo r 

G.MARTINELLI-M.SALERNO: Fondame11ri di Elettrotecnica 16 
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nodo 2 

nodo 3 

Caso limite del metodo dei tagli: metodo dei nodi 

(G2 + G4) E2 - G4E3 = Ig5 

-G4E2 + (G3+G4) E3 = Ig6 

Sostituendo i valori numerici, si ha: 

E 1 =- 5 

4E 2 -E 3 =3 

-E 2 +2E 3 =2 

Passo 4 : Risolvendo il sistema si ottiene : 

11. 4 

(V) 

Passo 5 : Le tre tensioni trovate nel passo precedente coincidono con le tensioni ai c a­

pi dei tre resistori R 1, R 2, R 3; le altre grandezze e lettriche del circuito valgono: 

v 4 =E 2- E 3 = - 3/7 

vg S = E 2-E 1 = 43/7 

vg 6 = E 3-E 1 =46/7 

i 4 =G 4 v 4 =-3/7 

i 3 = G3 E 3 = 11 /7 

i 2 =G2 E 2 =24/7 

i 1 = G1 E 1 =- 5 

(V, A) 

11.4.3 ·Ana lisi su base nodi 1n presenza di generatori indipendenti di 

tensione. 

La presenza dei generatori indipendenti di tensione in un circui­
to rende impossibile l'applicazione diretta del metodo di analisi su ba­
se nodi, cosf come è stato descritto in precedenza. In tale caso valgo· 
no considerazioni del tutto simili a quelle fatte nel § II. 3. 3 per il caso 
dell'analisi su base tagli in presenza dei generatori di tensione . 

Sono pertanto possibili due casi: 

a) metodo misto di analisi su base nodi, quando il metodo di analisi è 
sviluppato sul circuito assegnato senza trasformazioni preventive; 

b) metodo diretto di analisi su base nodi , quando vengono effettuate del­
le trasformazioni circuitali che hanno lo scopo di eliminare tutti i gene· 
ratori di tensione presenti nel circuito. 

I due procedimenti di analisi vengono riportati di seguito senza 
ulteriori commenti, a parte l'osservazione II. 4. 2, essendo la situazione 
identi.ca a quella che si ha per il metodo di analisi su base tagli. 
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Secondo procedimento di analisi su base nodi (metodo misto). 
(Valido per circuit i contenenti resistori e generatori indipendenti dei due tipi) 

123 

1) Scegl.iere un nodo del circuito come nodo di riferimento, facendo in I 
mod_o di_ scegliere quel nodo a cui converge il massimo numero di ene--- . --- -raton i tensione -

2) Prendere come variabili ausiliarie le tensioni degli altri nodi, rispet­
to al nodo di riferimento. Alcune di queste variabili ausiliarie sono no­
gj Ciò accade per quei nodi co e gatt i rettamente con il nodo d"I!Tieri­
mento per mezzo i un generatore i tensione, la variabile ausiliaria re­
lati va a i va ore ugua ens10ne impressa dal generatore , se il 
relativo morsetto positivo coincide con il nodo considerato ovvero il va­
lore con segno opposto se il morsetto positivo del generatore coincide 
con il nodo di riferimento. 

3) Aggiungere, come ulteriori incognite, le correnti dei generatori di 
tensione. 

4) Seri vere il sistema risolvente con le stesse modalità del punto 3 del 
primo procedimento di analisi su base nodi. Tenere presente che al pun­
to e) occorre sommare ai te rmini noti le correnti incognite dei genera­
tori di tensione. 

5) Aggiungere le equazioni di vincolo per quei generatori di tensione 
che non sono connessi al nodo di riferimento. Tali equazioni esprimono 
il fatto che la differenza fra due variabili ausiliarie è pari al valore del­
la tensione del generatore in questione . 

6) Risolvere il sistema e determinare le grandezze incognite. Notare 
che le equazioni relative ai nodi direttamente conness i al nodo di rife­
rimento da un generatore di tensione possono essere risolte dopo il re­
sto del sistema, poichè ciascuna di esse ha il solo s copo di determina­
re la corrente nel suddetto generatore di tensione . 

7) Determinare le rimanenti grandezze elettriche del circuito . 

Osservazione 11.4.2 

E' necessario notare che quanto detto nel! 'osservazione II. 3. 2 ora non è più 

applicabile . In tale osservazione era stato fatto notare che , salvo i casi de i circuiti 

anomali, era sempre possibile scegliere un albero contenente tutti i generarori di ten­

sione, come era auspicato al punto l) del terzo procedimento di analisi su base tagl i 

e quindi era possibile evitare di aggiungere le equazioni di vincolo a l punto 5) dello 

stesso procedimento. Nel caso delle equazioni ai nodi, infatti , l a scelt a d e ll'al bero è 
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vincolata alla presenza de l nodo di riferimento e quindi, s ai vo casi fortunati , qualche 

generatore di t ensione compare sempre sui rami del co-albero. Si può tuttavia fare in mo­

do che la maggior parte possibil e dei generatori di tens ione sia presente sul! 'albero e 

ciò si può ottenere s eguendo il suggerimento detto al punto 1) del procedimento di ana­

lisi su base nodi qui descri t to . 

Esempio 11.4.3 

Analiz zare con il metodo misto di analisi su base nodi il circuito di fig.11.4.1 1. 

Fig.11.4. 11 ·Circuito consi­
derato nel l'ese mpio II. 4. 3. I 
valori dei componenti sono : 

R 1 =R 5 =1 , R 3 = 1/ 2 

R 4 =1/3, Ig 7 =3, Vg 2 = 1 

Vg 3= 2 ,Vg6=1 (.12,A,V) 

Passo 1 : Convie ne sceg liere come nodo di riferimento il nodo 2, a cui sono connessi 

due ge nerator i di tensione. 

Passo 2 : Le variabi li ausiliarie sono E 1, E3, E 4, E 5, E 6, cioè le tensioni dei rima­

nenti nodi rispetto a l nodo 2. Le tensioni E 3 ed E 5 sono già note poichè ai nodi 3 

e 5 sono connessi due generatori d i tensione con l 'altro capo co llegato al nodo 2. Ri­

sulta perc i ò: 

E =V = 1 3 g2 
(V) 

Notare che le tensioni E 4 ed E 6 non corrispondono ad alcun ramo del circuito dato, 

ma a rami del c ircuito aumentato . 

Passo 3 : Le ulteriori incognite sono le correnti che scorrono ne i generatori di ten s io­

ne, cioè ix 2' ix 31 ix 6 . 

Passo 4: Scriviamo il s iste ma di equazioni su base nodi; s1 ha : 

nodo ~ lG1 El= Ig7 

nodo 3 G3E3-G3E4 =i x2 

nodo 4 -G3E3 + (G3 + G4) E4 - G4E5 = i x6 

nodo .5 -G4E4 + (G 4 + G5) Es - Gs E6 =- 1 x3 

nodo I) -G5E5 + G5E6 =- ix6 - I g7 
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Passo 5: Scriviamo l'equazione relativa al vincolo introdotto dal generatore V g
6

. Si ha: 

Passo 6 : Il sistema risolvente si ottiene considerando l'insieme delle equazioni otte­

nute nei passi 4 e 5 . Sostituendo i valori numerici, si ha: 

E I = 3 

2-2 E 4 = ix 2 

-2+5E 4 +6=ix 6 

- 3 E 4 - 8 - E6 =- ix 3 

2 + E 6 =- ix6 - 3 

E
4

-E6 =1 

La seconda e quarta equazione possono essere inizialmente trascurate poichè sono le 

sole a contenere le incognite ix 2 ed ix 3. 

Risolviamo le altre e quazioni. Si ottiene: 

E6 =-7/3 

ix 6 =-8 / 3 
(V, A) 

Sostituendo tali valori nella seconda e nella quarta equaz ione si ha: 

ix 2 = 14/3 ix 3 = 5/3 

Passo 7 : Le altre grandezze elettriche del circuito valgono : 

VR3 = E3- E4 = 7/3 

vR4 = E4- Es= 2/3 

vRs = E6 - Es =-1 /3 

vg 7 =E 1 -E6 =16/3 

iR 3 = G3vR 3 = 14/3 

iR4 = G4"R4 = 2 

ins = GsvRS =- l/3 

iR1=G1E1=3 

(A) 

Terzo procedimento di analisi su base nodi (metodo diretto). 
(Valido per circuiti contenenti resistori e generatori indipendenti dei due tipi) 

1) Applicare ripetutamente al circuito le trasformazioni circuitali in dica­
te nelle fi gg. II. 3. 12, II. 3. 13, II. 3. 14, fino ad ottenere un circuito ~rivo di ---generatori di tensione. Sia T tale circuito. 
~ 

2) Effettuare l'analisi del circuito T, applicando il primo procedimen­
to di analisi su base nodi. 

3) Determinare le tensioni e le correnti dei rami contenuti nelle parti del 
circuito di partenza distrutte dalle trasformazioni, utilizzando i risulta­
ti ricavati in 2) e le trasformazioni in senso inverso. 
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___ ___..., 

Eump;o 11.4.4 [1 ~'.J4 \ 
Analizzare con il metodo diretto di analisi su base nodi il circuito di figuro 

11.4. 12. 

Fig.11.4. 12 - Circuito considerato nell'esempio II.4.4. I va lori dei componenti sono : 

(fì , A, V) . 

Posso l : Utilizzando le trasformazioni circuitali, otteniamo il nuovo c ircuito privo di 

generatori di tensione mostrato in fig.II.4.13 (circuito T). 

I 
g 

@ 

Fig.ll . 4.13 - Circuito trasformato ottenuto da quello di fig .II. 4 .12. 

Passo 2: Analizziamo il circuito di fig.II.4.13 con il primo procedimento di analisi su 

base nodi , prendendo come nodo di riferimento il nodo 4 . Si ottiene il seguente s istema: 

( G 1 + G 2) E 1 - G 2 E 2 = - I g 

- G 2 E 1 + ( G 2 + G 3 + G 4) E 2 - G 4 E 3 = O 

- G 4 E 2 + ( G 4 + G 5) E 3 = E/ R 5 

Sostituendo i va lori numeri ci, si ha: 

3E 1 -E 2 =-2 

-E 1 +5E 2-E 3 =0 

-E 2 t-2E 3 =1 

L.< so lu 7.i one· Jel si s te ma preceJente e: 
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E I = - 17 I 25 E 2 =- 1/25 E 3 = 12/ 25 (V) 

Le tensioni e le correnti del circuito T sono uguali alle tensioni e correnti 

del circuito assegnato, salvo che per i rami coincidenti con il resistore R 5 ed il gene­

rat ore di tensione trasformato. Si ottiene per i prinù: 

vn 2 =E 1-E 2 = -16/ 25 

v n 4 =E 2-E 3 =-13 /25 

iR 2 =G 2 vR 2 =-16/25 

iR4 = G, VR4 =-13/25 

iRI =G 1 E 1 = - 34/25 

iR 3 =G3 E 2 =-3/25 

Per i rami trasformati, nell'ambito del circuito T, si ottiene : 

(vRS)T = E 3 = 12 / 25 

(v1g)T = 12/ 25 

(iRS)T = G5 vRS = 12/25 

(V, A) 

Posso 3: Le grandezze elettriche dei rami del circuito originale implicati nelle trasfor­

mazioni val g·:n10: 

VR5 = E3- Eg =- 13 /25 

iRS = G 5vR5 = - 13/25 

i = 13/25 vg 

(V, A) 

11.5 • Estensione del metodo delle m~glie e del me_t odo dei nodi 
all'analis i dei circuiti contenenti generatori controllati . 

lt.5.1 • Introduzione. 

In questo paragrafo alcuni dei metodi di analisi descritt i prece­
dentemente verranno estesi al caso dei circuiti contenenti generatori 
controllati accanto a i componenti fin qui considerati. I generatori con­
trollati sono stati definiti nel § I. 7. 1, a cui si rimanda sia per le defini­
zioni s ia per i simboli usati. In particolare, ricordiamo che ciascuno dei 
generatori controllati è caratterizzato da un parametro di controllo, le 
cui dimensioni dipendono dal particolare ti po di generatore considerato. 
Tale parametro di controllo è una quantità reale indipendente dal tem­
po. Quindi l'aggiunta dei generatori controllati ai circuiti fin qu i consi­
derati conserva ad essi il carattere di essere «senza memoria»,\ proprio 
del presente capitolo. Si deve tuttavia osservare che l'aggiunta dei ge­
~-eratori Controllati amplia notevolmente la classe e l'importanza dei cir­
cuiti che si possono considerare. Infatti molti dispositivi elettronici arn­
~no sotto certe condizi~ni dei circuiti equi valef!ti contenent i tali 
componenti, come è stato già accennato nel Cap.I; d'altra parte median-
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te tali componenti è possibile tener conto di eventuali blocchi a più ter­
!!!-inali ovvero a più porte prese nti nel circuito, come si vedrà in dettaglio 
nel § VI. 10. 2. 

La presenza in un circuito elettrico di un generatore controllato 
apre inoltre la possibilità concre ta di analizzare circuiti costituiti da 
più parti separate, ma legate elettr ic amente fra loro. E' infatti sufficien­
tè che una parte del circuito conten ga il ramo controllato, men~re . un 'al­
tra parte contenga il ramo di controllo per stabilire il legame elettrico 
fra di esse. Ciò non era evidentemente possibile con circuiti contenenti 
un icamente resi stori e generatori indipende nti. 

Tutti i metodi di analisi descritti precedentemente possono es­
sere facilmente estesi al caso dei circuiti contenenti generatori control­
lati; la via da seguire consiste in generale nei due seguenti punti: 

1) Seri vere il sistem~risol vente considerando i generatori controllati 
come se fosse-ro dei_ generatori indipendenti. 

2) Aggiungere una ulteriore equazione per ogni generatore controllato 
presente, per esprimere il vincolo da esso introdotto fra le variabili del 
sistema precedente . 

E' bene osservare che l'ipotesi fatta al punto 1), di considerare i 
generatori controllati come se fossero indipendenti, è del tutto provviso­
ria ed ha il solo scopo di facilitare J' impostazione del problema. Infatti 
mentre un generatore indipendente è caratterizzato da una grandezza e­
lettrica impressa fissa e quindi introduce un termine noto nelle equazio­
ni risolventi, in un generatore controllato la grandezza elettrica impres­
sa dipende da altre grandezze elettriche del circuito (e quindi dalle va­
riabili ausiliarie scelte per l'analisi del circuito). Pertanto un generato­
re controllato non introduce termini noti, ma contribuisce alla matrice 
dei coefficietÙì del sistema. Si può quindi dire che, in generale, in pre­
senza di generatori controllati non valgono più le proprietà II. 2. 1eII.3. 1 
e che di conseguenza la matrice dei coefficienti non è più simmetrica. 

Per l'importanza che asslJ.mono nelle applicazioni, ve rra~ di 
seguito estesi esplicitamente al caso dei circuiti contenenti generatori 
controllati il metodo di analisi su bas e maglie e quello su base nodi. 

- - - - -

-
11.5.2 · Estensione del metodo delle maglie. 

Nel caso che siano presenti generatori controllati è possibile ap· 
plicare il metodo di analisi su base magl ie nelle due versioni misto e di­
retto. In quest'ultimo caso occorre tenere presente che la trasformazione 
del circuito non deve coinvolgere nella porzione modificata c!el circuiti> 
i rami di controllo dei generatori. Ilprocedimentorisultanteèilseguente. 
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L~into proc!~imento di anali.si su base maglie. 
(Valido per circuiti contenenti resistori e generatori di tensione e corrente sia dipen­
denti che indipendenti) 

1) Seri vere il sistema risolvente su base maglie seguendo uno dei proce­
dimenti visti in precedenza, come se i generatori controllati fossero dei 
generatori indipendenti. • 

2) Aggiungere per ogni generatore controllato un 'equazione di vincolo. 
Per i generatori di tensione controllati, tale equazione assume la se­
guente forma: 

(II. 5. 1) V = k f (i , V ., R .) 
gc m g1 1 

in cui: V è la tensione controllata; k è il parametro di controllo; 
f ( ) è u~a funzione lineare c he esprime la grandezza -elettrica di con­
trollo (tensione o corrente) in funzione delle correnti di maglia im , delle 
tensioni dei generatori ind ipenden ti presenti V i e delle resistenze Ri 

-dei resistori. Per i generatori di c orrente controhati, tale equazione di 
vincolo assume la forma seguente: 

(II. 5.2) f
1 

(i ) = k f(i , V., R.) 
m m g1 i ---

in cui: la funzione li ne are f 1 ( ) esprime la corrente controllata in fun-
zione delle correnti di maglia im; k è il parametro di controllo; la fun· 
zione lineare f ( ) esprime la grandezza elettrica di controllo in modo 
analogo a quanto visto per l'espressione II. 5.1. 

3) Risolvere il sistema complessivo e determinare le grandezze elettri­
che desiderate. Se è stato usato il metodo diretto di analisi , effettuare 
la trasformazione in ve rsa. 

Esempio 11.5.1 

Applicare il metodo esteso di analisi su base moglie al circui to di fig.11.S. l. 

Fig.11.5.1 ·Circuito considera­
to nell'esempio II. 5.1. I valori 
dei componenti sono : 

R 2 = R4 = 1 , R 3 = 2 , V 1 = 3 , + 

R (--.:;" 
3 \._ _;.. \M \ 

'--~~~~--t>----~~__j 
G. MARTIN F.LLI- M.SALERNO : Fandamen ti di Elettrotecnica 

v6 

+ 

17 
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Passo l : Scegliamo l'albero e quindi le maglie come indicato in fig.II. 5. 2.Scriviamo le 

equazioni di equilibrio delle tensioni di maglia, considerando i generatori controllati 

come se fossero indipendenti. Si ha: 

(R2 + R3 + R4) iml - R2 im2- R4 im3 =O 

- R 2 im l + R 2 im 2 = V l - v 5 

- R 4 im l + R 4 im 3 = v 5 + v 6 

Fig.11.5.2 · Albero, cc-al­
bero e maglie del circuito 
di fig.II. 5.1. 

/ 
/ 

----

J 

Passo 2: Le tensioni v 5 e v 6 non sono note, ma sono controllate da altre grandezze 

elettriche del circuito, come risulta dalle specifiche del circui to date in fig.II.5.1. Il 

generatore di tensione v 5 è controllato dalla corrente i R 2 che scorre ne I resistore 

R ~ esprimendo tale corrente in funzione delle correnti di maglia si ha: 

che è la prima equazione di vincolo cercata. 

Il generatore di te nsione v 6 è controllato dalla tensione ai capi del resisto­

re R 3. Tale tensione si può esprimere a sua volta in funzione delle correnti di maglia 

e della resistenza R 3. Si ha: 

che è la seconda equazione di vincolo cercata. 

Passo 3 : Il sistema riso! vente si ottiene considerando l'insieme delle equazioni otte­

nute nei passi 1 e 2. Sostituendo i valori numerici si ha: 

4 iml - im2- im3 =O 

- 1m l + im 2 = 3 - v 5 

- im l + im 3 = v 5 + v 6 

V5 = 2 (im2 - iml) 

V 6 = - 6 im l 

Sostituendo le ultime due equazioni nelle prime tre si ha: 

[-i 
- I 

3 

-2 
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Si vede da quest'ultimo sistema di equazioni che la p resenza dei generatori 

controllati ha distrutto la simmetria della matrice dei coefficienti del s is te ma di equa­

zioni alle maglie . Risol vendo i l sistema si ha: 

i ml - 3/8 v 5 = 2 

i m2 = 11/8 "6 =- 9/4 ( A, V) 

i m3 = 1/ 8 

Le altre grandezze elett riche del circuito possono essere facilme nte determi-

na te. 

Ese mpio 11.5.2 

Analizzare con il metodo esteso delle maglie il circui to di fig.ll.5.3 . 

Fig.ll.5.3 - Circuito cor.s idera­
ro nell'esempio Il. 5.2. I valori 
dei componenti sono: 

R 4 = 2 , R
5 

= R 6 = 1 , V 3 = 2 , 

i 1 =3iv 3 , i 2 =2vRS .(0, V, A) 

+ 

Passo 1 : Scegliamo l'albero e le maglie come indicato in fig .II. 5.4 . Scriv iamo ie equa­

zion i alle maglie considerando i generatori controllati come se fossero indipende nt i. A 

raie s copo occorre int rodurre le tensioni incognite ai loro capi , scelte come ind icato in 

fig. II. 5. 3. Ii siste ma di equazioni di equilibrio delle te ns ion i di maglia è il seguente : 

R4 iml - R4 im3 = vxl - vx 2 

Rs im2 - Rs im3 = vx2- V3 

- R4 iml - Rs im2 + (R 4 + Rs + R6) im3 =O 

Fig . 11.5.4 - Albero, cc-albe­
ro e maglie del circuito di 
fig .II. 5.3. 
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Passo 2 : Oc corre ora introdurre le equazicni d i v incolo i mposte da i generatori control­

lati . Il generatore di corrente i 1 è controllato dall a corrente c he scorre nel gene rato re 

indip e ndente V 3. Il vincol o che si ottiene, espresso in termini de lle correnti dì maglia , 
è il seg uente: 

Il generat ore di corrent e i 2 è co ntrollato dalla tensione ai capì del resistore 

R 5. Il v incolo in questo caso è il seg uent e : 

Passo 3 : Sost itue ndo i valori numerici, si ott i e ne il seguente sistema: 

2 iml- 2 im3=v x l-v x 2 

im 2 - im 3 = v x 2 - 2 

-2iml-im2 +4 im3 =O 

iml=- 3 im2 

im2 - imi= 2 ( im2 - im3) 

Risolvendo il sistema, si ha: 

imi =O 

im 2 =O 

im3 =O 

Le tensioni e le correnti de i rami resi st ivi sono tutte null e . 

11.S. 3 · E s tensione del metodo dei nodi. 

(A, V) 

Nel caso che siano presenti generatori controllati è possibile ap­
plicare il metodo di analisi su base nodi nelle due versioni misto e di­
retto. In quest'ultimo caso occorre tenere presente che la tras formazio­
ne del circuito non deve coinvolgere nella sua porzione modificata i 
rami di controllo dei generatori. Il procedimento risultante è il s e­
guente . 

Ouarto procedimento di analisi su base nodi. 
(Valido per circuiti contenenti resistori e generatori di tensione e corrente sia dipen­
denti che indipendenti) 

1) Scrivere il sistema risolvente su base nodi seguendo uno dei procedi­
menti visti in precedenza e considerando i generatori cc-ntrolla ti come se 
fossero de L,generatori indipendenti. 
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2) Aggiungere per ogni generatore controllato un 'equazione di vincolo. 
Per i generatori di corrente controllati tale equazione assume la forma 
seguente: 

(II.5.3) 

in cui: I è la corrente controllata; k è il parametro di controllo; f ( ) 
è la funzf~ne lineare che esprime la grandezza elettrica di controllo (ten­
sione o corrente) in funzione delle tensioni di nodo, delle correnti dei 
generatori indipendenti e delle conduttanze dei resistori . Nel caso de i 
generatori di tensione controllati, ~al~!luazione di vin5olo assume la 
forma s~guen te_: 

(II. 5. 4) fv (E.) == k f (E., I ., G.) 
1 l gt 1 

in cui: f v (E) è la funzione lineare che esprime la tensione controlla­
ta in funzione delle tensioni di nodo; k è il parametro di controllo ; f ( 
è la funzione lineare che esprime la grandezza elettrica di controllo In 

modo analogo a quanto visto per la (II. 5. 3). 

3) Risolvere il sistema e determinare le grandezze elettriche desidera­
te. Se è stato usato un metodo diretto di analisi effettuare la trasforma­
zione inversa. 

Esempio 11.5.3 

Analizzare con il metodo esteso dei nodi il circuito di fig.11.5.5. 

Fig.11.5.5 - Circui to conside­
rato nell'esempio 11.5.3. I va­
lori dei componenti sono: 

R 4 = 1 , R
5

=0 ,5, R 6 =1/3, 

V 3 =1 ,i 1 =2vRS' 

i 2 =3iR 6 (lì, V, A) 

@ 

Passo l : Sceg liamo come nodo di riferimento il nodo 4; le variabili ausiliarie sono le 

tre tensioni E 1, E
2

, E
3

. Scriviamo le equazioni ai nodi, considerando i generatori di 

corrente come se fossero indipendenti ed introducendo la corrente incognita che scorre 

nel generatore di tensione V 3 . Il s istema su base nodi risultante è il seguente: 
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(G4 + G5) El - G4 E2 - G5 E3 =il 

- G4 El+ G4 E2 =- i2 - ix3 

- G 5 E l + ( G 5 + G 6) E 3 = i X 3 

E3-E2=V3 

il . 5 

Passo 2 : Occorre ora introdurre le equazioni di vincolo imposte dai generatori control­

laci. Il generatore di corren te i 1 è controllato dalla tensione ai capi de 1 resistore R 
5

, 

con il verso indicato in fig.II.5.5. Il vincolo che si ottiene , espresso in ·termini d i ten­

sioni di nodo, è il seguente: 

Il generatore di corrente i 2 è controllato dalla corrente del re sistore R
6 

con 

il verso indicato in fig.II . 5. 5. L'equazi one di vincolo in questo caso assume la forma 

seguente: 

Passo 3: Il sistema risolvente complessivo si ottiene considerando le equazioni otte­

nute nei passi 1 e 2 . Sostituendo i valori numerici si ottiene : 

3E 1 -E 2 -2E 3 =i 1 

- El + E 2 = - i 2 - ix 3 

- 2 E 1 + 5 E 3 

E 3 -E 2 =1 

=i x3 

i 1 = 2 (E 1 - E 3) 

Per risolvere il sistema conviene sostituire subito le due ultime equazioni ri­

spettivamente nella prima e nella seconda equazione. Si ottiene : 

Risolvendo si ha: 

3 E 1 - E 2 - 2 E 3 = 2 (E 1 - E 3) 

• El+ E2 =- 9 E3 - ix3 

- 2 E 1 + 5 E 3 = ix 3 

E 3 -E 2 =1 

3/2 

2 

3/2 

(V, A) 

Da queste grandezze elettriche si possono ric avare gli altri valori delle ten­

sioni e delle correnti del circuito. 
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Esempio 11.5.4 

Analizzare con il metodo esteso de i nodi il circuito di fig.ll.5.6 . 

Rs 

Fig .11.5.6 - Circuito cons idera-
to nell'esempio II.5.4. I va lori CD 
dei componenti sono: 

i xl 13 - + ~ a> 
v i 

+ 
ivd v2 VR6 R6 

(fÌ, A, V) 

@ 

Posso 1 : Scegliamo come nodo di riferimento i l nodo 4; le variabili a u siliarie sono le 

tensioni degl i altri tre nodi. Ult er io ri incognite sono le correnti c he scorrono nei gene­

ratori d i tensione. E' opportuno notare che la varia bi le ausi liaria relati va al s econdo no­

do coincide con la tensione del generatore v 2, mentre la corrente incognita i v 2 è una 

grandezza di contro ll o . 

Scriviamo le equazioni ai nodi, cons iderando tutti generatori come se fo ss e· 

ro indipendent i . Si ha: 

(G4 + Gs) E l - Gs E3 ixl 

O= ixl - iv2" 13 

- Gs E l + (Gs + G6) E3 = I3 

Posso 2 : Scriviamo l' equazione d i vincolo del gene ratore controllato v 1; s1 ha : 

Per il secondo generatore controllato v 2 si ha: 

Passo 3 : Sostituendo i valori numerici n el sistema complessivo s1 ottiene il seguente 

s istema di equazioni: 

3 El - E 3 = - ix I 

O = ix I - iv 2 - 2 

-E 1 +3E 3 = 2 

v 2 - E 1 =3i" 2 

v 2 =2E
3 

Risol vendo il sistema si ottiene: 
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E I =- 16/ 23 

E 2 = v 2 = 20/23 

E 3 = 10/23 

•xr = 58/2 3 

iv 2 = 12 /23 (V , A) 

i I. 5 

Dalle gra·ndezze ottenute si possono calcolare tutte le altre tensioni e corren­

ti del circuito. 

11.6 - Estensione del metodo dei nod i all'analisi dei circuit i con­
tenenti nullori. 

Il. 6. 1 - Introduzione. 

Nel § I. 7. 4 è stato introdotto l'elemento ideale « nullore ». Tale 
elemento costituisce ciò che si otti ene idealizzando il comportamento di 
dispositivi quali il tra_!}si~tore,\ l'amplificatore operazionale, ecc Perciò 
esso si !?..rese~ ad un esame rapido de! circuiti che contengono tali dispo­
sitivi, quando venga sost~tu ito ad es s i diretta.mente. D' a ltra parte, è 
sempre possibile una rappresentazione accurata dei dispos itivi stessi, 
inserendo accanto al nullore gli elementi ideali bipolari del tipo resisCO: 
re e generatore indipendente. E~ da tenere presente che-rn quest'ulcunÒ 
caso, i parametri caratteristici del dispositivo re a le ve rrann o a dipende­
re dai valori delle resistenze dei resistori del circuito equivalente e non 
da l nullore che non possiede parametri caratteristici e la cui caratteriz­
za zione è puramente topologica. 

Due sono pertanto i casi in cui interessano i circuiti conte ne nti 
nullori: 

a) analisi appros simata di un circuito contenente amplifica tori operazio­
nali , transistori, ecc. In questo caso è possibile ottenere un procedimen­
to estremamente rapido, effi c ace e semplice per av e re immediata me nte 
un'idea di massima del funzionamento del circuito scesso. J Il procedi­
mento si presta sia ad essere u:;;ato direttamente per tspez10ne v1s1va 

-sia su_l cako.lator_e; 

b) analisi accurata di circuiti contenenti i suddetti dispos itivi. In que­
sto caso si utilizzano i circuiti equivalenti dei dispositivi, 1costituiti da 
nullori ed altri elementi ideali bipolari'. Come vedremo successivamente 
in questo paragrafo, la presenza dei nullori rende molto semplici ed ele­
gant i le procedure di analisi che li contengono. 

Come messo in e vi denza nel § I. 7. 4, il comportamento del nullo­
re in corr ispondenza al le sue due porte d' ingresso è del tutto differente. 
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Per quesra ragione conviene scinderlo nei due componenti singolarmen­
te anomali detti nullatore e norawre, secondo quanto indicato in figura 
I. Tl.1..- In par ic-C51are i-1- nullatore impone c·ontemporaneamente tensione_3.j 
corrente null~ _ ai suoi capi, mentre il noratore non dà alcuna indicazione 
sulla tensione e corrente da esso erogate. Si può inoltre osservare che 
ciascun nullatore può essere interpretato come un e.orto-circuito nel qua­
le è stata imposta la condizione aggi unt i va di corrente nulla, ovvero un 
circuito aperto nel quale è stata imposta la condizione aggiuntiva di ten­
sione nulla. D'altra par te il noratore può essere interpretato come unge­
neratore di tensione, nel quale non è stata data alcuna indicazione del­
la tensione impressa, ovvero un 'generatore di corrente nel quale non è 
stata data alcuna indicazione sulla corrente impressa. 

Le considerazioni precedenti suggeriscono ~ossibilicà di ana­
lizzare un circuito contenente nullori nel modo se uente: 

a) Sostituire a ciascun nullore la coppia di bipoli noratore e nullatore 
(se ciò non è già stato fatto ne l circuito assegnato). 

b) Sostituire a ciascun nullat ore un ramo in corto-circuito ovvero un 9.r­
cuito ape~~ (per i nullatori sos tituiti da èort1-cìré uÌt1 Tben-e considera­
?eéristinti i nodi tra i quali il nullatore è inserito, anch e dopo la sosti­
tuzione). 

e) Sostitituire a ciascun noratore un generatore di tensione ovvero di 
_ corren_te CO!!_ grandezza impressa di valore incognifo .

1 

d) Scrivere il sistema risolvente con uno qualunque dei metodi discus­
si nei paragrafi precedenti. Tale sistema non può essei·e riso lto poichè 
contiene un numero di incognite superiore a quello delle equazioni, es­
sendo presente una grandezza impressa incognita per ogni norato re pre­
sente. 

e) Scrivere per ogni nullatore presente un'equazione aggiuntiva di vin­
colo. Precisamente: 

V- u 
l) se il nullatore è stato sostituito da un corto-ci~uito, imporre la con-

dizione di corrente nulla attraverso di esso; ...J-"' 0 

2) se il nullatore è stato sostituito da un circuito aperto, imporre la con­
dizione di tensione nulla ai suoi capi. 

f) Risolvere il sistema di equazioni , che dopo l 'a i unta delle e ua-
ion i di vincolo considerate nel unt t-nr.~e.r.a....di 
i equazioni uguale al numero del!s! .incognite< n. I 

( l) - Ciò è sempre vero in quanto le equazioni mancanti in d) sono in numero uguale al 

(Segue) 

G. MARTINELLI- M. SAL ERNO : Fondamenti di Elettrotecnica 18 

e) 
u 
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Sebbene il metodo descritto non presenti difficol t à, qualunque sia 
il procedimento di analisi utilizzato (maglie, nodi , tagli), nel seguito 
verrà sviluppato in dettaglio in connessione con il metodo dei nodi, che 
è quello più usato nelle applicazioni. 

11.6.2 · Estensione del metodo dei nodi ai circuiti contenenti nullori. 

E' possibile estendere al caso dei circuiti contenenti nullori sia 
il metodo misto che il metodo diretto; in quest'ultimo caso tuttavia la 
trasformazione del circuito non deve coinvolgere nella porzione modifi­
cata i noratori e nullatori presenti. 

Il procedimento risultante è il seguente: 

Quinto procedimento di analisi su base nodi. 
(Valido per circuiti contenenti resistori , generatori dipendenti e d indipendenti dei due 
tipi , nullori) 

1) Sostituire a ciascun nullore i due bipoli nullatore e noratore. 

2) Sostituire a ciascun nullatore un circuito aperto ed a ciascun norato­
re un generatore di corrente avente una corrente impressa incognita. 

3) Scrivere il sistema risolvente su base nodi per il circuito in esame, 
seguendo uno dei procedimenti visti nel § II. 4; se in partenza i nullori 
sono N, tale sistema contiene N incognite aggiunti ve, pari alle corren­
ti dei noratori. 

4) Scrivere altre N equazioni , una per ogni nullatore, esprimente il fat­
to che la tensione ai capi di ciascuno di essi è uguale a zero. Tali e­
quazioni di vincolo hanno la forma: 

(II. 6. 1) E.= E . 
1 l 

se il nullatore è connesso fra nodi i e J, ovvero 

(II.6.2) E.= O 
1 

se il nullatore è connesso fra il nodo e quello di riferimento. 

5) Risolvere il sistema, determinando tutte le grandezze elettriche del 
circuito. 

numero dei noratori presenti e le equazioni aggiunti ve in e) sono in numero uguale al nu­
mero dei nullatori. Infatti entrambi questi due numeri sono uguali al numero dei nullori 
presenti n<>I ci rcuito che si sta considerando. 
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Si può notare che il metodo è di grande semplici tà e che il siste­
ma che occorre risolvere al punto 5) del procedimento è in definitiva più 
semplice di quello ai nodi scritto al punto 3), in quanto le equazioni di 
vincolo esprimono l'identità fra tensioni di nodo ovvero ne stabiliscono 
il valore nullo. 

Esempio 11.6.1 

Analizzare con il quinto procedimento di analisi su base nodi il circuito di fi ­

gura Il. 6 . 1. 

Fig.11.6. 1 - Circuito conside­
rato nel! 'esempio II.6.1. I va­
lori dei componenti sono: 

R 1 = l , R 2 = 1/ 3 , R 3 = 1/10 

V = 2 (.0., V) 
g 

V 
g 

+ 

o 

Passo 1 : Sostituiamo il nullore presente con la coppia nullatore - noratore. Si ottiene il 

circuito di fig. II. 6. 2. 

Fig.11.6. 2 - Circuito ottenuto 
da quello di fig.II.6.1 , sosti­
tuendo al nullore la coppia 
nullatore- noratore. + 

Passo 2 : Sostituiamo al posto de l nullatore un circuito aperto ed al posto del nOl'atore­

un. generatore di corrente di valore incognito iNx (fig.11.6.3); nella stessa figura è an­

che indicata la corrente incognita ivx• che scorre nel generatore di tensione . 

Fig.11.6.3 - Circuito ottenuto da 
quello fig .II.6.2 ; ponendo al po­
sto del nullatore e del noratore 
rispettivamente un circuito aper­
to ed un generatore di corrente. 
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Posso 3 : Scegl iamo come nodo di r iferimento que Il o indicato in fi g . Il. 6. 3; pertanto le 

tensioni dei nodi sono: V
8

, E 2, E 3. li sistema di equaz ion i ai nodi è il seguente: 

Gl vg - G1 Ez = i vx 

- G l v g + ( G l + G z) E z = - i N x 

G3E3=iNx 

Nel sistema precedente le grande zz e incognite sono: E
2

, E
3

, ivx ed iNx· Di 

conse g uenza è necessaria un'ulteriore equa zione. 

Passo 4: Scriviamo l'eq uazion e di v incolo per il nullatore. Essa impone che sia nulla 

l a diffe renza di tensione ai suoi estremi, cioè: 

E = V 3 g 

Possa 5: Sostituendo i va lor i numeri c i, si ha: 

2-Ez=ivx 

-2+4E 2 =-iNx 

lOE3 " 'Nx 

E 3 = 2 

Risolvendo il sistema si otti e ne: 

'vx 13 / 2 

'Nx = 20 
(V, A) 

Le altre grandezze elettriche del c1rcu1to si ricavano immediatamente. Ad e­

sempio la tensione ai capi de 1 norarore vale: 

11.7 ·Analisi au tomatica di un circuito elettrico senza memoria: 
programma NODI. 

11.7.1- Generalità. 

L'analisi dei circuiti elettrici mediante il calcolatore numerico 
riveste una grande importanza da molti punti di vista. E' infatti evidente 
che, appena un circuito elettrico raggiunge la complessità di una decina 
di nodi connessi fra loro da qualche decina di componenti , di viene estre­
mamente onerosa e poco affidabile la relativa analisi,effettuata con mez­
zi manuali. D'altra parte circuiti della complessità suddetta o anche mol-
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to maggiore si incontrano usualmente nelle applicazioni, sia quando è 
assegnato direttamente un circuito di grandi dimensioni, /,sia quando si 

. voglia tenere conto in un circuito strutturalmente di piccole dimensioni 
deg1i schemi equi valenti molto accurati dei componenti e dispositi vi in 
.. ----.. -esso contenuti. 

L'utilizzazione del calcolatore per l'analisi dei circui ti elettri­
ci di viene assolutamente necessaria quando l'analisi stessa costituisce 
un passo del procedimento di progetto, come messo in evidenza nella fi­
gura 1 della premessa al presente testo. In questo caso infatti l 'operazio­
ne di analisi può essere richiesta nell'ambito dell'algoritmo di ottimiz­
zazione del circuito innumerevoli volte. 

Nel presente paragrafo il problema dell'analisi automatica ver­
rà sviluppato ad un livello elementare ed introduttivo, rimandando ai te­
sti specifici, citati nell'appendice 2 D, per un approfondimento. In par­
ticolare, limiteremo la trattazione al metodo dei nodi nella sua formula~ 
zi one p1u estesa riguardante i circuiti che contengono resistori, genera­
tori indipendenti dei due tipi, generatori di corrente controllati in ten­
sione e nullori. 

La descrizione di un metodo automatico di analisi, adat to ad es­
sere implementato sul calcolatore, può essere effettuata in vari modi. Il 
modo più vicino all'applicazione consiste ovviamente nel! 'assegnare il 
programma di calcolo, cioè la sequenza delle istruzioni che devono es­
sere eseguite dal calcolatore. Tale modo tuttavia presuppone l'utilizza­
zione di un linguaggio simbolico e quindi la conoscenza del medesimo 
da parte del lettore. Per evitare ciò si è preferito descrivere il metodo 
automatico mediante diagrammi di flusso, che prescindono dal linguaggio 
utilizzato e che sono di immediata comprensione . Essi consistono di più 
blocchi funzionali eseguiti in sequenza. I blocchi sono di due tipi: 

a) blocchi logici, caratterizzati da un ingresso e due uscite. Si haun'u­
scita oppure l'altra a seconda che sia verificata o meno la relazione in­
dicata nel blocco (fig.II. 7.1); 

Fig.11.7.l ·Blocco lo gico. 

b) blocchi operativi. In essi viene effettuato il calcolo dell'espressione 
indicata a destra del segno di «uguale» ed il suo valore viene assegna­
to alla variabile a sinistra di detto segno (fig.II. 7. 2). 

Fig.ll.7.2 ·Blocco operativo. 
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Occorre prestare molta attenzione al fatto che in nessun caso le 
relazioni indicate nei blocchi funzionali devono essere interpretate nel­
nell 'usuale senso algebrico di uguaglianza. Ad esempio nel caso di fi­
gura II. 7.1 la variabile A può anche non essere uguale ad uno, poichè 
l'espressione A = 1 ha in tal caso un carattere interrogativo, mentre 
nel caso di fig. II. 7. 2 la variabile A è stata incrementata della quantità 
B (nell'usuale linguaggio algebrico da A =A + B si ricaverebbe B = 
=O). 

La traduzione del diagramma di flusso in un linguaggio simboli­
co è immediata. A titolo di esempio verrà data in appendice II . B la tra­
duzione in linguaggio FORTRAN del metodo di analisi descritto di se­
guito. 

11.7.2 · Analisi automatica dei circuiti senza memoria con il metodo dei 
nodi ( 1). 

Nel presente paragrafo ve rrà sviluppato in dettaglio un metodo 
per l'analisi automatica dei circuiti elettrici, limitatamente ai circuiti 
senza memoria a cui è dedicato il presente capitolo ed al metodo dei no­
di. 

Lo schema a grandi linee 
del programma di calcolo automa­
tico sviluppato è quello mostrato 
in fig. II. 7. 3. 

Per quanto riguarda il bloc­
co I (ingresso dati) , per esso si 
rimanda al § I.11 con l'avverten­
za che nel nosto caso non sono 
presi in considerazione gli ele­
menti con memoria, cioè conden­
satori ed induttori. I componenti 
previsti sono perciò: resistori, 
generatori indipendenti dei due 
tipi , generatori di corrente con­
trollati in tensione e nullori. 

Per quanto riguarda il 
blocco S (determinazione del si-

I I - Ingresso dati I 
t 

S - Determinazione sistema 
ris o lvente 

[A) [X)= [B) 

t 
R - Risoluzione del si s tem a 

[x) =[A)-I (13) 

t 
U - Uscita e stampa risultati 

(vettore [ x)) 

Fig.11. 7.3 ·Schema a gr andi line e del 
programma di calcolo automatico con­
siderato . 

( 1) - Ne ll'app e ndice II.B viene fornita la traduzione in FORTRAN del programma pre­
s e nrato in que sto paragrafo mediante s chemi a hlccchi. Inoltre numerosi esempi numeri­
ci , o ttenu t i con ta l .:: programma, sono riporra ti nell'appendice Il.C. 
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sterna risolvente), esso rappresenta la parte centrale del metodo di ana­
lisi e verrà sviluppato di seguito, mentre per il blocco R (risoluzio­
ne del sistema) si rimanda all'appendice II. A. Il blocco U, infine, non 
presenta difficoltà. 

Per ottenere il sistema risolvente su base nodi occorre inizial­
mente scegliere il nodo di riferimento. Per un circuito avente NÌ> nodi, 
numerati da 1 fino ad ND, tale problema equi vale a scegliere uno qua­
lunque di tali nodi ed , essendo la numerazione arbitraria, prenderemo nel 
segu ito come nodo di riferimento quello· indicato con il numero più alto, 
c10e . . Tale scelta dà la possibilità di fissare a priori il nodo di ri­
ferimento quando si effettua l'ingresso dei dati. 

Il numero delle inco nite è uguale al numero delle tensioni dei 
nodi escÌuso quello di · riferimér"ito, cioèj 

(II. 7.1) N\ ND -l i 
Il numero delle equazioni è anch'esso pari ad N e corrisponde 

alle equazioni di equilibrio delle correnti uscenti dai vari nodi con la 
esclusione di quello di riferimento'. 

In presenza di generatori di tensione l'ordine del sistema deve 
essere aumentato. Precisamente , pe r ogni generatore .di teosioii"e occor­
re aggiungere una incognita (corrente ne l generatore di tensione) ed una 
equazione (equazione ài vincolo).) Det to pertanto NT il numero dei ge­
nerato;} di tensione, l 'ordin_e del sistema è in questo caso: 

(II. 7. 2) NA = N + NT ---- - -
Un ulteriore incremento all'ordine del sistema de ve essere con­

siderato in presenza di nullori . Precisamente ogni nullore dà luogo ad 
una ulteriore incogn ita (corrente nel noratore) ed a un ulteriore vincolo 
(tensione nulla ai capi del uullatore). Detto pertanto NN il numero dei 
nullori, l'ordine totale del sistema è pari a: 

1 

(II . 7. 3) NB = NA + NN 

Il sistema risolvente ha di conseguenza la struttura indicata in 
fig.II. 7. 4. Esso verrà determinato operando riga per riga e procedendo 
secondo · lo schema di flusso mostrato in fig. II. 7. 5, che rappresenta una 
descrizione dettagliata del blocco S di fig. II. 7. 3. Tale schema consi­
~te_in ~icl~ ercors~ N1

• volte (K = 1, 2, ... N) n~ quale vengono 
determinate le N equazioni relati ve all'equilibrio delle cor renti nei-no­
di ed in due blocchi aggiuntivi, nei quali sono determinate-Te e quazioni 
di vincolo. Da notare che è stata prevista l'esclusione dei blocchi S2 ed 
S4, re lati vi ai generatori di · tensione, in assenza di tali componenti (NT = 
= O) e l'esclusione dei blocchi S3 ed S 5, relati vi ai nullori , in assen­
za di tali componenti (NN = O) . 
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Equazioni di equilibrio 
correnti nei nodi 

Equ azioni di vincolo 
generatori di tensione 

Equazion i di vincolo 
nullori 

Termini 
non 

B = 1 

B = N 

VT 1 = 

VTNT= 

o = 

o = 

Incognite uguali alle tensioni 
dei nodi 

Al,l El+··· Al,N E N + 

AN, I El + ... AN,NEN + 

EJ.l - EK,l 

EJ,NT - EK,NT 

EI,l - EM,l 

El,NN- EM,NN 

Incognite uguali alle correnti 
dei generatori di tensione 

Incognite ue;uali alle correnti 
de1 noracori 

Al,N+11T1 + .. . Al,NAITNT+I Al,NA+11N1 + . . . Al,NBJNNN 

AN ,N + i 1T l + ... AN ,N AITNT +I AN ,N A+ i 1N 1 + ... AN ,NBINNN 

Fig.11.7 .4 - Sistema di equazioni, in cui: EK , K = 1, ... N sono le tensioni dei nodi indipendenti; IT , K = 1, ... 
... NT, sono le correnti dei generatori di tensioni e VTK le relative tensioni impresse; INK, K = 1, !, ... NN so­
no le corre nti dei noratori. 
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Sl - Determinazione dei 
coefficienti A (K, L) e 
de I termine noto B (K) 
con L = 1, 2, ... N 

no 

S2 - Determinazion e dei 
coefficienti A(K, L) 
con L = N + 1, .. . NA 

no 

S3 - Dererminazione dei 
coe fficienri A(K, L) 
con L=NA+l, ... NB 

ne 

no 

S4 - Dererminazione delle 
equaz. di vincolo dei 
gen. di tensione 

nG> 

S5 - Dererminazione de lle 
equaz. di vincolo dei 
nullori 

K = K + 1 

Fig.11. 7.5 ·Descr izione del 
blocco S di fig.II. 7. 3. 
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Vediamo in dettaglio la struttura dei vari blocchi presenti nello 
schema di fig.II. 7. 5. 

Blocco S 1. 

Tale blocco è sempre presente nel diagramma di flusso. Ad es­
so contribuiscono i seguenti componenti : resistori , generatori indipen­
denti di corrente, generatori di corrente controllati in tensione . 

a) Resistori . Occorre prevedere un ciclo che prenda in esame un resisto­
re per volta. Consideriamo il resistore L-simo (fig. II. 7. 6). Si possono a­
vere tre casi: 

Fig.11. 7.6 - Resistore generico. N !,_(_L_) ~/\A--N_2...,~L) 

R(L) 

1) Nl (L) = K 

Il resistore L-simo è connesso al nodo k-simo e quindi contribui­
sce alla k-sima eq~azione , che corrisponde all'equi librio delle correnti 
uscenti dal nodo k-simo . I contributi in questione sono: 

(II. 7. 4) A (K, K) = A (K~ K) + 1/ R (L) 

per la diagonale principale; inoltre, detto Kl l'al tro nodo a cui è con­
nesso il resistore L-simo, cioè: 

(II. 7. 5) K 1 = N2 (L) 

si ha, nel caso in cui K 1-/= ND (nodo di riferimento) : 

(II. 7. 6) A (K, K 1) = - 1/ R (L) +A (K, K 1) 

2) N2(L) =K 

Il resistore è ancora connesso al nodo k-simo. In tal caso si han-
no dei contributi analoghi a quelli già visti e cioè: 

(II. 7. 7) A(K, K) = A(K, K) + l/R(L) 

e posto : 

(11.7.8) K2=Nl(L) 

se K2-/= ND 

(II. 7. 9) A (K, K2) =- 1/ R (L) +A (K, K2) 

3) N 1 (L) I= K e N2 (L} I= K 

In tal caso il resistore non è connesso al nodo k-simo e quindi 
non vi sono contributi alla k-sima equazione. 
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Nella fig.II. 7. 9 è riportato lo schema di calcolo completo per il 
caso dei resistori (blocco indicato con Sl 1). 

b) Generatori di corrente indipendenti. Occorre preveder-e un ciclo che 
prenda in esame un generatore per volta. Consideriamo il generatore L­
-simo (fig.II. 7. 7). Si possono avere tre casi : 

Fig.11.7.7 - Generatore indi­
pendente di corrente generi­
co. 

1) NCl(L) = K 

C(L) -o-----<CDf------00 

NCl (L) NC2 (L) 

In tal caso la corrente C (L) entra nel nodo k-simo ed allora ri-
sulta: 

(II. 7. 10) B(K) = B(K) + C(L) 

2) NC2(L) = K 

In tal caso la corrente C (L) esce dal nodo k-simo e quindi n-
sulta: 

(II. 7. 11) B (K) = B (K) - C (L) 

3) NCl (L) I= K e NC2 (L) I= K 

In questo caso i l generatore L-simo non contribuisce alla k-sima 
equaz10ne. 

Nella fig. IL 7. 9 è riportato lo schema di calcolo completo per il 
caso dei generatori di corrente (blocco S12). 

e) Generatori di corrente controllati in tensione. Occorre prevedere un 
ciclo che prenda in esame un generatore controllato per volta. Conside­
riamo il generatore controllato L-simo (fig.II. 7.8). Si possono avere tre 
casi: 

Fig.11 . 7.8 - Generatore di 
corrente controllato in ten­
sione generico. 

1) NCT3 (L) = K 

In tal caso la corrente 

(IL 7. 12) Kl = NCTl(L) 

----<> NCTl(L) 
+ 
V 

----<> NCT2 (L) E
NCT3( L) 

(L)v 

NCT4(L) 

esce dal nodo k-simo. Quindi detti: 

K2 = NCT2(L) 
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no 

si 

A(K ,K)=A(K,K)+ l / R(L) 
Kl = N2(L) 

no 

A(K , Kl) = -1 / R(L)+A(K, K 1) 

SI 

B(K) = B(K) + C(L) 

A(K ,Kl) = A(K,Kl) + CT(L) 

no 

A(K,K2) = A(K,K2)- CT(L) 

{\/ 

A(K,Kl) =A(K ,Kl)-CT(L ) 

no 

A(K,K2) = A(K,K2) + CT(L) 

no 

I l l//'\ 

~ I 
L------------ --------------------l 

Fi g. li. 7. 9 - Descriz ione del blocco Sl di fi g. Il. 7. 5. 
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i nod i a cui è con~esso il ramo di controllo, la corrente vale: 

(II. 7. 13) i= CT(L) E(Kl) - CT(L) E(K2) 

e pe rtanto vi sono dei contributi alla matrice dei coefficienti [A]; pre­
cisamente, se K 1 -/= ND, si ha: 

(II. 7. 14) A (K, Kl) =A (K, Kl) + CT(L) 

se K2 -/= ND, si ha: 

(II. 7. l '5) A(K, K2) = A(K, K2)- CT(L) 

2) NCT 4 (L) = K 

In tal caso la corrente 
al caso precedente , posto: 

(II. 7. 16) Kl = NCTl(L) 

se K 1 -/= ND, si ha : 

entra nel nodo k-simo. Analogamente 

K2 = NCT2(L) 

(II. 7. 17) A (K , K 1) = A (K, K 1) - CT (L) 

se K2 F ND, si ha: 

(II. 7. 18) A(K, K2) = A(K, K2) + CT(L) 

3) NCT3 (L) -/= K e NCT 4 (L) -/= K 

In questo caso il generatore controllato conside rato non dà con­
tributo all'equazione k-sima. 

Nella fig. II. 7. 9 è riportato lo schema di calcolo completo per il 
caso dei generatori di corrente controllati in tensione (blocco Sl3). 

Nel diagramma di flus so di fig. II. 7. 9 sono anche riporta re delle 
parti accessorie, per verificare l'effettiva presenza dei resistor i ovvero 
dei generatori indipendenti di corrente ovvero dei generatori controllati. 
Tali con trolli sono effettuati, verificando che sia diverso da zero il nu­
mero di tali componenti, prima di entrare nel blocco relativo. 

Blocco S2. 

Tale blocco viene eseguito solo in presenza di generatori di ten­
sione, come è indicato in fig. II. 7. '5. Occorre prevedere un ciclo che con­
sideri ciascun generatore di tensione, uno per volta. Cons ideriamo il ge­
neratore di tensione L-simo (fig.II. 7.10). Nella fig.II. 7. 10 è indicato il 
ve rso convenzionale della corrente incognita i L' che percorre tale ge­
neratore. Si possono avere tre casi: 
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Fig.ll.7.10 ·Gene ratore di ten­
sione generico . 

a) NTl (L) = K 

o 

NTI (L) 

+ T(L) 

e o - NT2 (L ) 

11.7 

In questo caso la corrente i L esce dal nodo k-simo e v1 e q uin­
di un contributo alla k-sima equazione. La corrente iL rappre senta una 
nuova incognita e pertanto va posta dopo le N incognite coincidenti con 
le tensioni di nodo. A tale incognita assegniamo la colonna (N + L)-esi­
ma della matrice dei coefficienti. Perciò, posto: 

(II. 7. 19) NL = N + L 

si ha : 

(II. 7. 20) A (K, NL) 1 

b) NT2(L) = K 

Tale caso è del tutto analogo a quello precedente, salvo che la 
corrente 1 L entra nel nodo k-simo. Perciò, si ha : 

(11.7. 21) A(K, NL) =- 1 

c)NTl(L)f.K e NT2(L)f.K 

In tal caso non vi è contributo all'equazione k-sima ed è nullo 
di conseguenza il coefficiente dell'incognita iL , posto in pos1z1one 

I' [\i . 

no L =L +I 

NL =N + L 

A(K ,NL) =I A(K,NL) =-I 

no 

Fig.11.7.11 - Descrizione del blocco S2 di fi g .II. 7.5. 

La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it)



11. 7 Analisi automatica di un circuito elettrico senza memoria 151 

A (K , NL); si supporrà implicitamente verificato tale fatto , a vendo prov­
veduto all'azzeramento preliminare di tutta la matrice A. Il diagramma di 
flusso completo del blocco S2 è riportato in fig.11. 7.11. 

Blocco 53 . 

Tale blocco viene eseguito solo in presenza di nullori. Occorre 
prevedere un ciclo che prenda in esame un nullore per volta. Conside­
riamo pertanto il nullo re L-simo (fig. II. 7. 12). Nella fig. II. 7. 12 è anche 
indicato il verso positivo per la corrente i L incognita, che scorre nel 
noratore. Si posso no avere tre casi: 

Fig . 11.7.12 - Nullore gener ico . 

a)NN3(L) = K 

NN9 

N~ E
NN3(L) 

L 

NN4(L) 

~ 

In questo caso la corrente i L esce dal nodo k-simo. Si deve 
quindi porta re in conto un con tributo alla matrice [A) simile a quanto 
fatto nel caso dei generatori di tensione. La posizione dell'incognita i L 

deve essere considerata al di là delle N tensioni incognite di nodo e 
delle NT correnti incognite dei generatori di tensione. Perciò, posto: 

Cl -. 
(11.7.2'2) ( ~= NA + L 

si ha: 

(II. 7. 23) A (K, NL) 1 

b) NN4(L) = K 

Analogamente al caso precedente, si ha: 

(11.7.?.4) A(K , NL) =- 1 

c) NN3(L)-/=K e NN4(L)-/=K 

In questo caso non vi è alcun contributo alla matrice [A). 

Il diagramma di flusso del blocco S3 è riport a to in figura 
II.7.13. 
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Sl no L = L + l 

no 

NL=NA+L 

A(K,NL ) = 1 A(K ,NL) = - l 

no 

Fig . 11. 7. 13 - Descrizione del bl occo 53 di fig.ll. 7. 5. 

Blocco 54. 

Il blocco S4 è relativo alla 
determinazione delle equazioni di vin­
colo imposte dai generatori di tensio­
ne . Considerando un ciclo esteso a 
tutti questi generatori, esaminiamo in 
dettaglio l'equazione relativa al ge­
nerato L-simo(fig.IL7.10). Tale equa­
zione corrisponde alla riga NL = N + 
+ L della matrice A ed all'elemento 
NL del vettore dei termini noti B. In­
dicando con: 

(II. 7. 25) 
Kl=NTl(L) 

K2 = NT2 (L) 

i nodi a cui è connesso il generatore, 
l'equazione di vincolo corrispondente 
assume una delle tre seguenti forme , 
a seconda che K 1 e K 2 siano ugua­
li o di versi dal nodo di riferimento N D. 
Precisamente, si ha: 

- se K 1 f= ND e K2 f= ND 

(II. 7. 26) E(Kl) - E(K2) = T(L) 

L=L + l 

A(NL KI) = 1 

A(NL ,K2) =- l 

B(NL) = T(L ) 

no 

Fig.11.7. 14 - De scrizione del blo c co 
54 di fig . II. 7 . 5. 
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- se K l =NO 

(II.7.27) E(K2) =-T(L) 

- se K2 =NO 

(II. 7. 28) E (K 1) = T (L) 

Con T (L) si è indicato il va­
lore della tensione impressa. Tenen­
do conto delle equaz ioni (II. 7. ?.6), 
(II. 7. 27), (II. 7. 28) , il diagramma di 
flusso del blocco S4 ri sulta quello ri­
portato in fig . II. 7. 14. 

Blocco SS. 

Il blocco S 5 è re lati vo alla 
determinazione delle equazioni di vin­
colo imposte dai nullori. Tali equa­
zioni esprimono il fatto che la tensio­
ne ai capi di ciascun nullatore è u­
guale a zero. In un ciclo esteso a tut­
ti i nullori , esaminiamo l'equazione 
di vincolo relati va al nullore L-simo. 
Tale equazione corrisponde alla riga 
NL = NA + L della matrice A ed al­
l'elemento NL del vettore B dei ter-
mini noti. 

L = L + 1 

A(NL,Kl) = 1 

A(N L ,K2) = - 1 

no 

Fig.11 . 7.15 ·Descrizione del 
blocco S5 di fi g .II. 7. 5. 

153 

La struttura de lle equazioni è identica a quella vista nel caso 
dei generatori di tensione (eq. II. 7. 26 - II. 7. 28), salvo il fatto che in que­
sto caso T (L) = O. 

Pertanto il diagramma di flusso relati vo al blocco S5 è quello ri­
portato in fig . II. 7.1 5, essendo sottinteso l 'azzeramento preliminare del 
ve ttore B. 

* 

G.MARTIN ELLI - M.SALERNO: Fondamenti di Elettrotecnica 
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APPENDICI AL CAPITOLO Il 

APPENDICE Il.A - Introduzione alla soluzione Jei sistemi Ji equazio­
ni lineari. 

L'analisi di un circuito resistivo prevede sempre come ultimo 
passo la soluzione di un sistema di N equazioni lineari a coefficienti 
reali in N incognite La soluzione dclsi?tema di e quazioni può ri s~l­
tare -di diffic ile e incerta eterminazione per rag1_9nf _ _!!ume rlç_ _eJ l_eg~t~ 
essenzia men te arflumerOdi- cifre utliizzaterer rappresentare le quan­
titatn g ioco j etò tpenaeaadue fattori: l)- maJ.conaiz1onamento delTa~ 
matrice dei coefficienti; 'Z) valore eccessivo di N. Nel seguito esporre­
mo alcune nozioni preliminari ed introduttive relati ve all'uso d

0

el calco­
latore in questo ambito, rimandando ai testi citati nell'appendice II. D 
per l'eventuale approfondimento. 

11.A.1 - Descrizione dello schema a blocchi del metodo di elimi­

nazione di Gauss. 

Tenendo conto del carattere introduttivo di questa appendice, li­
mitiamo l'attenzione al noto metodo di eliminazione di Gauss per la so­
luzione di un sistema di equazioni lineari. Esso consiste nel ridurre pas­
so per passo le incognite presenti, eliminandole una dopo l'altra. Sia il 
sistema in esame rappresentato mediante la: 

(IL A. 1) 

allxl + a12X2 +. 

a 21x1 + a 22 x 2 + · 

+a lN XN = b 1 

+a2NxN=b 2 

aN!xl+a N2x2+ ... +aNNXN =b N 
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Supponendo a 11 -/=O, ricaviamo dalla prima equazione: 

b 1 - a 12 X 2 - a 13 X 3 ... a lN X N 
(II. A. 2) X I = -------------

a li 

Sostituendo tale valore nelle utime N - 1 equazioni, si ottiene 
il nuovo sistema di N - 1 equazioni nelle incognite x 2 .. . x N' cioè: 

( 
a 12 ) ( a IN ) b 1 

a 22 -a 21-- x 2 + ··· a 2N - a 21-- xN = b 2 - a 21 --
a 11 a 11 a 11 

(II. A. 3) 

(aN2 - _a_1_2 a NI) X 2 + .. . (a NN - _a_l_N a N I) X N = bN - ___ a_N_l_b_I 
\.' ali \' al! a 11 

Eliminando quindi una alla volta le incognite, si giunge al s iste­
ma equi valente di equazioni: 

+ (1) + (I) + (1) b(l) 
X 1 a 12 X 2 a 13 X 3 . . . a l N X N = l 

(II . A.4) x +a< 2>x +a< 2>x =b< 2> 2 23 3 · ·· 2N N 2 

+x =b(N) 
N N 

in cui il coefficiente (j, k) del sistema di equazioni ottenuto nel passo 
i-esimo vale, indicando con lo zero il sistema iniziale (II. A.1): 

a (i-1 l 
( ") ile 

a' =---
i le (i- 1) a . . 

11 

(II. A. 5) 

b( i-1) 
b~il=-·--

1 
a(i-ll 

ii 

i= 1, 2, ... N 

j, k =i+ 1, i+ 2, ... N 

a (i· Il 
a(il=a{i-1) __ 1_'_ a<i·ll 

j k j k ( i-1) ile 
a .. 

11 

a< i· I) 
b(i) = b(i-1 l __ 1 _

1 
_ b~i-1) 

I I (i· Il 1 a .. 
11 

Mettiamo sotto forma di schema a blocchi il procedimento prece­
dente (fig. II. A.)). I dati di ingresso sono la matrice dei coefficienti [A J 
e il vettore dei termini noti [ B]. Dall'esame dello schema a blocchi s1 
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vede che dopo l'esecuzione risulta: [A J coincidente, a parte gli elemen­
ti sulla diagonale principale, con la matric e dei coefficienti dell'ultimo 
sistema di equazioni , cioè il (II. A. 4), e [ B] contiene la soluzione, cioè 
B (k) = xk, k = 1, 2, ... N. 

51 

B(N) = B(N)/ A(N,N) 

K=K + 1 ]I=JI + 1 

A(I,Jl) = A(I,Jl)/ A(I,I) 

no 

J=L 

J = J + 1 J = J + 1 

SUM =SUM + A(I,J) * B(J) 

no 

no 

B(J) = B(J)- B(l) * A(J ,!) 

no 51 

Fig.11.A. l - Schema a blocchi del metodo di eliminazione di Gauss per la 
soluzione di un sis t ema di equazioni lineari. 
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11.A . 2 · Inconvenienti conness i con il me todo d i eli minaz ione di 

Gaus s . 

Il calcolatore lavora con un numero limitato di c ifr e ; qu indi le o­
perazioni aritmetiche e ffettuate sono affette da errore. Ad e sempio risol ­
vendo il seguente sistema di equazioni con cinque cifre s ignificat ive in 

~~ 
0, 00034x 1 + 56,23lx 2 =0,0647 

l,0112x 1 + 3,1334x
2 

=- 0,7259 
s1 ottiene: 

X I = 0,09150 X z = 0,00115 

al posto della soluzione esatta: 

X I = - O, '53527 X 2 = O, 001151066 

che si ottiene lavorando in doppia precisione (quindici cifre signi ficati­
ve) . Una riduzione dell'effe tto della limi ta tezza delle ci fre si ottiene 
riordinando le equazioni nel sistema assegnato in modo da evitare la di­
visione per numeri piccoli (nello schema di fig.II.A . 2 è stato scelto u­
guale a 10· 10 il limite inferiore oltre il quale non a ndare con le divisio­
ni). 

si 

K=K +l 

no 

PIV=B(IPIV) 

Fig.11.A.2 · Schema a bloc­
chi pe r evitare l a divisione 
per quantità troppo piccole. 

A(IPIV,K)=A(I,K) 

A(l,K)=PIV 

B(IPIV)=B(I) B(I)=PIV 

Q 
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Tale riordinamento è assolutamente necessario quando il coeffi­
ciente per cui occorre dividere è nullo . Occorre inoltre notare che il rior­
dinamento è sempre possibile , eccetto il caso in cui le equazioni non so­
no linearmente indipendenti. 

Le osservazioni precedenti vanno incorporate nel programma, che 
di conseguenza si modifica come appr"esso indicato. La modifica nel sot­
toprogramma GAUSS viene introdotta inserendo in un ramo dello schema 
di fig.II. A.1 un opportuno insieme di blocchi. Nel ramo in questione so­
no indicati esplicitamente i punti P e Q terminali del nuovo insieme 
di blocchi, riportato in fig. II. A. 2, che va perciò esaminato congiuntamen­
te con quello di fig. II. A. 1. 

La traduzione in FORTRAN degli schemi a blocchi considerati 
nella presente appendice è riportata nell'appendice II. B. L' utilizzazio­
ne di tale programma in esempi numeri ci è fatta in connessione con l 'ap­
plicazione del programma di analisi descritto in tale appendice. I risul­
tati sono riportati in dettaglio nell'appendice II. C. 

APPENDICE II. B - Programma NODI ( 1 >. 

Nella presente appendice viene riportata la lista in FORTRAN 
del programma NODI, che permette di analizzare un circui to senza me ­
moria costituito da resistori , generatori indipendenti dei due tipi, gene­
ratori di corrente controllati in tensione e nullori, nell'ipotesi che le 
grandezze impresse siano indipendenti dal tempo e coincidenti con quan­
tità reali. Tale programma è la traduzione fedele del metodo automatico 
di analisi descritto nel § II. 7 mediante schemi a blocchi <2 >. La subrouti­
ne GAUSS, chiamata in questo programma per la soluzione del sistema 
risolvente di equazioni, è a sua volta la traduzione fedele del metodo di 
eliminazione di Gauss , descritto mediante uno schema a blocchi nell 'ap­
pendice II. A. 

Di seguito precisiamo: 1) il modo in cui debbono essere presen­
ti al calcolatore i dati che descrivono il circuito; 2) le stampe di uscita 
del calcolatore. 

(1) - È imporrante tenere presente che il pro~ramma descritto in questa appendice è ad 
un livello elementare ed introduttivo . In parttcolare , la forma in cui debbo no essere pre­
sentati i dati di ingresso è intuitiva ma onerosa . Per un approfondim ento s u questo pun­
to s i r imanda ai testi specializzati elencati in appendice II.D. 

(2) - P e r comodità di programmazione, le istruzioni relative al presente metodo di ana­
lisi s ono stare suddivise in un programma principale, denominato •NODI • ed una sub­
routine denominata• NODI I • . 
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Nell'appendice II . C verranno riportati vari esempi di applicazio­
ne di questo programma; in particolare per ogni esemp10 verranno mo­
strate le schede di ingresso dati e le stampe di uscita. 

11.B.1 · Dati di ingresso< 3 l . 

Le schede che formano l'ingresso di ogni problema che si vuole 
risolvere con il programma NODI sono nell'ordine: 

a) Una scheda dati nella quale vengono assegnate nell'ordine le seguen­
ti quantità: 

- il numero dei nodi NO 
- il numero dei resistori NR 
- il numero dei generatori di corrente NC 
- il. numero dei generatori di tensione NT 
- il numero dei generatori controllati NCT 
- il numero dei nullori NN 

Il formato d'ingresso è il seguente : 613. 

b) Una scheda dati per ogni resistore, nella quale viene indicato, nel-
1 'ordine: 

- il valore della resistenza; 
- il primo nodo a cui il resistore è connesso; 
- il secondo nodo a cui il resistore è connesso. 

Il formato d'ingresso è il seguente: 010. 3, 213. 

e) Una scheda dati per ogni generatore di corrente, nella quale viene in­
dicato, nell'ordine: 

- il valore della corrente impressa; 
- il nodo in cui entra la corrente impressa; 
- il nodo da cui esce la corrente impressa. 

Il formato d'ingresso è il seguente: 010. 3, 213. 

d) Una scheda dati per ogni generatore di tensione, nella quale viene in­
dicato, nell'ordine: 

(3) - Per maggior chiarezza si consiglia di esaminare contemporaneamente alla lettura 
di quesro paragrafo uno degli e sempi riportaci nel § II.C. 2. 
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160 Dati di ingres so Il. B. 1 

- il valore della tensione impressa; 
- il nod o corrispondente al morsetto pos1t1 vo; 
- il secondo nodo a cui è connesso il generatore. 

Il fo rmato d'ingresso è il seguente: 010. 3, 213. 

e) Una scheda dati per ogni generatore di corrente controllato 10 tensio­
ne , nel la quale viene indicato , nell'ordine: 

- il valore della conduttanza di trasferimento; 
- il no do corrispondente al morsetto positivo del controllo; 
- il nodo corrispondente al morsetto ne ga tivo del controllo; 
- il nodo da cui esce la corrente del generatore; 
- il nod o in cui e ntra la corrente del generatore . 

Il fo rmato d'ingresso è il seg uente: 010.3, 413. 

f) Una scheda dati per ogni nullore , nella quale s ono ind icati nell 'ordi­
ne i seguenti nodi : 

- primo nodo a cui è connesso il nullatore; 
- secondo nodo a cui è connesso il nullatore ; 
- primo nodo a cui è co.nnesso il noratore; 
- secondo nodo a cui è connesso il noratore. 

Il formato d'ingresso è il seguente: 413. 

Uno o più settori relati vi ai dati d'ingresso, indicati nei punti 
b) , e), d), e) , f) possono essere omessi , qualora non sia presen te alcun 
componente del tipo considerato . 

11.B .2 - Dati in use ita. 

Prima di presentare i dati relativi alla soluzione del c ircuito , 
ve ngono s tampati , a sco po di controllo, i dati d'ingresso relati vi al cir­
cuito stesso. 

I dati di use ita, re lati vi alla soluzione del circuito s ono se-
guenti: 

a) tensioni dei nodi del circuito , rispetto al nodo di riferimento (nodo 
NO); 

b) corre nti relative ai generatori di tension e eventualmente presenti. Il 
ve rso di ognuna di tali correnti è scelto convenzionalmente dal morsetto 
posm vo ve rso l'altro morsetto (fig . II. 7. 10); 
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e) correnti relative ai noratori eventualmente presenti. Il verso di tale 
corrente è scelto convenzionalmente dal primo al secondo morse tto a cui 
è connesso il noratore s tesso (fig.Il. 7. 12). 

Nel caso in cui s i verificassero inconvenienti ne l corso della so­
luzione del sistema di equazioni da parte del sottoprogramma GAUSS, 
vte ne interrotta l'elaborazione e viene effettuata la stampa di controllo: 

l 
2 
3 
'+ 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
li+ 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
2'+ 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
3'+ 
35 
36 
37 
38 
39 
'+O 
'+ 1 
'+2 
'+3 
'+'+ 
'+5 
'+& 
'+7 
'+8 
'+9 
so 
51 
52 

LE EQUAZIONI SONO LINEARMENTE DIPENDENTI 

11.B.3 · Lista del programma. 

e 

e 
e 
e 
e 

2 

12 
3 

'+ 
ll 

5 
13 

lo 

6 
15 

18 
7 

8 
17 

20 
10 

PROGRA"l:.IA NODI 
IMPLICIT OOUBLE PRECISION (A-HrO-Zl 
OlMENSION A(60r60lr8(60l . 
Ol"IENSION RtlOOlrN1(1QOlrN2(100l 
OlMENSION C(lOlrNC1llQlrNC2(1Ql 
Ol"IENSION T(l0lrNTl(lQlrNT2tlOl 
OlMENSION CT(20lrNCTlt20lrNCT2(20lrNCT3(201rNCT'+ (2 0l 
OIMENSION NN1(20lrNN2(20lrNN3<20lrNN'+(20l 

REAO(S•ll ND•NRrNCrNTrNCTrNN 
FOR"IAT(61Jl 
•RITEC6r2l NOrNR1NCrNTrNCTrNN 
FORMAT(1rlOr5Xr'ClRCUIT0 ASSEGNATO!NUMERO NOOl:•rIJ/ 

•6X1'NUMERO RESISToqr:•rl3/ 
•&Xr•NUMERO GENERATORI DI coqRENTE=••l3/ 
•&Xr•NUMERD GENERATORI OI TENSIONE=••I3/ 
•6X1•NUMERO GENERATORI DI CORRENTE CONTR. IN TENS.:'rl3/ 
•6X1•NUMERO NULLORl:•rl3//l 

IFINRlllrl1•12 
REAOl5•3llRlLlrNllLl•N2(LlrL=l•NKl 
FORMAT (Ql0.Jr213l 
llRlTEl6r'+l lL•RILl rNl(L) rN2<Ll rL:lrN>!l 
FOR"IATl1X•'RES•N•'•l3 1012.3r21'+l 
CONTINUE 
lF(NCll3rl3rl'+ 
REA0(5r3) (C(Ll •NC1'Ll ,NC2lL> •L=l•'ICI 
wRlTE(6r5l (LrC(Ll rNCl(Ll r'IC2(Ll rL=l•NCl 
F0RMAT<lX•'G.CORR.N.•,l3rJ12·3•2 l'+ l 
CD.N TINUE 
IF<NTll5r15•16 
RE:AQ(5r3) (T(Ll •NTl(Ll rNT2<Ll •L=l•NTI 
•R ITE (6, 61 <L• T (Ll rNTl (Ll rNT2 <L> 1L=l •NT> 
FORMAT<lX•'GEN.TENSIONE: N·'•I3r012•3r2t<+> 
CON TINUE 
IF (NCT) 17'17, 18 
REA0(5•7><CT(LlrNCT1lLlrNCT2<Ll rNC Tj(LlrNCT<+<LlrL:lrNCT J 
FOR"IATl010.3•'+13l . 
•RITEC613l (LrCT<LlrNCTllLlrNCT2<LlrNCT3(Ll•NCT'+lLl rL:lr NCT J 
FORMATllX•'GEN.CONTR.TENS.N:•r13•)12.31'+13l 
CONTINUE 
lF(NNl20r20•19 
REA0(5•9l(NNl(Ll•NN2lLlrNN3(LlrNN'+ILlrL:loNNl 
FORMAT ( '+ I3l 
•RlTEC6rl0l(LrNNl(LlrNN2(LlrNN3(Ll1NN'+(L)1L:lrNNl 
CO NTINUE 
FORMAT(lX• 'NULLORE N:•rl3•2Xr'+I3l 
N=NO•l 
NA:N+NT 
NS:NA+NN (segue} 
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53 e 
54 CALL NODI11A•B•N•NA,NB•NO•R•Nl•N2•NM,CT.~CT1,NCT2•NCT3 • 
55 NCT4•NCT,T,NTl•NT2•NT•C,NC1 • NC2•NCoNN1,NN2• 
5~ NN3•NN4•NN) 
57 c 
56 C STAMPA DEI RISULTATI 
59 WRITE<6•2lOlNJ 
60 21 0 "FJRMATl1H0•5X• •SOLUZIONE DEL CIRCUITO ASS!i:GN·ATO•/ 
61 • 6X,•TENSIONI DEI NODI• RISP, AL NODO • • I3l 
62 DU212L=l•N 
63 WRITEC6r214lL•BCLl 
64 214 FORMATllX•'TE!llSIONE NODO • '13•' = '•!Jl5,5l 
65 212 CONTINUE 
66 IFCNTl216•216•218 
67 216 WRITEl6r220l 
66 220 FORMATllHOr5X,• CORRE NTI NEI GEN, DI TENSI ONE • > 
69 00222L=NJ•NA 
70 LL:L-N 
71 WRITEC6r224lLL•BCLl 
72 224 FORMATllXr'CORRENTE GEN, '• I3• ' = ' •D15.5l 
73 222 CONTINUE 
74 216 IF(NNl226•226•226 
75 226 WRITEC6,230l 
76 230 FORMATC1H0•5Xr•CORRENTI NEI NORATORl•J 
77 NY:NA+l 
76 D0232L=NY•NB 
79 LL:L-NA 
60 WRITEC6,234lLL•BILl 
61 234 FORMATllX••CORRENTE NOR. '•I3•' : '•D15.5l 
62 232 CONTINUE 
63 226 CONTINUE 
64 e 
85 e 
66 STOP 
67 END 

1 SUBROUTINE NOJI1CA •8• N•NA •N9• ND •R•Nl•N2•NR•CT. NCTt•NCT2,NCT3· 
2 • NCT4•Ncr.r.NTl·NT2•NT•C·NCl, NC 2 •NC.NN1.NN2. 
3 NN3rNN4•NNl 
4 I~PLICIT DOUBLE PRECISION IA-H•O-Zl 
5 DlMENSION AC60•60l•BC60l 
6 OlMENSION ~lll•Nl<ll•N2!ll 
7 OlMENSION C<ll •NC1!1) ,NC211l 
6 DI~ENSION TCll•NT1Cll•NT211l 
9 Dl~ENSION CTlll1NCTllll1NCT21llrNCTllll 1NCT41ll 

10 Ol~ENSION NNllll•NN211l•NN31ll •NN4 (ll 
11 e 
12 C AZZERAMENTI 
13 00 30 L=l•NB 
14 00 31 LL=l•NB 
15 31 A(L•LL>=o.DO 
16 B<L>=o.oo 
17 30 CONTINUE 
16 C CICLO SUI NODI 
19 QO 40 K:l,N 
20 C R~SISTORI 

21 c 
22 IFlNRl42,42143 
23 43 DO 44 L:l,NR 
24 IF!Nl(Ll-Kll30•46•130 
25 46 A(~,Kl:ACK1~l+l.DO/RILl 

26 Kl=N2CLl 
27 IF!Kl.LT.NDl AlK•KlJ:-1.DO/RILl+A(~,Kl) 
26 GO TO 45 
29 130 1FIN2CLJ-Kl45•47•45 

(segue) 
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30 '+7 AlK,Kl=AIK•Kl+l.00/RILl 
31 K2:Nl1Ll 
32 IF!K2.LT .NOI A<K • K2l:-l.OOO/RILl+A( K1K2) 
33 '+5 CONTINUE 
3'+ .... CONTINUE 
35 '+2 CONTINUE 
36 c GEN .CORR.CONTR.IN TENSIONE 
37 c 
36 IF!NCTl'+6•'+6•'+9 
39 '+9 DO 50 L:l,NCT 
'+O Kl:NCTl !Ll 
'+1 K2=NCT2tLl 
'+2 IF!NCT3tLl-Kl52•51•52 
'+3 51 IFtKl.LT.NDl AlK•Kll:AlK•Kll+CT!Ll .... ff!K2 . LT.N0l A(KrK2l:A(KrK2l-CT(Ll 
.. 5 52 IF!NCT'+!Ll-Kl5'+•53•5'+ 
'+6 . SJ IF!Kl.LT.NOl AIKrKll=A<K•Kll-CT!LI 
H 1F!K2.LT. N0 l Al KrK 2l:A(KrK2l+CT(L l 

· '+6 5 .. CONTINUE 
'+ 9 50 CONTINUE 
so '+6 CONTINUE 
51 c GEN. TENSIONE 
52 e 
53 IF!NTl56r56 • 59 
s .. 59 DO 60 L=l•NT 
55 lF!NTllLJ -K l62•6lr62 
56 61 N1.:N+L 
57 AlK.NLl:1.oo 
sa 62 IF!NT21Ll-Kl6'+•63 •6'+ 
59 6J NL:N+L 
60 A<K•NLl:-1.00 
61 6'+ CONTINUE 
62 60 CONTINUE 
63 58 CONTINUE 
o'+ c N.JLLORI 
65 c 
66 IFINl~l68•68•69 
67 69 DO 70 L=l•NN 
66 IF!NN31Ll•Kl72•71•72 
69 71 NL:NA+L 
70 AIK,NLl:l.DO 
71 72 IFINN'+(Ll•Kl7'+•73•7'+ 
72 73 Ni..:NA+L 
73 A<K•NLl:-1.00 
7'+ 7'+ CONTINUE 
75 70 CONTINUE 
76 68 CONTINUE 
77 e GEN. DI CORRENTE 
76 e 
79 ·IF INCl 78• 76 • 79 
60 79 00 80 L:lrNC 
81 IF!NC11Ll•Kl62•6l • 62 
62 81 BlKJ:BIK)+CILl 
83 62 IF!NC21Ll-Kl8'+•83•6'+ 
6'+ 6J BIKl:èllKl-CILl 
65 8'+ CONTINUE 
66 60 CONTINUE 
67 76 CONTINUE 
66 e 
69 .. o CONTI'IUE 
90 c EQUAZIONI AGGIUNTIVE GENERATORI TENSIONE 
91 lFINTlllO•llO•lll 
n 111 DO 112 L=l•NT 

(s egue) 
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l 
2 
:3 
4 
5 
b 
7 
B 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
lb 
17 
lB 
19 
20 
21 
22 
2:3 
24 
25 
2b 
27 
26 
29 
.30 
.31 
:32 
.3.3 

112 
llO 

c 
c 

c 

121 

12:3 
120 

c 
10:3 

B 

9 
ll 

12 
10 

.H 
:30 

c 
101 

SUBROUTINE NODI 1 

NL. :N+L 
Kl:NTl (Ll 
K2:Nf2(Ll 
IF<Kl.LT.ND> AINL•Kl):l.DO 
IF(K2.LT .ND) A(NLrK2):-1.DO 
BINLJ :T(L) 
CONTINUE 
CONTINUE 
E~UAZIONI AGGIUNTIVE NULLORI 

IFINNl120rl20rl2l 
DO 12.3 L=lrNN 
NL:NA+L 
Kl :NNl (L) 

K2:NN2 (Ll 
IF(Kl.LT;ND> A(NLrKl):l.DO 
IFIK2.LT.NDl A(NLrK2l:-1.DO 
CONTINUE 
CONTINUE 
CALL GAUSSCNBrA•Bl 

RETUR N 
END 

SUBROUTINE GAJSSCNrArBl 
DIMEN5ION A(b0r60lr6(60l 
IMPLICIT DOUBLE PRECISION <A-H•O-Zl 

Il. B.3 

WRITE Corl0:3l Nrl(A!IrJlrI=lrN)rJ=l•N)r(9(JJ,I=l•~l 
FORMATISX•'SISTEMA DI EQUAZIONI•//5X,•OR DINE N=• • t2// 

•SXr•MATR ICE DEI COEFFICIENTI'//(lX,4D15 , 5l J 
IFCN,GT,&Ol STOP 
I=l 
AB =DAas (A (I. I) ) 
Il:I+l 
IFCAB.LE.l.OD-10> GO TO 20 
DO l1 JI:Il rN 
AlirJil:AIIrJil/A(Iril 
B!Il =3!IJ/A!I o Il 
DO 10 J :Il 1N 
ù:l 12 K=Il•N 
A!JrK):A(JrKl-A!Jril•AIIrKl 
BIJJ:3(JJ-BIIJ•A(J,Il 
I=I+l 
IF !I.LT,Nl GO TO 6 
AB:OA35(A(NrN)) 
~F(Ad.LE.l·OD-lOJGOT040 
BIN>=BIN)/A!NrNl 
DO :30 K:2 1N 
I=N-K+l 
L=I+l 
su'l=o.o 
DO :31 J:L1N 
SU\l:SUM+A(IrJl•BIJ) 
BlI>=a<IJ-SUM 
'llRITE !brlOll <SII> .I:lrNl 
FORMAT(5Xr'50LUZIONE'//(1X•4Dl5.5ll 
R::TURN 

(.<I' gu e ) 
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34 20 IF II. GE.Nl GO TO 40 
35 00 41 J:Il •N 
36 Aa:OABS(A(J•Ill 
37 IF<As-1.00-1 0> 42•42•43 
38 42 IF (J.EG.Nl GO TO 40 
39 41 CONTINUE 
40 43 00 44 K=IrN 
41 PIV=ACJrKl 
42 A(J•Kl=ACl•Kl 
43 44 A(I,Kl=PIV 
44 PIV:B( J) 
45 BIJl:BIIl 
46 Blil:PI V 
47 GO TO 9 
48 40 W~ITE (6,102) 
49 102 FORMAT(5X•'LE EQUAZIONI SONO LINEAR~ENTE DlPENOENTI•l 
50 STOP 
51 END 

APPENDICE II.C - Esempi. 

Nella presente appendice riporti amo vari esempi di applicazione 
dei metodi descritti in questo capitolo. La maggior parte degli esempi ri­
guarda circuiti contenenti transistori , considerati nel loro funzionamento 
lineare ed in assenza di elementi reattivi. I transistori s'intendono pola­
rizzati opportunamente e sostituibili con il loro circuito equivalente in 
bassa frequenza. (Nei casi considerati si prescinde usualmente dal cir­
cuito di polarizzazione). 

Gli esernpi sono divi si in due gruppi. Il primo gruppo riguarda i 
circuiti analizzati manualmente ed in cui interessa l'espressione espli­
cita delle grandezze incognite in funzione dei valori dei componenti, in­
dicati si mbolicamente. Il secondo gruppo riguarda circuiti più complessi, 
in cui si utilizza il programma di analisi riportato in appendice II. B. 

11.C.1 - Esempi del primo gruppo(!). 

Negli esempi considerati si suppone che il transistore s ia pola­
rizzato opportunamente e sia sostituibile con lo schema di fig.I. 9.3, che 
si riporta per comodit:3. in fig. II. C. l. I valori numerici di tale figura si ri­
feriscono ai valori tipici del transistore AC l '2 5 della Philips Elcona 
ne lle condizioni di polarizzazione considerate nel § I.9. 

(I) - I tre esempi di questo gruppo fornis cono gli elementi di base degl i schemi amplifi­
catori a tran s istori. Si veda ad esempio il § XI. 6 di J. Millman , C.C. Halkias ,• El ectro­
nic device s and c ircuit s o, Mc Graw-Hill , 1967. 
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166 Esempi del primo gruppo Il. C.1 

In ogni esempio considereremo sia l'espressione simbolica esat­
ta della grandezza elettrica richiesta, sia l'eventuale espressione ap­
prossimata, sia il va lore numerico relati vo al caso de l tran sistore AC125 
suddetto. 

Base 

Emettitore 

Fig.11.C.1 ·Schema equivalente del transistore. I valori d_i:.i componenti so­
no nel casodetl'AC125dellaPhilips Elcona: R 1 =1 ,7Kil, R 2 = 100 / 8 
KD, K 1 = 6,5 10·4, K 2 = 125. 

Esempio 11.C.1 

Determinare nello stadio amplificatore in ba ssa frequenzo costi tuito da un 

transistore con emettitore a massa le resistenze di ingresso e di usci ta, i guadagni di 

tensione e di corrente, definiti come precisato in tab . 11.C.1 . 

Per ricavare le grandezze richies te consideriamo il circ uito di fig.II.C.2, ot­

tenuto sostituendo al transistore lo schema di fig . II . C . l e chiudendo opportunamente 

i lati di base e colletto re . 

R R1 g c 

+ RL 
+ + + 

V K 1v ~ K 2i R2 V 
VL g 

~il )i2 )i3 
e 

Fig .11. C.2 - Circuito relativo al transistore con emettitore a massa. 

Analizzia mo tale .circuito su base maglie , introducendo le rela zion i costi cuci ve 

dei generatori controllaci : 

Eliminando i 2 e v, si ottiene : 
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· V g =i I (R 1 + R g - K I K 2 R 2) - K 1 R 2 i 3 

VL =- K2R2il - (R2 + RL) i3 

Risolvendo il sistema si ha: 

K1R2 
- ---V + ---V 

g !'::, L 

167 

TABELLA 11.C.1 ·Schemi per i l calcolo delle g randezze caratteristiche 
di uno stadio amplificatore costituito da un transi­
store. 

Grandezza 
d'interesse 

Resistenza d 'in­
gres s o 

G.uadagno di ten-
s1one 

(A) 

Resistenza di usci-
ta 

(R) 

Guadagno di cor­
rente 

Schema di calcolo 

+ 
V 

u 

+ 

VQ 

Formula di 
definizione 

R. 
1 

A 
V 

R 
u 

V 
u 

=-
V 

g 

vo 

io 

IL 

I 
g 

Tipo di connessione 

Emettitore a massa 

base 

2 collettore 

3 emettitore 

Base a massa 

1 emettitore 

2 collettore 

3 base 

Collettore a massa 

base 

2 emettitore 

3 collettore 
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tn CUI: 

Calcoliamo ora le varie grandezze richieste. 

- .Resistenza d'ingresso (tab.II.C. l). 

Nel circuito di fig.II.C.2 poniamo VL =O, Vg = l. Si ha: 

Vediamo inoltre che: 

V o = K 1 V + R 1 i 1 = K 1 R 2 ( - .Ki. 2 i 1 - i 3) + R 1 i 1 

Quindi risulta : 

Usualmente il termine dipendente da RL conta poco; per esempio per il tran­

sistore AC125 risulta, per RL = l KD: 

8,125·10- 2 

ll = l 7 • 10 3 - --=-----=-
i ' 10-3 + 8 • 10·5 

- Resistenza .di uscita (tab.II.C. l). 

1700- 75,2-::- 1625 .0 

Nel circuito di fig. IL C. 2 poniamo V g = O, V L l; si ha: 

Vediamo inoltre che: 

Quindi risulta: 

La conduttanza di uscita vale perciò: 

La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it)



11.C. 1 Esempi del primo gruppo 

---------

Nel caso del transistore AC125, per Rg 1 K D, risulta: 

-2 1 _
6 

8, 125 "10 6 n I 
- = 80 " lO - "-' 50 • 10- H-

R 1700 + 1000 -
u 

- Guadagno di tensione (tab. II. C. l). 

Nel circuito di fig . II.C.2 poniamo VL =O, Vg 

Vediamo inoltre che : 

Perciò risulta: 

V 
u 

V 
g 

l; si ha: 

Con i valori usuali, dell'ordine di 1 K D, per Rg ed RL, si ha: 

Nel caso del transistore AC 125, con Rg = RL 1 KD, si ha : 

125 
------------- "' - 44 
(8" 10- 5 + 10- 3)(1625+1000) -

Con la formula approssimata si ottiene: 

125. 10 3 

AV "'- "'- 46 
1700 + 1000 

- Guadagno di corrente (tab. II.C. l) . 

169 

Siamo in condizioni simili a quelle considerate per il guadagno di tensione. 

Precisamente poniamo V L = O, V g = Rg Ig, Ig = 1 . In queste condi zioni si ha : 

G.MARTINELLI - M.SALERNO: Fondamenti di Elettrotecni ca 22 
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Quindi risulta: 

Esempio 11.C.2 

Es e mpL de l primo gruppo 

R 
g 

A
1 

A -
V R 

L 

11.C.1 

Determinare nello stadio ampl i ficatore in bosso frequenza, costituito do un 

transistore con base o mosso, le resistenze di ingresso e di uscito, i guadagn i di ten· 

sion e e di corrente , definiti come preci soto in tob. 11.C. l. 

V g 

+ 

R 
g 

e c 

b 

Fig.11 .C. 3 • Circuito rel ativo al transistore con base a massa. 

Applichiamo il metodo diretto di anali s i su base mag lie ; a questo scopo tra­

sformi amo i l circtÙto come mostrato i n fi g. II .C.4, eli minando il gen eratore di c orrente . 

+ 
V 

g 

R 
g 

V + 

F ig . 11 . C.4 · Ci rcuito tras formato di quello c:li fig. I!. C.3. 

Le eq uazioni di eq uilibrio de lle tensio ni delle maglie e le relazioni costituti­

ve dei generatori controllati sono: 

{ 

V
8 

+K 1 v = Rgil + R 1 (i 1 + i 2) 

V L + K 2 R 2 i + K l v = R 2 i 2 + R l (i 1 + i 2) + RL i 2 

Eliminando v ed i, si ottiene il sistema riso! venre : 
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[ 
Rg +R 1-K 1 K 2 R 2 

R 1 -K 1 K 2 R 2 + K 2 R ~ 

R1-K1R2-K1K2R2 

RL +R2 + R1-K1 R2-K1K2R2 + K2R2 

La soluzione vale: 

. l 
i 2 = -;;, [(Rg +R 1-K 1 K 2 R 2)VL +(K 1 K 2 R 2 - R 1-K 2 R 2)Vg) 

Calcoliamo le varie grandezze richieste. 

- Resistenza d'ingresso (tab.11.C. l) . 

Nel circuito di fig.II.C.4 poniamo VL =O, Vg =I; si ha : 

l 
i1= !::, [RL + R2 + R1-K1R2-K1K2R2+K2R2) 

Vediamo inoltre che: 

Quindi risulta 

v0 l RL(Rg +RcK 1K 2R:z)+R 1R 2+Rg(Ri-K 1K 2R 2+R 2-K 1R 2+K 2R 2) 

17 1 

R. =- = --R - - R 
• io il g RL +R2+R1-K1R2-K1K2R2+K2R2 g 

Tenendo conto che K2 >> K 1 ed R2 >> Rl' si ha: 

Rl R2 + RL (Rl - Kl K2~) 
R.-;;~~~~~~~~~~~ 

1 

L'influenza di RL nei casi usuali è molto modesta e quindi: 

R1 
R.~---

1 l + K 
2 

Per esempio nel caso del transistore AC125 con RL = l K .\2, si ha : 
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172 Es empi del primo gruppo 

R 1 R 2 + RL ( R 1 - K 1 K 2 R .) 

13,9 Kll R. 
I 

- Resis tenz a di usc ita (tab.IL C. l ). 

' 1 

Nel circ ui to d i fi g. II. C.4 pon ia mo V g = O, VL = l ; s i ha : 

' 2 

Vediamo ino ltre che: 

Quindi ri s ulta : 

R1 Rz+ R gC R1 -K IK zR z+ R z-K1 R z+K zR zl 

Rg +R 1 - K 1K 2R 2 

Tenendo conto c he K 2 >> K 1 ed R 2 >> R 1, si ha: 

R "' u -

R 1R 2 + R gR 2 ( I + K 2) 

Rg +R 1-K 1K 2R 2 

Ne l caso de l tr ansis to re AC 125 con R = 1 KD, si ha : 
g 

- Guadagno di t e ns ion e ( t a b. II. C. l}· 

11.C. l 

Nel circu ito d i fi g . II. C.4 po niamo vg = 1, VL =O; si Ottengono per il ed '2 

valori g ià v isti ne l caso de ll a resistenza d'i ngresso. Inoltre s i ha: 

V =- R i 
u L 2 

Perciò ri s ul ta : 

Te ne ndo con to c he K 2 >> K 1 ed R 2 >> R 1, s i ha : 
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Ad esempio nel caso de l tr ansistore AC125 con Rg =680.0 e d R L 6 ,8 KD , 

si ha : 

1,062 5 ·10 10 

2, 125. 10 7 + 1,0 71•10 9 + 9,2777. 10 6 = 9,65 

Con buona approssimazione si ha con i va lori usuali di Rg e d RL: 

Ne l caso del! ' esemp io precede nte tale formula approssimata fornisce: 

Guadagno di corrente (cab. li. C. l) . 

Nelcircuitodifig . II. C.4poni amo Vg=Rglg, Ig=l, VL = O. Siamo incondi­

z10n 1 simil i a quel le considerate nel caso della resistenza d'ingresso , sa lvo che i 1 ed 

i2 sono molciplicate per Rg. Quin d i risu lt a: 

R 
g 

A
1 

A --
V R 

L 

Uci li zzan r!o la fo rmu la appross ima ta s1 vede che: 

a l posto del! ' e spressione più accurata: 

Nel caso de l transistore AC125 con Rg =680D ed RL = 6,8 KD, s i ha: 

9,65 
= 0,965 

10 

Esempio 11.C.3 

Determinare nello stadio amp l ificatore in bassa frequenza , co s ti tuito do un 

transi sta re con collettore o mossa, l e resistenze di ingresso e d i u scito, i guadagni d i 

ten s ione e di corrente, de fini ti come preci sato in tab.11.C. l. 
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174 Esempi del primo ~ruppo 11.C. 1 

Per ricavare le grandezze richieste consideriamo il circuito di fig . II.C.5, otte­

nuto sostituendo al transistore lo schema equivalente di fig.11.C. l e chiudendo opportu­

namente i lati di emettitore e base. 

K 1v 
e 

R Rl 
+ 

g 

V 
K2if R2 V g 

c 

Fig.11.C.5 - Circuito considerato nell'esempio 11 .C.3 e relativo al transi­
store con collettore a massa. 

Applichiamo il metodo diretto di analisi su base mag lie; a questo scopo tra­

sformiamo il circuito in esame come mostrato in fig.II.C.6, eliminando il generatore di 

corrente. 

Le eq~azioni di equilibrio delle tensi oni delle maglie e le relazioni costituti­

ve dei generatori controllati sono: 

V g - K 2 R 2 i - K l v = R l i l + R g i l + R 2 (i l + i 2) 

VL - K 2 R 2 i = RLi 2 + R 2(i 1 + i 2) 

v= - K 2 R 2i-R 2(i 1 +i 2) 

Eliminando v ed i, si ottiene il sistema risolvente : 

[

R 1 +Rg+R 2 +K 2 R 2-K 1 R2 -K 1K 2 R 2 

R2+K2R2 

La soluzione vale: 

Calcoliamo ora le varie grandezze richieste . 
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- Resistenza d'ingresso (tab .II.C.l). 

Nel circuito di fig.II.C.6 poniamo VL =O, V g l; si ha: 

1 
i 2 =--;; (R2+K2 R z) 

V 
g 

Fig .11.C.6 · Circuito trasformato di quello di fig.II.C.5. 

Vediamo inoltre che: 

Quindi risulta: 

VQ 1 
R. = - = -- R 

I iQ il g 

RL(R 1+Rg +R 2 +K 2R 2- K 1R 2-K 1K 2R 2)+R 2(R 1+Rg) 

R2 +RL 

Tenendo conto che K 2 >> K 1 ed R 2 >> Rl' si ha: 

R."" -----­
' -

Nei casi usuali RL << R
2 

e quindi: 

Nel caso del transistore AC125 con RL 1 K.0, si ha: 

RL Rz(l + K 2) 
R.= ------

1 
116, 7 K.0 

- Res istenza di uscita (tab.II.C. l). 

Nel ci rcui to di fig . II.C.6 ponia mo V g =O, VL l; si ha: 

- R = 
g 

175 
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176 Esempi del primo gruppo 

l l 
i I = /':, ( K I R2-R2) i 2 = t:<R1 +Rg +R2+K2R2-K1R2-K1K2R 2) 

Ved ia mo inoltre che: 

Quindi risulra: 

1 
R =-- R 

u . L 

RL (R l + Rg +R 2+ RzK 2-K1 Rz-K lK 2R2)+ Rz(R l + Rg) 

R1+ R g +R2+K2Rz-K1Rz-K1KzR2 

R 

1 2 

Tenendo conro che K 2 >> K 1 ed R 2 >> R 1, si ha: 

R 2 (R 1 + Rg) 

Us ualmente è Rg << R 2(1 + K 2), per cui: 

u 

R 1 + Rg 

R '""---­
u 

Nel caso del transisrore AC1 25 con R 1 KD, si ha: 
g 

R 2 ( R 1 + R g) 

R g + R 2 ( l + K 2) 
= 21,41 D R '"" 

li -
21,43D 

- Guadagno di tensione (tab.Il.C. l). 

11.C. 1 

Nelcircu i rodif ig. ll. C.6poniamo Vg= l , VJ.=O; s i o tte ngon o per i 1 ed i 2 
t valori g ià visti nel c aso della determinazio ne della res istenza d'ingresso . Ved ia mo 

e he s i ha: 

Pere i ò risulta: 

Tenendo conto che K 2 >> K 1 ed R 2 >> R 1, s i ha : 
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Con i valor i usua l i di Rg e d RL , si ha : 

A ""l V -

Ne l caso del transistore AC125 con R L = 10 KD e d R g 1 KD s i ha: 

"' AV =------
R1 + R 

1 + g 

0,9979 

RL(l+K 2) 

- Guadagno di corrente (tab . II.C. l). 

177 

Nel circuito di fig. II.C. 6 poniamo V g = Rg Ig, Ig = 1, VL =O . Siamo in con­

dizioni simili a quelle considerate nel caso del la resistenza di ingresso, sa l vo la mol­

tiplicaz ione di i 1 ed i 2 per Rg. Quindi risulta: 

Con i valo ri usua li di R g ed RL, si ha con buona appross ima zione: 

R 
A "' g 1---

RL 

11.C.2 · Esempi del secondo gruppo. 

In questo paragrafo riporti amo i risultati ottenuti anal izzando va­
ri circuiti con il programma NODI illustrato nell'appendice II. E .Per ogni 
esempio s i riporta lo schema del circuito con i valori dei componenti in 
ohm, volt, ampere (quando non s ia es plicitamente indicato un multiplo o 
sottomultiplo di tali unità) , le schede di ingresso al calcolatore , la stam­
pa di usc ita . È ne cessari o precisare che quando viene riportato nel cir­
cuito un transistore , s'intende usare lo sc hema di fig.ILC.7,ottenuto<ll da 
que Ilo di fi g. II. C. 1, utili zzando solo i componenti permessi dal pro gram­
ma NODI. I valori de i componenti di questo circuito sono, in funzione di 
quelli del circuito di fig. II. C. 1: 

Pi= Rr 

Kr 
h = -

1 R 
l 

1 1 
---------

(1) - La derivazione dello s c he ma d i fig.11.C. 7 da quello di fig .11. C. l è immediata con 
le tecniche sviluppate nel Cap. VI. 

G. MARTINELLI- M.SAL E RNO : Fond amenti di Elettrotecnica 23 
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178 Esempi de l secondo grupp o 

Emettitore 

F ig.ll.C.7 - Sc hema e quival e nte de l tr a nsisto re , o tt en uto da quel lo mostrato 
in fi~ .ll. C .l me di a nt e l'urilina~ionc ,lei s oli ge ne r a tori di corre nt e control­
l a ti in te n s ione, oltre ai re sistori. 

11.C.2 

Ne l caso particolare del transistore AC1 2'5 de lla Philips Elean a, 
ch e s 1 s upporrà di usare, i valori di quest i componenti sono: 

P1 == 1,7 KD P 2 3, 10 · 10 4 D 

h I == 3,82 • 10- 7 D -I h 2 7, 3 '5 . 10- 2 D - I 

Ta li valori verranno utilizzati per ogni transi s tore indica to negli 
sch e mi s uccessi v1 (sia NPN che PNP) . 

Esempio 11.C.4 

Analizzare con il programmo NOD I il circuito di fig . 11.C.8, comprendente so­

lo resi stari e generatori indipendenti di corrente . 

@ 

R - = 1 

I ~ 1 
g I 

Fig.11.C.8 - C irc ui to cons ide r ato ne l l'ese mpio ll.C .4 . 

1 
R = -

8 4 
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- Schede di ingresso. 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11121314 15 161718 

5 8 3 o 

5 o o D + o o o 

3 3 3 D + o o o 

2 5 o D + o o o 2 

3 3 3 D + o o o 2 

2 o o D + o o o 3 

o o D + o o 3 

o o D + o o 4 

2 5 o D + o o o 4 

o o D + o o 

2 o o D + o o 
6 o o D + o o 3 

- Uscita del programma. 

C1RCUITO ASSEGNATO:NUMERO NODI: 5 
NUMERO RESISTORI: 8 
NUMERO GENERATORI DI CORRENTE: l 
NUMERO GENERATORI DI TENSIONE: O 

o o 

5 

2 

5 

4 

5 

4 

5 

5 

5 

3 

2 

NUMERO GENERATORI DI CORRENTE CONTR. IN TENS . = O 
NUMERO NULLORI: O 

RES•N• 1 .500+000 l 5 
RES •N • 2 ,Jll+OOO l 2 
RES•N• l .250+ 000 2 5 
RES•N• 4 olll+OQO 2 4 
RES•N• 5 .200+000 l 5 
RES•N• o ol OQ+OOl l " RES•N• 7 .100+001 4 5 
RES•N• 8 . 2so+ooo 4 5 
G.CORR• No l .ioo+oo l 1 5 
G.CORR.N, 2 .200+001 1 l 
G.CORRoN. l .600+001 l 2 

SOLUZIONE DEL CIRCUITO ASS:O:GNATO 
TENSIONI DEI NODI, RISP. AL NODO 5 

TENSIO NE NODO 1 = .2575o+OOO 
TENSIO NE NODO 2 = -.55308+0 00 
TENSIONE NODO 3 = .04791+000 
TENSIONE NODO " = -. 11252+000 

179 
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Esempio 11.C.5 

Analizzare con il programmo NODI il c i rcuito di fi°g . 11.C.9, comprendente gene­

ratori ind ipenden ti dei due t ipi , resistori, ed un generatore di corrente c on trollato in 

tensione . 

R 1 = R
4 

= 1 
V cz g 

+ ® R 2 = R
3 

= 2 a: 
+ 

V = 2 I 
g g 

Kv t Fg R4 K = 2 V 

@ 

Fig.11.C. 9 · Circuito cons ide ra to nell'esempio Il. C.5. 

- Sc h ede di ingresso. 

I 2 3 4 5 6 7 8 910 111 213 14 15 16 1718 1920 2122 

4 4 o 

o o D + o o 2 

2 o o D + o o 3 

2 o o D + o o 2 4 

o o D + o o 3 4 

o o D + o o 3 4 

2 o o D + o o 3 2 

2 o o D + o o 3 4 4 

- Uscita del programma . 

CIRCUI TO ASSE~NATO: NU~ERO 'IODI= 4 
NUMERO RESISTORI= 4 
.'IUMERO GENE RATORI DI CORR NTE= 
NUME.RO GENERATORI DI TE'lS ONE= l 
NUMERO GENE RA TORI DI CO'!R NTE CO NTR. IN TENS•= 1 
NUMrno NU LLORl = o 

RES•N• l ·100+001 1 2 
RES•N• 2 .200+001 1 3 
RES•N• 3 0200+001 2 4 
RES•N• 4 .tOO+OOl 3 4 
G,CORR•No l ·100+001 3 4 
GEN• TENSIO NE: N. l .200+001 3 2 
GEN•CON TR. TE N5.N: 1 ,200+001 3 4 4 

(segu e) 
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SOL.UZIONE DEL CIRCUITO ASSEGNA TO 

TENSIONI OEi NO OI • R!SP. AL NOD O .. 
T NSIONE NODO l = -.l0éé7•002 
T NSIONE NODO 2 = - . éOOOO+OOl 
T NSIO NE NODO :3 = -.~0000+001 

CORRE NTI 'lEI GC:N. DI TE'lSIONE 
CORRE.'j fE GC:N. l = .l é6 57+00l 

Esempio 11.C.6 

An ali zzare con il programmo NODI il circu ito di fig. ll.C.10 comprendente ge· 

nerotor i indipendenti dei due tip i, resistori, un generatore di corrente controllato in ten­

sio ne ed un nul lo re . 

R 1 = l , R. 2 = 1 R 3 =2 R6 

R 4 =3, R 5 = 4 , R 6 = 3 

K=2 V =l ' I g =I a: o > g 
~ + Rl 

V ~Kv g 

~ 

Fig.ll.C.10 - Circuito c on siderato n ell'esempio II. C.6. 

- Sc hede di ingresso. 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 131 4 151 61 7181920 21 22 

6 6 

o o D + o o 2 

o o D + o o 2 3 

2 o o D + o o 3 6 

3 o o D + o o 3 5 

4 o o D + o o 2 4 

3 o o D + o o 4 5 

o o D + o o 4 3 

o o D + o o 6 

2 o o D + o o 4 2 5 6 

~2 6 3 6 
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- Uscita del program ma. 

: IRCUITO ASSE5NATO:NU~ERO NODI: 6 
NUMERO RESISTORI: 6 
NU MERO GENERATORI DI CORRENTE: 
NUMERO GENERATORI or TENSIONE: l 
NUMERO GENERATORI DI coqR ENTE CONTR. IN TENS · = 
NUMERO NULLDRI: l 

RES•N• l .ioo+oo 1 1 2 
R::S•N• 2 .100+001 2 3 
Ri:S•N• 3 . 200+001 3 6 
RES•N• ~ • 30 0 +001 3 5 
ilES•N• 5 .~00+001 2 ~ 

i!ES•N• 6 .300+001 ~ 5 
5.COR~·N· l .100+001 ~ 3 
GEN•Ti::"lSlONS: N• l .ioo•o o 1 6 
~ E N •CONTR.TENS.N: l .200+001 .. 2 5 6 
NU LLORE N! 1 2 6 3 6 

SOLUZIONE DEL CIR:uno ASSSGNATO 
TE NSIONI DEI '<ODI• RISP, AL. NODO 6 

Ti::NSIOr;E NODO l = .1 0000+001 
Ti::NSIO NE NODO 2 = -.26021-017 
TC:NSIO :-;E .'lOùO 3 = -.ll .. 2'1+001 
TC:NSIO.'<E NODO .. = .571~3+000 

TENSIONE NOQO 5 = -.20000+001 

CORRENTI NEI ~EN. JI TENSIO NE 
CORRENTE GE N. 1 : -.10000+001 

CORRENTI NEI NORATORI 
CORRENTE NOR. l = ... 2857+000 

Esempio 11.C.7 

11.C .2 

Determinare il guadagno d i tensione 

p er l'amplificatore a due stadi di fig.ll . C. l l. 
V / V 

u g e la resistenz a d'ingresso Vg/ i 1 

Fig . 11.C. 11 - Amp li ficato­
re a due s tadi. I va lori dei 
compo ne nti sono: 

Rl = 12 kD 

R 2 =10k0 

R 1 120 0 
R 4 570 0 
R 5 3,5 kD 

V 1 m V 
g 

V 
g 

+ 

Sostituiamo ai transistori il circuito eq ui vale nte di fig. Il. C. 7, e liminando le 

pblarizzaz ion e . Si ha lo schema di fig.ll.C.12, in cui risu l ta : 
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0: 
R1 <Z @ 

+' + + 
R6 V I +K 2v l R7 V Rs V3 t K 3V 2 + K 4V 3 v2 

------R4 R z R3 R. 
g ~ 

Fi g.ll.C.12 - Sche ma equi va le nt e di que ll o d i fi g .ll. C. ll. 

Applichiamo il programma N')OJ, ponendo per comodità V ~ l ;ciòimplicache 
g 

le tensioni dei nodi so no espresse in mV e la corrente del ge ne rato re in mA. 

- Schede di ingresso . 

2 3 4 5 6 7 8 9 l O 11 12 13 14 15 l 6 I 7 l 8 19 20 21 22 

; 9 o 4 o 

2 o o !· o o 5 2 

o o D + o o 5 4 7 

2 o ·o + o o 3 5 7 

5 7 o o + o o 3 3 7 

3 5 o D + o o 4 6 7 

7 o o + o o 4 2 3 

3 o D + o o 5 4 3 

7 o o + o o 4 4 5 

3 o o + o o 5 6 5 

o o o + o o 7 

3 8 2 o o o 6 4 3 3 2 

7 3 5 o o o 2 3 4 3 

3 8 2 o o o 6 6 5 5 4 

7 3 5 o o o 4 5 6 5 

+ 

V 
u 
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- Uscita d el programma. 

CIRCUITO ASSE& NATO: NUME RO NOD I : 7 
NUMERO RESISTORI= 9 
NUME RO GENERATORI DI C O~ R ENTE= O 
NJMERO GENERA TORI DI TENS IONE= l 
NJME RO GENERATORI DI CO RRE NT E CONTR . I N TE NS · = 4 
NUMERO NULLORI: O 

RES •N• l . 120+005 l 2 
RES• N• 2 .ioo+oo s 4 7 
Ré.S•N • 3 -120+00 3 5 7 
RC::S • N• 4 ,570+003 3 7 
R::S•N• 5 .350+004 6 7 
RES • N• 6 . 170+004 2 3 
RC:S•N• · 7 . 310+005 4 3 
~~S • N• a .110+004 4 5 
RES•N• 9 .310+005 6 5 
GEN • TE ~I S IONE: N. 1 . 100+00 1 7 
GEN•CO NTR.TENS. N: l .382-006 4 3 3 
GEN•CONTR.TENS.N: 2 .735-001 2 3 4 
GEN·CO NTR . TENS.N : 3 .3a2- 006 6 5 5 
GC:N•C0NTR.TEN5.N: 4 .735- 001 4 5 6 

SOLUZIONE DEL CI RCUITO ASSEGNATO 
TENSIONI DEI NODI• RI SP . AL NODO 7 

TENSIONE )IODO l = . 10000 +001 
TENSIONE NODO 2 = . ao4 .. s+ooo 
TENSIONE NOùO 3 = .79226+000 
TENSIONE NODO 4 = - . 7720'>+00 1 
TENSIONE NODO 5 = -. 68605+001 
TENSIONE NODO 6 = . 19805+003 

CORRENTI NEI GEN . DI TENSIONE 
CORRENTE GEN. 1 = -. 16296-004 

Il g uadagno di te ns ion e va le: 

V U 198,05 
198 

V 
g 

L a res iste nza d 'ing re s s o va le: 

R. 
I 

V 
g 

- l 
g 

l 'V 

= Gl ,4 kD 
1,6296 • 10" 5 

Esempio 11.C .8 

2 
3 
4 
5 

11.r:.2 

Determinare il guadagno di tension e vu / (V g 1 -V g 2)pe r l ' ampli fic a to re d iff e ­

renziale controreazionato di fig . 11 .C . 13 . 

Sosti t uiamo a i tra ns i stor i i l ci rc u it o equi val en t e d i fi g .11. C. 7, elioninando le 

po l a rizzazion i. Si ha lo s che ma d i fi g .II. C.14 in c ui r i s ulta: 
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.j-

V gl 

Es empi del s e condo gruppo 

K " K ~ K = K = 3 82 • 10- 7 D-1 
I 4 5 7 ' 

K = K = K = K " 7 35 • 10-
2 .0- 1 

2 3 6 8 ' 

R I -, R 7 " R6 = R 1 2 = 1700 D 

R =R-=R =R 0 31·10 4 .0 
2 ~ 9 1 5 ' 

Vg 1 "' 2 mV 

R
3 

o= 12 k.\Ì 

R8 ~4 , 5kD 

R 11 = 100 k.\Ì 

R 14 -= 12 .k .\Ì 

R 17 = 150 k.\Ì 

R1 7 
+ 

V g 2 = 1 mV 

R 
4 

= 12 k.\Ì 

R 10 = 12 k D 

R 13 = 12 k.\Ì 

R 16 = ')0 k.\Ì 

V g2 

+ 

.j-

V 
u 

~ 
Fig . ll.C.13 - Ci rcuito considerato ne ll' ese mpio 11. C.8. I valori dei c ompo­
ne nti sono: 

R
3 

= R 4 "' R 13 o: R 14 = R 10 = 12k .\Ì 

R 16 = 50 k .\Ì ; R 17 = 150 k .\Ì V g 2 = l mV. 

G.\;1 ARTIN EL.LI- M.SAL ERNO: Fondamenti di Ele ttrotec n ica 
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R3 > 5>R4 R6~ Ksv 4 !E( Ko"sllR, 
V5 , 

([ ~~ V3 ~ 

v; $Rl K1v fA K2v de: 

.. 
R2 Rs K 3V 2 l K4v 3 j V2 l I.,, -

Q) 

V g l UJ R17 < R10 
vg2 

Fig.ll.C.14 · Sc he ma equiv ale nte di quello di fig.II.C.13. 

Rl6 

K 7v 6 

® 

R1 3 

+ 

V 
u 

R14 

Rl s 

@ 

'/, 

La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it)



Il . C. 2 Esempi del s econdo gruppo 18 7 

Applichiamo il programma NOI)!. 

- Schede di ingresso . 

I 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1112131 4 15 161 7 181920 2122 

10 17 o 2 8 o 
I 7 o D + o o 4 3 

3 I o D + o o 5 2 3 

I 2 o D + o o 5 2 1 o 
2 o D + o o 5 4 o 

3 o D + o o 5 4 3 

7 o D + o o 4 2 6 

7 o D + o o 4 5 3 

4 5 o D + o o 4 6 o 
I o D + o o 5 7 6 

2 o D + o o 5 5 o 
o o D + o o 6 5 8 

7 o D + o o 4 7 8 

2 o D + o o 5 8 o 
2 o D + o o 5 9 I O 

3 o D I- o o 5 8 9 

5 o o D + o o 5 7 o 
5 o D + o o 6 3 1 o 

2 o o D - o o 2 o 
o o D - o o 2 5 o 

3 8 2 D - o o 6 2 3 3 

7 3 5 D - o o 3 2 3 

3 8 2 D - o o 6 4 3 3 5 

7 3 5 D - o o 5 3 4 3 

3 8 2 D - o o 6 7 6 6 2 

7 3 5 D - o o I 2 6 7 6 

3 8 2 D - o o 6 9 8 8 7 

7 3 5 D - o o 7 8 9 8 
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188 Esempi del seco ndo grupp o 

Vs cita del programma. 

Il 

:IRCUITO ASSEG NATO :NUMERO NOD (: 10 
N~MERO RESISTORI: 17 
NUME RO GENERATORI DI CO~R NTE: O 
NUM ERO GENENATORl DI TENS DNE: 2 
NUMERO G~NERATORl DI CORR NTE CONTR• IN TENS.: 8 
NUM ERO NULLORI: O 

RES•N• l .170+004 l 3 
RES•N• 2 .310+005 2 3 
RES•N• 3 .12o+ù05 2 10 
RES•N• .. .120+005 .. 10 
RES•N• 5 ,310+005 .. 3 
RES•N• o • 110+001+ 2 o 
RES•N• 1 .11o+oo4 5 3 
RES•N• e ,450 +00<+ o 10 
RES•N• 9 .310+005 7 o 
RES •N• 10 .120+005 5 10 
RES•N• 11 .100+005 5 e 
RES•N• 12 .110+001+ 7 8 
RES•N• 13 .120+005 e 10 
RES•N• l'+ -120+005 9 10 
RES•N• 15 .310+005 e 9 
RES•N• lo .500+005 1 10 
RES•N • 17 .150+000 3 10 
GEN•TENSlONE: N• l .200-002 l 10 
GENoTENSIONE: N. 2 .100-002 5 10 -~ 
GEN•CONTR. TENS .N: l . 382-005 2 

3 13 l GEN•CONTR.TENS.N! 2 .735- 001 l 3 2 3 
GEN•CONTR. TENS.N: 3 .382-005 .. 3 3 5 
GEN•CONTR. TENS.N: .. .735-001 5 ' [lJ GENoCONTR. TENS .N: 5 .382-005 1 o o 2 
GENoCONTR. TENS .N: o . 735-001 2 o 1 6 
GEN•CONTR.TENS.N: 1 .382-005 9 8 8 1 
GEN•CONTR.TENS,N: 8 .735-001 7 8 9 8 

SOLUZIONE DEL CIRCUITO AS SEGNATO 
TENSIONI DEI NODI• RISP. AL NO DO 10 

TE NSIONE NODO 1 = .20000-00 2 
TENSIONE NO DO 2 = -.29247+000 
TENSIONÈ NODO 3 : .15056-002 
TENSIONE NODO '+ : .32192+000 
TENSIONE NODO 5 = .10000-002 
TENSIONE NODO o = -.2~026+000 
TENSIONE NODO 1 = .28106+001 
TENSIONE NODO 8 = .zeo45+001 
TENSIONE NODO 9 : -. 30712+0 01 

CORRENTI NEI GEN. DI TENSIONE 
CORREN TE GEN. l : -.40311 -0 05 
CORRENTE GEN. 2 : .26~72-00'+ 

guadagno di t e n sione va le: 

V 2,8045 u 
2804, 5 

V g 1- V g 2 10-3 

' 

Esempio 11.C.9 

11.C.2 

Determinare il guadagno di tensione e lo resistenza d'ingresso dell'amplifica­

tore o due stadi controreozionoto di fig . ll.C.15. 
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V 
g 

11.C.2 

cP- .11 . C. 15 - R ific acore a 
fl ue sta 1 controreaz1onato. I 
valon dei componenti sono: 

R 1 = l ,2 k fl , R
4 

= 18k 0 

R6 = Ra = R9 = 12 d1 

V = 1 V . 
g 

E s empi del secondo gruppo 

+ 

V 
u 

189 

+ 

Sostitui a mo a i tran s is cori il c ircuito e qui valente d i fi g. 11 .C.7, 

polariz zazioni. Si ha lo sc hema di fig .ILC.1 6 in cui risulta: 

eliminando l e 

R1 

+ 
V 

1 

R 1 =1,2kD 

R 2 = R 5 = 1700 D 

R =R = 3 l·lo 4 D 3 7 , 

R4 = 18k D 

R6 = R a = R9 = 12 k D. 

R4 

(?) @ 

Rz Klv f K2vl i R 

@ 

V3 

+ 
+ 
V 

K = K = 3 82•10"7 D"1 
1 3 , 

K =K =735•10" 2 D" 1 
2 4 , 

V =I V 
g 

Rs 

R6 

K4v3 f 

Fig.ll.C.16 - Schema equivalente di que ll o di fig.II.C.15. 

/ 
( 

R7 + 

~ R9 

V 
+ 
V 

u 

@ 

' 
u 
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190 Es e mpi del se condo gruppo 11.C.2 

Applichi a mo il programma NO DI. 

- Schede d'ing resso . 

I 2 3 4 5 6 7 8 9 10 111213141516171 8 1920 21 22 

6 9 o 4 o 

2 o D + o o 4 2 

7 o D + o o 4 2 6 

3 o D + o o 5 3 6 

8 o D + o o 5 2 4 

7 o D + o o 4 4 3 

2 o D + o o 5 3 6 

3 o D + o o 5 5 4 

2 o D + o o 5 5 6 

2 o D + o o 5 4 6 

o o D + o o 6 

3 8 2 D - o o 6 3 6 6 2 

7 3 5 D - o o 2 6 3 6 

3 8 2 D - o o 6 5 4 4 3 

7 3 5 D - o o 3 4 5 4 

- Usci !a del programma. 

CIRCUITO ASSEGNATO:NUMERO NODI: 6 
NUMERO RESISTORI: 9 
NUM ERO GENERATORI DI CO~iENTE:: o 
NUMERO GENERATORI DI TENSIONE: 1 
NUMERO GENERATORI DI CO'!RE''ffE CONTR . I N TENS.: .. 
NUMERO NU LLORI: o 

RES• N• 1 ol20+ 00'+ 1 2 
i!ES•N• 2 .11o+coi. 2 6 
RES•N• J .Jl0+005 J 6 
RES•N• '+ .1so +il 05 2 '+ 
RES•N• 5 .170 +0014 '+ J 
i!ES•N• 6 .120+0 05 J 6 
RES•N• 7 .J10+0 05 5 4 
RES•N• 8 .120+005 5 6 

"{'\ RES•N• 9 .120 +005 '+ 6 
GENoT ENSIONE: No 1 .100+001 1 6 " 
GEN•CONTR.TEN5,N 1 , 392-000 3 0 · 1 6 2 
GEN•CONTR.TENS.N 2 ,735-001 2 o 3 6 
GEN•CONTR,TENS.N 3 .382-006 5 '+ .. 3 
GEN•CONTR.TENS.N '+ . 735-001 3 '+ 5 .. 

(\} (se gue) 

' 
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11.C.2 Esempi de l secondo gruppo 

SOLUZIONE DEL CIR : UITO ASSEGNATO 
TENSIONI DEI NODI• RISP, Al. NODO 6 

TENSIONE NOOO l .10000+001 
TE NSIONE NODO 2 = .23077-0 01 
TENSIONE NOOO j = -. 2:u~ 
TENSIONE NOOO .. = -.1'+2&&+00 2 
TENSIONE NODO 5 : • 23352+002 

CORRENTI NEl :;EN. Dl TENSIONE 
CORRENTE GEN. l : -.81'+10-00J 

I guadagni di ten s ione corri s ponde ne i al l e due uscite valgono: 

V V ' v ' - V 
u u u 

A = - 23 ,2 'i A ' = -- =- 14,3 Ad V V V 
V V 

g g 

L a resiste nza d'ing resso va le: 

R. 
1 

V 
g 

corre nt e ge neratore t ens io ne 

g 

0,81 4 10 · IQ - 3 

Esempio 11.C.10 

19 1 

u 
27,7 

12280 

Verificare per due valori della res i stenza di corico (16 k D e Hl© k D ) che lo 

res i stenza di ingresso del girotore di Riordon, mostrato in fig.l l . C.17, s oddisfo lo for­

mulo: 

R. 
1 

CD 
Ingresso 

R.=---­
' 

Fig . ll.C. 17 - G!..t:arore di Riorda n. 
= R

3
o= R

4
= lk ll . 

Sosti tuiamo agli amp lificatori operaziona li g li sc hemi equi v alenti appros s ima­

r? cos tituiti da i null ori ed a quest i le coppie nullatore-n orarore . Si ha lo schema equ i­

va le nte approssi mato di fi g . !l.C.18 , in cui R 5 ass ume i va lor i 10 k D e 100 k D. Oc­

co rre pe rci ò applicare due volte il programma NODI. 
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192 Es empi del secondo gruppo 11 . C.2 

Rs R 3 

a: Rl ® R 2 @ 
@ 

NUl NU2 
+ 

V R 4 
g 

NOl N0 2 

@ 

Fig .l l. C.18 ·Circui to equiva lente al g ira tore d i Ri ordan in pr e s enz a de l-
l 'eccitazione e de l c a rico ; V g = l . 

Si riportano d i segui to le sch ede di ing re s s o e le us c it e de l prog ra mma ne i due 

ca si R 5 = 10k D e R
5

= 100k D. Per quanto r ig ua rda le schede di ingres s o i du e c a-

si differis cono so lo pe r una s cheda . 

- Schede di i ngre sso . 

Rs l OkD 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 111 2 13 14 15 16 17 18 19 

6 5 o o 2 

o o D + o o 4 2 

o o D + o o 4 3 4 

o o D + o o 4 4 5 

o o D + o o 4 5 6 

o o D + o o 5 2 3 

/ o o D + o o 6 

3 2 6 

5 4 6 

Rs l OOk D 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11121 3141516 17 18 

o o D + o o 6 2 3 
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11.C.2 Esempi del secondo gruppo 

- Uscita del pro~ramma. 

CIRCUITO ASSEGNATO:N~~ERO NOJI= 

COR REN TE= O 
TENSI ONE: l 

NUMERJ RESIST ORI= 5 
NUMERO GENERAfORI OI 
NUMERO GENERATORl OI 
NUMERO GENERAfORI or 
NUMERO NULLORI= 2 

CORRENTE CONTR. IN TENS·= 

RES•N • l .100+004 
RES· N· 2 .1oo+ u04 
RES•N • 3 ·100+00~ 
RES•N• 4 .100+004 
RES•N• 5 ·lOO+O QjD 
GEN·TENSIONE: N. l 
NULLORE N: 1 3 1 
NULLORE N: 2 5 1 

1 2 
3 4 
4 5 
5 6 
2 3 

.100+001 
2 6 
4 6 

SOLUZIONE OEL CIRCUITO ASSEGNATO 
TENSIONI DEI NOOir RISP. AL NODO 

TENSIONE NODO 1 = .10000+001 
TENSIONE NODO 2 = -.90000+001 
TENSIONE NODO 3 = .10000+001 
TENSIONE NODO 4 : .200 00+00 1 
TENSIONE NOOO 5 = ,10000+001 ,.-

CORRENfI NEI GEN. DI TENSIONE 
CORRENTE GEN, 1 = -,10000-001 

CORRENfI NEI NORATORI 
CORRENTE NOR. l : .11000-001 
CORRE NTE NOR. 2 : -.20000-002 

CIRCUITO ASS~;~~O: NUMERO NODI: 

CORRENTE: O 
TE'.llSIONE: 1 

6 

NUMERO RESISTORI: 5 
NUMERO GENERATORI OI 
NUMERO GENERATORI OI 
NUMERO GENERATORI DI 
NUMERO NULLORI: 2 

CORRENTE CONTR• IN TENS •= 

RES•N• l .100+004 
RES•N• 2 .100+004 
RES•N• 3 .100+004 
RES•N• 4 .100+004 
RES•N• 5 ·100+006 
GEN•TENSIONE: N• l 
NULLORE N! l 3 l 
NULLORE N: 2 S l 

1 2 
3 4 
4 s 
5 6 
2 3 

.100+001 
2 6 
4 6 

SOLUZIONE DEL CIRCUITO ASSEGNATO 
TENSIONI OEI NODI• RISP. AL NODO 

TENSIONE NODO l = .10000+001 
TENSIONE NODO 2 = -.99000+002 
TENSIONE NOùO J = .10000+001 
TENSIONE NODO 4 = . 20000 +001 
TENSIO~lE NODO s = .10000+001 

CORRENTI NEI GEN. DI TENSIONE 
;;oRRENTE GEN. l = - . 10000 +000 

CORRENTI NEI NORATORI 
CORRE'.llTE NOR. l : .10100+000 
CORRE~ TE NOR. 2 : -.20000-002 

G.MARTINELLI-M.SALERNO : Fondamenti di Elettrotecnica 
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194 Esempi del secondo gruppo 

il valore della resistenza d'ingresso nei due casi è: 

tensione impressa del generatore di tensi one 
R. = ~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~-

• corrente del generatore di tensione cambiata di segno 

R5 = 10 k D 

R.=lOOD 
l 

R
5

=100kD 

R. = lOD 
l 

APPENDICE II .D - Bibliografia. 

11. C.2 

I metodi di analisi descritti nel presente capi tolo costituiscono 
la base dell'analisi dei circuiti lineari, permanenti a costanti concentra­
te. Con maggiore o minore dettaglio essi sono trattati in innumerevoli te­
sti , disponibili nella letteratura tecnica e facilmente reperibili . Per que­
sta ragione limiteremo di seguito le citazioni bibliografiche solo a quei 
metodi non considerati per il loro carattere specialis tico oppure trattati 
ad un livello introduttivo, come è stato fatto per i metodi basati sull'uso 
del calcolatore. 

Metodi topologici. 

La base dei metodi topologici sono la terza e quarta legge di 
Kirchhoff. Le nozioni fondamentali a questo riguardo sono reperibili in: 

- L. Weinberg , «Network analysis and synthesis », Mc Graw - Hill , 1962, 
Cap. IV . 

Una trattazione esauriente nel caso dei circuiti reciproci e non -
- reciproci è disponibile in: 

- W.S.Percival, «The solution of passive electrical networks by means 
of mathematical trees », J. Inst. Elec . Engrs, Vol. 100, Parte III, mag­
gio 1953, p. 143. 

- S. J. Mason, «Topologica! analysis of linear non-reciprocai networks », 
Proc. IRE, Vol. 45, giugno 1957, p. 829. 

- A. Talbot, «Topologica! analysis of generai linear networks », IEEE 
Trans. Circuit Theory, Vol. CT-12, giugno 1965, p. 170. 
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Metodi basati sull'uso de! ca lcolatore. 

L'utili zzazione de 1 calcolatore nell'analisi de i circu iti è 1 'o gget­
to spec ifi co dei ·s eguenti testi, scelti tra i mol ti riguardanti questa ma­
teria. In essi vengono trattati quindi anc he gl i argomenti considerati nel 
presente capitolo. I testi sono citati in ord ine di difficoltà crescente: 

- J .Staudhammer, «Circui t analysis by digitai compute r », Prentice-Hall, 
1975. 

- L. P. Huelsman, «. Basic circuit theory with <ligi tal computations », Pren­
tice-Hall, 1972. 

- S. W. Director, « Circuit theory: a computational approach », J. Wiley, 
1975. 

- L. O. Chua e Pen-Min Lin, « Computer-aided analysis of electronic cir­
cuits », Prentice-Hall, 1975. 

L' util izzazione del calcolatore è assolutamente necessaria quan­
do i circuiti sono di grandi dimensioni. In questo caso però di viene in­
dispensabile l'osservazione che le matric i dei coefficienti dei sisterr.i 
di equazioni a cui si perviene con i metodi di analisi sono sparse, cioè 
hanno uguali a zero la maggior parte dei loro termini. Ciò è conseguenza 
del fatto che i vari nodi di un circuito sono usualmente collegati solo a 
pochi nod i posti nelle vicinanze. La soluzione del problema del! 'analisi 
nel caso dei circuiti di grandi dimensioni è affrontabile solo con algo­
ritmi part icola ri , che sfruttano le proprietà delle matrici «sparse». Si ci­
tano di seguito alcuni testi ed articoli significativi al riguardo: 

- D. J . Rose e R. A. Willoughby, «Sparse matrices and their applications », 
New York: Plenum 1972. 

- R. D. Berry, « An optimal ordering of electronic c ircu i t equations for a 
sparse matrix solution », IEEE Trans. Circui t Theory, Vol. CT-18, gen­
naio 1971, p. 40. 

- H. Y. Hsieh e M. S. Ghausi, «A probabilistic approach to optimal pi vo­
ting and prediction of fill-in for random sparse matrices »,IEEE Trans. 
Circuit Theory, Vol. CT-19, luglio 1972, p. 329. 

- G. D. Hatchel, R. K. Brayton e F. G. Gus ta vson, « The sparse tableau ap­
proach to network analysis and design», IEEE Trans. Circuir Theory, 
Vol. CT-18, gennaio 1971, p. 101. 

Metodi iterati vi. 

La soluzione di un sistema di e quazi oni line ari mediante i pro­
cedimenti iterati vi è molto interessante dal punto di vista della sempli-
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cità degli schemi di calcolo a cui si perviene. Tali procedimenti posso­
no essere facilmente associati ai metodi di analisi di un circuito. 

I fondamenti dei procedimenti iterativi classici possono essere 
trovati in: 

- V.N. Faddeeva, « Computational methods of lineàr algebra», Dover Pub. 
1959. 

Una trattazione approfondita con molte applicazioni è reperibile 
in: 

- D. H. Young, «Iterati ve solution of lar ge linear systems », Academic 
Press, 1971 

Alcune notizie relative all'applicazione specifica di tali metodi 
al! 'analisi dei circuiti sono disponibili in : 

- G. Martinelli e M. Salerno, «Metodo iterativo convergente per l'analisi 
di reti lineari», N. R.N., Vol. 20, maggio 1971, p. 478. 

Infine si citano due altre vie possibili seguite nel!' analisi dei 
circuiti, basate rispettivamente sul!' applicazione del calcolo tensori ale 
e dei metodi matematici di ottimizzazione. Per la prima via s i rimanda 
al testo fondamentale: 

- G. Kron, « Tensor analysis of networks », J. Wiley, 1939. 

Per la seconda via, alcuni risultati sono ·disponibili in: 

- G. Martinelli, F. Riciniello e M. Salerno·, «Possibilità d'impiego dei me­
todi di ottimizzazione nell'analisi delle reti elettriche», Alta Freq., 
Vol. 42, clic. 1973, p. 674. 

* 
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CAPITOLO lii 

ANALISI DEI CIRCUITI CON MEMORIA 

!11.l - La presenza della variabile tempo nell'analisi dei circuiti 
lineari e permanenti. 

Nel capitolo secondo è stato affrontato il problema dell'analisi 
dei circuiti elettrici cos titu iti da componenti senza m-;;n-o~ia, -cioè da 
quei component i nel fa cui relazione costi t'uti va non intervengono lega­
mi int.sgro-differe_!l~iali. In tal .caso è stato visto che il valore assunto 
da ciascuna grandezza elettrica (tensione o co rrente) non dipende dai 
valori assu-nti in istanti precedenti da1la stessa o da a ltre grandezze e­
filii!cli.e gel -circuito. \Come conseguenza gi_ t_ale fatto accade che, dato 
un circuiro lineare senza memoria, contenente una so la grandezza impres­
saif cuìan3amento nel tempo è descritto dalla funzione f(t), tutte le al­
tre grandeàe elettriche avranno un andamento nel tempo del tipo A f(t), 
in cui A è una costante reale che può essere determinata analizzando 
il circuito ed il cui valore non cambia, qualunque sia l'andamento della 
funzione di eccitazion~Illustriamo l'affermaz ione precedenre---c-on ·- . -~sern~ 

I 

Esempio 111.1.1 

Analizzare il circu ita di l i g.111.1.1 nell'ipotesi che la tensione impressa del 

generatore abbia l'an damento di fig.1 11. 1.2. 

Applichiamo il primo procedimento di analisi su base maglie. Riferendoci al 

grafo di fig.lll.1.3, si ha: 

{ "• 
+ v2 + v3 =o 

- v3 + "4 + V = o 5 

- V - v2 - V =o 
4 6 
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198 Variabile tempo nell'analisi de i circuiti lineari e permanenti 111. l 

+ 
V 

g 

Fig.111.l.l - Circuito considerato nell'esem­
pio!ll.l.:_l. I valo_:i de~ com_!'onffti sono: 
R1 - R

4 
- 2, . R2 - R3 - R5 - I ( ). 

dove tutte le grandezze vi sono funzioni 

del tempo ( l). 

Esprimendo quindi le tensioni dei 

rami del circuito in funzione delle cor­

renti di maglia, si ottiene: 

vl Rl iml 

v2 R2 (iml - i ) m3 

v3 R3 (iml - im2) 

v4 R4 (im2 - im3) 

V5 Rs im2 

v6 V ( t) 
g 

2 

V ( t) 
g 

10 20 

Fig.111.l.2- Andamento nel tempo 
della tensione impressa del gene­
ratore del circuito di figura HL 1. 1 
(V,S). 

6 

3 
5 

Fig.111.1.3 - Grafo del circuito di 
fig.lll.1.1. 

Sostituendo le espressioni precedenti nelle equazioni di e<:1uilibrio ed assegnan­

do i valori numerici alle resistenze, si ricava il sistema risolvente s u base maglie: 

- 1 ml + 4 im2 - 2 im3 = O 

V (t) 
g 

(I) - Salvo avviso contrario, nel presente capitolo tutte le grandezze funzioni del tempo 
verranno indicate con le lettere minuscol e. 

La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it)



111.1 Variabile tempo ne ll'analisi de i circuiti lineari e permç:m enti . 199 

La soluzione di questo si s terna non presenta difficoltà e si ottiene: 

2 3 5 
i 
ml 

V (t) i 
m2 

V (t) ; i m3 V ( t) 
7 g 7 g 7 g 

Pertanto considerando una qua l siasi tensione o corrente del cirçyjro, _ess~avi:,; 

lo stesso andamento ne l tempo della tension e v (t), a meno di una costante mo ltiplica-
. g .. 

~ Ad esempio la tensione a i capi- del resistore R 3 v~l e: I 

il cui andamento è indicato in fig.Ill.1.4 . 

V ( t) 
7 g 

(V) 

Le considerazi oni precedenti mostrano che per i circuiti senza 
memoria il roblema dell'analisi iri presenza di un' ecc itaz ione, avente 
andam~~~ -qu-;;,l slasi in funzione de( tempo, è equi valente al probl

0

ema del­
~_alisi in presenza di eccitazioni costanti. Un risultato analogo vale 
quando sono presenti ·più eccitazioni variabili nel tempo. Infatti , in base 
al principio di sovrappos1z1one degli effett i, che~.per il _ç ircuiio con-

2 

7 

10 20 
Fig.111.1.4 - Andamento della 
tensione ai capi del resi sto­
re R 3 (V, S). 

si der~tojri__quan to per i potesi è li rie are, qual si asi grandezza elettri éa è 
li_somma degli effeui_delle sirigole eccitaz ioni consi derate come se a­
~i_s_:;~r:.<?....9.i!.. ~*--e _n2n _co9_temp<?_r_anea'.11ente .J~erciQ. se le_ eccitaziqni p.r.e :.. 
senti sono e .(t), 1=1, ... N, la genenca grandezza elettnca u(t) avrà una. 

,...._,--:""'- 1- ·- - - -

es ress1one 

I 

(Ill . 1.1) u(t) 
N 

2.: 
i= 1 

dove le costanti · Ai possono essere determinate come fatto nell'esempio 
III.1.1, ~P.P.On~ndo p resen ~e un'eccitazione alla volta. 
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La presenza della variabile tempo modifica_ so.s.tanzi.aLmeute il 
roblema dell'analisi dei ci;cu iti q~ando siano presenti componenti con 

memoria, c ioè componenti che presentino. 11ell~Joro relaz-iont costituti-
~ operazioni di -deri vaz ionè ed integrazione rispet to aC tempo Tali com­
ponenti sono il condensato__r~_i d~ale , l'induttore idea le e gli induttori mu­
tuamente accoppiati ,--g(à definiti nei § I.6.2, I.6.3 ed I.8 .1 e ~ela­
z ioni costituti ve si riportano per comodità in Tab.III.1.1. 

TABELLA 111.1.1 - Componenti con memorio <1 l_ 

Componente 

Condensatore 

Induttore 

Induttori 
mucuamente 
accoppiati 

Simbol o 

i (t) il :( t) 

1-

i(<) l~ ='" rL . 

R e l azioni cos ti tu ti ve 

L~) = e dv 

~-=-
v(t) = ~1 t i (-r)d -r + v(O) 

c o 

------di 
v(t) = L - I 

____ d_t _l 

i(t) =_2_ t v(-r)d-r + i (O) 
L j o 

d il d i 2 

= L -- +M -
l dt dt 

La presenza di operazioni di derivazione rispetto al te mpo fa sf 
che le grandeàe elettriche dipendano non solo dai valori attuali delle 
eccitazioni ma anche dalla loro rapidità di variazione nel tempo . Analo-

( 1) - Nella tabella si riporta solo l 'elemento costituito da due induttori accoppiati. 
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gamente le operazioni di integrazion e estend ono tale dipendenza anche 
a tutti gl i j stanti pr_ecedenti a quello attuale~ E'-quindi evident e che se 
in. un circuito con memoria è presente una funzione di . eccitazione f(t), 
qualun ue_ a lt~_ grandezza del circuito avrà un andamen to nel tempo che , 
sa vo casi molto particolari, è del tutto diffe rente rispetto a f(t). Viene 
perciò a cadere la semplice proprietà ,• valida per i circuiti :senza memo­
ria, che og1'IÌ grandeàa elettrica del circuito è proporzionale ad f(t). 
- Q uanto detto in precedenza si può esprimere ana litica men te, af­

fermando che, mentre per un circuit·o senza memoria il sistema risolutivo 
~di tipo algebrico, nel caso de· circuiti con memoria il sistema risoluti­
vo è di tipo T;ft;gro-differenziale ' L'analisi di Un circui to con memoria 
richiede·· quindi l'esecuz lofiecie1 due seguenti passi: -- - -
a) indi viduazione del sistema integ!_o-differenziale riso[ v~nt e; 

b) risoluzione del ;f .stema integro-di ~ferenziale. 
Esaminiamo separatamente i due punti precedenti. 

Punto a: individuazione del sistema integro-differenziale risolvente . 

Il sistema risolvente nel caso presente può essere individuato 
impiegando i metodi visti nel capitolo secondo con semplici modifiche. · 
Ricordiamo che tutti i suddetti (Ile.todi comprendono le due seguenti..fasi :. 

1) scelta delle grandeàe elettriche in~ognite e scrjttura delle equazio­
ni di~ uilibrio in base alla prima od alla seconda legge di Kiichhoff, ap-
plicate ad oppo;tli ne liriee ch-iuse; -. - -_ _.._ --· 
2) esplicitazione delle grandezze elemich~ note ed iriço_gn.i.te n~lle e­
quazioni di equilibrio preçedenti,· utiltàando lerelaziC?ni costituti ve dei 

' componenti .I . ~- -
·-- I 

La prima fase può essere applicata senza modifich e nel caso 
presente , in quanto basata sulle leggi di Kirchhoff che s_ono ind.iP.-e_nden,;­
ti ·dalla natura dei comp9nenti. La ~econda fase va opportunamente mo­

Cllftcata·-per ·ten~e conto ·ael carattere integro-differenziale delle relazio-
12.i_ c:._osti tu ti ve dei componenti. Tare modifica r~_sl!!.fa~el !_l!_ç__to intuiti.. va, 
come è chiaramente messo in evidenza a seguente esempio. 

Esempio 111.1.2. 

Determinare il sistemo risolvente del circuito di fig.111. l.5, dove lo tensione im· 

presso dal generatore ho l'andamento di fig .. llT. l.6. 

G. MARTINELLI- M. SALERNO: Fondame nti di Elettrotecnica 26 
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(- I 
~ ,..., . ., 

_:;, 
' L--~-r~· ,; 

I ' l<: ' \' ,·, , ... -
-- ~·.1 J ,, t 

Flg.111.1.5 - Circuito considerato 
nell'esempi o III.1.2. I valori dei 
componenti sono: R1 =2, R5 =1, 
L 2 =.l, C3 = I, C 4 = 2 (\2, H, F) . 

V 

+ 

111. 1 

Applichiamo il pri mo procedimento di analisi su base maglie. Riferendoci al 

grafo di fig.III . 1.7, si ha: 

vl + v2 + v3 o 

-v3 + v4 + VS o 

-v 4 - v2 - v6 =O 

ove tutte le tensioni indicat e devono essere considerate funzioni del tempo. Si può no­

tare che fino a ouesto punto il procedimen to è identico a ouello seguito nell'esempio 

IIl.1.1, relativo ad un circuito senza me moria, avente lo stesso grafo del circuito çui 

considerato . 

Esprimiamo ora le tensioni dei rami de l circuito in funzione delle corren ti di 

maglia; si ha: 

Fig.111.1.6 - Andame nto nel tempo della 
tension e impressa dal generatore del 
circuito di fig.III.l. S (V,S) . 

V ( t) 
g 

3\;j---
.. 
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Fig.lll.1.7 - Grafo del circuito di 
fig.III. l. 5. 

2 

6 

.0 
4 

3 
'i 

203 

Sostituendo le equazioni precedenti nelle equazioni di e~uilibrio ed i valon nu· 

menci ai componenti, si ottiene il si s te ma risolvente su base magl ie: 

l t lft 
- [i l(T)-j 

2
(T) ) dT-v (0) + - [i 

2
(T) -i (T)]dT+V (O) · +i 

2
=0 

m m e 3 2 m m 3 e 4 m 
o . o 

l!l -- [i (T)-j (T)]dT-v (0) 
2 m2 m3 c 4 

o 

d 
(i l - Ì J) = V ( t} 

dc m m g 

In cale siscem~ sono_ incognice_le funzioni del tempo imi' im 2 ed i mJ' mentre 

sono note le ouancicà ' v 
3

(0) e v (O) : che rappresentano i valori delle tensioni ai c a-
. e c4 'I 

pi dei condensatori all'istante t -o-=::-, 

Punto b: risolvzione del sistema integro-differenziale. ------Il sistema integro-differenziale a cui si giunge nell'analisi dei 
circuiti lirieari ·permanenti ·a costanti concentrate, che stiamo conside­
rando, gode delle seguenti proprietà : 

1) l'unica variabile presente è il tem o e uindi t.utte le cleri vate pr~­
senti ·sono derivate totali : Ciò è conseguenza dell'ipotesi «èostant i c~n­
centrate », ch~permette di. es~re daI"["; trattazione. deC ci rcuito ogni · 
~e SP-aziaJe_ed ogni dimensione }, 

2) il sistema è lineare, nel senso ch~funzi.oni_i_nggni_t~ comp!!iono 
~empre a_!_~prima otenza ed r coefficienti non dipendono da tali inco­
gnite. Ciò è conseguenza -del caratt ere lineare del circuito; ' --- ------- -·--·- -- --- -· 
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3) i coefficien ti delle equazioni che compongono il sistema sono indi­
pendenti dal tempo; quindi e s si sono cos tant i e rea li . Cioè- conseguen-m 
za del carattere permanente (o tempo-iri variante) de l circuito. 

- -;;:::--=-~;--..::::... !?~- . ... .=. 
La complessi tà del sistema risol~ente d!pende da.due fattori: 1) 

il numero delle funzioni incognite e quindi del le equazioni disponibili. · 
Tale numero è legato à lla _compl essità top ologica del circuito, cioè al 
nuniero_ ei ramLÈelJ'!-lbero e del Co-albero; 2) l' ordine del sistema dif­
ferenziale L definito CO me la SO mm a degli 'ordin i . di cleri Vaz ione rispetto 
alte 5-_in goJ.e inçogni te, _dopo aver el iminato l e operazioni 'di 'i ri tegrazton-e 
(cleri vando le equazioni che le cont engon o) e tutte le relazioni istantai1'ee 
che sussistono fra l e incognite (effettua ndo le opportune sostituzioni). 
L'importanza di questo fat tore è conseguenza delle seguenti proprie tà, 

1per la cui dimostrazione ·s i rim anda alla teoria dei sistemi di fferenztali 
ordinari : ,, __ _ 

• a) l a s oluzione di un s istema differenziale di ord ine n pur. essere ricon­
dotta al la risoluzione di una s ingola equazione differenziale de llo stes­
so ordin.e; 

j 
b) la soluzione di un s istema differenziale di ordine n (i ntegral e gene-

! raleTùi~edan cos tan_ti" -arbifrarie. 1 -

È importante met tere in evidenza che l~Qine del ~i_?tema _Q i ffe­
r~iale ri~ojvente non è mai supenore al numero degli elementi con me­
moria presenti ne l c ircuito. Infatti il sistema ri so! ven te può essere sem­
pre scritto come un in s ieme di equazioni algebriche (relative alle leggi 
di Kir'chhoff ed ai componenti senza memo ri a) più n eq uazioni :dif.feren­
zi~li del primo ordine, relative ciascuna ad un singo lo componente con 
memoria. L 'ordirie è inferi ore ad n solo se il circuito presenta una con­
figurazion~ particolare dei componenti con memo ri a, come discusso in 
dettaglio nel cap itolo .nono, a cui si rimanda. 

Per una trattaz ione in .general e della ri soluzion e dei sistemi di 
equazioni differenz ia li ordinari si rimanda ai testi di anali si matematica. 
Nel seguito del presente paragrafo tale problema ve rrà trattato con rife­
rimento a-d alcuni esempi ti pici di particolare imp ortanzaèsemp -1cttà-:-

111.1 . l - Es em pi del pr i mo ordine . 

Il caso più semp.lice da trattare è que ll o in cui il sistema risol­
vente è costituito da un ' unica equazione del primo ordine. Tale situazio­
ne s i ha ad esempio pe r un c ircuito composto da un resistore, un co n­
densato re ed un generatore di ten s ion e. Tratteremo in dettaglio questo 
tipo di ci rcuito, iniz iando dal caso in cui il generatore di tensione è di­
sattivato< 1 l. · 
( 1) - È importane e notare c he nei ci rcuiti con memoria ha senso considerare anche il ca­

( segue) 
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Esempio 111.1.3. 

Effettuare l'analisi del circuito di fig.111.l.8 supponendo che l'interruttore si 

chiudo all'istante t=O .ed il condensatore sia carico ad una certa tensione vc( O) . 

Fig.111.1.8 • Circuito considerato nel· 
l'esempio III. I. 3. 

t=O 

R 

Il comportamento eleccrico del circuito considerato può essere facilmente previ· 

sco analizzando il problema dal punco di vista fisico. Ali' acco della ~hiusura dell'incer­

ructore , la tensione vc(O) presence ai _capi del condensatore provoca un passaggio di 

corrente accraverso il resistore; ca!~ corrente a sua volta provoca una diminuzione del· 

la carica del condensatore e quindi della sua tensione. Perciò, al passare del tempo, la 

carica del condensatore tenderà a zero, così come la tensione ai suoi capi eia corren· 

te nel circuito. II fenomeno si esaurisce in un tempo infinito quando tuttal'energia ini­

zialmente immagazzinata nel condensatore è stata dissipata nel resistore. 

Effettuiamo ora l'analisi del circuito operarido con . il metodo delle equazioni 

differenziali. Il circuito si compone di una sola maglia, per cui si occiene la seguente 

equazione di equi librio delle tensioni: 

(III .1. 2) 

(III . 1. 3) 

Le relazioni costitutive dei componenti sono: 

R i(t) V ( t) 
e 

.2-jt 
e o 

i(.,..)d.,..+v(O) 
e 

1n cui il segn·o negativo nella (Ill.I.3) è dovuto al facto che la corrente i(t) esce dal 

mar setto positivo del condensatore. Sostituendo le rei azioni co-sti ruti ve nell' equazione 

di equi li brio, si ha: 

(III.1.4) 1 jt 
- i('T")d'T" + V (O) + Ri(t) =o e e 

o 

so in cui sono assenti le eccitazioni, a differenza dei circuiti senza memoria, in cui 
una cale situazione corrisponde alla soluzione banale di avere cucce le grandezze elet­
triche nulle. 
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L'equazion e precedente, a causa della presenza d e ll'interrut tore, descrive il 

circuito in esame solo per g li istanti t LO (1 >. 
Derivando la (III.1.4) ri spetto al tempo e ricordand o che la quantità vc(O) è una 

costante, si ottiene la seguente equazione differenziale: 

di 
(III. I.<;) RC +i=O 

dt 

Osserviamo che la (Ill.1. <;) è lineare, a coefficien ti costanti, del primo ordine 

ed omogenea, non essendo presen te nel circuito alcuna eccitazione . Per ri solvere la 

(III. I.<;) occorre de terminare l'integrale generale, che è del tipo seguente: 

(III 1.6) i( t) A e a.t 

ove la quantità A è un a costante arbitraria d ipendente dalle condizi oni iniziali ed a. si 

determina risolvendo la seguente equazione caratteristica associ a ta all'equazione 

(III. l. <;)( 2): 

(lll.1.7) RC a. + l =O 

Si ottiene: 

(III. 1.8) a. 
RC 

Per quanto ri guarda la quanti tà A, occorre ricordare che per t =O, essendo il 

condensatore carico alla tensione vc{O), la corrente risulta pari a: 

V (O) 
e 

(III .1. 9) i(O) 
R 

Confrontando la (III. l. 9) con la (III.1.6) si ha: 

V (O) 
e 

(III . l.10) i(O) A 
R 

( 1) - Per t <O, essendo aper to l'interruttore si ha ovviamente i(t) =O. 

(2) - L'equazione caratteristica si ottiene sos titu endo l'integrale gener al e (llI.1.6) n el­
!' equazione omogenea (III. l. 5), cioè: 

RC a.A ea.t + A ea.t = O 

ed osservando che tale relazione deve es sere valida per ogni t. 
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Quindi la soluz ione deìl'equ azione differenziale (III.l.'i) diviene: 

(Ill.1.11) i( t) t ~ o 
R 

Dalla (III.1.11) appare chiaramente che la corrente di scarica di un condensato­

re arcraverso un resistore R ha un andamento esponenziale (fig.III.1.9). Un andamento 

si mile (fig.III.1.10) ha la tension e ai capi d el condensatore, data da: 

(IIl.1.12) V (t) 
e 

V (0) 
e 

R 

R i(t) 

i( t) 

v (O) e-t/RC 
e 

t 2. o 

~~~~~~ ..... L-~~~~---~~~~~~~~-==--~~~----
'T n 

1 .. 

Fi g.111.1.9- Andamento della corrente nel circuito di fig.llI.1.8. Il segmento 
BD è u guale alla costante di tempo del circuito e CB è tangente in C alla 
curva. 

Osservazione 111,1.1. 

La ~uantità RC che compare nelle espressioni (III.1. ll) e (IIl.1.12) ha le di­

mensioni di un tempo; essa è chiamata la • costante di tempo • del circuito e viene co­

munemente indicata con l a lettera r. 

V (t) 
e 

F i g.111.1 . 1 O - Andamento de Il a ten si on e ai capi del condensatore del circuì ro 
di fig.III.1.8. 
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Dalla (Il l.1.12) vediamo che: 

(Ill.1.13) V ( 'T) V (O) 
e e e 

qu i ndi la costante di tempo rappresenta l'intervallo di tempo neces sario per ridurre la 

tensione ad l / c del suo valore i niziale. Il valore d e lla costante di tempo è facil mente 

deducibile per via grafica, disegnando la retta tangente in un punto qualsi asi alla curva 

della corrente o dell a tensione e poi considerando il segmento intercettato sull'asse del­

le ascisse, come mostrato in fig.IIl.1.9 . 

Esempio 111 .1.4. 

Effettuare l'analisi del circuita di fig.111 . 1.11, supponendo che l'interruttore si 

chiuda all'istante t=O e che il condensatore sia scarica. 

Fig.111.1.11 - Circuito considerato 
nell'esempio III.1.4. 

+ 
E 

t=O 
+vR 

~ 
i(t~ e - ve 

Il comportamento del circuito di fig.III . 1.11 può e ssere facilment e analizzato 

da un punto di vista fisico. All'istante iniziale, essendo il condensatore scarico, la 

corrente che s c orre nel circuito è pari ad E / R. Tale corrente provoca la carica del 

condensatore e conseguentemente dà luogo ad una tensione ve che si oppone alla ten­

sione del generatore. Pertanto la corrente diminuisce con il passare del tempo, tenden­

do a zero. Dopo un fempo infinito non scorre più corrente e la tensione del condensato­

re risulta pari ad E. 

Effettuiamo ora l'analisi del circuito operando co n il metodo delle equazioni 

differenziali. Il circuito si compone di una sola magl ia, per cui si ottiene la seguente 

e quazione di equilibrio delle tensioni : 

(III.1.14) 

avendo indicato con v (t) la tensione del generatore. 
g 

Sosti tuendo nella (III.1.1 4) le relazioni costitutive dei componenti, s1 ottiene 

la seguen te equazione differenzi a l e lineare, del primo o rdin e, con coefficienti costan­

ti: 

( III.1.15) RC 

dv 
e 

dc 
+ V 

e 
E . t ~ o 
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L ' equazione (III. 1. 15) non è omogenea, per la prese nza a secondo membro de ll a 

censi one di eccitazione, c h e nel caso presente è supposta cos tante nel tempo. Determi­

niamo l'integral e generale dell'equaz ione (Il l. l. Vi) , che ver rà po i particolarizzato im­

pon e ndo la seguente condi zione ini ziale : 

(Ili. I. 16) V (0) = 0 
c 

L'integrale generale del l' e qu az ion e (Ill.1. 15) si può determinar e con il seguen­

te procedimento , valido per ogni equ az ione differenziale lin eare o rdin ar ia non omoge-

nea: 

a) si considera l'integral e ge n era le '"o ( t) del!' equazione omogenea 

ta, ottenut a dal l ' eouazione data ponendo a zero I 'ecci razione; 

associ a-

b) si somma a v
0

(t) un integral e particolare vp(t ) che soddisfi l 'equazione data. 

Nel nostro caso l' equazion e omo genea associata ha l' espressione seguente: 

(Ill.1.17) RC 

dv 
c 

dt 
+ V 

c 
o 

L'integrale general e v
0

(t} della (Ill.1.17) è il seguente: 

(III. 1. 18) 

con a= -
RC 

Occorre ora determinare un integrale particolare del l ' e quazione (!Il .1.1 'i). Tale 

determinazione risulta in generale più o meno complicata a seconda d e ll a forma della 

funzione di eccitazione(! l. Essendo n el nostro caso costante , si vede fa cilme n te c h e 

la funzione: 

(!II . 1.19) V (t) 
p 

E 

soddisfa l'equazione data e costituisce quindi l'integrale particolare cercato. 

In conclusione l'integra le general e del l 'equazione (!Il. l. l'i) è: 

(III. 1.20) V (t) A e- t / R C + E 
c 

(1) - Un metodo che può essere seguito in ogni caso è qu e llo del nucleo risolvente, 
per il quale si rimanda ai testi di analisi matematica. 
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Per particol a rizzare l'integral e generale al circuito in esame, occorre conosce­

re come ulteriore dato del problema la tensione del condensatore in un qualsiasi i stante 

di tempo. Nel caso presente sappiamo che ve (0) = O; quindi si ha: 

(lll.1.21) V (O) 
e 

A+E = O 

da cui si ricava : 

(III. 1. 22) A = - E 

La tensione del condensatore risulta ugual e a (fig.Ill.1.12) : 

(III .1. 23) v (t) = E (1 - e·t / RC) 
e 

t > o 

la: 

V (t) 
e 

E 

r 

Fig.111.1.12 - Andamento della tensione a1 capi del condensatore del c irc11i to 
di fig.111. l. l l. 

Da questa espressione s1 ricava la corr ente che scorre nel condensatore tramite 

dv 
e E 

(III . I. 24) i(t) e t > o 
dt R 

il cui andamento nel tempo è mostrato in fig.Ill.1.13. 

i(t) 

E 

R 

r 

Fig.lll.1.13- Andamento della corrente che scorre nel condensatore d el ci rcuito 
di fi g .Ill. 1. 11. 

La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it)



lii. 1 Variabile tempo ne ll'analisi de i circuiti l ine ari e perman enti 2 11 

111.1.2 - Esempi del secondo ordine . 

Esaminiamo nel seguente paragrafo il caso dei circuiti caratte­
rizzati da un'equazione risolvente del secondo ordine . Tale situazione 
si ha ad esempio per un circuito composto da un resistore, un condensa­
tore, un induttore ed un generatore di tensione. Questo circuito tipico , 
mostrato in fig.III.1.14, verrà analizzato in dettaglio di seguito nell 'ipo­
tesi che l 'interruttor~ si chiuda all'istante t=O e che la tensione impres­
sa sia costante. 

Fig.111.1. 14- Circuito considerato nel§ III . 1.2. 

Analizziamo il circuito su base maglie; l'equazione di equil i brio 
delle tensioni per l'unica maglia presente è: 

(III.l.2'i) 

È da notare che tale eq uazione vale solo per t ~O, cioè quando 
è chiuso l'interruttore. 

Le relazioni costitUtive dei eompon@Rti sono, tenendo conto çh_e 
~no percorsi dalla stessa correo~ 

V (t) 
e 

1 /I - i(T) dT + V (Q) e e 
o 

(III. I. 26) 

V = Ri . 
R 

Sostituendo le (III.1.26) nella (III.l.25),si omene ia seguente e­
quazione i ritegro-di fferenzi ale: 

(l!l.1.27) 1/
1 

di - i(T) c!T+ V (O)+ L - + Ri=E e e dt o 
t ~ o 

I 
( 
\ 
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Derivando tale equazione rispetto al tempo, tenendo cont o che 
v

0
(0) ed E sono quantità costanti , s1 ha: 

(111.1.28) 
dt 2 

R di 
+-- + 

L dt 

1 

LC 
=0 t ~ o 

Per gli istanti t < O, essendo aperto l'interruttore, l'equ azione 
(111.1.28) non è più va lida e deve essere sostituita con la segue nte: 

(!II .1. 2C)) i (t) = o t < o 

De terminiamo ora l'integrale generale del la (IIl.l. 28). L'equ azio­
ne caratteristica assoc iata è : 

(111.1.30) 
R 

a 2 + - a + 
L 

1 

LC 
= 0 

Le due radici di tale equazione va l gono : 

(lll.1.31) 
1 

LC 

Nell'ipotesi 1n c ui l e due radici a
1 

ed a
2 

siano fra lo ro distin­
te , cioè quando : 

(ll l.l. 3 2) 
4L 2 

1 
I= LC 

l'integrale ge nerale dell'equazione (lll.1.28) ass um e la forma: 

(lll.1.33) i ( t) 
a t 

A a i t -1- A 2 
I e . 2e 

in cui A ed A sono due costanti arbitrarie da determinarsi in base a l-
1 2 <l . d . le co ndizi oni iniziali. Nel caso in vece di ra ici coinc1 enti a

1 
= a 2 = a = 

= - R / 2L, cioè quando: 

(Il l. 1. 34) 
R2 

4 L2 

1 

LC 
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l'integrale generale dell'eq uazione (111.1.28) assume la forma: 

(III. I. 35) i(t) A eat +A 0 e at 
1 2~ 

Tale integrale dipende anch'esso da due costanti arbitrarie (1 >. 
Si può osservare che l ' espressione della soluzione considerata 

fino a questo punto è del tutto generale, a prescindere da qualsi~si ipo­
tesi sulle condizioni iniziali nelle quali si trovi il circuì to all'istante 
t=O. Tali condizioni dipendono dall'azione di eventuali eccitazioni agen­
ti nel periodo di tempo t < O, in conseguenza delle quali si ha un imma­
gazzinamen to prima dell'istante t=O _ di energia negli elementi con me­
moria e cioè nel condensatore e; nell'induttore . Come è stato messo in e­
videnza ne i § I.6.2 ed 1.6.3, l'energia imm agazzinata in un condensato­
re è legata direttamente alla ten sione presente ai suoi capi, mentre l'e­
nergia immagaz zinata i ri un induttore è legata di rettamente alla correo te 
che lo percorre. Perciò lo stato iniziale del circuito è individuato fisica­
mente dalle due seguenti quantità: 

(Ill.l . 36) 

che devono essere considerate come dati del problema <2 l. 

(1) - L a p resenza di due costanti arbitrar ie nell'integral e general e è cons eguenza del 
facto che l 'equazion e d ifferen zia l e che si sta con s iderando è de l second o ordine. 

(2) - Occorre fare attenzione al fatto che le grandezze elettriche (III.1. 36) sono presenti 
nel circuito per cause che esul a no dal fenomeno e l et trico in esame e quindi òal compor­
tamento del circuito di fig .111.1.14 dopo l a chiusura dell'interruttore. Es se possono es­
sere assegnate in modo arbitrario , come è scaco precisato; tuttavia i loro valori d evo no 
soddisfare le leggi di Kirchhoff. Si pu ò ad esempio osservare che la quantità iL(t ) per 
t < O deve e ssere null a nel circuito considerato, essendo l'interrutto re aper to. Di co n­
seguenza d eve essere i L(O) = O. Valori di iL(O) diversi da zero po s sono tutt av i a e s­
sere ancor a giustificati nei due modi segu e nn: 

t = O 

c= O 

Fig.111.1.15 .- Ci rcuito ch e permette la c ircolazione di cor rente nell'indu tto re per t<O . 

(segue) 
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Le quantità (III.1. 36) permettono di determinare le costanti arbi ­
trarie A

1 
ed A

2 
tramite le seguenti operazioni: 

a) a partire dalle grandezze elettriche iniziali (Ill.1.36),determinare i va­
lori iniziali di Cauchy associati all'equazione differenziale (III.l.28) . 
Per un'equazione differenziale di ordine n, detti valori sono rappresen­
tati dalla variabile e dalle sue prime n-1 derivate, calcolate nel punto 
t=O. Nel caso presente i valori iniziali di Cauchy sono le seguenti quan­
tità: 

(IILl.37) i( O) di I 
dt 

t= o 

b) risolvere il problema delle co_ndiiioni iriiiiali di Cauch y, cioè con ri­
ferimento al caso generico di un 'equazione di ordine n, determiriare le n 
costanti arbitrarie in funzione dei valori iniziali di Cauchy. 

Applichiamo le operazioni precedenti al caso in esame. In rela­
zione al passo a) otteniamo il seguente sistema di equazioni , in cui so­
no incognite le quan ti.tà (III. I. 37): 

(III.1.38) i(O) =i . (O) 
L 

di I L-
dt 

+ R i(O) + V (O) = E 
e 

t=O 

Risolvendo le (III.1.38), st ottiene: 

(III. l.39) i(O) =i~ (O) ±-j 
dt 

t=O 

1 

L 

In relazione al passo b) le equazioni che si ottengono dipendono 
d,alla natura delle radici a

1 
ed a

2 
dell'equazione caratteristica(IIl.1.30). 

E necessario perciò a questo punto dist inguere tre casi. 

a) si può supporre l'esiscenza di una causa escerna che carica iscancaneamence l 'indut­
tore propri o quando l'interruttore viene chiuso; 

b) si suppone iL (e) IO per c<O, sosciruendo al circuito in esame quello di fig.lll .1.15, 
in cui è pre sence un secondo incerrutcore che si apre all'iscance c=O. In qu esto modo si 
è coscicuica una via eleccrica di libera circolazione della corrente nell'indutcore per 
t <O. Il nuovo circuito coincide con quello di fig.III. L 14 per e L.. O. 
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1) Radici a
1 

ed a
2 

reali e distinte. 

Tale caso s1 verifica quando: · 

R 2 1 
(ll l. l. 40) > 

4L2 LC 

e qui ridi l'integrale generale della (III . 1.28) ha la forma (III.1.33) . 
Gli esponenti delle funzioni che compongono tale integrale sono 

negativi quando le due radici sono negative, ciò che si ve rifica sempre ., 
in base alla regola di Cartesio applicata all'equazione di ·secondo grado 
(lll.1.30), quando il circuito considerato è passivo (R > O,L > O,C > O). In 
questo caso la funzione risultante ha un andamento decrescente nel tem­
po . 

La risoluzione del problema di Cauchy porta alle seguenti rela­
z1on1, deducibili direttamente dalla (III.l.33): 

(lll. l.41) 

Dal sistema precedente si possono ricavare le incognite A
1 

ed 
A2 e quindi la soluzione . 

Appl ichi amo quanto cl.etto ad un esempio. 

Esempio 111.1.5. 

Effettuare l'analisi del circuito di fig.111.1.14 nell'ipotesi che campanenti ab-

biano i valori: 

R = 10 L = 1/2 , e = 2/ 91 (0, H, F) 

e che le grandezze eleccriche impresse ed iniziali valgano : 

E= 2 , 

Dall e (III.1.31) si ottiene: 

a = - 10 + i 100 - 91 = - 7 
I 

(V, A) 

a 2 = -10- 3 = - 13 

Dalle (III.1.39) si hanno i seguenti va lori ini z iali di Cauc hy : 

(S' I) 
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i(O) di I 
dt t=O 

2(2- 1) 2 

Dalla (III.1.41) si ottiene: 

da cui cleri va: 

3 3 

L'.andamento nel tempo della corrente i(t) che scorre nel circuito di fig.Ill.1.14 

nel caso qui considerato, assume la seguente espressione (fig.Ill.1.16): 

i(t) = (A) 
3 

i(t) 

Fig.111.1.16 - Andamento della corrente i(t) nel ci rcui to di fig .Ill.1.14 nel caso 
che i valori dei componenti siano quelli previsti nell'esempio III.1.5. 

Fig.111.1.17- Andamento della tensione vL(t) nel circuito di fig.III.1.1 4 nel 
caso del!' esempio Ili. I.~ -
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L'andam e nto n el tempo di ogn i a ltra g ra ndezz a e l e ttri ca del ci rcuito pu ò essere 

facilment e determinato . Ad esempio l a tensione ai capi dell'induttore vale ( fig.III.1.17): 

di 
L­

dt 

. 7 13 = __ e-7 t + _ 
6 6 

2) Radici a 
1 

ed a 2 coincidenti . 

(V) 

Tale caso s1 verifica quando è soddisfatta la condizione (III.1.34); 
a

1 
= a

2 
= a vale : 

(III. l. 42) a 
R 

2L 

ed è reale negati va quando il circui io è passivo (R > O, L > O, C > O). 
La forma dell' integral e generale nel presente caso è la (III.1.35 ), 

che porta alle seguenti relazioni per quanto riguarda il problema di Cau­
ch y: 

(!lLJ:.43) 
di I 

= ~ t=O 

Dal sistema (III.1.43) si possono ri cava re le qua ntità incognite 
A 

2 
e determinare quindi l'integrale particolare. 

Applichiamo quanto detto ad un esempio. 

E se m pi o 111. 1 .6 , 

Effettuare l'analisi del circuito di fig . 111. l.14 nell'ipotesi che i componenti ab­

biano i valori: 

R = 4, L = 1/ 2 , e= 1/8 ( 0 , H, F ) 

e che le grandezze elettriche impres se ed iniziali valgan o: 

E = 2 V C (Q) = 1 , (V, A) 

Essendo 

16 , si ottiene dalle (III.1.42) 

a= a
1 

G. MART!NELLI-M .SALERNO: Fond amenti d i E let tro tecr. ica 28 
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I va lori iniziali di C auchy sono gli stessi o ttenuti nell'esempio IIl.l.'5 e cioè: 

i(O) =O di I 
dc t=O 

2 

Utilizzando l e equazioni (JII.1.43), si o ttiene : 

2 

La corrente i(t), la cui espre ssione è del tipo III . 1.3 '5 , vale (fig.lll.1.18): 

i(r) = 2 t e" 41 (A) 

i{t ) 

0.2" 

Fig.111.1.18 - And amen to della corrente i{t) n e l circuito di fig.111. 1.1 -i ne l caso 
che i valori de i componenti siano qu e ll i pre visti nell'esempio 111.1.6. 

Determiniamo anch e in ques to caso , a titolo di esempio, l a tensione ai capi del­

l'induttor e. Essa vale (fig.III .1.19): 

di 
L (V) 

dr 

Fig.111.1.19- Andamento della tensione v {t) 
nel circuito di fig . Ill.1.14 nel caso dell 'eslem­
pio Ill.1.6. 

• 
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3) Radici a
1 

ed a
2 

complesse coniugate. 

Tale caso s i verifica quando è soddi s fatta la condizione: 

R 2 1 
(IlI.l. 44) . < 

4L2 LC 

La forma dell ' integra l e generale è la (Ill.1.33) , con i valori di a
1 

ed a
2 

dati dalle (Ill.l.31), cioè: 

4L2 

(IlL 1.45) 

ove j è l'unità immaginaria (j 2 = :-1) e l'asterisco indi ca il complesso 
coniugato. 

La risoluzione del problema di Cauchy porta in questo caso al­
le seguenti relazioni, deducibili direttamente dalle (Ill.l.33): 

(III. l. 46) 
{ 

A
1 
+ A2 = i(O) 

d' I a A + a* A = -
1 

I 1 1 2 dt 
t=O 

Il si sterna (Ill. l. 46) gode di una propri età fondamentale: i valori 
delle incognite A

1 
ed A

2 
sono fra loro complessi coniugati. Infatti oc­

corre innanzi tutto osservare che i valori iniziali di Cauch y s ono nel 
nostro caso delle quantità reali; ciò vale in generale , poiché per motivi 
fisici sono evidentemente possibili solo valori reali per le condizioni 
iniziali di un circuito elettrico. D'altra parte dalle (III.l.46), prendendo 
i complessi coniugati di entrambi i membri si ottiene: 

(IILl.47) { 

* * A2 + A1 

* * a 1A2 +al 

i(O) 

di I 
dt t=O 
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Questo nuovo sistema coiricide con il (IILl.46) salvo la sostitu­
zione di A

1 
con A; ed A

2 
con A;.Perciodeveessere: 

(III.1.48) 

In -conseguenza della (III.L48), l'integrale generale assume la 
forma: 

(III. l. 49) 

ove ponendo: 

(III. L 50) 
a

1 
= a + j a. 

r J 

diviene: 

avendo indicato con Re[. .. ] l'operatore che dà la parte reale di un nu­
mero complesso. · 

L'esp ressione (III.1.51) mette in evidenza in termirii espliciti il 
carattere reale della corrente i(t), ciò che corrisponde ad un'esigenza 
iriderogabi le fisica, essendo assurda una corrente istantanea di valore 
complesso. La quantità ar risulta di segno negat i vo,in base alfa (III. l.45) 
quando il circuito è passivo (R > O,L> 0,C > O); in ta le caso l'andamento 
della (IILl. 51) è smorzato al crescere del tempo. 

Applichiamo quanto Jetto ad un esempio. 

Esempio 111.1.7 , 

Effettuare l'analisi del circuita di fig . lll.l.14 nell'ipotesi che i componenti ab­

biano i valori : 

R = 8 , L = I , e = I / 2'i (\2, H, F) 

e c h e le grandezze elettriche impresse ed i valori iniziali valgano: 

E = 3 ; 

Si <•ttengono i seguenti valori di a
1 

ed a
2 

. . 

{ 

a l = - 4 + i 3 

a2 = - 4 - i 3 

(V, A) 
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Dalle (Ill. l.39) si ottengono i seguenti valori iniziali di Cauchy: 

i(O) =O 

di I 2 

dc t=O 

I valori di A
1 

ed A
2 

s1 ottengono dal sistema (Ill.1.46), che diviene in questo 

caso : 

(- 4 + j 3) A
1 

+ (- 4 - j 3) A
2 

2 

Si ottien e: 

A
1 

= - j/ 3 ; A 
2 

Le quanti cà definite nella (III. 1. '\O) va lgono: 

{

a , = - 4 

a . = 3 
J 

A* 
l 

Quindi dalla (lll.1. '\I) si ottiene (fig.Ill. l. 20): 

2 

j/ 3 

i( e) e·4t I 1T ) 2 
cos \3t - 2 = 3 e· 4 t sin 3 t 

3 

2 - -
3 

2 

3 

i (e) 

...... 

= 1/3 

Tr/2 

(A) 

Fig.111.1.20 - Andamento della corrente i(t) nel circ uito di fig.Ill.1.14 nel caso 
dell'esempio III. I. 7. 

Calcoliamo l'andamento della ten s ione vL(t) ai capi <le!l'induttore ; s 1 ottien e 

( fig.lll. l. 21): 
di 
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10 

.3 

IO 

3 

°'---IO 
" -4 t -- e 

3 

Fig.111.1.21 .- Andamento della tensione ai capi dell'indunore nel circuito di 
fig.IIl.1.14 nel caso dell'esempio 111.1.7. 

Osservazione 111.1.2. 

111.1 

Si può osservare che gli andamenti ne l tempo che s i onen gono nell'ultimo caso 

considerato sono sostanzialmente differenti da quelli visti nei p rimi due casi. Comun e ­

mente si ricorda cale facco dicendo che nel primo caso la funzion e è di tipo sovrasmor­

zato, mentre nel terzo caso è di tipo soccosmorzaco. Il caso numero due, relativo alla 

coincidenza delle radici, si può considerare intermedio fr a i due e viene de cco a smor­

zamento critico. 

In cab.III. I. 2 viene mostrato in modo riassunti v.o il tipo di smorzamento in rela­

zione alla posizione delle radici a
1 

ed a
2

. dell' e quazione . caraneriscica ne l piano 

complesso. 

Osservazione 111.1 .2. 

È opportuno considerare accentamence p a ssaggi analitici effenuaci per ricava­

re l'andamento nel tempo nel teFzo caso (soccosmorzaco) . In cal caso è risultato oppor­

tuno occenere l'andamento reale della corrente incognita e ffe ttuando dei c a lcoli inter­

medi nel campo complesso. Tale modo di procedere si presenta molte volte nel campo 

dell'elenrocecnica, tipicamente in presenza di funzioni tr igonometrich e . L a procedura 

in questione non è serenamente necessaria ; infacci anche nel caso considerato si sa­

rebbe pocuco ottenere l'integrale generale direccamente in termini di funzioni tri gonome­

triche ; in tal modo tuccavia si s arebbero do vuti utilizzare sviluppi analitici molto più 

complessi e sopratcucco non si sarebbero più poruti tr a ctare in maniera unific a t a i tre 

casi che si octengono dalla soluzi one d e ll' equazi one cara~ ~eriscica. E' necessario r1-
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ricordare infatti che solo nel campo complesso si ottien e l'unificazione dell e funzioni 

trigDiiOiiléTri ; h-;-e di quelle espone~ziali : 
-----

Tabella 111.1.2-Andamenti nel tempo delle grandezze elettriche 1n un cir­

cuito del secondo ordi ne. 

Tipo di 
andamento 

Sovra s morzato 

Sovrasmorz a to 
cr itico 

Soccosmo rz a co 

Diagramm a Tipo de l le Posi z ione ne l pi ano 
radici compl esso d e ll e radici 

gran d. e l ett r. as se imm agin ario 

~ Re ali distinte - -- asse reale a a2 . l 
t 

grnnd . e! e ttr. 

V\__ 
a s se immaginario 

Reali 
coincide nti ~ 

'=-' asse rea l e al -~ a2 . 
t 

>:rand. elettr. asse imm agi n a rio 

(\ Comples se al' 

/'\ 
coniug ate I 

..... -
V V - - I asse rea l e 

t a2 . 

Andamenti tipici delle grandezze impresse nei circu iti con 

memoria . 

Quando sono stati introdotti i generatori indipe ndenti di ten sione 
e di co rrente è stato detto ch e le grandezze el_ettriche da essi impresse 
potevano assumere un a ndamento qualsiasi I D'altra parte nel paragrafo 
prececieìité:-Tncroduc·en- o ··ar gomento del! 'analisi dei circu iti con memo­
~ia , è stato nota-to -~ome la ~!sposta di un circuito sia stre ttame nte lega­
ta alle funzioni di eccitazione e come la difficoltà dei metodi di ana lisi 
dipendada ll a ~lasse delle fun z ioni di eccitaz ione considerate. 

La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it)



2 24 A ndam e nt i t ip i ci de ll e grandezze impres e ne i circa iti con memoria 111.2 

I tipi di eccitazione che si utilizzano usualmente sono scelti in 
base: 1) a moti vi di ordine tecnico, nel qual caso la funzion e introdo t­
ta approssima in modo più o meno soddisfacente l'andamento nel tempo 
della grandezza impressa in un generatore reale ; 2) a moti vi di ordine 
t~-o-rico: le funzioni introdotte sono scelte con lo scopo di ~ette-;:e Cn e­
videnza qualche proprietà del c ircuito , anche se non possono essere a p­
prossimate in modo completamente soddisfacente dai disposi ti vi reali . 
In questo ambito vengono spesso utilizzate funzioni che non sono conti­
nue nel tempo e presentano delle discontinuità . 

Le funzioni di eccitazione possono essere completa mente deter­
minat e oppure possono essere note tramite le loro proprietà statistich e. 
È evidente che la trattazione del problema dell'an a lisi di un c ircuito si 
modifica sostanzial mente a seconda che le funzioni di ecci tazione siano 
del primo o del secondo tipo . 

Nel presente paragrafo limiteremo l'attenzione alle eccitazioni 
del primo tipo, rimandando per quelle aleatorie nel tempo ai testi citati 
nell 'appendice 3E. Le funzioni . di eccitazione che vengono prese in con­
siderazione di seguito sono quelle più usat e in pratica ; tuttavia, molte 
~ltre sono riportate nell'appendice III.A, a c ui si rimanda. 

fll.2 .1 - Funzione gradino unita rio. 

' La funzione gradino unitario , indicata con il simbolo 1 u. (t),i è 
mostr~ta in fig.III.2.1. Essa presenta una discontinuità in corrisponaen· 
za all'istante t=O, dove il s uo valore passa da zero ad uno. Analitica· 
mente viene definita con: 

(III.2.1) 
u _

1
(t) =O 

u_
1
(t)=l 

• 

< o 

> o 

F i g.111.2 .1 - Andamento della fun­
zione gradino uni tario . 

Dal punto ~i vista fisico la sua interpretazione è immediata : es· 
sa corrisponde all'inserzione di un genera tore di valore unitario all'i­
stante t=O. 
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Nelle applicazioni è spesso nece ssario fare riferimento a d un generator e di a"2.J \ 

piezza qua stasi c he inizia ad agire su un circuito elettrico a i stante t =ta- n ta ca~2} j 

I ~può considerare la funzione seguen~ 

(111.2. 2) 

il cui andamento è riport a to in fig.Ill. 2. 2. Più in generale , s<.pponendo che la funzi on e 

j mpressa dal generato~ ;-ia ~D e che essa cominci ad a~r_e_ n e l c ircuito a l·l'ist anl e t0 , 

si ha: 

(Ili. 2. 3) f ( t) 

il cui andamento è riportato in fig . lll.2. ). 

Fig.111.2.2 - Eccitazione costante 
impressa all'istante t

0
• 

f( t) 

g(t) 

o 

Fig.111.2.3 - Ecc itazi one variabil e impressa all'istante t
0

. 

.. 

Dal punto cli vista circuitale l'inserzione di un gen eratore può e ssere ottenuta 

per me zzo di un OJ.:lportuno interruttore o commutatore .\ Si può ottenere in tal modo un 'in­

terpretazione circuital e immediata per la funzione a gradino, che trov a riscontro i n mol­

t~i casi reali; tale interpretazione è moscrara ne ll a fig.Ill.2.4 per il ge ne rator e di 

tensione e nella fig.III.2. 'i per il generatore di corrente. In entrambi i cas i nello s c h e­

~-; a) è presente un interruttore o commutatore ideale c he- si trov a n e ll a po s izione in-

5ìfcata pe r - ;-:::- t 0, me ntre viene spos~aco istantaneamente a ll'istante t = t
0

. Ncll;s c hc~ 
~a b) l a presenza de l commutatore o dell'interruttore non è più ne cess ar ia, e ssendo l a 

s~fuo.zion e svoltain1plici tamente dalla funzione a gradino. 
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t=t
0 A A 

<>-----o 

+ 
v(t) == v(t) u _

1
(t-t

0
) 

B 

a) b) R 

Fig.111.2.4 - Interpretazione circuitale dell'inserzione all'istante t
0 

di un 
generatore di tension e . 

t = c0 A A 
o-----0 

i ( t) f - f i(c) u_
1 

(c-c
0

) 

a) R b) 
R 

Fig.111.2.5- Interpretazione circuitale dell'inserzione all'istante c
0 

di un 
generatore di corren ce. 

111.2 

Dalle (Ill.2.1) si deduce il carattere discontiriuo della funzione 
gradirio unitario , per ~ui essa non risulta definita in t=O. A volte può ri­
su ltare ; onveniente, d;;.T punto di vista analitico, utiliz2are altre defini­
zioni, che coincidon O- con quella data (a meno del punto t =O) e c e pro­
pongono la funzione u_

1
(t) come limite di una classe di funzioni conti­

nue. Fra le molte definizioni che è possibile dare,ne ricordiamo due : 

a) Si a u _
1
,E(t) la funzione definita come segue: 

--per--r < O 

(III.2.4) 
E 

per O 2. t 2. E 

p-er-r~ E 

Allora il gradino unitario si può definire come: 

(III.2.5) 

Nella fig . lll.2.6 è riportato l'andamento della fun zione u. 1 , E(t); si 
vede chiaramente che per E che tende a zero, la funzione data tende al 
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gradino unitario, etto che nel unto t=O, ove la nuova funzione è nvl-
a. Notare che, per ogni E , la funzione ; u_ 1 .'°'(t) è continu~ pe7 ogni t; 

.\- y 

F; g . Il 1.2 .6 - P.;m• foo•ioo< ooo.ide- ( 
rata per una defi nizione alternativa 
di u_ 1 ( t) . 

b) Sia u_ 1,E(t) la funzione definita come segue: 

(lll.2.6) 
u (t)=I-e·t/ € 

-l ,€ 

----

per ~o 

per t ~ O 

Allora il gradino unitario u_1 (t) s1 puc\ definire come: 

(lII.2.7) u -1 (t) lim u_
1

€(t) 
€~0 • 

Nella fig.III.2. 7 è riportato l'andamento della nuova funzione; per 
essa valgono le stesse considerazioni fatte nel caso a). 

Fig.111 .2.7 - Seconda funzione consi­
derata per una definizione alternati­
va di u_ 1(t). 

11 . 2-;2 - Funzione impulso unitario . 

.. 
€ 

La funzione impulso unitario, indicata con il simbolo u 0 (t), è 
molto '!!eno intuitiva della funzione gradino unitario; pe r di più, come ver­
rà accennato in seguito, in questo caso la stessa parola «fu nzione » ·è u­
sata in modo improprio, trattandosi di un ente matematico di verso e cioè 
di una distribuzione CTl_- È tuttavia opportuno caratterizzare dapprima in-

(1) - Per dettagli sulla teoria delle distribuzioni si rimanda a A. Ghizzeni, L. Marchet­
ti, A. Ossicini, e Lezioni di comple menti di matematica>, Ed. Veschi , Roma 1972, c a p . S. 
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228 Andamenti tip ici delle grandezze impresse nei circuiti con memoria 111.2 

ruirivamente la funzione impulso unitario a partire da fuf!_zioni noce e J a­
cilmente descrivi bili. Considereremo due casi dìfferenti . 

a) Si consideri la seguente funzione u O,€(r) definì ta nel modo seguente: 

(III.2.8) 
1 

U o,€ ( t) = - [ U ( t) - U ( t - E) ) 
E -1 -1 

Tale funzione è costituita dalla differenza di due gradini di am­
piezza 1 /E, il secondo dei quali è traslato rispetto al primo del tempo E. · 
Si vede facilmente che la funzione u ~ €(t) è nulla per t < O (essendo tut­
ç_L_ e dué i gradini nulli} e per t > E (poiché il secondo gradino annulla il 
primo) , mentre vale 1 /E per O< t < E (poiché il primo gradino vale uno 
ed il s econdo zero iri detto intervallo) . . 

Fig.111.2.8 · Prima funzi one conside· 
rata per definire u 0{t). 

E 

.. 

L'andamento della funzione u 0 €(t) è quello di fig.lU .2.8. Occor­
re notare che al variare di E, la . funzio e u 0: (t) possiede una proprietà 
invariante: il suo integrale fra é§> e +ai è Ìndipendente da E. Infatti: 

(Ill.2. 9) J
+oo 

-oo u 0,€(t) dt = 1 

b) Si consideri ora un 'altra funzione u O,€(t), definita nel modo seguente : 

(lll.2.10) 
{ 

U O,<"(t) = 0 

u (t) = 2._ e·1/€ 0,€ E 

per t 5 O 

per t > O 

L'andamento di. questa funzi~ne è riportato iri fig.lll.J.9 . 
E:Tacif;" verificare che anche questa nuova funzione possiede un 

iriva~i ~nt:._~a~o ~!.!_ '~.n~egrale Cfw.!9)-:-liifafti "per ogni E s i" ha_: 

1 
(lll.2.11) 

E 
[ - E e·t/€) oo = 1 

o 
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È abbastanza facile intuire che,al diminuire di E, le due funzioni 
u 

0 
€(t) assumono caratten-Sfiche molto simili e tendono ad una funzione 

ovun ue nulla ..l@.!!.!! e che iri un intorno del punto t=O. (Tali funzioni so­
nc;qu elle che ci servono per caratterizzare fenomeni die si esplicano 1n 
intervalli di tempo molto bre vi con valore finito del lo ro integrale. 

Fig.111.2 . 9 - Sec onda funzion e conside­
rata per la definizione di u

0
(t). 

€ 

Sorge immediàto il problema di scegliere un valore di E sufficien­
temente piccolo. In particolare è evidente che si avre bbe una notevole 
s emplificazione analitica, se si potesse scegliere proprio il limi te per 
E -• O~~tta via è facile vedere che tale passaggio al limi.te non è possi­
bile , in quanto si distrugge la proprietà fondamentale dell 'irivarianza de­
gli inte . ra li._(III.2. 9) e (III.2.11) . Infatti pur rimanendo unitario il limi te 
d~J 'integrale : 

(III.2. 12) I i rii [f + 

00 

u o. E ( t) d t J = 1 
E - 0 _

00 

ri~a_fl_ul !.9 l'integrale del limi te : 

(III.2.13) J oo [ lim UQ E(t) ) dt ::::: 0 
_

00 
E-O ' 

Il problema non può venire risolto nel1 'ambito della teoria clas­
sica delle funzioni; occorre ricorrere a quella delle distribuz ioni . Nello 
ambito- di tale teòria si dimostra che è possibile introdurre un ente u

0
(t), 

c_he viene detto _dis tribu z 
0

QM - Ìmpulsiva -unit_ari if., o di Dirag,, tale per c ui 
l'in tegrale fra - CD e + CD è unitari o e più precisamente: · 

--------~~~~-

per T < O 

(III.2 . 14) 
~T 

j ~00 u 0(t) dt 1 per T > O 
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Più in generale s1 dimostra che per ogni funzione continua f(t ) 
SI ha: 

(III. 2.15) 

/~00 u 0(t)·f(t)dt=O 

f :
00 

u 0(t ) · f(t)dt = f(O) 

per T < O 

per T > O 

Nella letteratura tecnica viene usualmente indicata la u (t) con 
la denominazione di «funzione impulsi va di Dirac »; anc e ner-presente 
testo ·tale denominazione verrà usata, malgrado che sia impropri a per 
quanto detto. Graficamente la funzione u 

0
(t) viene rappresentata co.me 

in fig.Ill.2.10. 

Fig.111.2.1 O - Rappresentazione sim­
bolica dell'impulso unitario. 

Il concetto di funzione impulsi va unitaria può essere_ es.teso al 
caso di impulsi non unitari e pos izion~ti in- istanti differenti dall'origine 
dei tempi. •Ad esempio la funzione : --- -

(Il!. 2. 16) 

corrisponde ad un impulso di ampiez2:a A (intendendo con tale locuzione 
il fatto che il suo .valore integrale definito fra - ro e + ro ~_11guale..ac:LA_)_ 

e posizionato nell'istante t
0

. 

I motivi c he scanno a ll a base dell'introduzione delle funzioni impulsi ve preceden­

ti sono _di o~dine prati co e teor ico. Rimandando la discussion e perqu~t•ultimi al qu arto 

capitolo, accenneremo di seguito ai primi. 

Un' ecci cazione impulsi va corri sponde aJ.l 'i_ns :.,rz~one nel circuito di _un generatore 

per un interva llo di tempo molto breve rispetto a cucci i tempi di risposta del circuito s tes­

..;Jll . "&, eco _ questa ipote ~i si può dimostrare che l'effetto dell'ecci tazi one sul circ: ico ri-

( 1) - Ad esempio se si con s id e ra il circuito di fig.IIl.1.11 è s uffici ente che la du rata d e l­
l'ins e rzione d e l generatore si a molco più pi ccola della costante di tempo -r. 
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s uita poco dipendente dalla form a della funzione di eccitazione, che può quindi essere -- -----ass1m1 ara a_d un~ fu_nzion e impulsiva. Essa non è unitaria, ma ha un'ampiezza uguale 

a ll'area della funzione rappr esentante I' ecci razione considerata . Ad esemp io in {igu ra 

111.2.11 è rappresentata un a tensione di tipo impulsivo di ampiezza uguale a 3Vµsec . 

Fig.111.7..11 · Impulso di ten­
sione (V, µsec). 

1, 'i 

v(t) 

2 

Confronrando_la funzione _u
0

,E(c) rappre s entata in fig.III.2.9 con l'andamento 

de lla corrente i{c) di fig.111 .1. 13, si vede che esse rappresentano la stessa funzione. 

Si vede inoltre che la i(c) possiede un integrale definito fra -ro e + ro, indipendente 

da R e pari ad EC.1 Infatti: 

!' 
00 I_ Jro 

-oo i(c)d :
1 

~ 
0 

E 

R 
e·t / RC dr 

E ro 
- (-RC e·t/ RC) 
R o 

EC 

Quindi a l tendere di R a zero, la _<:!?_~nte i(c) ce!!_de_ _ _3.! l'imp~so ~-ampi~zza 

EC (ossia di ampiezza pari a ll a carica e l ettrica totale imm agazzinata nel condensatore 

d~~proc esso di carica); si ha perciò una corrent e impulsiva durante la carica a 

tensione costante di un condensatore in assenza del resis tor e in se ri e al generatore . 

Osservazione llL2 , 1, 

Confrontando le d e finizioni delle funzioni u
0

(r) e u_
1
(r), come limic e di una 

classe di funzioni, si nota che u_
1
(r) cos tituisc e I'.incegrale della prima. Infatti si ha 

per ogni E: 

(III.2. 17) 

sia ch e si faccia riferi mento alle definizioni (a), basate sulle espressioni (Jll.2.4) e 

(III . 2. 8), s i a che si facci a ri ferime n co alle definizioni ( b), basare sulle espressi on i 

(111.2.62._ e (lll.2.10). Si può quindi affermare che: 

(Ili. 2. 18) 
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Quest'ultima proprietà si può d'altra parte ricavare direttamente dalla definizio­

ne (Ill.2.14), inte rpretando l'integrale come funzione del limite di integrazione superio­

re. Non è invece possibile affermare il fatto opposto e cioè che la funzione u
0

( t ) è la 

derivata di u_
1
(t), non essendo tale funzione derivabil e..:_. Tale diffic oltà può esseresu­

perata in senso positivo solo nell'ambito della teoria delledistribuzioni,a cui si riman­
'da(ll_ 

Osservazione 111.2.2, 

Le funzioni impulso !Lajtario __ u 0(t) e gradini unitario u. 1 ~)-~o Q~t~ di una 

clas~ numera~ile di funzioni dette funzioni singol.ari. Un cenno a tali funzioni ver rà 

dato nell'appendice A, dove verranno indicate ;,;-;;h;Te ragioni (sopratcutto teoriche) del­

la loro introduzione. Qui è suffi ciente ricordare che la i-sima funzione di tale classe è 

indicata con il simbolo ui(t) ~gl!!.11 alla suceessiva tramite l a.relaziQn_e: 

(III. 2. 19) 

111.2.2 - Funzioni sinusoida l i. 

Un tipo di funzione di eccitazione molto importante nelle applica· 
zionj ·~quella sinus_oidale (fig.m.2.12), d_:finita come segue: 

(lll.2.20) e(t) Acos(wt +<P) 

e caratterizzata dai parametri A, w _ <P, __ a~t.i c1ascu110 un nome appr.o· 
priato , di grande uso pratico. -· 

La quantità A viene chiamata ampiezza _c!_ell_a_ f~nzione e(t), di 
cui conserva le di;ensioni fisiche .i Essa è un numero reale e pos1t tvo 
(il segno a! e(t) irifluisce solo su 

0

(!)) . 
La quant tTà LI! viene detta pulsazione.della funzi one e(t) e si mi­

sura in radianti/secoòao . Essa è•legafa ad un'altra grandezza che inte­
re~e fu~zi~i d.el tipo (III.2.20), che viene detta frequen z a, nel modo 
seguente: 

(III.2.21) w 2 1T f 

(1) - Si veda ad esempio A. Ghizzetti, L. Marchetti, A. Oss icini «Lezioni di Comple men­
ti di matematica., Ed. Veschi, Roma, 1972, Cap. '\. 
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La frequenza f si misura in Hertz (cicli al secondo) ed ha le di­
mensioni dell'inverso di un tempo. 

La quantità viene detta fa se inizial e dell a funzi one e(t ) e si 
misura in radianti, mentre i l termin e fase istan tan e a si ·riferisce a tutto 
l 'a r gomen.to del coseno , cioè alla quant it à: w t 'Fcp : 

- L 'intervall o di tempo che intercorr
1
e tra due istanti successi vi a-

venti la stessa fase istantanea pre nde il nome di periodo T della funzio­
ne e(t) e si misura in secondi. Tale quantità si può Ottenere immediata­
mente nel modo seguente: 

(Il I. 2. 22) te> (t + T) + cp w t+2 7T + (jJ 

da CUL Sl ha: 

(Ill.2.23) T 
2 rr , i 
--i = 

_.!::!) f -I 

e(r) 

Fig.111.2.12 .- Andamento della funzione sinusoidal e. 

L'importanza delle eccitazioni di tipo sinusoida le è sia prat ico che teorico . Dal 

punto d i vista pratico , è suffici ente ricordare che hanno un a nda mento sinusoidale le 

grandezz e ele ttri che applica t e ai circuiti di po te nz a . L'importanza t eoric a è conseguen­

za de l fatto c he qu alsiasi funzione del te mpo periodica è svilupp a bile in un a seri e di 

funzi on i del tipo ( III.2.20) di pulsazione k w, k=O, 1, 2, . . . (sviluppo in serie di Fourier) -- -----e che per un ci rcuito lineare vale i l pr incipio di sovrappo s i zione degli effetti, in base 
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a l qual e l'effetto di una somma di eccitazioni è. uguale alla somma degli e ffetti delle 

si ngo le eccitazioni, considerate come se agissero da sole. 

111.3 - Applicazione della trasformazione di Laplace al!'analisi 
dei circuiti con memoria. 

111.3. l - Introduzione. 

Il procedimenco di a nalisi dei circuiti con memoria che è stato u­
sato nei paragrafi precedenti prevede due fasi , di cui la prima consiste 
nella sce lta delle grandezze elettriche incognite e nella determinaziòne 
delle equaziòni riso! ven ti . Tale fase. presente anch e nel caso dei circui­
ti senza memoria, porta ad un sistema risolvente di tipo in tegro-differen­
ziale , invece che algebrico come nel caso dei circuiti senza memoria . La 
seconda fase del procedimento prevede i seguenti passi 'c · 

a) dopo aver individuato il sistema integro-differenziale risolvente , oc­
corre ricondurre la sua risoluzione a- quella di ùn'equazion e d ifferenziale 
ordinaria in cui compaia una sola funziòne incognita; 

b) occorre 9etermi nare le condizioni iniziali di Cauc hy rel ativamente al ­
la fun zi one iricognita prescelta, a partire dalle condizioni iniziali asse­
gnate nel ci7cuito (tensioni inizi ali dei condensatori e correnti iniziali 
degli induttori) ; 

cj occorre integrare l'equazione differenziale in corrispondenza alle con­
dizioni iniziali di Cauchy. In presenza di funzioni di eccitazioni gene ri­
che , per la ricerca del! 'integrale particolare, può essere necessario ri­
correre al mecodo del nucleo risolvente . --Il procedimento di analisi, che risulta d~lla descrizi~receden-
t~rende il nome di •analisi nel dominio de l t emP..o , in quan co le gran­
dezze elettriche vengono costantemente considera te funzioni del tempo . 
Le difficoltà di applicazione di tale procedimento sono chiaramente con­
nesse al le s ue due fasi : quelle topologiche sono analoghe a que.lle che 
s'i ncontrano nei circuiti senz a memoria; le altre sono relative all'esecu­
zione dei ere passi precedenti. ·È importante notare che il s uperam e nto di 
queste ultime pun divenire estremamente oneroso , come si può intuire an ­
che dai semplici esempi sv iluppati nei paragrafi precedenti. · 

Una semplificazione notevole di questa parte del proced imento 
pun essere ottenuta utilizzando una particolare operazion e detta • tras for­

i mazi one di Laplace., c:h .. ~ .. J>ermette di trasformare sistemi di e uazioni 
1 i.Qtewo-di ~fer_enziaji nel temRo in sistemi a gebr~~ nel dominio di un a 
..!:_Uova van abile s de.Jl.a- ~ varia.bile .di l apTace •. 
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Un modo intuitivo per compr ende re l 'azione di questa trasformazione è quell o d'i 

confrontarla con l'azione dell'operazione cloga_ritm?,_• n;G;po d; i n~;ri r e.~ Tra~ 
;;;i ;;t'ope r~logari ~'.;'si amo in. un dominio trasforma to ov e le equi val enti dell J 

ope razioni di moltiplicazio~-; ; ·divisione sono le operazioni di somma e differenza .' el l 
c~a trasformazione d1 Laplace r'equ1valent e di un'equazion e int egro-differen.zia­

le nel temp-;;-è un'equazio~-~ ~lg-;;brica . In ambedue i casi la parte onerosa della trasfor­

mazione, in fase di - applicazione, è l'operazion e di individuazione dell'immagine della 

quantità usata e l ' ope razione inversa di ritorno dall'immagine alla quantità non trasfor­

ma ta. Tale p arte oner9sa, tuttavia, viene completamente eliminata mediante l'uso di op­

portune· tabelle , già predisposte per questo scopo . , 

L'operazione di trasformazione secondo La~lace di una funzione 
del tempo f(t) consiste nella seguente es ress· o.n~i.:2:1 

(IlI.3.l) F( s ) = lim e·Sl f(t) dt 
T-+00 

La funzione F(s) viene detta 4 trasformata di L aplac e •della fun­
zione i!<t ~ , m_entre s _è una quantità co!!_!ples sa -~ de.tea « -1!.!!riab [~e di Lp.­
]l]_g.c..§ • r21. L'espress10ne (Il! .3.1) può esserec9ns1derata come un opera­
tore che permette di passare dalla funzione f(t) alla funzion e F(s). Pec 
b(ev"it"à tale operatore viene indicato nel modo seguente : 

(Il I. 3. 2) F(s) .e [f(t)) 

L'oper~zi6ne inve_rsa, che per~et_te di pass_are da~ F( s) ad f(t),{ si 
puA effettuare tn modo un i voco e prende ti nome dt « antitras formazione 

'!:!.!:.~Cl_!!-~ace •.Detta operazione viene indicata si mbolicamente con: 

(Ill.3.3) f(t) = f'."1 
[ F(s) ) 

Le operazioni di trasformazione ed antitrasformazione secondo Laplac;e.s.ono pos­

sibili solo se le funzioni considerat e sodd~~f:-n: opp?_rtun e--condizioni( 3l. Accenni amo 

di seguito a quelle più_j.;,onan~: 

( 1) ·La trasformat a in questione è qu e ll a unilatera di Laplace; per l a t rasformata bila· 
tera si rim anda al § !V.8 del testo: A. Ghizzctti, L. Marchetti, A. Ossi ci n i, op. cit. 

( 2) - È utile ri co rdare che nel la le ttera tu ra tecn ica vie ne usat a molto spesso al posto 
di s la le ttera p. 

(3) ·Per un' esposizione accurata e completa di cali condizioni e per la dimostrazione 
dell e propri età s uccessivamente desc ritte si rim anda a l cap.IV di A. Ghizzetti, L. Mar­
c hetti, A. Oss icini , op. cit. 
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,\1) Si dicono I'. - trasformabi l i le funzioni f(t) per le quali es i s t e finito il limite ind ic a-

~l
to ne ll' espression e (Ill.3.1) per alm e no un valo re della variabil e s ; ---- -
7) L'insi eme d :_! valo ri della variabil e s per i quali esiste finito il limite indicato n e l-

ìol ' espressione (Ili. 3.1) viene d e nominato dominio di c onverge nza. 
··-- - - - - ----

Le proprietà fondamentali della t rasform az ion e di Lapl ace sono le segu e nti (I)_ 

Proprietà I - Linearità. 

(lii. 3.4) 

Assegna te due funzi oni f
1
(t) ed f

2
(t), i'. - trasformabili, per le quali sia: 

i'. [f
1 
(t)] 

r [ f2(t)} 

la trasforma t a di Laplace di una loro combin azione l in eare: 

(III. 3. 'i) 

è pari a ll a combinazione li~ eare delle corrispond enti trasformate con g li s tessi coe ffi-

cienti , cioè: /'/ 
I 

(lii. 3.6) F('s) J:'. [c
1 

f
1

(t) + c
2 

f
2
(t)) = ·

1 
F

1
( s ) + c

2
F

2
(s) 

" 

Proprietà Il - Tra s form a zi one della derivazione rispetto al tempo. 

Assegnata l a funzione f(t ), J:'. - trasformab il e, per la quale s i a: 

(111. 3.7) 
1 

F(s) = r, [f(i )] 

si h a: 

(III. 3.8) f [ :: ] = s F( s) - f(O) 

dov e f(O) è il val ore ass unto dalla funzion e f(t) per t = 0< 2>. 

(1) - Ulteriori prop rietà ve rr anno descritte nell'appendi ce III.A.I. 

(2) - In molti casi può accade re che la funzion e f(t) pr e senti una discontinuità per t =O, 
ma esi s t ano finiti i due limiti sinistro e d es tro della funzione f(t) ne ll'origine, che ver­
ranno indic a ti nel seguito con f(O 1- ), i l limit e destro e con f(O-) il limit e s ini s tro. In 
qu es ti casi la ( Ill.3.8) è an cora va lid a se per f(O) si intend e il limite s ini s tro f(O- ), in· 
tendendo che la trasformata di Laplace s ia s ta ta effettuata nel senso delle di stribu z io­
ni (si veda L.A.Zadeh, C . A. Dcsoer, •L inear system theor y ( th c state approach ) • , 
Mc Graw - Hill, 1963, p ag.'>40 . 
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Proprietà lii - Trasformazione dell'integraz ione rispetto al tempo . 

Assegn ata la funzione f{t), f.- trasformabile, cioè per la quale _;; ia: 

(III. 3. 9) 

si ha : 

(III. 3. 10) F( s) 
s 

La trasformazione delle operazioni di_ cleri \razione ed in~e_.grazio­
ne nel tem o in o erazioni_ algehriche nel domiriio della variabile di La­
place rende r~iòne dell 'affe rmazione 'iniziale, fatta iri questo paragrafo, 
sulla pos;i b1 lità di eliminare il passo oneros~ del procedimento di anali­
s i dei circuìt1--conmemori:a ,riguardante la soluziòne di un sistema risol­
vente di eqgazio9ijn_!.~gro-differenziale., Infatti, passando nel domiriiò 
della variabile di Laplace , tali s istemi divengono algebrici. Illustriamo 
questo aspetto con un esempio . ----
Esemp io 111 .3.1 . 

Con sideriamo l'equazione differenziale (111. 1.28) relativo al ci rcuito del secon ­

do ordine considerato nel § 111.1..2 . Tale equazione è lo seguente : 

d 2 i R di 
(III. 3. 11) +-- + =O 

dr2 L dr LC 

Seri vi amo l' equazione corri spendente alla (Ili. 3. 11) nel dominio della variabile 

di Laplace . Indichiamo con(l L 

(III. 3.12) I(s) = J:: [i(t)) 

la trasformata di Laplace della funzione incognita i(r). Applicando la proprie tà della 

cleri vazi one, si ha: 

(III.3 . 13) 
[

di ] I J:: - = s l(s) - i(O) 
dt -

Applicando nuovamente la proprietà della derivazione, si ha: 

(1) - Seguendo una convenzione che verrà ~a anc~~! seguito diquesro capitoloJ in­
dichiamo con le lettere ininuscoJe le grande?:Ze ne l tempo e COn le - le rrer e maiuscole le 
loro trasformare:--- ---
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(!Il. 3. 14) 
[ 

d2· ] J3 -
1 

= s[s i(s)~i(Ol] 
dc 2 

- i ' (O) 

dove con i'(O) è s tat a indi cata la quantità di / dc I, ,0 . 

Effeccuiamo ora la crasformaca di Laplace di ambo i membri dell'équazione(Ill. 3. 11). 

Pe r il primo membro si ha, ucil izzando la propriecà di linearicà e le espressioni (111.3 .13) 

e (III. 3.1 4): 

(Il l. 3. l'\) 

R di 
+ - - + 

L dc LC i] r [~ J + ~ r [~] + 
dt2 L rie 

R 
s [s l(s) - i(O)} - i'(O) + [ s I(s) - i(O)) + I( s) 

L LC 

s
2

1(s) + : s l(s) + LC l(s) -(s + :) i( O) - i'(O) 

r [i J 
LC 

Per quanco ri gu arda il secondo membro della (lii. 3.11) è faci l e vedere che ad es· 

so~ s onde la funzi.one identicamente l)ull a. Perciò, ricordando anche la pr~~iecà del· 

l'uni ci tà della trasformazione secondo Laplace, si ot tien e la seguente equ azione cherap· 

presenta la traduzion e nel dominio di s dell'equazione dat a: 

(III. 3.16) 2 R 1 ( R) s l( s) + s - l(s) + - l(s) = s + - i(O) + i'(O) 
L LC L 

Si può notar e che nell '.e quazione (Ili. 3.16) non è più presente alcuna operazione 

di tipo integro·diff:renzi aie e che in essa sono presenti le quantità i(02_:d i '(iJ)_ i:he sono 

le condizioni iniziali secondo Cauchy dell 'equazione (IIl.3.11) . Nella (Ill.3. 16) figura co· 

me incognit a la funzione l(s) [l' i~cognita n e ll a (Ill.3.11) era infatti i(c)} ; cale i-ncognita 

pu ò esse re ric avata in modo i mm ~dia to a causa del carattere algebrico dell'e u az1on e 

(1.!.!.:} .16). Si h a : 

(111.3.17) l(s) 

( s + ~) i(O) + i '(O) 

R 
s 2 + s + 

L LC 

Si può notare c he la funzion e l(s) è di tipo r_azionale a coeffici e nti reali . Ricor· 

dando l' e spressione (III .. 3.1 2), i n base a ll a proprietà di uni ci tà della ancicrasformazione 

di Laplace, si o cc iene: 

( Il!. 3.18) i(c) = r,-l [!(s)} 
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Per ottenere esplici tamente l'andamenco nel tempo della funzione i(c), sarebbe -·- . 
ora nec e ssario ese gui re l'operazione di ancitrasformazione indicata nella (Ill.3.18)\ Il 

metodo da ses;;ire-;-~iporcato ;.,ll'appendica III.A, a cui si rimanda. \ - -

Il procedimento seguito nell'esempio III.3.1 vale in generale, per 
~g~~~': integro-differenziale., Esso consiste nei seguenti passi : 

1) Tras formare il sistema ~_r_enziale assegnato nel dominio del temp oj 
in un sistema n<;l dominio di s, utilizzando le proprietà di linearità, di 
cleri vazione e di integrazione. Per effettuare tale passo è necessario in 

\ gc:.n_: rale determinare le trasformate delle grandezze im12resse dai genera­
Ltori indipendenti O'; \ 

2) il sistema ottenuto nel dominio di s è di tipo algebrico,, E_ontenendo 
come incognite le trasformate di Laplàce delle funzioni incognite. Risol­
vere tale s istema ottenendo l 'es12 ressione es licita in s delle randez~ 

e incognite ;! 

3) effettuare le operazioni di antitrasformazione, ottenendo le grandezze 
nel domi nio del tempo. 

Essendo scontata la convenienza della risoluzione del · sistema 
algebrico in s, rispetto alla s ol uzione diretta del sistema differenziale 
in t, la convenienz a globale del procedimento è legata alla faci lità di e­
seguire le ~p_e.!:~zioni di ~rasformazione ed anti fra sformazione. A tale pro­
po s ito occorre notare che non è quasi mai necessario ricorrere alla defi­
n_izione della trasfo~mata di La piace, essendo disponi bili a tale scopo 
delle-t abelle mo! to estese di funzioni e relati ve trasformate. , Alcune di 
queste tabelle sono riportate nell'appendice Ili.A, dove viene anche de­
scritto il procedimento per eseguire l 'operaz1one di antitrasformazione } 
nel caso, più comune per i circuiti a costanti concentrate, di una funzio­
ne razionale reale della variabile s. 

L'appli"cazione del metodo della trasformazione di Laplace nel­
ì'.analisi di un circuito con memoria rappresenta un caso particolare del-
1 'applicazione di tale metodo ai sistemi integro-differenziali. ·Tuttavia i 
vantaggi che si hanno in tale caso sono ancora più evidenti, non essen­
do necessario applicare Ll m~todo di Laplace dopo aver ricavato il si­
s~ ri ~ol v~nte. È infatti possibile la sua applicazione ad un livello 
molto più elementare, ricordando che il sistema risolvente si ottiene e­
sprimendo un opportuno insieme di equilibri conseguenti alle leggi di Xir­
chhoff, in aggiunta alle relazioni costituti ve dei componenti. Il metodo 
di Laplace può ess e re applicato esp rimendo direttamente ciascuna di ta­
li equazioni ne l dominio de lla variabil e s .' 
·-~ ··~ ~--- - - --: --· 

(I) - Nel caso considerato nell'esempio Ill.3.1, ciò non è stato necessario, essendo l' c · 
quazione (III.).11) di tipe omogeneo . 
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111.3.2 - Trasformazioni delle relazioni costitutive dei componenti e loro 
circuiti equivalenti nel dominio di Lapla ; e, 

Individuiamo le relazioni costituti ve nel dominio dell a varia bile 
_s pe r i vari componenti che costituiscono un circuito a costanti concen­
trate, distinguendoli in tre categorie: generatori indipendenti , compon en ­
_:_0~n~a E1emoria,J componenti con memona. 

- Generatori indipendenti. 

Tal i componenti sono il° generatore indipendente di corrente e di 
tensione, caratterizzati dall'avere una delle due grandez2:e elettriche (la 
randez2:a impressa) coincidente con una funzione assegnata f(t). Suppo­
nendo che f(t) sia una funzione I'. - trasformabile, nel domiriio della va­
riabile s la grandezza impressa di viene r [f(t)) '1ìl""terminì - ci rcui tal i . 
l'operazione che si fa è quella indicata in fig.HI.3.1 per il generatore di 
tensione ed iri fig .lll.3.2 per il generator-;-ai corrente. 

a) b) 

Fig.111 . 3.1 - Trasformazione nel dominio 
di Laplace del _generatpre indipende nte 
di t e nsion e ! e dimensioni di v(t) sono 
Volt e dì V(s) sono Vo lt x secondo . 

a) h) 

Fig.111.3.2 - Trasforma zione nel dominio 
di Laplace del generatore indipendente 
di c orrente. Le dimensioni d i i(t) sono 
Ampère e di l( s) sono Ampère x secondo. 

È opportuno notare ch e nei cas i (a) di ta l i figure si hanno genera­
tori che imprimono al circuito d~lle grandezze funzioni del tempo (come 
avvie_ne fisicamente), nei casi (b) le grandezze impresse sono funzioni 
~èU~ va~a~il~ s (e _gùindi fittizie , essendo ottenute t~amite una trasfor-11\ 
mazione da quelle reali \ Le dimensi oni fisiche sono differenti, poi ché , 
iri base alla (III.3. l), si ·ricava che una trasformata ha le dimensioni del-
la grandezza originaria moltiplicata per un tempo. 

- Componenti senza memoria. 

Tali componenti sono quelli considerati nel secondo capitolo. Le 
· relazioni costi tuti ve di tali componenti non con tengono lega mi · di tipo 
int egro -differenzi a le. E' immediato verificare che tutte le loro rel azi oni 
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costituti ve possono essere trasferite nel dominio della variabile s sen­
za alcuna modifica, sotto l'ipotesi di linearità e perman en-;;;. In taDefla 
tn-: 3. l t ~li trasformazioni sono riportate per il resistore, per i generatori 
c_ontrollati, per il nullore e per il trasformatore ideale. 

Tabella 111.3.1 - Relazioni costitutive e circuiti equivalenti nel domini o 

della variabile s per i componenti senza memoria. 

Relazion e Relazione costi- Circuì to equi valente 
Componente cosci cuci va Circ uito ne l tempo tu ti va nel domi- nel dominio della 

·nel tempo nio della var. s variabile s 

+ v(t) - + V(s) -
Resistore v(t) = R i(t) ~ V(s) = R I(s) <>---N\r----o - -i(t ) l(s) 

Gen e ra tore 

J E J E, di tensione 
cont rollato v( t) = r i(t) Y(s) = r I(s) 

tn 

cor rente 

Generatore 0---

f" 
0--- E,,, di cension'e f- + 

contro[ 1 ato v
2

( t) =A v
1 
(t) v

1 
(r) Y

2
(s) = A V

1
( s) V

1 
(s) 

1n 
tensione -

0--- o----

Ge ne ratore ;J f"' 'J r--<> 
di cor rente 

t''' controllato i
2
(t) = K i 

1 
(t) I

2
(s) = K 1

1 
(s) 

!Il 

corren te 

Generatore 
<>- E, o---- ,---o + + 

~,, d i corrente 
controll ato i(t) = g v(t) v(t) I(s) =g V(s) V(s) 

In 

tensione - -
0--- 0---

i1 (t) i 2(t) ll( s) I 2(s ) 

v, (t) = o 

"1!)0 

- - -
Nu ll ore 

m (2t) 
V l (s) = O 

v1 ~ljo oo l ~~ s ) i 
1
( r) = O 1

1 
(s) = O 

il ( t) i 2( t) I 
1 
(s) 1

2
(s ) 

"1f]fi1 
V

1
(s) = n V

2
(s) -- •• 1---

v
1
(t) '"' nv

2
(t) 

+~ ~~~,, Trasform a tor e l I I ( s) = - - l (s) 
ideal e i

1
Ctl =- 0 i

2
Ctl 1 n 2 

n: I n: l 
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Gli elementi nel dominio della variabil e s non hanno un signifi­
cato fisico immediato, in quanto sono percorsi dalla corrente trasformata 
Ì(S) e sono soccoposci alla tensione crasformaca V(s). Tali grandezze e­
leccriche ficcizie hanno dimensioni fisiche differenti da quelle delle gran­
dezze reali ·corrispondenti.: Tutta via è facile vedere che i parametri ·rela­
èivi ai componenti mantengono le dimensioni originarie. Ad esempio nel 
caso del resistore, il parametro R =V(s)/I(s) ha non solo lo stesso va­
lore (Eer la proprietà di linearità) , ma anche la stessa dimensione della 
resi sc~nza elettrica. Tuccavia, per ricordare che non si tratta più di un 
rapporto fra grandezze nel tempo, ma nel dominio della trasformata di La­
place, vengono utilizzate delle denominazioni differenti. 

Precisamente nel caso del rapporto fra tensione e corrente si par­
la di imp_ede,:,:; za {in l_!!.ogo di resistenza); nel caso del rapporto fra cor­
rente e'fei1516ne si parla di (. amm:.tt .enz_c:../(~_l uogo di conduttanza) . . 

~e . . omponentt con memoria . 

Tali componenti :sono caratteriz2:aci da relazion i · costitUti ve di 
tipo integro-differenziale; per quanto è stato detto precedentemente, lo 
uso della trasformata di Laplace permette di ridurre tali relazioni a sem­
plici relazioni algebriche. 

Cond e nsator e : La relazione coscicUci va del condensa core nel dominio del 
tempo è la seguente: 

(Ill.3.19) i(t) 
dv e 
dc 

Trasformando secondo Laplace ambo i membri della relazione 
(III.3.19) ed applicando la proprietà di linearità e quella di cleri vazi one , 
nell 'ipocesi di condensatore /ineare e ermanente, si ha ; 

(Ill. 3. 20) f{s) == sC V(s) - C v(O-} 

dove v(O-) rappresenta il valore iniziale della tensione ai capi del con­
densatore(! l. La relazione algebrica (Ill.3.20) è la traduzione , nel domi­
nio e lla- vari.abile s, della relazione differenziale (lll.3.19). Si puA os­
servare che l'espressione (III.3.20) è di cipo non omogeneo per la presen­
za di un termine noto relativo alla condizione iniziale. Dal punto di vi-

(I) - Si considera l'istante o· per quanto decco in occasione della proprietà Il delle 
trasformate di Laplace, per cenere conto di eventuali disconcinuicà in corrispondenza 
dell'origine dei tempi. 
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'·1'sta circuitale l ~_espressione (Ill.3 .20) 'ià luogo alle equivalenze circuita­
; i mostrilç_e in tab.IIL3.2 , la prima delle quali si riferisce al caso in cui 
' :::_ca-)== or Da questa tabella SI vede che un condensatore . scanco al'Pl-
stante iniziale si comporta nel dominio di s come un bi polo avente impe­
denza p~ri ~-d 1 /s (ovvero ammettenza pari ad s()_ Nel caso di un con­

ensatore canco, oècorre considerare la presenza di ~n___QP-.P-OrtUnQ geo_e­
ratore che tenga conto della condizione iniziale; tale generatore e ur. es­
sere di corrente ovvero di tensione O '. In quest u t1m-;;-ca$0 si ha uindi 

l 1 ·e uì valenza fra il conde nsatore c arico nel dominio del tem o e l 'insie-
me di due componenti ipolari opportunamente connessi nel dominio del­

a variabile s. 

Tabella 111.3.2 - Relazioni costitutive e circuiti equiva lenti nel dominio 

della variabile s per il condensatore. 

Relazione co- Circui to nel Relazion e costitutiva Circuito equivalente 
st i tu ti va nel nel -:'omi nio della va- nel dominio della va-

tempo tempo riaoil e s riabi l e s 

A 
dv V(>) ;+ j ,,,, i(t ) =e - I(s) = sC V(s) 
dt 

- "" 1 1 
v(O-) ~O V(s) = s C 1 I(s) R s C 

+t + A Hl(s) 

dv 
v(t)_1 i i(t) 

l(s) = sCV(s)- C v(O-) V(,+ 1 ~1C"(O") i(t) =C - -
dt 

B sC 

- R l 
vWl i o + V(s) ~ -

l(s) v(O-) I( s) 

l ~I + ~ -V(s) = -- + -- • o 

sC s A i' 
v(O ) 

l:l 

se --
s 

(1) - La corrente impressa I = Cv(O-) è una grandezza trasformata. Essa ha infat ti di­
mensioni fisiche di [Faradf· [Volt)"" [Ampere)· [sec). Analogamente la tensione 

impressa V = v(O-) / s è una grandezza trasformata. Poiché le dimensioni di s sono 
[sec)- 1, legdimensioni di V sono [Vole ]• [sec]. 

g 
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Indu tto re : La relazione costitutiva del l'induttore nel dominio del tempo 
è la seguente: 

(III.3.21) v( t) L 
di 

dt 

Trasformando secondo Laplace ambo i membri della relazion e 
(III.3.21) ed applicando la proprietà di li nea rit à e quella di cleri vazione, 
nell'ipotesi di iriduttore liri eare e pe rmanente, si ha: 

(III.3.22) V(s) = sL I(s) - L i(O-) 

dove i(O- ) rapp resenta il valo re della corrente che percorre l'induttore 
all'istante iniziale. La relazione algebrica (III.3.22) è la traduzione nel 
domrtiio della varia bile s della relazione differenzial e (lII.3.21). ·Si pun 
osservare che la relazione (Ill.3.22) è di tipo non omogeneo per la pre­
senza di un termirie noto relativo alla condizione inizi ale. Dal punto di 
vista circuitale l'espressione (Ill.3. 22) dà luogo alle equi valenze mo stra­
te nella tab.lll .3. 3, la prima delle quali si riferisce al caso in cui i(O-) = 
=O.. Da qu es ta tabella si vede che l'induttore non percorso da cor rent e 
all'istante in iziale si comporta nel dominio de lla variabile s come uri. bi­
polo di impedenza sL (ovvero ammettenza pari ad 1/ sL). Nel ca so in ve­
ce di un induttore percorso da una corrente iniziale, occorre considerare 
la presenza di un opportun o generatore che tenga conto della condizione 
inizi ale; ta le genera tore può esse re di tensione ov_vero di corrente O 1. In 
quest'ultimo caso si ha qu indi l 'equi vale.nza fra l'induttore carico a li ' i-· 
stante iniziale nel dominio del tempo e l' i nsieme di due componenti bi­
polari opportunamente connessi nel dominio della va ri abile s . 

Induttori mutuamente ac co ppiati : Le relazioni costitutive degli induttori 
mutuamente accoppia ti ne l dominio del tempo sono le seguenti : 

di I di2 
V l ( t) L -

I dt 
+ M-

dt 

(III. 3. 23) 
dii di2 

V 2(t) M 
dt 

+ L2 
dt 

(1) - La tensione i mpressa V = Li{0°) è un a grandezza trasformata; essa perci ò ha le 

dimensioni di [Vole)• [sect Analogamente l a corrente impressa I = i(O" )/s è una 
grandezza trasformata avente l e dime n sioni di [Ampere)• [ sec). g 
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Tabella 111.3.3 - Relazioni cost itutive e circuiti equivalenti nel dominio 
della variabile s per l'induttore . 

Relazione cosci- Circuito nel Relazione cosci cuti va Circuito equi valente ne l 
cuci va n e l tempo tempo nel dominio della va- dominio dellavariabile s 

riabile s 

di 
V(s) = sL I( s) I( s) sL v( t} = L -

dc 1 A~B 
i(O" ) =O l(s) = - V(s) + V(s) -

sL 
A 9 

+ 
! i( t) 

Li(O" ) sL 
IO \'( s) = sL I( s)- L i(O") A e+ B 

v( t) ID o 'OOOOL-o 
di 

'° IW v(t) = L - o -dc + V(s) -
B 

i(O-) /= O 
i(O-) 
--

V(s) i(O-) 
A ~ B l(s) = -- + --

s L s ~ p--o 
l(s) sL 

0000-

+ V(s) -

Trasformando secondo Laplace ambo i membri delle relazioni 
(Ill.3.23) ed applicando la proprietà di 1inearità e quella di derivazione, 
nell'ipotesi di induttori mutuamente accoppiati lineari e permanenti, si 
ottiene:t 

(III. 3. 24) 

-· ---· ··-

{ 

V
1
(s) = sL

1 
I

1
(s) + s~4 I/s) - L

1
i

1
(0-) - Mi

2
(0-) 

V
2
(s)=sM l

1
(s)+sL

2
l

2
(s) -Mi

1
(0-) - L

2
i/O-) 

Le relazioni trasformate (lll.3.24) sono di tipo algebrico; esse 
non sono omogenee per la presenza dei termini relati vi alle condizioni i­
niziali. Dal punto di vista circuitale, tali relazioni danno luogo alle e­
qui valenze mostrate nella tab.III.3.4. 
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Tabella 111.3.4 - Relazioni costitutive e circuiti equivalenti nel dominio 
della variabile s degli induttori mutuamen te accoppiati. 

Re lazione cos ti tu ti va e ci rcuito ne l tempo 

dil di2 
- +M -
dc dt 

di 2 
+L -2 dt 

dil di2 
- + M-
dc dc 

di2 
+L --

2 dt 

Rei azione costi turi va e circuì to equi va l en te 
nel dominio della variabile s 

l? ( > 
(_ ( l 

~....-...... ~--------<> + 
I2(s) 

V 
2
(s) 

{

V 1 ( s)= sL 111 ( s)+ sMI 2(s)-L1.i 1 (O--)- Mi 2(0-~ 

V 2(s)= sMI
1
(s) + sL

2
I
2

(s)·M1
1

(0 )-L
2 

i
2
(0) 

111.3.3 - Trasformazione delle leggi di Kirchhoff nel dominio della trasfor­

mata di Laplace . 

Nel paragrafo precedente è stato visto che, utilizzando le trasfor­
mate di Laplace delle grandezze elettriche al posto delle loro espressi;~ 
ni i~ f unzi_QQe del tempo, è possibile 9~tenere dei componenti elettrici 
fittizi in corrispondenza a ciascun componente ideale a costanti concen­
trate . Le relaz ioni costi tu ti ve di tali componenti fittizi si ottengono tra­
sformando (secondo Laplace) le relazioni costitu tive dei componenti ne l 
dominio del tempo. Nell'effettuare queste tra sformazioni spariscono tut­
te le operazioni di cleri vaz ione e di integrazione; perciò i componenti fit­
ti.zi si comportano nel dominio della s come se fossero senza memoria. 
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Nel presente paragrafo viene dimostrato che non solo i sin oli 

l c~ponenci possono essere crasfo_rmaci i~- com~onenc~ f~cetz1 senza me~o­
n a nel dominio Clì""s7"m1t'"'èh·e rale operazione e poss1 btle anche per l 11n ­
k~..!:~-ci:cui~ co_sc_anC! conl:t:~ntrac~, lottenendo iri ; al n:°.do nèl _d~minio di 

1s un circuito f1mz10 s~~za . mem_or~a. Per far vedere ctèi è ~uJf1c1ente ac­
certare che una qualunque legge fisica che caratterizza il circuito reale 
{ner dOminio del tem _o) \è soddisfacca anche dall~grandezze elettriche 
rasfQimate , re .ti ve al circuito equi va1ence nel dominio di s. Le leggi 

fisiche che interessano nel caso dei circuiti sono quelle d.i Kirchhoff, 
t e n guar ano equilibri Cli correnti a cera verso cagli ed equilibri di ten­
sioni ungo mag 1T.1A.ccerciamo di seguito su un esempio la validità di 
cal i leggi per le grandezze elettriche trasformate. 

Fig.111.3.3 · Circuito considerato per 
la verifica delle leggi di Kirchhoff 
nel dominio di Laplace. 

Consideriamo a questo scopo la magli a composta dai bi oli 4, 5 6 
7 del circuito di ~.JlL3.3. Per cale maglia si ha in base alla seconda 
legge di Kiréhhoff: 

(III.3 .25) 

.t\.pplichiamo la trasformazione di Laplace ad ambo i membri della 
(IlI.3 . 25) . ~enendo conto della proprietà di linearità,! si ha: 

La (lII.3 .26) .dimostra che le trasformate delle tensioni dei bipoli 
del circuito di fig.Ill .3. 3 soddisfano la seconda legge di Kirchhoff per la 
maglia considerata. Poiché è possibil'e operare nello stesso modo per o­
gni maglia e per ogni caglio del circuito di fig.lll.3.3, si · pur. concludere 
che la struttura che si ottiene, sostituendo iri cale circuito a ciascun bi-
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polo un nuovo bi polo, caratterizzato iri vece che dalla corrente e tensio­
ne dalle relati ve trasformate di Laplace, è un circuito a costanti concentrate. 

Il ra gionamenco precedente pur. essere esteso ad ogn L_c ircui to. 
Infa tti p·e r o ni magli-à di un circuito si ha , in base alla seconda legge 

' di Kirchhoff: - --- __ ,. -·· 

N 

(III.3 .27) 2: 
k= I 

do ve N è il numero dei rami face nti parte della maglia ed il segno posi ­
ti vo o negativo dipende dall'orientazione di ciascun ramo nel la magl ia. · 
Applicando la trasfo rmata di Laplace ai due membri della (III.3.27), si 
ot tiene: 

(ll l. 3. 28) 
N 

2: ±f. [vk(t)] 
k=I 

N 

2: 
k=l 

Ciò è valido a nche per le equa zioni di equilibrio delle cor renti 
net ta gli e perci ò rimane di mo stra to in gen e rale ch e il circuit f!_ _fi.!!:.!:.Yo 
che si otti e ne, sos tituendo ad ogni com pon e nte il relativo componente o 
circ uito eq ui val ente -;;;l domin io di Laplace, secondo 1;'/Wnto visto nel 
§ 111 . .1.2 , si comporta co me un circ uito fisico nel senso che soddis fa le 
l!_Jf_gi fondamentali dei c ircuiti a cos tanti conce ntrate , cioè le l eggi di 
Ki rc h ho f f. · 

111 ,4' ·Analisi nel domini o di La piac e di un circuito lineare e per · ,., 
man ente , 

Come visto nel paragrafo precedente la struttura che si otriene 
sostituendo a ciascun componente il -relativo scht:r.1a equi valente nel do· 
minio della trasformata di Laplace è un circuito a costanti concentrate 
s e nz a memo ri a. Tale c ircuito è fittizio e si di fferenzia profondamente dai 
ci rcuiti senza memoria cons iderati nel secondo capitolo per la presenza 
della y_ariabile di Laplace s nelle relazioni costitut i ve dei co mponenti 
e pe r il fatto che invece dell e grandezze elettriche sono presenti le rela · 
ti ve tra sformate. App lican do a tale circuito fit ti zio i metodi di analisi 
sviluppati nel secondo capitolo, si ottengono le trasformate delle gran­
dezze elettrich e incognite. Tale modo di procedere, riassunto nell a ta­
bella [fl.4 . 1 prende il nome di e metodo simbolico di anal is i nel dominio 
della variab ile s > ed è va l ido solo se: 

a) le grandezze impresse dai generatori indipe ndenti sono funzioni l -tra­
sformabili; 
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b) il circuito è lioeare e permanente. 

L'applicazion e d~l m_etodo simbolico di analisi richiede alcune 
precisazioni in relaz~of! eiill'_istante t=O . Infatti nella definizion e della 
fras formata di Laplace 1 ._3.1 viene pr.eso in considerazione sol o l 'i n­
terval o di tempo t ~O. D'alt_ra parte l'istante iniziale viene fissat o ar­
bi trariamente da chi effe ttua l'analisi del ci rcuito. fo parti colare è sem­
pre possibile ne lle applicazioni scegliere tale i s tante ini z iale in modo 
che .per t ~O tutte le grandezze elettriche del c ircuito si ano identica­
mente nulle, cioè in modo che il c ircuito per t ~ O sta «a riposo ». Tale 
scelta , pern, non è obbligatoria. 

Tabella 111.4.1 - Metodo simbolico di analisi nel dominio d i Laplace . 

Pas so Operazione da e seguire 

T rasformare i generatori indipe ndenti come indicato n e ll e 
figg .ll l. 3.1 e Ill. 3.2. 

2 Trasformare i componenti senza memoria come indicato 
nella cab .III. 3. 1. 

3 Trasformare i comp on e nti con memona come i ndicato ne l­
l e cab.Ill.).2, III. 3.3 e Ill.3. 4. 

4 Applicare al c ircuito fittizio senza memoria ri sultante dai 
primi tre passi d e l procedimento di analisi, uno qualsiasi 
dei metodi di anali si svilupp a ti nel secondo capi col o. 

Avvertenza: / i coefficienti del sistema riso l ven te a l gebri-
co sono fun zion i razionali reali de lla va ri abi-

~ s< 
'i I Antitras formare le fun zion i d e lla variabile s ottenu te nel 

pass2. 4, ri cav ando l e grandez z e elettriche richie s t e in 

funzione d e l tempo, con i procedimenri svilupp a ti ne l!' ap­
·pendice III. A. 

Ne l caso che il c irc uito non sia a riposo per t ~O, occo rre te ne re 
conto me diante le condizioni iniz ia li dei fenom e ni elettri ci che hanno 
preceduto l ' istante preso come ini z ial e \ Ciò avviene a utomaticame nte , 
q uando sost ituiamo ai compon e nt i con memori a i loro ci rcuiti eq ui val e n­
ti nel do mini o di Lap lace. Infatti in tali c ircuiti equi valent i sono presen­
ti de i genera tori indipe ndenti la cu i grandezza impressa è proporz ionale 
o a lla tens ion e in iziale de i condensatori o alla corrente ini zia le de gli 
induttori. 

G.MARTINELLI-M.SALERNO: Fondamenti di E lettrotecnica 32 
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Questi ge~eE~ri indipendenti fittizi cost ituiscono _i l _legame def 
circuito trasformato nel dominio di Laplace con il passato , in contrappo­
sizione agli altri generatori indipendenti pre senti che costituiscono il 

,' lega me con la realtà esterna al circuito . I 
La sce lta dell'istante iniziale pun essere tal e che in corrispon­

den z a ad es so si abbiano delle discontinuità delle grandezze elettriche. 
Pe r tenere conto di tali discontinuit"à, o c corre conside rare n ella de fini­
z io ne (l!f. 3. 7) al posto de ll'istante t =O, un istante infinit amen te vicino 
posto alla sua sinistra, indicato corrente mente con il simbolo o-. 

Quando nel circµito agiscono più ecc it"azi oni e , e
2

, . . . è , è u­
suale fornire pe r esse l'andamento nel tempo riferito aJ is tanti 1ni z iali 
dive rsi, che corrispondono spe s so al momento d'iniz io delle eccitazioni 
s tesse . In que s ta s i tuazione conviene scegliere l 'origine dei tempi coin­
cidente con il valo re più piccolo tra questi istanti e quindi traslare di 
esso tut te le eccitaz ioni. Il calcolo delle trasformate delle eccitazioni 
dopo la traslazione suddetta può essere effettuato facilmente mediante 
l'applicazione della proprietà IV riportata nell'appendice III.A. 

Di seguito riportiamo alcuni es empi di appli cazione del metodo 
di analisi simbolico rias sunto in tab.Ill.4.1 Ol. Ul teriori esempi verranno 
sviluppati nell'appendice III. C. 

Esempio 111.4. 1. 

Nel circuito di fig.111.4 . l calcolare la corrente che percorrei I condensatorenel­

l'ip0 tesi di condizioni iniziali null e. 

Dopo aver modificato il circuito come mostrato in fig.111. 4 . ?, in modo da ingl o­

bare l'azione dell'interruttore nello funzi one di eccitazione, appl ichiamo passo per pas­

so i I procedimento di tab . 111. 4 . l. 

c=O 
R 

---:J 
e + e 

Fig.111.4. l - Circuito considerato nell'e­
sempio 111.4.1. 

R 

+ 
e( c) = E 0 u -I (e) i0) e 

Fig.111.4.2 - Circuito ottenuto da quel­
lo di fig.lll .4.1 eliminando l'incerruc-
tor e. 

Passo l. C.alcoliamo la trasforma ca di Laplace della funzione di eccitazione. Utilizzando 

l'appendi ce Ili. A, si h a: 

(I) - Per una c ompleta compre nsione di tutc1 1 passaggi a nali ti ci s v iluppa ci neg li esem­
pi , si c onsiglia. di leggere preventi vamenc e l'appendice lii. A. 
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Passi 2,3. Il circuitoequiva lence neldominio della vari abil e s è qu e llo di fig.II I.4 . 3. 

Fig.111.4.3 - Circuito ficcizio nel domi­
nio della variabile s, equivalente a 
quello di fig.III.4. 2. 

Posso 4. Analizziamo il circuito fittizio su base maglie; s1 ottiene: 

( R + s~) I(s) E(s) 

Risolvendo rispecco ad l(s), si ha: 

l(s) 
s sRC + 

R + 
s C 

Posso 5. Anticrasfonniamo l'espressione di 

l(s): \E ; ; • 
.... o I 

I(s) 
s + l / RC 1 

25 1 

in base alla formula ricavata nell' appen­
dice III.A. 'i: 

s:: -1 [-1 "] = • a t 
e u _

1 
( t) 

Fig.111.4.4 - Circuito conside rato ne l­
l'esempio III.4.2. I valori dei compo­
~enti so0o: R1 = 1, R2 = 2, C = 1, e (t) = 
-u 0(t) ( , F, V) . 

s+a 

Si occien e per la proprietà della linearità de lla tra s formata di L aplace : 

Eo 
i(t) = - e· t/RC u 

1 
( t ) 

R -

T a le espre ss ione coincide con la (III. I.24 ) del § III. I, dove lo stesso c ircuito 

qui conside rato è stato risolto con il metodo di an a lisi nel dominio del tempo . 
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Esempio 111.4 .2 . 

Nel circuito di fig.111.4 .4 determinare l'andamento dello tensione ai copi del 

condensatore, nell'ipotesi di condizioni iniziali nulle. 

Posso 1. La tra sformatadella tensione impre ssa dal generatore e, come risulta dall 'ap­

p e ndic e III. A. 2: 

Pass i 2,3.11 circuito e quivalentenel dominio della variabile s è quello indicato in figura 

111. 4." . 

Posso 4. Analizziamo il circuito Ji fig.111.4." su base nodi, prendendo come incognita la 

ten sione Vc(s) ai capi de l condensatore. Si ha per il nodo 2: 

(s + 1 + : ) V
0
(s) - O 

CD 

Fig.111.4.5- Circuito fittizio nel dominio 
di s, equivalente a quello di fig.111.4. 4. 

L'equazione di equilibrio del primo nodo non è n ecessaria, in quanto non è ri­

chiesta la cor rente erogata dal generatore. Dall'equazione prec e dente, si ha: 

V (s) 
e s + 3/2 

Passo 5. Antitrasformando l' espressione della tensione incognita, ottenuta nel passo 4, 

si ha: 

v (t) r ·l [-
1-J = e· l,St u (t) 

e s+l,5 -l 

Esempio 111.4.3. 

Nel circuito di fig.111.4.6 determinare l'andamento dello corrente che percorre 

l'induttore, nell'ipotesi di condizioni iniziali nulle. 
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Posso l. l n baseall' appendi ce lll.A.2, l a trasformata de lla t ension e impressa e: 

Fig .11 1.4.6 - Circ uito considerato nell'e­
s empio 111.4.3. I valor i dei compon e nti 
s0no: R =B, L = l, C = l / 2'i, vg(t) = 2u_1{t), 
( , H, F, V). 

Fig . 111. 4.7 - Circui to fitti z io ne l dominio 
d i s , e qui valen te a qu e llo considerato in 
fig.111.4.6. 

2 

s 

i( t) 

l(s) 

2'\3 

Passi 2,3.11 circuito.,quiv a lente nel dominio di s è quello indi cato in fi g.111.4.7 (acc anto 

ai bipol i R, L, C è indicata la relati va imp edenza) . 

Posso 4. Ana lizzando il circui to fit ti zio su base ma gli e, si ha: 

( 8 + s + 
2
: ) l(s) 

2 

s 

da cui s1 otti e ne: 

2 
l(s) 

s 2 1 Rs t 25 

Posso 5 . Per ai titrasformare la corrente l(s) , occorre effettuare lo svi luppo m frazioni 

p a rzi a li (cfr . appendice Ill.A.4). Si otriene: 

s 2 + Bs + 25 
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con: 
so 4 - j 3 

s~ 4 + j 3 

Quindi si ha: 

* A A 
I(s) + 

dove : 

A = l( s) •(s + s
0

) \ 
s=-so 

2 2 
------- = - = -
-4 +j3+4+j3 j 6 3 

In conclusione risulta: 

. j/3 j/3 
I(s) + ----

s+4- j3 s+4 + j3 

L'espressione precedente può essere facilme nt e antitrasformata, come segue: 

i(t) 
(-4+j 3)t j (-4 -i 3 )t 

-e u
1

{t) + -e u
1

{t) 
3 - 3 -

È importante mettere in evidenza che la corrente i{t) deve essere una quantità 

reale, sia per ragioni fisiche, 'sia perché è l'antitrasformata di una funzione I(s) razio· 

nale a coefficienti reali (cfr. appendice 111.A.'i) . Infatti, si ha: 

i(t) 

2 

3 2 j 

2 
e "4 t sin 3 t • u ( t) 

-1 3 

Esempio 111.4.4. 

Nel circuito di fig . 111.4 . 8, determinore l'ondamento della tensione ai capi del con· 

densotore per t~O . 

Fig.111.4. 8 - Circuito considerato nell'e­
sempio 111.4.4 . I valori dei componenti 
s~no: R =2, C=l, vg(t)= u_ 1(c), ve (0)=2 
{1t, F, V). 
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Passo 1. Si ha: 

V (s) =f [v ( t)) 
g g s 

Passi 2,3. ll circuito equivalente nel dominio di s è indicato in fig.III. 4.9. Occorre fare 

attenzione al fatto che tutto il bipo lo conn esso tra i nodi A e B e compreso entro la li­

nea tratteggiata, corri sponde al condensatore C cari co nel domi ni o del tempo (non vi è 

pe rc iò corrispondenza in questo caso fr a il condensatore ed il bipo lo di impedenza l / s). 

Passo 4. Analizzando il circuitodi fig.III.4.9 su base maglie, s1 ha: 

da cui: 

s 
I(s) 

2 + 

ed inoltre: 

2 
V (s) I( s) + 

e s s 

s 

2 
+­

s s 

3 

2 s + 1 

3 2 
+ 

s(2 s +l) s 

Passo 5 . Per atti trasformare l' esp ressione di Vc(s), occorre effettuarne lo sviluppo in 

frazioni parzial i (dr. appendice III. A.4). Si ottiene : 

3 2 3/2 2 A B 2 
V (s) 

e 
----- + 
s(2s+l) s 

-----+ 

s(s+~) 
+ + 

s s s + 1/2 s 

dove: 
3 3 

2 2 
A = - 3 B 3 

s 
s+ S=•-

2 s = O 2 
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da CUl 

Analisi n e l dom ini o di Lap lace di un ci rc uito li n e a re e pe rman e nte 

Si ha quindi : 

3 3 2 3 
V c(s) + I· - = - - + 

s s s 
s + - s + 

2 2 

SI o t tien e: 

V ( t) r -1 [v ( sl 1 
e e 

- u_ 1 ( t) + 3 l ' - O , .5 t u 
-1 ( t) 

2 A 

I 
I 1/ s 18 I 
I 
I 2 

I s I 
L_ _._ __ J 

Il 

Fig.111.4 .9 · Circ uiro fittizio ne l dominio d i s, equivalente a que llo con s 1-
deraro in fi g. 111. 4.8 . 

Osservazione 111.4.1 , 

111.4 

Come de no in preced e nz a , le ecc it azioni presen ti n e l circ uito fittizi o , c he' s1 

ot tien e app li cando il me todo s imboli co d i analisi , sono di due tipi: 

o) ecc it az ioni derivanti d a ,['. .trasformate di gene rato ri effe tti vam e n te µ- esenti nel c ir­

cuito ne l domini o ~e! tempo; l 
b) eccitaz io ni de rivanti d a ll a p resenza delle condizioni inizi al i; quest e ultime ecc ita ­

zioni no n ~ri-;pon_d_;;:;-o a generato ri _p"fe_sen.ti nel do_!!li ni o d e_~ ~~po .1 ·--- -

Pe r quanto ri guarda l' an a li s i del ci rc uito non v1 e alcuna differenza fr a le e cci· 

razi on i ~o a) e del_! i f!.._o b) . C i ò rappr esenta un importante vancag~~-m~todo 
s imbo lico su l me todo inte gro- differenzia le, in qu anto, come s i è v i sto n e l § lii. ! , ri su l­

ta co mple sso tenere co n to de ll e cond izion i ini z i a li ne ll' app licaz ion e di quest ' ultimo. 

Tut tavia, tale vantaggio pu ò ess e re esteso an c h e a l me todo int egro - di ffer enz i a le fa­

c e nd o in modo c h e i gene ra tori d e l ti po b) siano esplicitame nt e rappre se n tat i nel do­

mi n1 0 de l tempo. Pe r raggi ung e re ques to scopo occorr e ri cavar e dei c i rcuit i e qu i va le n­

ti ne l domini o de l tempo pe r i comp onen t i rea tti vi de l t ipo d i quelli con s idera ti nelle 

tabe ll e 111. 3.2, lll. 3. 3 e lll. 3.4. Ciò è s ta'o fatto, l imit atamente all'induttor e ed a l con­

de n sa tor e, ne lla ta b.111. 4. 2, tene nd o con to del le funzi on i d e l t e mpo c he corri spondo no 

al l e fun z ioni dell a variabile s, pr esenti come grandezze imr resse n ei c; rcu i ti equiva­

le nti delle tabe ll e del § III. 3, e dei ris ul tati riportati ne l § lii. .'\ . 'i. 

Ne i c irc uiti eq ui va le nti de ll a tabe l la lll. 4 . 2 so no pre sent i degli indut tori e con ­

densatori, c h e debbo no esse re cons iderat i scari c: hi .i l l 'i scancc t =O -_ La condizione 1-
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Tabella 111.4.2 - Circuiti equivalenti nel dominio del tempo dell'indutto­

re e del condensatore nel caso di condi zioni iniziali non 
nulle . 

Component e 

Co nd e nsatore 

ln <lu ttore 

A~~i(c) 
L 

H 

Circu i to equiv a lente con 
grande zza impressa a gradino 

+ 
Ao e 

v((f) u_
1
(c ) 

Circ ui to e quiva le nte con 
grand ezza imp ressa impulsiva 

., n i z i a lc è s imul ata ~l la presenz_a di un_ opportuno gen era cor e che pu ò essere di ci po im­

pul s i vo o di ci po a g rad ino . \I due cip i di gen e ratori ha nno un comporcamen co <li ff e r enc e 

1 ;;e l c irc uito equ iv_a l ence in c ui sono conten u t i. lnfacci nel caso de i circuiti in cui è p re­

s ence un gene ratore di cipo imp ulsi vo ed un compon ente sc ar ico, si h a il seguente com­

portamento (i llu strato per il c ondensa to re in fig . ll l. 4 .10): \ 
,I 

1) il gen e ratore espli ca istan taneamente la propr i a azione per c-=O, mentre per e> O la 

g randezz.'.:_imp ressa e null a, per c ui esso p uò no n- essere cons idera to; 

v( ~) v(c) v(c ) 

a) b) c) 

F i g.111.4.10- Andamento d e ll a te n sion e a i capi di un c onde ndator e : a) quando 
no n si u sa il c ircu ito equ i va lent e (di cab. lll. 4.2); b) quando s i usa il c irc uito 
e quival e nte con grande zza impre s sa impulsiva; c) quando si u sa il c ir cuito 
equi valente c on gra ndezza impressa a grad ino . 
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2) il componente reattivo presente ne l circuito equival ente, scarico all'istante e= o·, 

viene istantaneamente caricato e portato in condi zi oni identich e a quelle del componen­

te reale all'istante t =o+ (fig.lll.4. lOa e b); 

3 ) negli istanti t >O+ il comportamento s i a del resto del circui co in cui si trova il 

condensatore sia del conden satore è lo stesso che si ha quando non si usa il circuito 

equivalen te . 

Nel caso dei circuiti equi valenti contenen ti generato ri a gradino, s1 ha invece 

il seguente comportamento (illustrato per il condensa.core in fi g.III.4. 10): 

1) i l generatore esplica la propria azione in tutto l'intervallo t >O, nel qual e s1 scudia 

il fenomeno elettrico; 

2) il componente reattivo rimane scarico all'istante t =O; 

3) negli istanti t > O, il comportamen to del resto del circuito in c ui si trova il conden­

sa tore è identi co a quello che si ha quando non si u sa il circu ito equivalente, men tre il 

comportamento del conden satore è di ver so, come messo i n e videnza in fig.III. 4.10 c. In 

questo caso infatti è necessario considerare in ogni i s t ante il contributo del generatore 

aggiuntivo e solo l a somma dell e du e tensioni fornisce l a ten s ione c h e si avrebbe ai ca­

pi del condensatore nel caso in c ui non si usasse il ci rcuito equival ente per questo. 

Le considerazioni precedenti sono di grand e utilità, in quanto~ 

1) sono valide anche nei casi in cui non è applicabile il metodo simbolico (per esem­

pio quando qualch e grandezza imp ressa non è f'.- trasforma bil e ); 

2) .permettono di trattare in modo unificato i gen eratori esterni e le condizioni iniziali; 

3 ) semplificano la tra ttaz ione delle condi zioni iniziali . 

Esempio 111.4.5. 

Doto il ci rcuito di fig.111.4.11, determinare un c ircuito equivalente con condiz io­

ni ini zial i nulle per t > l i;ec. 

Fig.111.4.11 - Circuito considerato nell'esempio III.4.'5. I valori dei componenti 
sono: R=2, C= l , v (O)=O, v (c)=2u 1(c) , (12, F, V). 

e g -

L'andamento della corrente i(c) nel circuito di fig.III. 4.11 è dato dalla seguen­

te equazione (vedere l'esempio 111.4. 1): 
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2 
e·t/R C e · t/2 i( t) u -1 ( t) u _ 1 (e) 

R 

Perciò la tensione V (t) h a la seguente espressione: 
e 

dT 

Ali' i s tante e = 1, ri sul ca: 

V (1) 
e 

O, 787 V 

Di conseguenza a ll'istante t = l, il circuito dato è equivalente a quello moscraco 

in fig.IIl.4 . 1 2. 

Fiy.111.4.12 - Circuito di fig.IIl.4.11 
ali istante t = 1 s ec . I valori dell e ten­
sioni sono: v ~ 2 v =rrrri!J'T( 

g ' e ~·.,.:..' .................. 

R -j. =:f ~c 

Vg 

l~+ ./V'v- +l r 1vc 
~~~~~~~~~~~~~~~~ 

li circuito di fig.III .4. 12 può essere considerato come stadi o ini zial e per l' ana­

li si dell'evoluzione successiva del fenomeno elettrico. Perc i ò, in bas e all'equivalenza 

riportata in tab. III.4.2, si ottiene il circuito di fig.III.4.13, in cui il condensatore è s c a-

rico all'istantt· iniziale t = l sec . ----

Fig .111.4.1 3 - Circuito d a an alizz a re a l posto di quello di fig .III.4 . 11 p er 
t> lsec. I valori delle ten si oni sono v ( t)= 2 u_

1
(t-l), vc(l) = O, v

1
( t) = Ì 

=O 787 u (t-l)(V) J g ... :-- .. ·: ---.,__ - -
":....~t..r~~ -\} 
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111.5 · I mpiego dei metodi a ll e differenze finite per l'anali si dei 
circu iti . 

Quando !e dimensioni del circuito da anal izzare sono ta li da ren­
dere eccessivament e onerosa l'applicazione del procedimento di anal isi 
si mbolica, de scritto nel paragrafo preceden te, occorre prevedere l' i mpi e­
go del calcolatore. I vari passi di ta le procedimento, riportati in tabella 
III.4.1 , presentano difficoltà diverse di implem e ntazione , su c ui è oppor­
tun o soffermarsi ." Precisamente, il passo 1, riguardante la determinazio­
ne delle f. - trasformate delle grandezze impresse esterne , è facilmente 
eseguibile solo nel caso di funzioni assegnate in forma chiusa e di cui 

~
.s i conosca la r-trasformata. fo ~.-c9ntrar i o, 9ccorre inter_venire at tG!­
~o i 22etodi di integrazione numerica con notevol e aggravio del proce­
dimento. 
l Il passo 4> richiede la dete rminazione delle grandezze elettri che 
come funzioni della variabi le s. •A. questo ri guardo mal si prestano i me-
todi considerati nel secondo capitolo . Occorre far~ riferimento a metodi 
pi ù evoluti, del tipo di quelli topologici citatinell' a_p pendice II.8. È par­
ticolarmente sentito in questo caso il problema de ll' eliminazione di fat­
tori comuni tra denominatore e numeratore de ll e funzioni ottenute. 

Il passo ') presenta min ori di fficolt à degli altri, quan do la funzio­
ne da antitrasformare è razionale reale, come accade nella maggi or parte 
dei casi nei quali sono razionali le trasforma te delle funzioni di eccita­
z ione . Possiamo infatti app li care il procedimento dello sviluppo in fra­
zio~i parziali, riportate in ~ab.IH.A.2, ~he p_resen~a~~lche difficoltànu­
me nca so.lo nel ca:so che siano presenti polt mulupl & 1J. 

L'andamento nel tempo delle grandezze elettriche, fornito dal cal­
colatore, è relativo ovviamente ad un num~ro di istanti, scelti a priori ed 
usualmente disposti in modo uniforme sull'asse dei tempi . 

Tralasciando le difficoltà legate alla sce lta degli algoritmi più 
opportuni ed a lla loro implementazione· su calcolatore, si possono consi-

\ 

derare i principali vantaggi ed inconvenienti cnn.r.i.essi con ui:i procedi­
~ento automatico di analisi basato sulla trasformazione di Laplace. · I 
princi a li v i sono : 

1) Determinazione molto accurata dell' andamento ne l dominio del tempo 
de lle grandezze desiderate; 

'2) Poss1btl 1tà di calcolare tali grandezze in is tanti di t empo qualsiasi 
senza alcun vincolo ; 

(1) - Nel caso di poli multipli per ovviare a difficoltà numeriche, che sorgono in questo 
caso, occorre usare tecnich e più evolute, quali ad esempio qu elle de s critte in O. Bmgia, 
•A non iteraci ve me chod far che parei al fraccion expansion of a rati on al funccion with high 
arder poles•, SIAM Review, vol.7, n. 3, 196'). 
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3) Val idità dei risultati ·senza che sia necessario effettuare verifiche 
particolari sul circuito in esame . 

. ~~1 1~~-n"'"i _e_n-t1:-. _s_o_n_~_J.., . . . 

~fftcoltà dt analisi in presenza d1 ecc1taz1on1 non assegnate in for­
ma chiusa, ovvero assegnate solo per punti ;\ 

~cessi~à di effettuare tante antitrasformate quante sono le grandez­
ze richi~ 

Particolarmente rilevante _t_lo svantaggi.o indicato al punto 1), 
che escl ude l'analisi automatica nel dom ini o di s per ur.a vasta classe 
di situazion i di interesse pratico, nelle quali l'eccitazione è nota solo 
per punti. In questi casi il metodo di calcolo deve comportarsi come un 
«simulatore nel dominio del tempo» del circuito stesso, cioè deve avere 
le seguenti caratteristi che: 

~accettare funzioni di eccitazione di andamento generico ,_ assegnato 
~i; 

$fornire le grandezze incognite per punti, calcolando il loro valore in 

_corrispondenza a ciascun valore delle eccitazi~ 

È evidente che il metodo di anal isi ba sato sulla trasformata di 
Laplace non possiede ta li caratteristiche . 

Nel caso dei circuiti ·senza 
memoria è molto semplice ottenere 
un simulatore del tipo detto. A tale 
scopo, infatti, è sufficiente utiliz­
zare in modo ripetitivo il program­
ma NODI , introdotto nel secondo 
capitolo, come indicato nella figu-
ra III. 5.1. Supponendo infatt i di 
scegliere sull'asse dei tempi un nu-
mero di i s tanti pari a KT (ugual-
mente intervallati oppure no), per 
ogni istante generico K, K = l , 2, .: 
. . : KT, vengono assegnati i valo ri 
delle ecci fazioni; il programma prov-
vede a calcolare corrispondente-
mente i valori delle grandezze in ­
cognite. 

Il simulatore indicato io fi­
gura III. 5.1 non presenta difficoltà 
di alcun genere, poièhé il c i rcuito 
considerato è senza memoria. Nel 
caso dei c ircui ti con memoria, l'e-

K=l 

Leggere i K-simi campioni 
delle eccitaz ioni 

Analizzare il circuito con 
il progr amma NODI 

Stampare i K-simi campioni 
delle grandezze incognite 

SI 

STOP 
Fig.111.5.l - Simulator i per c ircuiti 
senza memoria. 
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stensione del metodo di analisi indicato in fig.III. 5. 1 rich ie de l ' ut iliiza­
zione di par_cicolari algoritmi che tengano conto della presenza çle lle o-

erazioni differenziali. Gli al orit.mi in uesti6ne sono noti nell 'ana i si 
numerica con il nome di m~todi ali~ differenze fini t:J Tali ·metodi si ba­
sano su ca co o approssimato del! 'operazione di de i vazi one, pre sente 
n_ella defiriizi6ne dei componenti con memoria, quali il c ondens a tore e 
l'induttore. Nel paragrafo seguente verranno introdotti alcuni dei pririci­
pali metodi utiliizabili a questo scopo< 1 l. · 

llk5. 1 - Algoritmi alle differenze finite e rela t ivi metodi di analis i< 2 l . · 

Si consideririo due grandeàe funzioni del tempo x(t ~el y( t), le­
gate fra loro dalla relazione: 

(lll.5.1) (
y - rd~ 
'_) dt 

Si supponga inoltre che le du~zioni _siano note solo in un nu­
mero, finito di istanti di temBo pari ~fèon l'ulteriore ipotesi che sia­
no ugualment.~ intervallati di un tempo T (intervallo di campioname n t o). 
Siano tal" valor.· i.spet.t.i.vam,!;.Ote: 

~..,,..------'"--~ 

(x~(x2, .. .' XK •• • XK T i 
'- V\._J \. . 

(IU.5.2) 

(lll. 5. 3) 

Se nella (III. '5.1) l 'operazi q__ge di cleri vazione viene approssimata 
medi ante il rapporto incrèméiltale calcolat.Q..(2er un inte ~all.o_d· cam.pio­
name.n.to_, · ottengono" gli algi:._ritmi j._i F.ulero< ~]. 

(1) - Nel passaggio dai circuiti con memoria ai corrispondenti simulatori si effeccua il 
passaggio dalle equazioni differenziali alle equazioni alle differenz e finice . Tale tra­
sformazione ha notevoli implicazioni di cipo numerico, per l e quali si rimanda ai cesci 
di anali si numerica. Si veda ad esempio : G.Pesamosca, e Elementi di an a li si nume rica >, 
Ed. Sistema (Roma), 1976, Cap . S. 

(2) - In questo paragrafo ci limiteremo a considerare solo alcuni algoritmi e lementa ri, 
rimandando per ulceriori approfondimenti sull'argomento a G. Pesamosca, op. c i t. ed a 
L. Chua e Pen-Min-Lin, op. cir. In parcicolare considereremo due algoritmi del pr imo o r­
dine ed uno del secondo ordine. 

( 3) - Gli algori cmi di Eulero consideraci nel cesto sono del primo ordine , cioè come ve­
dr emo successi vamence nel § III. S. 2, l' e rrore che si commeete nell'appl icarli in ogni 
passo è proporzionale alla seconda potenza d e ll'incervallo di campion a me nto. 
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Prec isamente :>i ha l'algoritmo di Eule_ro di tipofdireuoh uanc:!o: --- ----- -

LQ;~_, ( F,) = ~-- x 
(III. 5. 4) . ~ (!) 

quello di Eulero di t:.:verso quando: ---·- \ . 

(III.5.5) /dfJfµ / ( f j) T 

quello di F,ulero modificato o trapezoidale O>, quando : 

Ciascuno di questi a gontmi pun essere facilmente interpreta to 
dal punto di vista circuitale. Precisamente nel caso, di~un_i..n.du.tt.or._~po­
nérid<>:--- r - -

i(t), =1x(t) e v(t) = y(t) ' 
,/ 

si ottengono le seguenti espressioni per 
(m : 4.),_(UL5.5). e (III.5.6}: 

tre_ algoritmi parte.!!,.do dalle 

(Ill.5.7) ~~= 
T 

lk + -V 
L k 

[] = 
T 

lk +- V k +l L 

~ulero inverso: 

(III. 5.8) 

I 1 , I l \'i, 

' 
I v r 

_I 

trapezoi dal 

(lll. 5. 9) 
'-\ T 

--~ ik + -2-L (vk + v1c+1) 
~~-

·- ____ ___, 

(I) - L'algoritmo trapezoida le o di Eulero modificato (si veda ad esempio G.Pesamosca, 
op. cit., pag.243), è un algoritmo del secondo ordine, in quanto l'errore commesso in 
ciascun passo è proforzionale al cubo dell'intervallo di campionamento, come vedremo 
successivamente ne ~111.'i.2. 

I 
·' 

·lit ~\I 
I 

'='. 11ìr 

La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it)



264 Imp iego dei metodi alle differ enze fini te per l 'analis i dei circ uiti 111. s 

In ciascuno di questi algoritmi le quantità ~ k ed i k. debbono con­
sider~rsi note, in quanto si riferiscon.o all'istante precedente, mentre le 
quantità v + ed i · sono i_~g!!i_te. Si ottengoE.2. allora facilmen te gli 
schemi equt va entt riportati in tab.III. 'i. l. Si veae che ne caso de me-

- todo diretto di FbO:Sioffie~e come schema equi valente un semplice 
generatore di corrente, mentre negli altri due casi si ha uno schema e­
qui valente co~tituito dal parallelo di un resistore e di un generatore di 
corrente. 

Tabella 111.5.1 - Algoritmi e schemi equivalenti con metod i alle diffe-
renze finite nel caso dell'induttore . 

Metodo Algoritmo 
Schema del compo Sch I 
nente nel dominio ema equi va ent e 
del tempo 

A 

Eulero T 

diretto 1 k+ 1 = ik + L vk 
lii + 2 v lt k L k 

A 
B 

T L Eulero L v(t) 
ik + 1 = ik + "L v.k+1 T inverso 

B 
B 

A 

2L T 
Trapezoidale 

T 
i +- v 

fc 2L k 

Considerazioni del tutto analoghe possono essere fa t te nel caso 
del condensa tore , ottenendo gli algoritmi e gli schemi mostra ti nella ta­
be Ila I II. 5. 2. 

È evidente che ciascun algoritmo alle differenze finite, esse ndo 
di tipo approssimato comporta degl i .errori e degli scostamenti ri spetto 
al c irc ui to originario . Tuttavia , ne ll'ambito delle appro s simazioni pro-
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prie di ciascun metodo alle differenze finite, un circuito elettrico con 
memoria pu A essere analizzato utilizzando gli schemi equi valenti ripor­
tati nelle tabelle III. 'i. l e III. 'i .2 . Gli stessi schemi possono essere uti­
lizzati allo scopo di fornire le opportune condiz ioni iniziali. Si ottiene 
quindi un procedimento di analisi, come messo in evidenza in tab.III. 'i.3. 

Tabella 111.5.2 - Algoritmi e schem i equivalenti con i metodi alle diffe­

renze fin ite nel caso del condensatore. 

Schema del com-
Schema equi valente Metodo Algor itmo ponente nel do· 

minio del tempo ali' istante (k+l) • T 

Eulero 
T l·+· vk+l ·=vk+ - ik 

diretto e 
B 

A~ ~ Eulero T 
+ + i (t) inverso vk+l"" vk +e ik+l 

vk T / C 

""'-Te 
0 r~ 

T 
-

B 
A 2C B 

~ 

~,: ''.+'.+1' 

T 

Trapezoidale 
vk+2c ik 

T / 2C 

~ 
2C 

ik+ T v1c 

È facile verificare che tale metodo permette di ottenere sul calcolatore 
un simulatore del circuito con memoria considerato, che fornisce un va­
lore delle grandezze elettrich e di interesse per ogni istante di campio­
namento; l'iritervallo di campionamento di tale simulatore ri sulta costante. 

G.MARTINELLI- M.SALERNO: Fondamenti di Elettrotecnica 3 4 
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Tabella 111.5.3 - Analisi di un circ u i to con il metodo alle differe nze f i­
nite . 

Passo Operazione da fare 

1 Sosti cui re ad ogni induttore ed a ogni condensatore il rispettivo 

schema equivalente alle diffe renz e fin ite di tab.111. 5. 1 e III. 5. 2 

a seconda dell'algoritmo prescelto, con T intervallo di campi o-

namenco. 

2 Analizzare i l circ uito risultante con K=O, assegnando alle ec-
ci tazioni il loro primo valore e 1; porre nel ci rcuì to per ogni con-
den satore: 

vo = V ; io = o cO 

dove V 
c O 

rappresenta la tensione i niziale presence ai suoi ca-
pi ed 

= iLO o 'o ; V = o 
~er ogni induttore, dove i LO rappresenta la corren te iniziale che 
o percorre. · 

3 Determinare la grandezza el ettrica o le grandezze elettrich e di 
interesse nel circuito e per ogni componente reattivo la ri s pec-
ci va tensione e corrente vl e d il. 

4 Analizzare il circuito con K= 1, assegnando alle eccitazioni il 

loro secondo valore e2 ed utilizzando negli schemi equi valenti 

dei componenti reattivi le tensioni e correnti ottenu te nel pas-
so 3. 

5 Ripetere i passi 3) e 4) per i successi vi valori di K . 

111.5.2 - Valutazione deg li errori connessi con i procedimenti di anali si 
basa ti sui metodi alle differenze finite. 

Per valutare in modo quantitativo gli errori che si comm e ttono a­
naliàando un circuito con il metodo alle di fferenze finite considerato 
in precedenza, si faccia riferimento ali 'andamento esatto che una certa 
grandezza ha in funzione del tenwo; iridichiamo con x(t) tale andamento. 
Detto x(tk) il valore assunto all'istante tk e posto: 

(III. 5.10) Q =t + (j_V-il -tì{_~~ 
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si ha dalla formula di Taylor, sviluppata nell'intorno dell'istante tk: 

(III. 5.11) 

dove E
1 
v rappresenta la somma dei fattori dipendenti da potenze supe­

riori o uguali a T 4 . 

Applicando l'algoritmo diretto di Eulero, per un solo passo, a 
partire dal punto x(tk) si ottiene: 

(lii. 5.12) 3~ x(t,) + T x' (<,) 

dove xlc+
1 

è il valore approssimato di x(tk+l) ottenuto tramite tale algo­
ritmo . L'errore corrisponden te, definito dalla relazione: \ ---- _, 

(Iii.). 13) 

risulta uguale a: 

(III. 5.14) 
Tz 

2 

T3 

6 
x"'(t ) + E 

k IV 

Tale errore viene denominato come u.r.wu_ locale > in ~.o-si 
--- ~:i; riferisce aq ~ ~olo passo di i~r_egrazi~efinendo come ordine di Un 

a_lgoritmo l'esponente che nell'espressione dell'errore locale moltiplica 
l 'iritervallo di campionamento, diminuito di uno , vediamo che l 'algoritmo 
di Eulero diretto è un algoritmo del primo ordine. ·Procedendo in modo a­
nalogo si ha (Il per l'algoritmo di Eulero inverso il seguente errore loca­
le: 

EEI 1 Tz T3 
x"(t ) + - x"'(t ) + E' 2 k 2 k IV 

(III. 5. 15) 

e per l'algoritmo trapezoidale: 

I (III. 5.16) 
T3 

E =- -
-T 12 

I 
'-

x"'(t ) + E" 
k IV 

(1) - Per la derivazione delle (lll.'l . l'l) e (Ill.';.16) si rimanda ai testi di analisi numeri­
ca citati in precedenza . 
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In base alla definizione precedente di ordine si vede che l 'algo~ 
ritmo di Eulero inverso è del primo ordin e e quello trapezoidale del se­
condo ordine. •Si _R_uò Sl.!ti.n.di-COn<:-ludere eh.e, per quap to riguaula....gli e rro-

1...ci_ locali, i_!_!!le o o trapezoidale rese_nta_ dei vantaggLi_ri corrispondenza 
[/ ~Pt:.s9 li .Y;ìlo r.Ldell 'intervallo di campionamento, mentre i .~ ue metodi di 
J Eu ero sono sostanzi_almente eguivalenti. 

L'analisi _0ettuata sull'entità degli errori locali è solo u~t­
to della valutazione globale degli errori associa ti ad un algoritmo alle 
differenze finit"e~ fofatti l'errore locale si riferisce ad un si rigolo passo 
di integrazione, supponendo esatte le condiz ioni inizial i relati ve al pas­
so precedente; i n realtà il metodo delle differenze finite è adoperato per 
sostituire l'equazione differenziale di partenza per un numero molto ele­
va to di passi di integrazione, per cui ·è necessario introdurre un criterio 
di verso di valutazione, detto e error e totale •. 

L 'errore totale E in corrispondenza al passo (k+ l)-esimo è de-
finito dalla relazione: t 

(III. 5. 17) 

dove xk + l è il valore otten uto con il metodo alle differenze firii te dopo 
~ + l passi di integrazione a partire dal valore ini z iale esatto: 

(III. 5.18) 

L'entità dell'errore to tale dipende dalle seguenti quanti tà: 

1} dal valore dell'errore locale associato a ciascun passo; 

2) dal tipo di algoritmo impiegato; 

3) dal circuito analizzato. 

Nei riguardi del punto 1), si puA affermare che a parità di altre 
condizioni, si ottiene un errore totale iriferiore se si hanno errori locali 
inferiori. Percin si può concludere che, a parità di circuito analizzato , 
si ha: 

a} l 'errore totale diminuisce al diminuire dell'intervallo di camp ionamen­
to T< 1 l; 

b) l'errore totale diminuisce più rapidamente al decrescere dell'interval­
lo T se si utilizza l'algoritmo trapezoidale. 

( 1) - È importante osservare c h e la diminuzione di T fa cresce re pericolosamente .gli 
errori aritmetici, per cui è sempre necessario controllarla in rapporto anche al numero 
di cifre con cui s1 lavora. 
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Nei riguardi del punto 2) e cioè del comportamen to dell'algoritmo 
considerato nei confronti de ll' errore totale O>, è importante stabilire se 
gl i errori parziali si accumulano sempre con lo stesso segno ovvero si 
sottraggono gli uni agli altri. Nel primo caso infatti si può avere un er­
rore totale molto grande ed al limite una instabilità numerica del metodo 
alle differenze fini te. 

Si può dimostrare che in alcuni casi il metodo diretto di Eulero, 
per alti va lori di T, comporta in stabilità nume ri ca, a differenza di quan­
to accade per il metodo inverso di Euler.o e per il metodo trapezoidale . 

Per valutare il punto 3) e cioè l'effetto delle proprietà del cir­
cuito analizzato sul! 'errore totale, è necessario prima esaminare ulterio­
ri proprietà del circuito stesso; perciò tale punto verrà sviluppato suc­
cessivamente nell'appendice Cri portata alla fine del testq a cui si rimanda, 

111 .6 · Analisi automatica dei circuiti con memoria on il metodo 
alle differenze finite( 2 l. (Q ~!J,tw -~ -0 

\ 

Nel presente paragrafo verrà descritto in dettaglio un metodo per 
l'analisi automatica dei circuiti e lettrici con memoria, basato sul metodo 
trapezoidale (differenze finite), introdotto nel § Ill.').1( 3 l. Lo schema a 
grandi linee del programma di calcolo sviluppato è quello mostrato in fi­
gura I!I.6.1. 

Descrivi amo di seguito iri dettaglio i singoli blocchi : 

Blocco 

Il blocco I (dati di ingresso) è strutturato come indicato in figu­
ra III.6.2, da dove si vede che esso si compone di due sottoblocchi. Il 
primo, sottoblocco Il, ha lo scopo di assegnare i va lori dei componenti 
del circuito ed i valori iniziali delle grandezze elettriche per i componen­
ti reattivi. Per l·a descrizione di tale sottoblocco si richiàma quanto det-

( 1) • È interessante ricordare che può accadere in particolari condizioni che si abbia la 
sovrapposizione alla soluzione che si vuole c alcolare di soluzioni es tr a nee (o parassite) 
dovute a ll a propagazione di e r ror i. Tale soluzione parassita partendo da valori iniziali 
anche p iccoli può aumencare oscillando fino a dominare la soluzione calcolata. Per l 'e­
same di cali fenomeni si rimanda ai tes ti di anal isi numeri ca. 

(2) - Nell'appe ndi ce II.B viene fornica la traduzione in FORTRAN del programma qui 
presentato . 

(3) - Metodi di analisi che utilizzano altri metodi alle differenze finire possono essere 
occenuci da quello qui descritto con poche modifiche. 
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co nel § l.11, con la seguente avve rtenza relati va ai generatori indipen­
denti (di tensione o di corrente) eventualmente presenti nel circuito: per 
oEni generato re iridi pendente deve essere fornita , oltre alla posizione 
nel circuito, i va lori che la relativa grandeàa impres sa assume nei va­
ri istanti d'interesse, successivi a quello ini ziale. Tal i valori successi­
vi non sono assegnati 'tramite il sottoblocco Il, ma nel blocco M2 de­
scri tto successivamente. Le a ltre quantità di ingresso , assegnare nel 
sorroblocco 12, sono: 

I = Ingresso dati 

Ml • Modifica della topologia 
del circui to 

SR • Anali si a ll 'istante 
NT EMPO 

U- Stampa dei risultati 
all'istante NT EMPO 

STOP 

M2 - Modi fica dei va­
lori dei generatori 

NTEMPO = NTEMP O + I 

no 

Fig.IU.6.1 - Schema a bloc chi a grandi linee del programma di calcolo considerato. 

I I - Ingresso dati re lativi al ci rcuito 

valori e posizione dei componenti, 
condizioni i niziali 

• 
Ingres so dati relativi alla risposta 

Grandezze di cui in teres sa l'uscita: NU, J U(l) , . .. JU(NU); 
12 - Interva llo di campioname nto : D· 

' Num e ro di i stanti in cui viene fatta l ' analisi: NTOT 

Fig.111.6.2- Descrizione del blocco I di fig.111.6.I relativo all'ingresso dei dati. 

La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it)



11 l .6 Analisi automatica dei circ uiti con memoria 271 

1) le gran dezze di cui interessa l'andamento nel tempo . Po iché in gene­
rale non è conveniente fare eseguir.e la stampa di tutte le grandezze elet­
triche presenti nel circuito, è necessario indicare quali grandezze inte­
ressano. Ciò può essere fatto assegnando i numeri d'ordine dei nodi per 
i quali iriteressa la stampa delle tensioni. I dati relati vi alle grandez2e 
di usct ta sono: 

NU numero delle grandezze di uscita considerate; 

JU(l), JU(2), ... JU(NU): numeri d'ordine dei nodi per 
i quali si·desidera la stampa 
della tension e di Uscita . 

2) il valore del! 'intervallo di campionamento: D; 

3) il numero di istanti in cui viene effettuata l'analisi: NTOT. 

L'analisi 

t =O, 

viene perciò effettua·ta nei seguenti istanti: r 
h . , ., n n ·"' . t? ,....,, "' ~' O~•- .o! ~ I V.. , - ':J._.., V ~ , .... __ I) 

t = n, t= 2 . n' . . . t = NTOT . n l . •, o ) 
e:-- ". ,._, 1,'\.,' -6 • C:A C/..A 

BI o eco M 1. 

Lo scopo di tale blocco è quello di effettuare la modifica del cir­
cuito assegnato, in modo da sostituire aciascuncomponentereattivo(in­
duttore o condensatore) il relativo circuito equ i valente che cleri va dal 
procedi mento alle differenze finite utilizza to. Detto NL il numero degli 
induttori, NQ il numero dei condensatori ed inoltre NR ed NC i numeri 
dei resistori e dei generatori di corrente, il blocco Ml risulta strutturato 
come indicato in fig.HI.6 . 3. Preliminarmente in tale blocco vengono me­
morizzati il numero dei resistori NR ed il numero dei generatori di cor­
rente NC con i nuovi nomi NRI ed NCI. Ci ò è richiesto in quanto nei 
sottoblocchi Mll ed Ml2 il numero dei resistori · NR ed il nume ro dei 
generatori di corrente NC deve essere incrementato di una unità ciascu­
no per ogni componente reattivo presente . 

La parte rimanente del diagramma a blocchi di fig.HI.6 .3 ha lo 
scopo di f~u eseguire il sottoblocco MI I per ogni induttore ed il sotto­
blocco Ml2 per ogni condensatore. In assenza di uno dei due tipi · di 
com;:)Qnen ti reattivi il" ·sotto blocco corrispondente viene automaticamente 
escluso. I sottoblocchi Mll ed Ml2 hanno lo scopo di assegnare il cir­
cuito equivalente e la condizione iniziale per ogni componen te reattivo 
presente nel ·circuito da analizzare. 1Descriviamo tali sottoblocchi sepa­
ratamente. · 
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N RI ,- N R 
N CI = N C 

si 

Ci rcuic o e qui va le n te 
~ 11 l - condi z ione inizi a le 

induccore K- s imo 

C irc uito e<'uiva le nce 
Ml 2 - condizione ini z i ale 

condens atore K-simo 

si 

Fig . 111.6.3 - Sch e ma del blocco Ml di fi g .lll .6.1. 

Sottoblocco M11. 

ttt.6 

Tale so ttobl occo assegna il circuito eq ui va lent e e la condizione 
iniziale ali 'induttore K-simo in base all ' equiva lenza di fig.!ll.6.4, ba­
sa ta sul metodo trapezo ida le (tab.III. ). 1) . Si procede nel seguente mo<lo. 
Si au men ta il num ero de i resistori, cioè: 

NR. = NR + 1 

cara tt e ri zz ando il nuovo re s istore come segue: 

(ll !.6 .1 ) 

R (NR) = 2 · ZL(K)/D 

Nl(NR) 

N2(NR) 

NLl(K) 

NL 2(K) 
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Quindi si aumenta di un o il numero dei generatori di corrente, cioè : 

NC = NC + 1 

caratterizzando il nuovo generatore come segue: 

(l l!.6.2) 

C(NC) = CL(K) 

NCl(NC) = NL2(K) 

NC2(NC) = NLl(K) 

Si ottiene in definitiva lo schema di fig.III.6. '5. 

NL2(K) 

Nl(NR) 

2•ZL(K) 

D 

N2(NR) 

NC2(NC) 

NC I(N C) 

Fig.111.6.4 - C ircuiro equivalent e dell'indut to re nel pri mo passo , essendo CL(K) 
la corrente inizi a le che lo percorre. 

NR = NR + 1 

R(NR) = 2· ZL(K)/D 

Nl(NR) = NLl(K) 

N2(NR) = NL 2(K) / 

NC = NC+ I / 

C(NC) = CL(K) 

NCI(NC) = NL2(K) 

NC2(NC) = NL l(K) 

Sotto blocco M 7 2. 

Fig.111.6.5 - Sottoblocco Ml I. 

Tale sottoblocco assegna il circuito eq ui valente e la condizione 
iniziale al condensatore K-simo, in base all'eq uivalenza di fig.ll!.6.6 , 
tratta da quelle ripo rtate ne lla cab.III. 5.2 pe r il metodo trapezoidale, con 

G.MARTINELLI- M.SALERN O: Fondamenti di Elettrotecnica 35 

La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it)



274 A nali s i automatica de i circuiti con memoria 111.6 

l'ulteriore trasformazion e del ge_neratore aggiuntivo di tensione iri uno di 
corrente, allo scopo di evitare l'aumento del numero totale dei nodi del 
circuito. 

NQl(K) + Nl(NR) NCI(NC) 

T(<K'.t ZQ(K) 
TQ(K) 

D 
' 2 ·ZQ(K) 

D 2 • ZQ(K) TQ(K) 

' D 

NQ2(K) 
2 ·zQ(K) 

N-C2(NC) N2(NR) 

F ig.111.6.6 - Circuito .equivalente del condensatore nel primo passo , essendo TQ.(K) 
la tensione iniziale ai suoi capi . 

Procedendo come nel caso del sottoblocco Mll, si ottiene per il 
sotto blocco Ml2 lo schema di fig.III.6. 7. 

Blocco SR. · 

Tale blocco è del tutto identico ali 'insieme dei blocc hi S ed R 
indicati nel § !l.7 .2 (fig.!I.7.3) per l'analisi dei circuiti senza memoria. 
In tale blocco infatti viene ottenuto e risolto il sistema di equazioni su 
base nodi per il circuito modificato. 

NR = NR + I 

R(NR) = D/ (2 · ZQ(K)} 

Nl(NR) -= NQI(K) 

N2(NR) = NQ2(K) 

NC = NC + 1 ,,_, 
C(NC) = TQ(K)YR(NR) 

NCl(NC) = NQl(K) 

NC2(NC) = NQ2(K) 

Fig . 111.6.7 - Sotcoblocco Ml2. 

Nel caso presente la soluzione ottenuta si riferisce ad un singo­
lo istante di campionamento (istante indicato con NTEMPO in figura 
lll.6.1) . 
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Blocco U. 

Tale blocco provvede ad effettuare la stampa delle grandezze di · 
iriteresse nell'istante di campionamento NTEllAPO. 

Blocco M2. 

Tale blocco ha il compito di effettuare le modifiche dei val ori 
dei~ indipendenti richieste iri co_rrisponde~za a _ciascun i_nti:_r­
vallo di callJ.p_t oname_nto. ( Tali modifiche riguardano sia gli schemi equi­
valenti dei com on enti reatt_i 0, 11ei ql!..ali i generatori di corrente deobo­
no ~~opportunamente variati in accordo con quan to previst~ nelle _ 
tal:>elle m!)-:Terrr: 11 . 2, sia i ge_neratori i ridi pendenti 'eff~tti va mente pre.­
sent1 ne CtrcuiW-in- accordo CO_ll l 'an_damento assegnato_ddl_e grande~ze 
(_~presse . \~o sch.~~isu l tante per il blocco M2 è mostrato in fig.Ill.6.8. 
I sottoblocchi M21, M22 ed M23 eseguono le seguenti ope razion i: 

-1)10 
., 

S l 

M Modifica del generatore ausil i a-
21" rio dell'induccore K-simo 

Modifica del generatore ausi­

M22 - liario del condensatore K-simo 

K=K+l K=K+l 

no Sl 

Modifica dei generatori indipendenti presenti 

M
23

" nel circuito ini ziale 

Fig.111.6.8 - Blocco M2 . 
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Sottob locco M2 7. · 

Tale sot toblocco ha i l compito di e ffettua re le mod i fiche de l :va­
lore de l genera tore di corrente presente nel circu i to equi va lent e dell 'iri­
duttore K- s imo. 

Sull a base del procedime nto trapezoidal e qui adottato il nuovo 
va lore i k + J de lla corrent e del generatore aus iliari o ha il seguente valo­
re (ta b.!Il. 'U): 

([[!. () . 3) i k +t = CK + Vl(/RK 

dove VK e CK sono L val ori della tensione e della corrent e nell 'indutto­
re ed RK è la resistenza de l resistore de l circuito equi valente. · Tali 
qua ntità possono esse re calcolate sulla base dei valori disponi bi li dal 
passo precedente. · 

1) Calcolo di VK. Detti con : 

(lll.6.4) 
Kl = NLl(K) 

K2 = NL2(K) 

i nodi a cu i è connesso l'induttore K-simo e c hi amando con B(I) il vetto­
re de l le tensioni, come fatto nel § ll.7.2, SL ha: 

VK = B(Kl) - B(K2) s e Kl-/= ND e K2 =/: ND 

(lll.6. 5) VK = B(Kl) se Kl =/: ND e K2 = ND 

VK = -B(K2) se Kl = NO e K2 =/: ND 

essendo ND il numero d'ordine del nodo di riferimento. 

2) Identificazione del valore RK . Tale valore è s ta to calcolato nd bloc­
co Ml e posto nel vettore R, cioè: 

(III.6.6) RK = R(K3) 

essendo : 

(III.6. 7) K3 = NRI + K 

3) Calcolo di CK. La co rrente CK che perco rre l'induttore coi nc ide con 
la somma di quella che percorre il resistore de l circu ito eq ui va lent e e di 
quel la del generatore di corrent e contenuto in tale circui to. Posto qu indi : 

(lll.6.8) K4 = NCI + K 
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si ha che: 

(III. 6. 9) CK = VK / RK + C(K4) 

In base all a (III.6.3) ed ai punti 1), 2) e 3) precedenti si ha per 
il sottoblocco M21 la strut tura mostrata in fig .lll.6.9. 

VK= B ( Kl) 

Sottoblocco M22. 

SI 

Kl=NLl(K) 
K2 =NL2(K) 

VK = R(Kl)- B(K2) 

K3=NRl+K 

RK = R(K3) 

K4=NCl+K 

SI 

CK=VK/ RK+C(K4) 

C(K4) = CK + VK/ RK 

Fig.111.6.9- Sottoblocco M21. 

VK = - B(K2) 

Tale sottoblocco ha i l compito di effettuare le modifich e del va­
lo re del generatore aus ili ario di corrente per il condensatore K-simo. Sul­
la base del procedimento trap ez:oidale,il valore i k + l dell a co rrente del 
generatore ausiliario di corrente presente nel circ uito equivalente d ita­
bel la III. 5.2 è: 

(II I.6 . 10) i k + I = CK + VK / RK 

dove VK, CK e RK sono valori della ten s ione, della corrente e della 
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resistenza equi valente del condensatore . Tali quantità possono essere 
calcolate sulla base dei valori disponi bili dal passo precedente. 

1) Calcolo di VK. Si utilizzano le stesse formu le viste nel caso del cal­
colo di VK per l'induttore con l'unica differenza che: 

(III.6.11) 
Kl = NQl(K) 

K2 = NQ2(K) 

2) Identificazione di RK. Tale valore è stato calcolato nel blocco Ml e 
posto nel vettore R, cioè: 

(III.6.12) RK = R(K3) 

essendo: 

(III.6.13) K3 = NR I t- NL + K 

3) Calcolo di C K. Tale corrente è uguale alla differenza fra la corrente 
che percorre il resistore RK e la corrente del generatore di corrente del 
circuito equivalente. Posto quindi: 

(III.6.14) K4 = NCI + NL + K 

si ha che: 

(III.6 .15) CK = VK/RK - C(K4) 

In base alla ( III.6.10) ed ai punti 1), 2) e 3) precedenti,si ha lo 
schema del sottoblocco M22 mostrato in fig.III.6.10. 

Sottoblocco M23. 

Tale sottoblocco ha lo scopo di modificare i valori delle tensio­
ni e delle correnti ·dei generatori indipendenti in base ali 'andamento as­
segnato in funzione del tempo. Tale sottoblocco deve essere perciò strut­
turato sulla base del caso particolare trattato . A. titolo orientativo accen­
niamo di seguito a quattro casi possibili: 

1) Caso in cui /e grandezze im press e coincidono con impulsi. In questo 
caso, dopo aver letto i ·valori iniziali dei generatori nel blocco Il, il sot­
toblocco M23 deve prevedere solo l'azzeramento di tutti i generatori pre­
senti; 

2) Caso in cui le grandezze impresse coincido no con funzioni a gradino. 
In questo caso occorre conservare i ·valori letti nel blocco I 1 e perciò nel 
sottoblocco M23 non occorre effettuare alcuna operazione; 
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VK=B(Kl) 

Sl 

Kl=NQl(K) 
K2=NQ2(K) 

VK=B(Kl)- B(K2) 

K3=NRI+NL+K 

RK=R(K3) 

K4=NCI+NL+K 

CK=VK/RK- C(K4) 

C(K4)=CK+VK/RK 

SI 

Fig.111.6. l O - Sottoblocco M22. 

VK= - B(K2) 

279 

3) Caso in cui le grandezze impresse hanno un andamento cosinusoida­
le. L'andamento della grandezza impres~a è del tipo: 

(!Il.6.16) e(t) = cos (w t + FI) 

dove w = 2 7Tf, essendo F la frequenza e FI la fase. Quiridi s1 ha: 

(Ill.6.17) e(t) = cos (2 7Tf · D · NTEMPO + FI) 

Tale formula deve essere prevista nel sottoblocco M23, mentre 
all'istante iniziale occorre leggere il va lore iniziale: 

(Ill.6.18) e(o)= cos( FI) 

4) Caso in cui le grandezze i mpresse hanno un andamento espresso me­

diante tabelle. In questo caso nel sottoblocco M23 occo rre pre vede re '-la 
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lettura del valore assegn_ato per i generatori presenti negli istanti di cam­
pionamenw NTEMPO = 1, 2, ... NTOT. Il valore iniziale per NTEMPO =O 
viene letto irisieme a i dati iniziali del circuito nel blocco Il. 

Osservazione 111.6.1 . 

Il merodo di analisi automatica descritto nel p resente paragrafo prevede l'ese­

cuzione di una analisi comple t a del circuito per ogni istante di campionamento; perciò 

se il numero totale degl i istanti di campionamento è uguale ad NTOT, il programma ef­

fe ttu erà NTOT vo lt e l'analisi del c ircuito, come si vede chiaramente dall'esame dell o 

sch ema a blocchi di fig.111.6.1. 

Tale procedimento può risultare conveniente solo quando il numero NTOT è mol­

to piccolo, mentre per valori elevati di NTOT dà luogo ad un eccessivo dispendio di 

tempo macchina, c h e rende il metodo scarsamente utilizzabil e nelle applicazioni. Si può 

notare infatti c h e l e analisi effe ttu ate successivamente nei vari i stanti di campionamen­

to si rife riscono sempre a l medesimo circuito, nel ruale variano di volta in volta solo i 

valori dei generatori indipend enti (blocco M2 di fig.III.6.1). Tale inconveniente può es­

sere eliminato, osservando c he,p er l a linearità del circuito consideraro,la tensione del 

nodo K- s imo, K = 1, 2, ... (ND-1), ri spetto a quello di ri fe rimento ND,può esprimersi co-

me combinazione lineare delle co rrenti C(J), 1=1, 2, ... NC, impresse dai generatori in-

dipendenti di corrente, delle tensioni T(J), I= 1, 2, . .. NT, impresse. dai gener ato ri indi-

pendenti di tensione, cioè: 

NC NT 

(IIl .6. lCJ) B(K) L AC(K, I) C(I) + L A T(K, I) T(I) 
I = l I =l 

K = 1, 2, ... ND- 1 

dove AC(K, I) ed A T (K, I) sono i termini (K, I) di due matrici AC ed AT, che rappre­

sentano il legame fra le grandezze impresse e le tensioni dei nod i . 

Un modo molto semplice per determinare le s uddet te matrici con siste nel1' appli­

care i l metodo di sovrappos izion e degli effetti, rendendo attivo e di valore unitario un 

generatore per volta. Ponendo infatti a zero le grandezze impr esse di tutti i generatori 

d i t ensione e di co rrente, eccetto C(I) che si assum e di valore uni tari o, si ottiene dalla 

(llI.6. lCJ): 

(111.6.20) AC(K, I) = B(K) K = 1, 2, . . . ND- l 

Analogamente, assume ndo di verso da zero solo T(I) fra tutte le g r andezze im­

presse, e ponendolo uguale ad uno, si ottiene: 

(111.6. 21) AT(K, I) = B(K) K = l ,2, ... ND-l 

In conclusione per individuare comp letamente le du e matrici AC ed AT occorre 

effettuare l' ana lisi Jel circuito tante volte quanti sono i generatori indipendenti, cioè 

NC +NT. 
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Il metodo automatico basato sulla (111.6. 19) è quindi conveniente dal punro di 

vista del consumo del tempo macchina, quando NTOT è maggiore di NC + NT. Quanto 

maggiore è la differenza tra questi due numeri , tanto maggiore è la convenienza di un 

metodo rispetto all'altro. In fig.III.6 . 11 è riportato lo schema ·a blocchi che occorre so-

I - Ingresso dati 

M 1 Modi fica de ll a topologia 
- del circui ro 

Al _ Determinazione delle matrici 
AC(K, I) e A T(K, I) 

Anali si del c ircuì ro 
A2- mediante la formula 

(111.6 .19) 

U _ Stampa dei risultati 
ali' istante NTEMPO 

M2 - Modifica dei valori 
dei generatori 

NTEMPO = NTEMPO + 1 

no 

fig.111.6.11 - Variante del metodo aucomarico di analisi di un circuire util e nel 
caso c he NTOT sia eleva to. 

stituire a quello di fig.111.6.1, <!uando si adotta la formula (III.6.19). Nello schema di fi­

gura 111.6.11 l'uni co blocco che richiede un ulteriore dettaglio è il sorroblocco Al, per 

il quale perciò si riporta in fig.III.6.12 lo schema completo. È da not are che il sotto­

blocco SR è identico a quello di ugu a l nome che compare nello schema di fig .111.6.l(l l. 

(I) - Per evirare sovrappos iztone s ui valori dei genera tori di corr ente e tensione C(l), 
T(l), è necessario assegn are loro un nom e differente nel re sto del programma risperro 
al blocco A 1. 
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K = K + l 

Analis i automatica dei circuiti con memoria 

Azzeramento dei valori 

C{K), K= l ,2, .. . NC 

T(K), K=l,2, . . . NT 

si 

SR - Anal i si de l circui to 

no 

AC(I, K) = 8 (1) 

I = 1,2, ... N 0- 1 

SI 

T(K) = 1 

K = K + 1 

SR- Analisi del circuiro 

no 

AT(I, K) = B(I) 
1= 1,2, ... ND-I 

Fig.lll.6.12 - Schema del so ttobl occo Al. 

* 

111.6 

SI 

La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it)



APPENDICI AL CAPITOLO lii 

APPENDICE IU.A - Cenni allo trasformazione ecl ontitrosformazione cli 
Laplace rn. 

Nel § ILI.3 è ~tata introdotta la tra sformazione di Laplace. ripor­
tando per essa ie proprietà essenziali per la sua applicazione al! 'anali­
si dei circuiti. Nella presen te appendice, dopo aver fornito alcune preci­
sazioni ·relati ve alla definizione dell'operazione di tra sformazione, ver­
ranno riportate ulteriori proprietà di tale tr~sformazio_ne, assai utili· nel­
l'affrontare i vari aspetti del problema dell'analisi. L.'applicazione della 
trasformazione di Laplace richiede essenzialmente l'esec uzione di due 
passi: 

1) la determinazione della trasformata di una funzione assegnata nel 
tempo; 

2) l 'antiùasformazione, cioè il passaggio da una funzione della variabi­
le s alla corrispondente funz ione del tempo. 

Questi due passi fo ndamentali sono usualmente effettuati inedian­
te l'aiuto di tabelle di trasformate, del tipo della tab.IIT.A. l; tabelle più 
estese possono essere trova te ad esempio iri: 

- A. Ghizzetti, A. Ossicini, «Trasformata di Laplace e calcolo simboli·· 
co», UTET, Torino, 1971. 

- G. E. Roberts, H. Kaufman, «Table of Laplace transforms», Saunders 
Co . , Londra, 1 %6. 

Nel caso dei circuiti a costanti concentrate,tuttavia, è usualmen­
te suffiCiente conoscere la trasformata di poche funzioni del tempo, che 
~erranno considerate nel § 111.A.2.\ Ciò è con~eguenza del fatto che le 

(I) - Per le dimostrazioni dei teoremi e delle .Proprietà enunciate in questo paragrafo si 
rimanda a A. Ghizzet ti, L.Marchecci, A.Ossicini, op. cit., Cap.4 . . 
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eccitazion i che iriteressano in questo caso sono usualmente di pochi ti­
pi e che l 'antitrasfo rmazione viene richie sta solo per funzioni Aell a va~ 
riabi.te s ~ppartenenti a pochi tipi, tramite lo sviluppo in frazioni p~rzia-
I~I Quest' ultima operazione verrà trattata iri dettaglio per la -~!:!__a impor­
tanza nei § III. A. 3, III. A. 4 e ([I. A. 5. 

111 ,A, 1 · Ulteriori proprietà della trasformazione di La piace , 

Una funzione f(t) si dice I'. - trasformabile se esiste almeno un 
valore s

0 
della variabile s tale da far risultare determinato e finito ii 

limite seguente: 

(III. A.. l) lim 1T e-V f(t) dt 
T- oo O 

Si puA dimostrare il seguente teorema: 

Teorema 111 .A.1 - Se la funzione f(t) è f. _ tra sfo rmrrbile, la sua trasfor­

mata di Laplace F(s) è definita 1n tutti i punti de l semipiano npe r:J_o_ (fi­
gura 111.A.1) per cui risu .lta:-

(111.A .1) Re [s) > /3 

dove la quantità /3 prende il nome di ascissa di convergenza. 

lm [s) 

13 

Fig,111 .A.l ·Dominio di definizio· 
ne della tra sformata di Laplace 
{indicato tratteggiato) . 

Il valore dell'ascissa di convergenza /3 dipende dalla funzione 

da t"rasformare f(t) ; e ssa può assumere qualsiasi valore rea/e e pt@_ es­
~re eventualmente uguale a - 00» .1

1 

Per le proprietà di linearità, di derivazione ne l dominio del tem ­
po, di integrazion e ne l dominio del te mpo si rimanda al § llI.3. 

In questa appendice ve rranno enunciate a ltre proprietà che hanno 
grande importanza nelle applicazioni . 
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,.,,.. 
Pro~~ IV - Traslazione nel tempo. 

___ l)etta {f(9) una funzion_e f. - trasformabile, si conside ri l a funzio­
e f(r-a),, ottenuta trasla~_do l'asse dei tempi della quantitffi rei:l~ non ne-

,jativa a : RìSUlta: - - - ·~ -- --

(lll.A .3) f. [ f( t-a ) u •
1 

( t-a)) = -e - as f, [ f( t) ) 

Pr~1età V - Cambiamento della scala dei tempi . 

Detta f(t) un a funzione ):'.-tras_formabil e, di trasformata F(s), si 
considerila funzione . f(Jz;), dove a _ è un fattore di scala arbitrario (nu ­
me ro reale e positivo); si ha: 

(ll l.A .4) f. [t(:)J =a F (a ·s) 

Proprietà VI - Teorem d.~J y a/..ore iniziale. 

Se F(s) è la trasformata di Laplace_ della funzione f(t), sotto op­
portune ipotesi, di cui la più importante è.l'esistenza del limit e per t--<O 
di f(t)( 1 \ si ha: 

(III.A. 5) li.rn f(t) ,-o 
Proprietà VII - Teorema del val;;ref innle. -Se F(s) è la trasformata di Laplace della funzione f(r), sotto op-
portune ipotesi, di cui la più importante è l'esistenza del l imite per t--< oo 
di f(t)( 1 l, si ha: 

(Ili. 1\.6) lim f(t) I im (s F(s)] 

Per! 'applicazione delle proprietà precedent i s1 rimanda agli e· 
sempt riporta ti nel!' appendi ce III. C. 

(1) - Per un' espos izione completa di tutte le ipotesi sotto le (!Ua]i valgono le proprietà 
VI e VJI , si veda A. Ghizzetti, •Calcolo simbolico•, pag.182-184, Zaniche lli , Bologna 
194 3. E opportuno richiamare l'atte nzione sull'importanza dell'ipotesi di esistenza del 
limite ne l tempo per l e suddette proprietà . Un esempio tipico in c ui raie ipotesi viene 
a cadere, per il teorema del valore finale, è quello della funzione f(t) =s in t; in tal ca­
so, infatti, pur non esistendo il limite nel tempo, il limite a s e condo membro della for­
mula (lll . A.6) esiste ed è pari a zero. 
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111 .. A.2 · Calcolo delle trasformate di Laplace delle funzioni più 
comuni nei circuiti a costanti concentrate . 

Nel presente paragrafo ve rrà effettuato il calcolo delle tra sforma­
te di Laplace di alcune funzioni ti piche nell'analisi dei circuiti a co· 
stan·ti ·concentrate. 

a} Trasformata della funzione gradino unitario u.1 (t). 

Si ottiene: 

' (IILA .7) 1T [ - es·s t]To F(s) = lim e·st u_
1 
(t)dt = l im -

T-oo 0 T -ro 

- lim 
T- oo 

per Re [s) > O 
s s 

Quiridi si ha : 

1 
(lII. A.8) 

s 

con asc is sa di convergenza /3 =0. 

b) Trasformata della funzione impulso un itario u 0(t). 

Si ottiene in base alla (III.2 .1 "i): 

(lII. A. 9) F(s) = lim 1T e·s t u 
0
(t) dt 

T-oo O 

Quiridi si ha: 

(Ill .A.10) 

con ascissa di convergenza /3 = - m . 

[e -s t ) 
t =O 

1 

s 

1 

c) TrasforfT'ata della funzione e--sot con s
0 

costante reale o compless a. 

Si ottiene : 

(lll.A.11 ) 
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1 
- lim 

T- oo 

1 
per ·Re [s] > - Re [s,) = 

Quindi si ha: 

(III.A.! 2) 
1 

con asnssa di convergénza /3 = - Re [s 
0

) . 

) f I 
-so t 

d. Tra s ormata del a funzione tn e u~ 
1 

(t) con n intero posi tivo o nul-
lo ed s !L.5.'!stante reale o complessa . 

Si ottiene: 

(III.A. ! 3) 
n! 

(s+s )n+l 
o 

con ascissa di convergenza /3 = - Re [ s 
0

) . 

Le trasformate precedentemente considerate hannouna grande im­
portanza nelle applicazioni all'analisi dei circuiti a costanti concen trate. 
Infatti in base ad esse ed alle proprietà della trasformazione di Laplace 
è p~ssibile ricavare la maggior parte delle tra sformate che occorrono nei 
casi concreti O l. Illustriamo tale affermazione con un esempio. 

Esempio 111.A.1 . 

Calcolare la tras formata di Laplace della seguente funzione: 

(111.A. l 4) f(t) = A cas (wt + cp) u _
1 

(t) 

Si ha in base alla definizione nel campo complesso del coseno: 

(III. A.15) 
A ·cp . A ·cp ·w1 

f(t) =A--------- u (t) = -el ei<-<>t u 'e)+- e-J e"1 u_
1

(t) 
2 - l 2 - 1· 2 

Applicando la proprietà di linearità e la regola di trasformazione della funzione 

e-~t u_
1
(tl (caso c) considerato precedentemente), si otti ene: 

(1) - Ulteriori trasformate sono elencate nella cab.III. A. 1. 
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A 
+ - e.j(j) ---(III.A.16) F(s) 

2 s - j W 2 s + j w 

A (cos cp + j sin (j)) ( s + jw ) + (cos cp - j sin (j)) ( s - jW) scos(j)-Ws in cp 
A 

2 s2 + w2 s2 + w 2 

con ascissa di convergenza /3 = O. 

111 .A . 3 · Trasformazione inversa di La place . 

La teoria della antitrasformazi6ne di Laplace si basa sul seguen­
te teorema di unicità: 

Teorema 111.A.2 - Se due funzioni f
1 
(t) ed f

2
(t) .hanno la stessa trasfor­

mata di L api ace F(s), in un certo semipiano di convergenza Re [s] > /3 , 
allora /e due funz ioni . f

1 
(t) ed f

2
(t) possono differire soltanto nei punti 

di un insieme di misura nulla (secondo Lebesgue J. \ 

L'esecuzione dell'operazione di antifrasformazioneO l può pre-
sentare notevoli difficoltà, in quanto: 

1~
1) la formula integrale che viene usualmente utilizzata è l'integrale prin­
cipale di Cauch di una funzione di variabil'e coml).lessa .\ Tale integrale 
va ese utto un o ercorsi o ortuni nel iano com le sso< 2 l. 

)1

2) il risultato dell'integral~ di inversion~rnisce l'anùtrasformata cer­
cata solo se è noto a priori che la funzione della variabile s considera-
l~ u-;-;t;;_sformata dTL rzplaceT Tale condizione è~almente di diffici-

- J 

1é accertamento. 

Per le ragioni precedenti il ricorso alla formula integrale suddet­
ta è del tutto eccezionale , ciò che ne giustifica l'omissione nel caso 
presente. Nelle app licaz ioni all'analisi dei circuiti è sufficiente l'uso 
delle tabelle, di cui la tab.III. A. l è un esemp io , e la constatazion~ 
le funzioni con cui si ha a che faresono us ualme nt e razionali reali nel­
~ van abile s.1.:Tali funzioni si possono ridurre ad una combinazione li­
neare di funzioni molto semplici, del tipo di quelle trattate nel § lll.A..2, 
mediante l'operazione di sviluppo in frazioni parziali. Quindi net cast u­
suali l'operazione di anti trasformazione consta di due passi : 

( l ) - L'operazio;,ie di anc.j rrasformazione di un a funzione F(s) vie ne indi caro brevemente 
con il s im bolo l'.- 1 [ f(s)J. 

(2) · Si veda ad esempio l'antirrasforrnazione del la funzion e I / f;+J, riportata a pagi ­
na 269 di A.Ghizzet ri , L.March e rri , A.Ossicini, op. cit. 
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o) suddivisione della funzione F(s) in una combinazione di funzioni e le­
mentari mediante ~etto dello •~o in (raz ioni parziali•; 

\ !
h) antitrasformazione delle singole funzioni elementari componenti,diret ­
tamente per ispezione, e determinaziOileCieria unzton e nel dominio del 
tempo, utilizzando la proprietà di linearità J 

Per l 'im ortanza ch e assume tale rocedimento nei calcoli rela­
ti vi all'analisi dei circuttt e ettnci a costanti concentrate , i due passi 
suddetti verranno svi l!.!.pNti iri dettagli~~i para rafi successi vi ;' 

~ 

111 .A.4 - Sviluppo in frazioni porzial !.:J 

Sia F(s) una funzione razionale della variabil e s : 

(Ill.A.17) F(s) 
N(s) 

---
D(s) 

dove N(s) è il numeratore: 

(Ill.A . 18) 

e D(s) il denominatore : 

(Ill. A. 19) 

Nel seguito supporremo i polinomi N(s) e D(s) primi fra loro . 
Prende il nome di polo della funzione F(s) un valore della varià­

bile per cui risulti n >: 

(Ill. A. 20) lim IF(s)I = ro 
) s-s o .., 

È facile vedere che sono poli della funzione _tutte le radici del 
poliriomiò D(s). Nel caso di una radice s

0 
di moltepli ci tà r, si dice che 

s ;-èUn-polo multiplo di F(s) di moltepliCità r. Inoltre la funzion e F(s) 
pur. tendere all'infinito anche per s che tende all'infinito, se il grado 
del numeratore m è maggiore del grado del denominatore n; i n tal caso 
si dice che la funzione F(s) ha un polo all 'infiriito,1 la cui mo ltepl icità 

I 

(1) • Taluni a utori, previa introduzione del punto all'infinito per i valori di F, scrivono 
la relaz ione equivalente lim F(s) =CD. 

s-so 
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r è uguale a r =m- n. I valori di s che sono poli di F(s) sono gli unic i · 
punti singolari di detta funzione. 

Una funzione razionale F(s) può essere _ svil.u12p~ta .:.,n _ serie d. · 
Taylor nell'intorno di ogni punto So del piano~ .complesso e.hg ~n s ia 

• ~ing?.Llt.re, ,_ciqè : ., 
00 

(llI.A.21) F(s) = 2: ci (s- s
0

)i 
i=O 

dove i coefficienti ci sono dati da.; 

(III.A. 22) 

Si consideri ora un punto s
0 

del pia~o compl_esso s _nel _quale la 
funzione F(s) abbia un polo di molteplrcità r;\ in tale pun to s

0 
Ja fun­

zione F(s) non è svifoppabire in serie di Taylor, essendo s
0 

singolare. 
Si consideri la seguente funzione: 

(lII.A.23) G(s) = (s- s
0

)• F(s) 

È facire vedere che questa funzione è ancora razionale nella va­
riabile s e non ha pi.ù alcun polo nel punto s

0
; perciò, essendo s

0 
un 

punto non singolare .per la funzione G(s), essa può essere s vi luppata in 
s_erie di Taylor nell'intorno di tale punto. Si ottiene: 

1 

00 

(III.A.24) G(s) = 2: c.(s-s )i 
i=O I o 

dove i coefficienti ci çlevono essere calcolati con le seguenti formule : 

(III .A.25) 1 ( diG) c . =- --
1 i I . 

· ds 1 
s=s o 

Si divida ora membro a membro l'espressione (III.A.24) per ( s -
-s 0 )•; si ottiene in tal n:iod~ J l segl!,ente svil upp_o_ peda funzione E(s): 
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Lo sviluppo·(III.A.26) della funzione F(s) nell'intorno del punto 
singolare s

0 
viene detto sviluppo in serie di L aurent della funzione F(s); 

i coefficienti c. di tale sviluppo possono essere calcolati per mezzo del-
la (III.A.25). 

1 

Come si pur. vedere dall'espressione (III. 1\.26) lo sviluppo in se­
rie di Laurent di una funzione razionale F(s) _consta di due par_ti: la pri­
ma è costituita da guej t~rm.ini ~he vanno_ all 'infiriito per s che tende ad 
~~;J ia s-;;cond ai rivece rimane limitata per s che tende ad s

0
. La prima 

parte vi éne aèt'ta parte singolare dello sviluppo in serie di Laurent di 
F(s) n~QtQ!:_n() cJ.el punto s 

0
; tale parte singolare che verrà i ri dicata 

con PS
0 

è uguale a: 

(III.A.27) PSO = --- + +.:. + 
(s - s y- 1 

o 

La seconda parte dello sviluppo in serie di Laurent vien.e detta 
parte regolare. 

In modo analogo a quanto fatto nel caso del polo al finito s 
0

; è 
possibile definir~ uno sviluppo in s_erie di Laurent della funzione F(s) 
nel!' intorno dell'eventuale polo all'infinito di ·moltepliCi tà r. In tale ca­
so la funzione G(s) a cui ·occorre fare riferimento è la se guente: 

(lll.A.28) 
1 

G(s) = - F(s) 
sr 

Anche per lo sviluppo in serie di Laurent nell'intorno del punto 
all'infinito è possibile definii.e una parte singolare ed una parte regola­
re. La parte singolare PS 00! risulta essere del seguente tipo : 

(III. A. 29) . 

dover è la molteplièità relativa al polo all'infinito ele costanti c. pos-
' sono essere calcolate utilizzando la formula (III.A.25) sulla funzione 

G(s) espressa dalla (III. A.28). ' 
Si può dimostra'fe il seguente teorema. · 

Teorema 111.A.3 - e La somma delle parti singolari di una funzione razio­
nale F(~)__ll..elV..intorno di tutti i suoi poli (distinti), compreso l'eventua-1---- - - - - - ~ ---
le polo a/l'infinito, è uguale alla funzione stessa F(s), o meno di una 
costante•. 
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In base a tal e te~rem~ si pu~ò scrivere~ 

(III.A.30) 

dove con PS
1 

è sta ta indi cata la parte s in golare relativa allo svil uppo 
nell'intorno dell' i- esi mo polo al finito e la sommato ria è estesa a tutti i 
poli al finito distinti. La costante c è un numero reale se la funzione è 
a coefficienti reali. 

Lo svi luppo (I II. A..30) della funzione razionale F(s) viene chia­
mato sviluppo in frazioni parziali. Tale sviluppo permette di effettuare 
in modo immediato l'operazione di antitrasformazione di Laplace , essen­
do coincidente con una combinaziòne linea re di funzioni antitrasforma­
bili per ispez ione visiva come vedremo s uccessivamente. 

Si pun notare che la part e dello sviluppo in frazioni parziali re­
lati va ai te rmini (PS

00 
+ c) può essere determinata in modo molto sempli­

ce effettuando la di visione fra i po linomi N(s) e D(s). 
Nel caso particolare, ma molto frequente, in cui la funzione F(s) 

poss iede un po lo al fi ni to semplice, il calco lo della part e singolare nel­
!' in torno di tal e polo si semplifica not evolme nte. In questo caso , in fatti , 
la parte si ngolare PS 

0 
di viene: 

(III. A. 31) 

La costante c 
0 

prende il nome di residuo della funzione F(s) nel 
polo s

0
• L'esp ressione (III.A.25) diviene: 

(III. A. 32) 

ovvero , ricordando la (lll.A.23): 

(III.A.33) 

dove D
0
(s) è pari al denominatore D(s) privato del fattor e s-s

0
, relati­

vo al polo considerato, cioè: 

(III.A.34) D(s) = (s - s 
0

) D 
0
(s) 

Per il calcolo del r esiduo c
0 

è anche possibile utilizzare un'al­
tra espressione al posto della (lII.A.33). Infatti derivando la (Ill.A. . 34) 
rispetto ad s, si ha: 
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(lll. A. 3')) 

Qui ridi risulta D'(s) = D
0
(s) pe r s = s 

0
• Sostituendo nella formu­

la (III.A.33) tale relazione, si ha: 

(III. A. . 36) ( 
N(s) ) 

Co = D'(s) s = so 

dove D'(s) rappresenta la derivata del polinomio D(s) rispetto alla varia­
bile s. 

Il procedimento di sviluppo in frazioni parzi ali risultante è rias­
sunto in tab.IIl.A.2. 

Tabella 111,A,2 - Procedimento di sviluppo 1n frazioni parziali di una 
funzione razionale. 

Passo Operazione 

1 Individuare i poli al finito della funzione F( s) = N(s) / D(s) con 
la loro .moltepli cità 

2 Determi nare il quoziente Q(s) ed il resto R(s) della divisione 
tra numeratore e denominatore, cioè: 

N(s) R( s) 
-- = Q(s) + --
D(s) D(s) 

Questa operazione è neces saria solo se il grado del numerato-
re è maggiore od uguale a quello del denominatore. 

3 Per ogni radice s 0 di molteplicità r maggiore dell'unità, calco· 
lare la relati va parte singolare PS?, con la formula (III. A. 27), 
dove i coefficienti c- sono dati da laformula(III.A.2'\)con G(s) 
dato dall a formula (l!'I.A.23). I coefficienti c; sono in generale 
dei numeri complessi. Nel caso che il polo s 0 sia semtlice, ca!-
colare la rel ativa parte si ngolare PSq con la formula III.A.31), 
dove il residuo co (in generale comp esso) è dato dalla espres· 
si on e (III. A. 33) ovvero dalla (III. A. 36). 

4 Lo sviluppo in fraz i oni parziali della F( s) è uguale a: 

F(s) = L PS. + Q(s) , 

Osservazione 111.A.1. 

Notevoli semplificazioni s1 hanno nel caso in cui la funzione razional e F( s) è a 

coefficienti reali. In tale caso, éssendo il denominatore D(s) un polinomio a coefficien· 

ti reali, i poli di F(s) risul tano reali_ ovvero complessi coniugati. È possibile dimostra­

re il seguente teorema: 
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Teorema 111.A.4 - . ! coefficienti ci relativi alfe parti singolari di una 
funzione razionale F(s) a coefficienti reali , in corrispondenza a poli com­

plessi coniugati sono anch'essi complessi coniugati. In parti colare nel 
caso di poli semplici i residui di una coppia di poli compless i coniugati 
sono comple ss i coniugati L 

Tale teorema è di grand e utilità in qu anto permette d i e ffettu are i calcoli i ndica­

ti al punto )) del procedi me nto di sviluppo in frazioni parziali, in corrispondenza ad u· 

no solo dei due poli complessi coniugaci, me ntr e per l'altro polo l a parte singolare è im­

medi atamente individuabile. 

La presente osservazione ha conseguen ze importanti anch e per il calcolo della 

anticrasformata di una funzione razional e a coefficienti reali, come vedremo n ell'osser· 

vazione III. A. 3. 

Esempio llLA .2 . 

Effe ttuare la sviluppa in frazioni parziali dello seguente funzione razionale: 

s 2 + 3 
F(s) 

( s + 2) ( s + 1)2 

Si ha: 

N(s) s 2 + 3 D(s) = (s + 2) (s + 1)2 

Posso 1. Si hanno i seguenti poli: 

s = - 2 molteplicità 1 

s = - molteplicità 2 

Posso 2. Si può omettere questo passo in quanto la funzion e in esame è propria. 

Posso 3. Calcoliamo la parte singolare PS_ 2 relativa a l polo -2. Essendo il polo sem­

plice, si ha: 

'N( s) 

D0(s) ( s + 1)2 I 
=(;). 

' , 
s =-2 

7 

s+2 

Calcoliamo la parte singolare relativa a l polo -1. Essendo il polo doppio si ha: 

c 1 c
1 

+ --
(s+ 1)2 s + 1 

Dalla formula (IILA.2'5) s1 ottiene: 
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s2 + 31 
s+ 2 s=-1 

4 

dG I d [ s
2
+ 3] I 2s(s+2)-(s2"T3) 

ds s=-1 = ds --;;:2 s=-1 

Passo 4. Lo sviluppo in fraz ioni parziali della funzione assegnata e: 

7 4 6 
F( s) + 

(s+2)(s+l)2 s+2 (s+l)2 s+l 

Esempio 111.A.3 . 

Calcolare lo sviluppo in frazioni parziali della funzione: 

N(s) s 3 +2s2 +3s+l 
F(s) 

O( s) s 2 + 2 s + 2 

Passo 1. La funzione ha i seguenti poli al finito: 

51 =-l+j 

52 =-1-j 

moltepl i cità 

mo! tepli ci tà 

295 

=-6 

È opportuno osservare come accanto ad un polo comQlesso, c'.è sempre il com­

plesso coniugato e della stessa molteplicità. Ciò è conseguenza, come à stato detto, 

della realtà dei coefficienti delle funzioni razionali che si considerano. 

Passo 2. La funzione assegnata è impropria, perciò facciamo la divisiun-e tra numerato­

re e denominatore : 

Quindi risulta: 

s 3 + 2s2 + 3s + 1 

s
3 + 2s

2 + 2 s 

s +l 

Q(s) = s 

s 2 + 2 s + 2 

s 

R(s) = s +I 

Passo 3. Calcoliamo la parte singolare dello sviluppo di Laurent della funzione : 
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R(s) s + 1 

D(s) s 2 + 2s +2 

nei du e poli s
1 

ed s 2. Poiché sono poli semplici basta calcolare il residuo c on l a for­

mula (111.A.36). A questo scopo determiniamo: 

R(s
1

) = j 
D'(s)=2s+2 

R(s 2l = -j 
D'Cs1) = 2j 

I re sidui dei due poli sono quindi uguali ad 1/ 2. È opportuno osservare ch e non 

è necessario, in generale, effettuare il calcolo del residuo per ambedue i p oli di una 

coppia di poli complessi coniugati . Infatti, sempre per l a re altà dei coeffici enti delle 

funzioni razionali che si considerano, i residui di due poli compl e ssi coniuga ci sono a n­

ch'essi complessi coni ugaci. 

Passo 4. Lo sviluppo in frazioni parziali della funzione assegnata è: 

1/2 1/2 
F(s) - --- + --- + s 

s + 1- j s +I+ j 

111,A . 5 · Antitrasformazione delle funzioni elementari facenti par­
te dello sviluppo in frazioni parziali . 

Come è stato visto in precedenza, mediante lo sviluppo iri frazio­
ni parziali è possibile esprimere una funzione razionale come combiria­
zione lineare di alcune funzioni elementari della variabile s, per le quali 
è possibile effettuare facilmente l'operazione di antitrasformazione. La 
antitrasformata della funzione razionale di conseguenza risulta uguale 
alla combinazione lineare delle singole antifrasformate per la proprietà 
di linearità. 

Le antifrasformate che occorrono per tale procedimento sono le 
seguenti. 

a) Antitrasformata della funzione l / (s+s
0

) con s
0 

costante reale o com­
plessa (eventualmente nulla). 

Ricordando la regola di trasformazione riportata nel § CII.A.2, s1 
ha dalla (Ill.A.12): 

(CII.A.37) 
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Nel caso particolare in cut sta s
0
=0, si ottiene dalla (III.A.37): 

(III. A.. 38) 

b) Ant itrcsformctc della funzione 1/{sts
0

Y' con s
0 

costante reale o 
complessa, eventualmente nulla, ed n intero positivo maggiore od ugua­
le cd uno. 

Ricordando la rego la di trasformazione (III.A.13) si ottien e : 

(III. A.39) 0 ·I [ 1 l 1 s t L = t n- I e . O U ( t) 
(s+s)" (n-1)! -1 

o 

Nel caso particolare in cui sia s
0
=0, si ha dalla (III . A.39): 

(III.A.40) 

e) Antitrcsformatc della funzione F(s)=l. 

In base alla regola di trasformazione (III. A..10) s1 ottiene: 

(III.A.41) r- 1 [l] = u /t) 

d) Antitrcsformctc della funzione F{s)=s" conn intero positivo non nul­
lo . 

Le funzioni della variabile s del tipo sk, k = 1,2, ... costituisco­
no le trasformate di Laplace delle distribuzioni di Dirac< 1 l. Tali distri­
buzioni 'possono essere visualizzate qualitativamente come se fossero 
coiricidenti con un numero di impulsi di ampiezza infiriita e larghezza iri­
finitesima, alternativamente positivi e negativi posti. nell'origine. In fi-· 
gura IILA.2 si fornisce iri forma qualitativa questa idea. Si parla perciò 
nel caso della distribuzione corrispondente ad s ed indicata con u 

1 
(t) 

di doppietto unitario, nel caso della distribuzione corrispondente ad s 2 

ed iridicata con u 
2
(t) di tripletta unitario, ecc. In conclusione si ha: 

(1) - Vedere A.Ghizzetti, L.Marchetti, A.Ossicini, op.cit., § V.4 e V.5. 
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011.A.42) J::· 1 [s" l u (t) 
n 

Ossetvazione 111.A.2. 

E' importante osservare che è necessario fare ricorso alle antitrasformate c) (im­

pulso u 0(t) e d) (distribuzioni di Dirac di ordine n), solo nel caso in cui la funzione 

razio.nale F(s) è impropria, cioè quando il grado d el numeratore è maggiore od uguale 

a quello del denominatore. È infatti immediato constatare che tali funzioni si ottengo­

no antitrasformando il polinomio IQ( s) ottenuto come quoziente della di visione fra il 

numeratore N(s) ed il denominatore D(s), come risulta dal secondo passo del roced1-

mento di sviluppo in frazioni pa.:ziali, riportato in tab.111.A.2. } ,, 

Osservazione 111.A.3 . 

Nel caso i n cui la funzione razionale F( s) da anti trasformare sia a coeffici.enci 

reali, come accade nella cocalicà dei casi considerati nelle applicazioni all'analisi dei 

circuiti, vi sono imporcanci conseguenze relativamente alla funzion e ancitrasformataf(t). 

m CO 

Fig.111.A.2 · Rappresentazione qualitativa delle distribuzioni u 1(t) ed u
2
(t). 

Come è stato decto nell'osservazione 111.A.l, in cale caso i poli di F(s) di tipo 

complesso danno luogo a termini dello sviluppo in frazioni parziali del tipo seguente: 

(lll.A.4 3) W(s) 

Effettuando l 'anti trasformata secondo la formula (III. A. 39), si ottiene: 

(III. A.44) w(t) =f'."1 
[W(s)] r -1 [ 

1 J 
c . (s+s

0
)" 
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c /} =-= r"-1( e-so t u -1 ( r) 
(n- 1)1 
~-

299 

* P oic h é le quantità c, c*, s
0

, s
0 

sono complesse, porrebbe apparire complessa 

anche l 'anrirrasformata w(t). Tuttavia si può osservare che w(t) è espressa come la 

somma di due quantità che risultano complesse coniugare per ogni t; essa perciò è rea­

le. Infatti si ha dalla (Ill.A.44): 

(Ili. A. 4 5) 
tn-1 * n-1 

f e
-s0 t 11 * -s0 1 ~ t s t 

w{t) = --- c -.. ce u ( t) = --2Re[ce- 01 u _
1

(t) 
(n-1)! - -I (n-1)! 

dove indica l'o eratore patte reale. Detto Puindi: 

(111.A.46) 

(III. A.47) 

si ha: 

(Ili . A.48\ 

w{t) - -- [I I ·cp -(uo+ i"'olt 1 
Re c el e . u _ 1 ( t) 

(n-1 )! 

n-1 

2lc( -r -
(n- 1 )1 

Da quest'ultima espressione appare esplicitamente il carattere reale della fun­

zione w(t). Quanto detto vale per qualsia si valore di n; in particolare per n = l. Perciò 

si può affermare in generale che l' anti trasformata di una funzione razional e a coeffi­

cienti reali è una funzion e reale del tempo. 

Esempio 111.A.4. 

Effettuare l'ontitrosformoto dello funzione raz ionale reole: 

(s2 + 3) 
F(s) 

( s + 2) ( s + 1 )2 

considerato nel l'esempio 111.A .2. 

Nell'esempio 111.A.2 è stato ottenuto il seguente sviluppo in frazioni parziali : 

7 4 6 
F(s) +---

s + 2 ( s+ 1)2 s+l 
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Effettuando I' antitrasformata di C!Uesto sviluppo s1 ottiene: 

Esempio 111.A .5. 

Effettuare l'ontitrosformoto dello funzione razionale reale: 

s3 + 2 s 2 + 3 s + 1 
F(s) 

s 2 + 2 s + 2 

considerato nell'esempio 111 .A. 3 . 

Nell'esempio 111.A.3 è stato ottenuto il seguente sviluppo in frazioni parziali: 

2 
F( s) s + 

s + 1- j 
+ 

1 

2 

s + 1 + j 

Effettuando i'antitrasformata di questo sviluppo, s1 ottiene: 

D'altra parte si h a : 

e(-l+j) t = e-t(cost+ j s int) e -t (cos t - j sin t) 

da cui s1 ricava: 

f( t) 

Lo stesso risultato si ottiene usando le (!Il.A.46) e (Ill.A. 48). Infatti risulta 

n=l, lcl=I/2, cp =O , o-0 =1,.~0 =1. 
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Tabella 111.A .1 - Trasformate di Laplace (le funzioni del tempo sono de­
finite per t ~ O) . 

f( e) 

1 na < c < na + b 

O na + b < c <( n + l)a 

f( e) 

1 ....... 

o 
..o 

2( c-n a) 
---

b 

2(b + n a-c) 

b 

t 

"' '.D "' '.D 
+ "' + 
"' ~ ~ 

~ 

b 
n a< c < n a+ -

2 

b 
na + - < e < na + b 

2 

O na+b < c <( n + l )a 

f( e) 

c- 4 na 
4na < t < 4na + b 

a 

b 
- 4 na + b<c <(4n +2)a- b 
a 

( 4n + 2)a- e 
(4n + 2) a-b<c<(4n + 2) a 

a 

O (4n+2)a < c<(4n +4 ) a 

f ( t) 

b/:n n 
b 2a 4a 6a 

F(s) 

1- e- hs 

bs 

2( 1 - e 2 ) 2 

b 
-( 2 --)as 

(1 - e·hsl[ l- e a ! 

Asciss a di con vergenza 

n = O, 1,7, . .. 

Re s >O 

Il = o, l, 2, . .. 

Res > O 

n = O, 1, 2, . .. 

Re s>o 

t----- ··----------r---------r---------.,----,,-, 
(segue) 
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c-nb 

f( t) 

b 

f( e) 

nb < c<(n+l)b 

.V !VV~ 
o 

b 2b 3b 4b 

2nb < e <(2n + 1) b 

(2n+ l)b<t<( 2n +2)b 

"'j D D D 
b 2b 3b 4b Sb 6b 

o o< t < b 

1 ( 2n + 1)b<c<(2n +2) b 

-I (2n+2)b<t<(2n+3) b 

f( t) 

1 

I - - . -
o 

b 21 3t 4b st 61 71 

-1 ....._ - ....._ 

F( s) Ascissa di convergenza 

~ - ~[coch~ :_ 1] 
s2 2s 2 

n=0 , 1,2, ... 

Re s > O 

ehs_ bs-1 
=----

n=0,1,2, .. . 

s(l +e bs) Re s > O 

• 

-bs 1-e n=0,1,2, ... 

s (1 +ehs) Re s >O 

t 
~ 

(segue} 
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f( t) F(s) Asci ssa di convergenza 

1 I 
- [1-(-1)"] (2t-b) - - bn 1 n =O, 1,2, ... 
4 2 

s2(ebs+l) Re s>O 
nb<t<(n+l)b 

f(t) 

2b-

( 
.,.,. 

b .........., t 
o 

-b 
b 2bLJhl 4b 5b 

- 2h -
1 

I - Re s >O 
s 

1-e 
-at 1 

--- --- Re s>Max(O, - Re a) 
a s ( s +a) 

a ( a) t 
s +a 

--;;-+ 1---;;- e- a --- Re s>Max (0, -Re a) 
s(s+a) 

1 Be-at_ae·Bc 1 
- + Re s >Max(O, -Re a, -ReB) 
aB all( a- 8) s(s+a)(s+m 

a a- a a-8 -Be s+a 
- +-- -ac Res>M ax(O, -Rea, -Re.B) e + --- e 
a8 a(a- 8) f<( 8-a) s(s+a)(s+B) 

b a 2-aa+b 8 2-a/Hb 
e - {3t 

s 2 +as+b 
-+ .a.c Res>Max(O, -Rea, -Re8) e -
a/3 a(a- Bl . B(a- 8) s(s+a)(s+B) 

[2 I 
-- -- Re s >O 

2 s3 

-
a c2 s+a 

t+ -- -- Res >ù 
2 s3 

bc2 s 2 +as + b 
l+ar+- Re s >O 

2 s3 

(segue) 
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f( t ) 

1 t c2 
- ( 1- e- <l{) -- + -
a3 a2 2a 

a -.a a 
2 

a- a t 
- t +-t - - (1-e- a). 
az 2a a3 

aa. b b 
2 --t+ - t + 

az 2a 

cosh ( a c) 

a 
cosh( a t) + - s inh( a t) 

a 

a c co s h( a t)- sinh( a t) 

( a 2 c-a) sinh( a t) + aa t co s h(at) 

(a2at +a2- b) s inh( a c)+( a 2 + b) a t .:o s h( a t) 

s i n /3t 

c os l3 [ 

sinh /3 c 

e -atsin [l c 

111.A.S 
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f( t) F (s) Asci ssa di conv e rgenza 

- a t 
s +a 

Res > l 1m Bl·Re a e cos 8 [ 

I 
(s+a) 2 + B2 

[( c- a)2 +B2) 1/2 -1 [< s+c 
Res > l 1m B I -Re a e-acsin(Bt +d>), d>= tan -

f. c- a ( s + a )2 + /12 

1 1 

I 
1 

Re s > I 1m BI -(cos .<e- I H -- [2 

84 2 8 2 (s2+82)s3 
I 

I 1 
2 

1 
Re s > I Re BI --(cos h Bt- I) - -- t 

B4 2 8 2 (s2-82)s3 

I s 

i Re s > l 1m B I - t sin /3t 
2 8 ( s2 + B2)2 

I 

I s2 
Re s > I 1m B \ - ( sin Bt +Be cos Bt) 

2B (s2+B2)2 

I B2 
Re s > I Im BI - (sin.13t- 8tcosBt) 

2B (s2+B2)2 

s2- B2 
Re s > \ lm BI tcos Be 

(s2 +B2 )2 

1 1 1 
Res > l im /31 - ( l-co s.13 c)- -- tsin.13t 

84 2 8 3 si s2 + /12)2 
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AP.PENDICE III.B - Programma TEMPO . 

Nella presen&e appendice viene riportata la lista in FORTRAN 
del programma TEMPO, che permette di ana lizzare un circuito con me­
moria costituito da resistori , induttori, condensa tori, generatori in dipen­
denti dei due tipi , generatori di cor rent e controllati in tens ione e nullo­
ri. Tale programma utilizza il metodo alle differenze finit e ed in parti-· 
colare l'algoritmo trapezoidale descritto nel § l!I. 'i; esso rappresenta la 
tradu zione fedele del metodo di analisi automatica il cui schema a bloc­
chi è s tato riportato nel § III.6. 

Il programma TEMPO utilizza le sobroutine NODll e GAUSS,per 
la cui descri zione si rimanda all'appendice Il.B de l capit.olo secondo. 
Di segu i to verrà precisato: 1) il modo in cui debbono essere presentati 
al calcolatore i dati che descri vono il circuito; 2) le stampe di uscita. 

Nel! 'appendice III.O verranno riportati vari esempi di applica­
zione del programma TEMPO; in particolare per ogni e sempio verranno 
mostrat e le schede di ingresso dei dati e le stampe di us cita. 

111.B.1 - Dati di ingresso(l 1• 

Le schede che formano l'ingresso di ()gn i problema c he s1 vuole 
ri so! vere con il programma TEMPO sono nell'ordine: 

a) !Jna scheda dati nella quale vengono assegna te nell'ordin e le seguen­
ti quantità , che descrivono il cir"cuito da analizzare: 

- il numero dei nodi NO; 
il numero dei resistori NR ; 
i 1 numero degli induttori NL ; 
il numero dei condensatori NQ; 

- il numero dei generatori indipendenti di corrent e NC; 
- il numero dei generatori indipendenti di tensione NT; 

il nume ro dei gene ratori di corrente controllati in ten s ione NCT; 
il numero dei nullori NN. 

Il formarn di ingresso è il seguente: 613. 

(1) - Per maggior c hiarezza nell a l ~ ttura del preseme pa~agrafo .s i co ns i g li a di esami ­
nare contempora neamf' nte uno de· g li esempi riportati n e ll appendice lii. D. 
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b) Una scheda dati per ogni resistore, nella quale viene iridicato, nel-
1 'ordine: 

il valore della resistenza; 
il primo nodo a cui il re sistore è connesso; 

- il secondo nodo a cui il resistore è connesso. 

Il formato d'ingresso è il seguente: 010 .3, 213. 

e) Una scheda dati per ogni induttore, nella quale viene in dicato , nello 
ordine: 

- il valore dell'induttanza; 
il primo nodo a cui l'induttore è connesso; 

- il secondo nodo a cui l'induttore è connesso ; 
-- il vatore della corrente iniziale nell'induttore_ 

Il formato d'ingresso è il seguente: 010.3, 213, Dl0.3. 

d) Una scheda dati per ognt condensatore, nella quale viene indicato, 
nell'ordine : 

- il valore della capacità; 
- il primo nodo a cui è connesso il condensatore; 
- il secondo nodo a cui è connesso il condensatore; 
- il valore della tensione iniziale ai capi del condensatore ; 

Il formato di ingresso è il seguente: Dl0.3, 213 , Dl0.3. 

e) Una scheda dati per ogni generatore · indipendente di corrente, nella 
quale viene indicato, nell'ordine : 

- il valore della corrente impressa all'istante iniziale; 
il nodo in cui entra la corrente impressa; 

- il nodo da cui esce la corrente impressa. 

Il formato di ingresso è il seguente: 010.3, 213. 

f) Una scheda dati per ogni generatore indipendente di tensione , nella 
quale viene indicato, nel! 'ordine: 

- i l valore della tensione impressa all'istante iniziale; 
- il nodo corrispondente al morsetto positivo; 
- il nodo corrispondente al morsetto negativo; 

Il formato di ingresso è il seguente: 010.3, 213. 
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g) !Jna sch eda da ti per ogni generato re di corrente controllato in tensio­
ne, nel la quale viene indicato, nell 'o rdine: 

- il valore del la conduttan za di trasfe rimento ; · 
- il nodo corrispondent e a l morsetto positivo 'della ten sione di controllo; 
- il nodo corrispondent e al morse tto nega tivo de ll a ten sione di controllo; 
- il nodo da cui esce la corrente del generatore; 
- il nodo in cui entra la corrente de l generatore. 

Il formato di ingresso è il seguente: Dl0.3, 413. 

h) una scheda dati per ogni nullore , nella qua l e viene indica to, nell 'or­
dine: 

- il primo nodo a cui è conn esso il nullatore; 
- il secondo nodo a cui è conn esso il nullatore; 
- il primo nodo a cui è connesso il noratore; 
- il secondo nodo a cui è connesso il noratore. 

11 formato di ingresso è il seguente: 413 . 

Una o più regioni relati ve ai dati di ingresso, iridicat e nelle se­
zioni b), c), d), e), f) g) , h) possono essere omesse, qualora non sia pre­
sente alcun componente del tipo previsto nella relativa sezione. 

Oltre alle schede dati descritte in precedenza, occorre fornire al 
calco latore altre schede rigua.r.danti quello che interessa ottenere come 
uscita . Tali schede sono nell'ordine: 

i) Una scheda dati ne ll a quale è indicato il numero delle tension_i dei 
van nodi, rispetto al nodo di riferimento, delle quali interessa la stampa. 

Il formato di ingresso è il seguente: 13. 

I) Una scheda dati nella quale sono indicati tutti nodi dei quali inte-
ressa la stampa della tensi one. 

Il formato di ingresso è il seguente: 1013. 

m) Una scheda dati nella quale è indicato nell'o rd ine: 

- il numero degli istanti di tempo, successivi a ll'i stante iniziale, per 1 

quali interessa conoscere il comportamento del circuito; 
- il valore dell'intervall o di campionamento . 

Il formato di in gresso è il seguente: 13, Dl0.3. 
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Osse rvazione 111.B.1. 

li programma TEMPO prevede l'utilizzazione di un'ulteriore subroutine, chia­

mata M23. Tale subroutine ha la s tessa funzione del blocco M23 dello schema a bloc­

c hi discusso flf I § Ill.6; essa va utilizzata a ll o scopo di assegnare i previsti andamen­

ti nel tempo ai generatori indipendenti presenti nel c ircuito. A tale proposito si può os­

servare che in un circuito possiamo avere generatori aventi una grandezza impressa di 

valore s i a cos tante nel tempo sia variabile. 

Nel primo caso il valore costante viene assegnato con le sched e di ingresso 

delle sezioni e) ed f) descritte nel § IJl.B. l ; in qu esto caso la subroutine M23 non 

deve intervenire su l va lore delle grand ezze imp resse, confe rmando così i valor i in izia­

li. Ne l secondo c a so la subroutine ha lo scopo di generare le previst .. f.orme d'onda per 

t utt i gli istanti success i vi a c>uello iniziale , per il quale i va lori sono ancora assegna­

ti tramite le schede di ingres so delle sezioni e) ed f). 

111.B.2 - Dati di uscita. 

Prima di presentare i. dati relati vi al la soluzione del problema 
dell'analisi del circuito, vengono stampati, a scopo di controllo, i dati 
di ingresso rdativi al circuito stesso . Le stampe , s uccessive a queste 
di controllo, riguardano la soluzione e sono rappresenta te da tante righe 
quanti sono gli istanti di campionamento. Ciascuna riga contiene nell'or­
dine le seguenti quantità: 

un numero d'ordine; 
il valore della variabile tempo; 
i valori delle tension i richieste dei van nodi risp etto al nodo di rife­
nmento. 

Osservazione 111 . B.2. 

Il progra mma TEMPO è stato elaborato te nendo conto principalmente delle sue 

fina l it à didattiche. C i ò lo rende quindi inadatto ad affrontare l'analisi dei circuiti, che 

richiedono per la loro soluzion e sistemi malcondizionati. In particolare si fa notare la 

semplici tà del l a s ubroutin e GAUSS u sata per la soluzione dei sistemi d i equazioni li­

neari. 
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71 C INGRESSO DATI RELATIVI ALLA RISPOSTA 
72 READ(5•30llNU 
73 301 FORMATl1013) 
74 READl5•301JIJU(LloL:l,NUJ 
75 REAOl5•302lNTOT•D 
76 302 FORMATlI3rD10.3J 
77 WRITEC6r305lNTOTrD 
76 305 FORMATC1H0r5Xr 1SIMULAZIONE• N.ISTANTI :•, I 4/ 
79 • 6Xr•INTERVALLO DI CAMPIONAMENTO : • ,012.31 
BO WRITEC6r307lND 1 CJUCLlrL:lrNUl 
Bl 307 FORMATClH015Xr 1TENSIONI DEI NODI RISP. AL NOD0• 1I4/ 
92 • 6Xr5HTEMP0r3Xo1NODI : '•lOCI2rBXll 
B3 e 
B4 c 
65 C ~ODIFICA DELLA TOPOLOGIA DEL CIRCUITO 
66 NRI:NR 
67 NCI:NC 
68 IFCNLl320r320r321 
69 321 D0322K=lrNL 
90 "NR:NR+l 
91 RlNRl:2.QO•ZL<Kl/D 
92 NlCNRl=NLl(Kl 
93 N2CNRl=NL2CKJ 
94 NC:NC+l 
95 c"I CNC) ='cLCKJ 
96 N:lCNCl:NL2CKJ 
97 NC21NCl:NLl<Kl 
96 322 CONTINUE 
99 320 IFCNQJ324r3241325 

100 325 00326K=loNG 
101 NR:NR+l 
102 RCNRJ:0/(2.00•ZG <Kll . 
103 NlCNRl=NQlCKl 
104 N2(NRJ:NQ2(KJ 
105 NC:NC+l 
106 Cl!NCJ:TGIKJ/RINRJ 
107 NClCNCJ:NQl(Kl 
106 NC2CNCJ:NG21KJ 
109 326 CONTINUE 
110 324 CONTINUE 
111 e 
112 c 
113 C DETERMINAZIONE DELLE ~ATRICI AC E AT 
114 IFINCl330r330•331 
115 331 D0332L=l1NC 
116 332 C<L>=o.Do 
117 330 IFlNTJ333,333,334 
116 334 00335L=lrNT 
119 335 T<L1:0.oo 
120 333 CONTINUE 
121 IFCNCl340r340r341 
122 341 K=l 
123 CCKJ:1.oo 
124 344 CONTINUt 
125 c 
126 CALL NOOI1CAr6rN r NArNB•NOrR•Nl•N2rNRrCTrNCTlrNCT2r NCT3r 
127 NCT4rNCTrTrNT11NT2•NT•CrNCl•NC2 • NC,NNl r NN2r 
126 • NN3 r NN4 rN Nl 
129 e 
130 00347L:lrNB 
131 347 ACILrKl:6CLl 
132 ClK>:o.Do 
133 IFIK-NCl3461340 1340 
134 346 K=K+l 
135 ClK>=l·DO 
136 GOT0344 
137 340 CONTINUE 
136 IFlNTl350 • 350r3Sl 
139 351 K=l 
140 TlK>:1.oo 
141 345 CONTINUE 
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142 e 
l4J CALL NOOl1(A t Bt N•NA•NBtNOt Rt Nl•N2t NRt CTt NCT11NCT2•NCTJ• 
144 • NCT4tNCT·T·NT1.NT2.NTtCtNC1•NC2•NCtNNl•NN2 t 
145 • NN3•NN4•NNI 
146 e 
147 00353L=l•NB 
148 353 AT ILtKl:3(LI 
i49 T<K>:o.oo 
150 IF<K-NTl354tl50 • 350 
151 354 K:K+l 
152 T<K>=1.oo 
153 G0T0345 
154 J50 CONTINUE 
155 c 
156 e 
157 C SIMULAZIONE 
158 NTEMPO=O 
159 360 CONTINUE 
160 TEMPO=OFLOAT<NTEMPOl • D 
161 e 
162 C ANALISI MEOIANTt L' ESPRESSIONE ESPLlC I TA 
163 00370K=l•NB 
164 B<K>:o.oo 
165 IF<NCl372t372t373 
166 373 00374L=11NC 
167 374 B<KJ:3<Kl+AC<K•Ll•CI!Ll 
168 J72 IF<NTl375•375•J76 
169 J76 OOJ77L=l•NT 
170 J77 B<K>=B<Kl+AT<K•L l•Tl(L) 
171 375 CONTINUE 
172 370 CONTINUE 
173 e 
174 e 
175 C STAMPA DEI RISULTAT I ALL'ISTANT E NTEMPO 
176 00380L=l • NU 
177 J:JU(Ll 
178 380 BU(Ll=BlJl 
179 WRITE<6t3811NTEMPO,TEMPO•IBUILl•L=1•NUI 
180 381 FORMAT<lXtI3 t 010 .3• lXtl0010.Jl 
181 e 
182 c 
183 C VERIFICA FINE CICLO 
184 IFCNTEMPO-NT0Tl3621J62•364 
185 J64 STOP 
186 J62 NTEMPO=NTE~PO+l 
187 e 
188 c 
189 C MODIFICA DEI VALORI DEI GENERATORI 
190 IFCNLl385tl85•386 
191 J86 OOJ87K=l•NL 
192 Kl:NLl(Kl 
l9J K2=NL21Kl 
194 l"<Kl-NOJ388tl89t388 
195 J89 VK=-B<K21 
196 GOTOJ92 
19? J88 IF!K2-NOJ390•39l t 390 
198 391 V~=B<Kll 
199 GOTOJ92 
200 390 VK:B(Kll-BIK21 
201 392 CONTINUE 
202 K3:NRI+K 
203 RK:RtK31 
204 K4:NCI+K 
205 CK:VK/RK+CI<K4l 
206 Cl(K4l=CK+VK/~K 
207 J87 CONTINUE 
208 385 CONTINUE 
209 IF(NQl39J•l93tl94 
210 394 00400K=l•NQ 
211 Kl:NQllKl 
212 K2:NQ2(KI 
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213 IF!Kl-NOl395r396•395 
21'+ J9f> VK:-BlK21 
215 G0T0399 
2lf> 395 IFIK2-N0>397r398•397 
217 398 VK:B(Kll 
218 GDT0399 
219 397 VK:B!Kll-BIK2) 
220 399 CONTINUE 
221 K3:NRI+NL+K 
222 RK:R(K31 
223 K .. :NCI+NL+K 
22 .. CK:VK/RK-C I IK .. > 
225 Cl(K .. l:CK+VK/RK 
226 ltOO CONTINUE 
227 393 CONTINUE 
228 c 
229 c 
230 c VALORI MODIFICATI DEI GENERATORI INDIPENDENTI 
231 CALL M231NCrClrNTrTlrNTEMPOrOl 
232 e 
233 c 
23 .. GOTOJf>O 
235 c 
2Jf> c 
237 END 

111.C · Esempi di applicazione del metodo della trasformata d i 
L~place .. 

Esempio 111.C.1. 

Dato il circuito di fig.111.<:. l determinare la tensione v
2

(t) 

+ 

Fig.111.C. l - Circuito considerato nell'esempio lll.C. l. 

supponendo che la tensione v
1
(t) abbia l'andamento indicato in fig.111.C.2. Si conside­

rino nulle le condizioni iniziali all'istante t = O. 

G.MARTINELLI • M.SALERNO: Fondamenti di Elettrotecnica 40 
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Seguendo il procedimento simbolico di analisi nel dominio di Laplace indicaco 

in tabella 111.4. 1, trasformiamo il ci rcui to di fig.Ill.C. l nel dominio di s. 

Fig.111.C.2 - Andamento della ten.sione 
del generatore v 

1 
(t). 

T 

La funzione di eccitazione v
1 
(ò ·può esse re espressa come segue: 

v ( e) = V [ u (e) - u (e- T) 1 
1 o -1 -1 

. .. 

Pe rciò la trasformata V 
1
(s), appli qando la proprietà I (linearità) e la · proprietà 

IV (tr~slazione ne l cem,po), ris~.paci .a : 

V
1
(s) 

l - Ts v
0
-(l-e) 

s 

Il circuito trasformato nel dom•nio di Laplace è quindi quello indicato tn figu­

ra 111.C.\ tenendo conca del facco che le condizioni iniziali sono null e. 

CD Rl 

® 
-t 

V
1
(s) + 

sC
1 sC

2 
V 

2
( s) 

Fig.111.C.3 - Circuito trasform a to nel dominio di L ap lace. 

Risolviamo il circuito mediante il metodo dei nodi, al fine di determinar e l a 

tensione in cognita V2(s). Risulta sufficiente scrivere la seguente equazione di equili­

brio al nodo 2: 

da c ui si occiene, tenendo conto del va lore di V 1 {s): 
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con: 

Esempi di applicazione del metodo della trasformata di L aplace 

= F(s)•(l- e-T5 )V 
o 

Effettuando lo s viluppo in fr azioni parzi a t i di F(s), si otti e ne: 

R
2

(s C
1 

R
1 

+I) 
A B 

F(s) + --

(Rl + R2) [(Cl+ C2) 

R
1 

R
2 s+l]·s 

s s +a 

Rl + R2 

Rl + R2 
a 

c1 + c2 Rl R2 

. R2 
A lim s F(s) 

s -o R
1 

+ R
2 

[F(s) "(s +o. ) } 
c1 R2 

B lim 
s-- - a Cl + C 2 Rl + R2 

Perciò la tensione V 2(s) si può esprimere nel mo do seguente: 

(
A B ) T V

2
(s) = - + -- (I-e- 5

) v
0 s s +a 

Antitrasformando que s t'ultima espressione si ottiene: 

315 

I possibili andamenti della tensione v 
2

(t) sono riportati nelle figg. III. C.4 a, b, 

e c , nei tre casi B < O, B = O, B>o. 
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a) 

T 

b) 

T 

c) 

.. 
t 

.. 

Fig.111.C.4 - Possibili andamenti della tension e v 2(t): 

caso a) in c ui B < O; 
caso b) in cui B = O (parti tor e R C comp ensato); 
caso c) in c ui B > O. 
In tutti e tre i casi si h a: 

e 

Esempio 111.C.2. 

ill.C 

Dat o i l ci rcuito di lig.111.C.5, determinare lo tensione v
2 

{t), supponendo ch e la 

tensione v
1 

(t) abbia l'andamento indicato in fig.111.C.6 e c he la tensione iniz iale del 

cond ensator e sia V 
0

. 
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+ I 

- I 

Esempi di applicazione del metodo della trasformata di L aplace 

+ 

e 

00 

Fig. 111.C.5 - Circuico considerato nell'esempio lll.C.2. 

3T 
T 

I 
-t 

Fig.111.C.6 - Andamento del­
la tension e v

1 
(t ) . 

La funzione di eccitazione può essere esp ressa come segue: 

Trasformando l a tensione v 
1 
(t) s i ha: 

[I- 2 e-Ts + e-3Ts) 
s 

317 

Il circuito tr asformato nel dominio di Laplace è riportato i·n fig.lll. C.7;utilizzan­

do per il condensatore lo schema indic a to in tabella lll.3.2. 

+ 

Flg.111.C.7 - Circuito trasformato nel dominio di s, ottenuto da quello di fig.III . C. 5. 
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Scrivi amo p e r il circuito di fi g.11!. C.7 il sistema risolvente su ba s e magli e , s ce­

gli endo le ere maglie indicate in fig . III.C.8 e sostituendo al null a cor e un c orto-cir c uito 

ed al nora core un generatore di tensione . 

s C v0 /s 
+ 

RI 

+ ~ + 

~ 
2 

rçt R2 V (s) V2(s) 
I 

Flg.111.C.8 - Scelta delle maglie per l'analisi del c ircuito di fig.II I.C.7 . 

Si occiene il seguente sistema di equazioni su base maglie: 

{ 
I
1
(s) • R

1 
= V

1
(s) 

12( s) 
1 Va 

V 
2
(s) -- -

sC s 

I
3
rs)·R

2 
= V 

2
(s) 

A queste equazioni va aggiunta quella del vincolo imposto d a l nullatore pres.en­

te, c1oe: 

Eliminando dalle equazioni precedenti 1
1 

( s) ed 1
2

( s), s1 ha: 

e quindi , tenendo con to dell'espressione ricavata per V 
1 

( s): 

s 2 R C 
I 

vo 
[I - 2 e·Ts + e·3Ts 1 + -­

s 

L'antitrasformata di V
2

(s) è la s e guente in base alla (Ill.A. 40): 

I ~ 

( 
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il cui andamento è riportato in fig .Ill.C.9 per i valori: 

iO, e 1 F , 

Fig.111.C.9 - Andamento della ten­
sione v2( t) ottenuta n el l'esempio 
III.C.2. 

Esempio 111.C.3. 

e T 

v 2(t)Lz 
( vol t) 

2~-----

3 5 

1 sec 

• 
t 

(sec) 

319 

Dato il circu ito di fig.lll.C.10, nel quale si cons iderino nulle le condizioni ini­

zial i e costan te ed uguale a 2 volt la tensione di eccitazione, si determinino gli anda­

menti nel tempo delle correnti nei du e induttori e l'energia dissipata nel resi stare nello 

interva llo di tempo o+ 1 sec. 

Fig.lll.C.10 - Circuito consi de­
rato nell'esempio IIl.C.3. I. va­
lor~ dei c9"'.,pone~ ti so~o: V I!. = O' 
L 1- 2, L 2-1,M - 1,R - 2(V,tl, i 

EffeHuando la trasformazione de l circuito assegnato, si ottiene il circuito fini­

zio nel dominio di s, riportato in fig.Ill.C.11. 

R 

+ 
. V /s 

Fig.lll.C.11 - Circ uito trasformato nel g 
dominio di s onenuco da quello di fi-
gura JIJ.C.10. 

Per l' ana lisi del circuito di fig.IJI.C. 11 , applichi amo il metodo delle maglie, mo­

dificato opportunamente per la presenza della mutua indu z ione corrispond ente al termine 

sM. Scegliamo come variabili ausiliarie le corr enti di maglia 1
1 
(s) e I

2
(s), indicate in 

fig.III.C.11. Si otten gono l e .seguenti equazioni: 
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Magli a l 

Maglia 2 

V / s 
g 

V / s 
g 

Il l.C 

Si p uò norare c he la presenz a del te rmin e sM dà luogo ad un'ulteriore int erazio ­

n e tra l e corren ti di maglia. Infatti n e ll' equazione relativa a lla maglia I è present e il 

t e rmin e - sM1
2

, coincidente con la te nsio ne provocata in tal e magli a dal l a corre nt e 1
2

, 

che c ircola n e ll'altra maglia, attraverso l a mutua induzion e (il segno n ega tivo è dovuto 

al fatto che i versi con venzion ~ li delle du e correnti di maglia sono di,,posti in modo op­

posto rispecro ai segni di riferimento degli inducrori). Sostituendo i valori numerici, s1 

h a : 

Risolvendo il sistema s1 ottiene: 

2 
2. s 

s 

2 
2+s 

s 4 
I I ( s) I 2+2s 2-s 52 + 10 s 

2- s 2+s 

2 
2 + 2 s 

s 

2 
2- s 

s 6 
I
2
(s) 

s2 
12 + 2 s 2- s I + 10 s 

2- s 2+s 

Sviluppando in frazioni p arziali, s1 ocriene: 

+ A 4 I 4 --- - -
s + lO s ~ O IO 

A B 

s s + 10 
41 8 -
s s--10 

4 

IO 
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Antitrasform a ndo 1
1 
(s), si h a: 

Analogamente, s1 ottiene: 

4 

10 

6 

10 

(1-e-lOt) u ( t) 
-1 

321 

Gli andamenti delle correnti i
1 

(t) e i
2

(t) sono mostrati nella fi g. Ill. C.12. 

6 

10 
4 
10 

Fig.111.C.12 - Andamenti delle correnti i
1
(t) e i

2
(t) nell'esempio Ill.C.3. 

Per calcolare l'energia dissipata nel resistore, occorre determinare la c o rrente 

che lo percorre. Dalla fig . Ill.C. l l e dalle espressioni di i 
1 
(t) ed i

2
(t) ricavat e in pre­

cedenza, si ha: 

L'energia dissipata nell'intervallo o+ l sec vale: 

Esempio 111.C.4 . 

4 
-1 Ot -e 

10 
1, 7 joule 

Determinare l'andamento dello corrente i che percorre uno dei condensato ri del 

circuita di fig.lll.C.13, nell'ipotesi che le condizioni iniziali siano nulle e che la ten­

sione impressa dal generatore abbia l'andam ento riportato nella porte b) della stesso 

figuro. 

G.MARTfNELU-M.SALERNO: Fondamenti di F.:l~ttrotecnica 41 
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V (t) 
g 

+ 

Esempi di applicazione del metodo della trasformata di Laplace 

e 

n I 

V ( t) 

(v~1t) ' 

V o-+----. 

111.C 

r t (sec) 

a) b) 

Fig.lll .C.13 - Circuito considerato nell'e sempio III.C. 4. In b) è riportato 
l'andamento della tensione impressa. 

Applicando il metodo di analisi su base magl ie al circuito ficcizio che s1 onie­

ne uasformando quello di fig.111.C. 1 ~a nel dominio di I.api ace, con variabi l i ausiliarie 

coincidenti con le crasformate delle due correnti di maglia i 1 ed i 2 , si ha: 

- I 1 ( 5~ + sL) + 12 ( 5~ + sL) 

V (s) 
g 

o 

Risolvendo tale , sistema s1 ottiene la trasformata della corrente incognita 1, 

coincidente con I
2
(s), cioè : 

sC(s2LC + 1) 
V (s) 

g 

Per determinare l'andamento nel tempo richiesto, occorre prel imin armente indi­

viduare la trasformata V ( s) della tension e impressa . Seri vendo in forma opportuna ta­
g 

le tensione, si ha: 

a cui corrisponde: 

V (s) 
g 

Tenendo conto di questa espressione e sviluppando in fra z ioni parziali la parte 

razi onale della I
2
(s), si ottiene: 
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s2 + 

(- 0,5 ) voc LC 
(I_ e-sT) 

V
0

C LC 
I
2
(s) = 

2 1,5 2 2 1, 5 
s2 + s + --

LC LC 

Per ari ci trasformare, osse rviamo c h e dall a cab.Ili. A. I si h a : 

[ 2 
l I , 5 l = 

s + -
LC 

~
,5 

sin - - e • u 
1 

(e) 
, 5 LC -

(1- e -sT) 

e quindi risu)ca: 

+CD 

- CD 

T 

.fZLC 
T = 211~3 

-CD 

Fig.111.C.14 - Andamento della corrente i(t) d el circuito di fig.III.C.13 per i 

••Imi iodirni di T. io •mbod•• ~ 

0
,~ ••loco di 10 Ò• 

323 
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voc 
[ u

0
( t) - u

0
(c- T)} + i(t) 

2 

vo {I [sin~ (; - T) + u_ J (c -T) - sin f;S e· u (e)] 
2 2LC - I 

lnfig.lll.C.l4a èr iporcatol'andamen codi i(t) nel caso che T =77 l2LC / 3. Si 

ve de che sono presenti due impulsi di Dirac in corrispond enza a c=O ed a c= T , diretti 

1n s e n s o contrario. In o ltr e la corrente ha un andamento sinusoidale indefinito. È 1nce-

ress a nte mettere in evidenza il fatto che per valori particolari di T, l a corrente i(t) ha 

un a du rata limitata. Questo accade per T = 2 77 l 2LC/ 3. Infatti, in ouesco caso si ha: 

i(t) Jc: s in ~ 3 
e · [u 

1
(c ) - u 

1
<c- T) ] 

~ GL 2 LC - -

L'andamento risultante per l a corr ente è riportato 1n fig.III.C. 14 b. 

Esempio 111.C.5 

Svolgere l'esempio 111 .C.4 nell'ipotesi che lo tensione impresso abbia l'ondo­

mento di fig.lll.C.15 . 

Fig.IJl.C.15- Andamento del­
la tensione impressa dal ge­
neratore del circuito d i figu­
ra 111.C.13nell ' es.111.C.~. 

Avendo g ià determinata l'espressione del la trasformata della corrente incognita 

1n funzione della trasformata della tensione imp ressa nello svolgimento dell'esempio 

111. C .4, occorre individuare n e l caso presence la trasformata dell'eccitazione. A questo 

scopo osserviamo che l' espress ion e analitica della v.g(c) è: 

V (t) 
g ( 

Y 0 t) ( 2T) 
V 0 - ~ u -I ( t) + V 0 + V 0 ~ u - I (e - 2T) 

a cui corrisponde la seguente trasformata: 
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V o ( Ts - 1 Ts + 1 2 T) 
V ( s) = - -- + --- e- 5 

g T 2 2 
s s 

Utili z zando l e form ule ot tenute ne ll' esempio IIl. C.4, si ha: 

( 
0,5 

v oc 
L C )e-l/T s + l / T 

e-2sT) 1
2

( s) + 
2 1, ') s s 

s2 + --
L C 

I s 

4~C ) (: 
s 

4~C ) V O 
- + 

Y 0C 

~> 
6 6 

" - C. + + + e- 2sT 
T 3 s 2 1, ~ T ) s 2 1, ') 

s + - s + --
L C L C 

Antit ra sforma ndo l' e spre ssion e precedente , si h a: 

i(t) 

cv
0 

[u
0

(t) I- u
0
(t- :? T)] - [u_/tl - u_

1
(t - 2"[) ] + 

'.\T 

CV o [u 
1
( t)"cos ~ ) t - u 

1
(t - 2T) cos .13 (t-2T)J + 

6T - 2L C: - ~fil 

Sin '~ t + u 
1 

(t- 2T) sin ~ 3 
(t- 2T) J ~ne - - 2LC 

L' a ndamento di i(t) nel ca so p a rti c olare di 

T = 77 f ~C 
è riportato in fig.IIl. C. 16, dove s 1 è po s to: 
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I oo 

4T 

71 

Fig.lll.C.16 - Andam e nto della corrente i(t) del circuito di fi g .IIl.C.1 3 ne l caso 
che l a tensione impre ssa abbia l'and a mento di fi g .111.C. l~ con T = 71 ~ 2 L C / 3. 

111.C 

Esen1pio 111,C,6 , 

Determinare per qual i valori dei componenti si innesco un'osci ll az i one si n usoi­

dale nello schema d i fig.l l l . C.17, che rappresenta un oscillatore di Colpi tt s a t rans i­

stori. Si effettui l'analisi nella fase d'innesco, supponendo che il transistore sia linea­

re e rappresentabile, insieme con il circui to di polarizzazione, come indicato in f igura 

111.C.18 . Si suppongo ·inoltre il circuito a ,;poso per t ~ O e l'eccitazione coinc i den te 

con un generatore di corrente avente come grandezza impressa un impulso un it a r io. 

Fig.lll.C.17 • Si:hema d ell 'o­
s c i li atore di Colpi tts. 

L 

+ 
V ( t ) 

c2 u 
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L 

·- - - - --'i, 
I 

-----, 
I 

I 
v3il I 

I 
I . ____ _]· 

Fig.lll.C.18 - Schema dell 'oscill aco re di Colpi tcs usato per l' analisi dell'innesco 
delle osci ll azioni . 

327 

Oopo aver tras form a to nel dominio di Laplace il circuito ài U'fr-lll.C."18, anali z­

ziamolo con il metodo de i nodi , p rendendo come nodo di riferimento il nodo 3. Si ott'iène: 

V1(s) [ sC + G + -
1
-]- V 2(s) 1 1 sL sL 

- V1(s) [-
1
- - f. G1 ] + V2(s) [G 2 + sC2 + -

1
-] O 

sL sL 

Determini a mo V 2( s) , c he coincide con la tras form ata della tensione incognita 

v (t) . Si o tti en e: 
u 

Affinch é si inneschi l'oscillazione s inusoidal e occorre ch e il denominatore ab­

bi a una coppia di radi ci ± j w
0

, essendo w
0 

l a pul saz ione desider.ua. Di conseguen­

za , il denominatore dell a V 2(s) deve essere del tipo: 

D( s) = ( s 2 + w~ ) (s +a ) = s 3 +a s 2 + w~ s +a w~ 

con a > O. 
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Ug uag liando termine a te rmin e i coeffici e nti del de nominatore d i V
2
(s ) c on quel­

li vo lut i , si h a : 

c
1

G
2

+ G
1
c

2 

c 1c:2 

C: I + C2 + G I G 2 L 

C
1 

C2L 

·= a 

w2 
o 

È evidente che l e relazioni precedenti sono soddisfatte e quindi si ha l'innesc o 

dell ' os c illazione sinusoidale se il p rodotto della prima relazione per l a s e conda u gu a­

g lia l a terza, cioè se: 

Tale cond izion e equiva l e a richi ede re c he il guadagno del tran sisro re sia: 

llLD - Esempi di applicazione del metodo alle differenze finite , 

Nel presente paragrafo riportiamo alcuni esempi di applicazione 
del metodo alle differenze finite, descritto nel § III. 6 . Il programma in 
FORTRAN di tale metodo è descritto nell 'appe ndice III.B, a cui si ri­
manda per chiarime nti riguardanti i formati in cui debbono essere pre s en­
tati i dati di ingresso, che descrivono il circuito, ed i dati di uscita. 
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111 .D , 1 - Esempi riguardanti un filtro , 

Il primo gruppo di esempi che si considera riguàrda il comporta­
mento del filtro passa basso( 1 l di fig .I iI.Tì. l sotto l'azion e di vari e e cci­
tazioni. In ognuno degli esempi , si riporta il tipo di eccitazione, la de­
scrizion e qualitativa del comportamento del filtro , la forma delle schede 
di ingresso e l'uscita del calcolatore . 

L ~ L 1ì> 

·aaar I J+ c,J ~ _"·"' 
Fig.111.D.1 - Schema del filtro pass abasso normalizzato con siderato nel primo 
gruppo di esempi. I va lori d e i componenti sono: R = l , C

1 
~ 0,18 78, C 2 = 0,307 0 , 

L ~ 0,1942 (0, F , H) . 

Lo schema di fig.111. D. I è s t a to normalizzato in fr equenza rispe tto a IO kHz e<l 

in liv e llo ri spetto a 6000 , c on la tecni ca descritta s ucces s ivamente nel § V.8. I valo­

ri originari dei componenti e rano R = 6000, C = , I ,10nF,C
2

= '>1,17nF,L = ll,6'>mH, 

corrispondenti ad una freouenza oi tag l io 11 ,034 kHz ed a un'ondulazione in band a del 

2<>fo . 

/ 

Le schede <l'ingresso riguardanti la descrizione <l e i circuito sono: 
2 3 4 ') 6 7 8 9 10 11 12 13 14 !') 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 

5 2 2 3 o o o 
o o o D o o 2 

o o o D o o 4 " 
9 4 2 D - 2 3 

9 4 2 D - 3 4 

8 7 8 [) - 2 " . 
8 7 8 [) - l 4 'i 

3 o 7 o D - 3 5 

( 1) - 11 filtro considerato è un filtro tipo Cebiu·f 1r.111 .. dal resto R.Sa a l, «Der Entwurf 
von Filcern mit Hilfe des Kacaloges normi e rter Ticfpasse•, 1-:<l. Te lefunken. 

G.M AHTINELLI - M.SALERNO: Fo ndame nti di Elettrote cn i ca 42 

) ·~· 
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Esempi rigu~rdanti un filtro 111.D. l 

Per quanro riguarda l'eccitazione, !@ relative schede di- ingresso 
verranno ripor.rare nel!' am bito çl i ciascun esempio, in quanto si trarra di 
casi di versi l'uno dall'altro. L'andamento del! ' eccitazione coincide in 
ogni caso con la tensione del nodo 1 rispetto al nodo 5. 

Esempio 111.D . 1. 

Determinare l'andamento dello tensione di uscito v (t) nel coso che l'eccito­

" z ion e v g(t) di fig.111.D.1 coincido con un gradino di tensione di ampiezza uguale od 

1 volt. 

Scegliamo un intervallo di campionamento normalizz a to ugu a le a O, 1 e facciamo 

scampare per 100 istanti successivi le tensioni <lei nodi 1 e 4 ri spetto al nodo "· Le 

schede di ingresso riguardano 1 a tensione di ecci cazi one al l'istante inizi aie , le tensio­

ni che si desidera stampare, il numero di istanti considerato ed il passo di campiona­

mento. La subroutine M23 in questo caso non interviene, in quanto il valore dell'ecci ­

tazione negli istanti successivi a quello iniziale si mantiene costante. Le s.:hcde in 

questione sono: 

2 4 " 6 7 8 9 10 11 12 13 14 1" 16 

ooonon 

2 

4 

1 o o · o o o n -

Da un .punto di vista quali taci vo è facile rendersi conto che al crescere del tem­

po i condensatori tendono a comportarsi come circui ti aperti e gli induttori come corto­

-circuiti. Quindi la tensione v (t) tende a di venire la metà della v (t) , cioè O," volt. 
u g 

L'esame qualitativo pr<"cedcntc è ,·onfe rmato dall'andamento fornito dal calcolatore e 

riportato di seguito . Precisamente, il ,·alare O," vien e raggiunto in corrispondenza al­

l'ist ante ·i,). Per oues ta ragion e, la stampa viene limitata ai primi 70 passi dei 100 

preventivati. 

Uscitu dPI progrumma. 

CIRCUITO ASSE~NATO:NUMERO NODI= 5 
NJMERO RESl~TORI= 2 
NUMERO INDUTTORI = 2 
NUMERO CONDENSATORI = 3 
NUMERO GENEHATORI DI CORR NTE= O 
NUMERO GENERATORI DI TENS O~E= I 
NUMERO GENERATORI DI coqR NTE CONTR. IN TENS·= o 
NUMERO NULLORl= O 

(segue) 
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RES•N• 1 
RES •N • 2 
l NlJ•N• 1 
IND•N• 2 
COND.N· 1 
COND.N. 2 
COND.N. J 
GE N• TENSIONE! 

ol 00+001 
.100+001 
.1911+000 
ol 911+000 

• 166+000 
.Jo1+000 
. 166+000 
N. 1 

l 2 
.. 5 
2 J 
3 .. 

2 5 
3 5 
.. 5 

.100+00 1 

CORR.IN.= 
CORR.IN . = 

TENS.I N• 
TENS~N · 
TENS o rn, 

1 s 

SIMULAZI ONE• N,lSTANTl = 100 

. ooo 

. ooo 
.ooo 
.ooo 
.ooo 

INTERVALLO DI CAMPIONAMENTO : ,100+000 

o 
1 
2 
3 .. 
5 
é 
7 
6 
9 

10 
11 
12 
l3 
111 
15 
lé 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
2é 
27 
28 
2 9 
30 
.H 
32 
3.3 
34 
.35 
3é 
.37 
36 
39 
40 
41 
42 
4 3 
44 
45 
46 
47 
48 
49 
5 0 
51 
52 
53 
54 
55 

TENSIONI DE I NODI RISP. AL NO DO 5 

TE MPO 
.ooo 
. 100+000 
. 200 +0 00 
.Joo +o oo 
.400+000 
.5oo +ou o 
.éOO+OOO 
,7uO•OOO 
.aoo+o uo 
. 9 0 0+000 
.100 • 001 
.110•0 01 
.1 20 +0 01 
. 130+ 001 
.111 0 +001 
·150•00 1 
.léO+l!Ol 
.170+001 
. 180+ 0 0 1 
, 190+00 1 
.200+001 
.210•001 
.220+001 
.230+001 
. 2110•00 1 
• 250+001 
.2bO+Ou l 
.210+ 00 1 
.2tJ0•001 
. 2 9 0+001 
. 300•001 
.J 10+001 
• .:;2 0+001 
,J30+ 001 
.311o • ou1 
, J5o+o u1 
.3(>0+001 
•. no• o•ll 
,J f!O+ OOl 
,390+ 001 
.1100+001 
.1110+0 01 
.1120+001 
,4J0+ 0 01 
.440•001 
.450+0(ll 
,4é0+ 001 
.47 0 •001 
·" 8 0 +001 
,4 90 • 001 
.:;00 •00 1 
.510 +001 
.520 +001 
o530+001 
, :;40+001 
. 550+001 

NODI '. 1 
ol OO +OOl 
. 1uo+oo1 . 
.lUO+OOl 
.100+00 l 
. 100+ 001 
olOO+OOl 
.1 00 +0 01 
"100 +0 01 
.1 00 +001 
.l OO+llO 1 
. 1'00+001 
.t OO+ OOl 
.1 00+ 001 
.1 00+001 
.1 00 +00 1 
.t uo+ oo 1 
.t o o+oo1 
.100 +0 01 
.100•0 01 
.100+ 0 01 
.tOO+OOl 
.100+001 
.100 +0 01 
.tOO+OOI 
.tUO+OOl 
olOG+OOl 
.tOO+OOl 
.100+001 
.tOCl +OOI 
.tOO +OOl 
.100+001 
.tOO+OOl 
. 10 0+001 
. 10 0 +00 1 
olO O+O OI 
.10 0 +001 
.100+001 
.tOO+OOl 
.100+001 
.10 0+001 
olOO+OOl 
olOO+OOl 
olOO+OOl 
. 100+00 1 
olU0 +00 1 
.100•001 
.1uo • oo 1 
olOO+OOI 
olUO•OOI 
.1vo+oo1 
·1 00 •001 
olOO+ OOl 
.1 00+001 
ol OO+OO l 
.1 00+001 
olOO+OOl 

Il 
.396-003 
.376-002 
.1 75- 001 
.5~2-00 1 
. 12 1+000 
.220+000 
.:n8+ooo 
,451+000 
,5Jb +OOO 
. 577+000 
.575+000 
. 541+000 
.496+ 000 
,4é4+ 000 
. 452 •000 
.%2+000 
.464+000 
. 50é+OOO 
, 5 20+ 000 
. 5 20+000 
,510 +000 
.49é+OOO 
,48é • OOO 
.11e'3•00 0 
,4'!9+000 , 
,498•0 00' . 
. 507•000 
. 51 2+000 
.510+000 
.505 +000 
.1198•000 
.1193+000 
• 492 +000 
.495+ 00 0 
,4 99+000 
.503+000 
.505+000 
. 505+000 
.502+000 
. 499+000 
.497+000 
• 497+ 000 
. 4 98+ 000 
.500 +000 
.502+000 
.50 2 +000 
.50 2+ 000 
,501+000 
.500+000 
.499+ 0 00 
,1191\+000 
,499+ 000 
,500+000 
.501+000 
.501+000 
.501+0 00 

Bl 

(segue) 
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So o5bO+OOl olOO+OOl .so o+ooo 
5 7 .570+001 .100+001 . 500+000 
~B ·580+001 ol 00+001 . 499+000 
59 .590+001 olOO +OOl .4 '?9+000 
60 0600+001 olOO+OOl . 5 00+ 000 
bl . 610+001 .10 0+001 .5 00+000 
62 .&20+001 olOO+OOl .500+000 
63 .630+00 1 olOO+OOl ,500+000 
64 .640+001 .100+00 l ,500+000 
65 .650+001 .100+001 ,500+ 000 
66 0660+001 .100+001 .500+000 
6 7 .670•001 .100+001 .500+000 
bB ·6B0+001 .100+001 ,500+000 
69 .&90+001 .10 0+001 .s o o +ooo 
70 . 100 +001 olOO+OOl .soo+oo o 

Esempio 111.D.2 . 

Determinare l'andamento dello tensione d i us ci to v (.t) n el coso che l' e cci to­
u 

zione v g(t) di fig.111.D.l coincido con un impulso di tension e re ttangolare d i larghez-

z a normalizzato O, l ed ompie·zzo l volt . 

Sceg li a mo l ' int e r va ll o di campion amento, il numero di istanti da considerar e e 

le tensioni da stampar e come nell'esempio Ill.D. l. Le sch ede di ingresso coi ncidono 

pe rc iò con quelle riportare in cal e ese mpio. La s u brout ine M23 in questo caso provve­

de ad azzerare la t ension e di eccitazione negli istanti s uccessivi a quello iniziale. 

Da un p unt o di vi sta qu a lita tivo è faci l e rende rs i conto che la tensione vu(t) 

deve tendere a ze ro al c resce re del te mp o, in qu a nt o l' ecc it azione coi ncide con un im­

pulso con centrato a ll'i s ta nte ini z ial e. C i ò è confe rm ato d a ll' and amento forn i to dal cal ­

colatore. In particol are, a nc he in qu es to caso tronc hiamo la stampa in corri spondenza 

al passo 7 0, in corri s pond e nza al quale la t ens i one v u{t) è ridotta aqualch"decimo di 

millivolt. 

- Uscita del programma. 

CIRCUITO ASSE~NATO:NUME~O NODI: 5 
NUMERO RESISTORI: 2 
NUMERO INDUTTORI : 2 
NUMERO CONDENSATORI = 3 
NUMERO GENERATORI DI CORRENTE: O 
NUMERO GiNEHATORI DI TENSIONE: 1 
NUMERO GENERATORI DI CORRE NTE CONTR• IN TENS•= O 
NJMERO NULLORI: O 

RES•N • 1 .100+001 1 2 
RES•N• 2 -100+001 4 5 
IND•N• 1 .194+000 2 3 CORR .IN.: .ooo 
l ND•N• 2 ·194+000 3 4 CORR .IN.: .ooo 
COND, .\l, 1 . 1aa+ooo 2 5 TENS.IN·= .ooo 
CONO.No 2 .307•000 3 5 TENS.IN•= .o oo 
COND,N. 3 .lBB•OOO 4 5 TENS, IN•= .ooo 
i;EN•TF.NSIO'lE: N. 1 .100+001 1 5 

SIMULAZIONE• N,ISTANTI : 100 
INTERVALLO DI CAMPIONA~ENTO : ,1 00 +0 00 

(segue) 
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TENSIONI DEI NODI RISP. AL NODO 5 

TEMPO NODI : l 4 
o . ooo .100+001 .396-003 
l .100+000 -.589-016 .339-002 
2 .200+000 -.129-016 .137-0 01 
3 .300+00 0 .125-018 .356-0 01 
4 ·400+000 .186-018 .&74-001 
5 .soo+ooo • 119-018 .993-001 
6 .bQO+ OOO .100-019 .118+000 
7 .10 0+00 0 -·736-019 .113+000 
8 .800+000 -·983-019 .849-001 
9 .C.!OO+OOO -·&B&-019 .413-0 01 

10 .100+001 -.141 -019 -.200-002 
11 .llO+OOl .309-019 -.335-001 
12 .120+001 • 446-o 19 - . 433-001 
13 .130+001 .249-019 -.334-001 
14 • hO+OOl -.128-019 -.122-001 
15 .150+001 -.470-019 .931-002 
16 .loO+OOl -.603-019 .222 -001 
17 . 170+001 -.4!!0-019 .226-001 
16 .150+001 -.177-019 .135-001 
19 .190+001 '156-01 9 • 296-003 
20 .200+001 .374-019 -.102-001 
21 .21 0+001 .402-019 -.136-001 
22 .220+001 ·257-019 -.103-001 
23 .230+001 .210-020 -.246-002 
24 .240+001 -.174-019 .536-002 
25 .250+001 -.2b6-0l9 • %0-002 
26 .260•001 -.229-019 .892-002 
27 . 210+001 -.9=n-020 .437-002 
28 .280+001 • 49& -020 -.142-002 
29 .290+001 .151-019 -.570-002 
30 .300+001 .108-019 -.&82- 002 
.31 .310+001 .!U8-019 - .478-002 
32 .320+001 .104-020 -.983-003 
33 .330+001 -.754-020 .263-002 
34 ,340+001 -.114-019 .452-002 
35 .350+001 - • 956-020 .412-002 
36 .360+0 01 . -.382-020 .200-002 
37 • .370+001 .2b7-020 -.&42-003 
38 .J00+001 .&"13-020 -.256-002 
39 • .390+001 .745-020 -.305-01)2 
40 .400+001 .4bl-020 -.211-002 
41 .410+001 .213-021 -.409-003 
42 .420+001 -.356-020 .! 19-002 
43 ,430+001 -.51 0-020 • 200-002 
44 . 440+001 -·423-020 .180-002 
45 ,450+001 -.161-0 20 .843-003 
46 ·460+001 • uo-020 -.329-003 
47 ,470+001 . 315-020 -.116-002 
46 . 480+001 ·332-020 - .135-002 
49 .490+001 .201-020 -.914-003 
50 . 500+ 001 ·298-022 -.148-003 
51 .510+001 -.lb4-020 .557-003 
52 .520+001 -.231-020 .903-003 
53 .530+001 -.!B&-020 .795-003 
54 .540+001 -.&69-021 .356-003 
55 .550+001 .&20-021 -.166-003 
5& .560+001 .14 3-020 -.531-003 
57 .570+001 .147-02 0 -.602-003 
58 .580+001 ·866-021 -.398-003 
59 .590+001 -.206-022 -.527-004 
60 .600+001 -.753-021 .259-003 
61 ·61 0+001 -..103-020 .406-003 
62 .b20+001 -·816-021 .350-003 
é3 .630+001 -.215-021 .151-003 
64 ·b40+001 . 297-021 -.825-004 
65 .650+001 ·645-0 21 -.241-003 
66 .660+001 .653-021 -.268-003 
67 ·670+ 001 .373-021 - .173-003 
68 .680+001 - . 242-022 - .175-004 
b9 .690+001 -.34&-021 .120-003 
70 .100+001 -·4b3-021 .182-003 (segue) 
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334 Es empi riguardanti un filtro 111.D.1 

Esempio 111.0.3 . 

Determinare l'andamento dello tensione di usci to v (.t) nel coso che l'eccito· 
u 

zione v g(t) di fig.111.D.1 coincido con un'onda quadro di ampi ezza 1 volt e di frequen· 

zo normalizza to 0 .5. 

Scegliamo l'intervallo di campionamento, il numero d i iscanti di campionamento 

e le censi oni da scampare come nell'esempio lll.D. l. Le schede di ingresso coincidono 

perciò con qu e lle rip.orcate in cale esempio. La subroutine M23 in qu esto ca s o deve for­

nire I' andamenco previsco per I 'ecci razione . Per effe eco dell'intervallo di campionamen­

co scelto cale andamento è quello mostrato in fig.lll.D. 2. 

Fig.111 . D.2 - Andamento dell'ec­
citazione fornico dalla subrouti­
ne M23 nel caso dell'es.IIl.D.3. 

V (t} 
g 

-I 

; \ .)' 

0.8 I .9 1.8
1
1.9 2.8 

1
2.9 

I I I "" 
- __ l__..J_ - _ ..J..__ 

Da un punto di vista qualitativo si nota che l'eccitazione applicaca, al crescere 

del tempo, tende a coincidere · con la somma di varie fun z ioni sinusoid ali di frequenza 

mulcipla dispari di O,';. In particolare quella di frequenza più bassa, cioè O, <;, ha un a 

ampiezza di 4/7T . Poiché il filtro passa-basso di fig.UI.D. l ha un a frequenza di cagl io 

normalizzata di 1.1 , esso ha un effetto cagliante su tucce le componenti dell'eccitazio­

ne, esclusa quella di freouenza O. <;. Per questa ragione a l crescere del tempo la tensio­

ne v (t) t e nd e a d avere un andamento sinusoidale di freouenz a O," e di ampiezza u-g . 

guale a circa metà di quella dell a suddecca componence, cioè 2/ 7T. Se s i esamina l'u-

scita del programma si vede che ca le andamenco è già presence dopo i primi 40 passi. 

Per questa ragione viene tronc a ca la scampa anche in ques to caso dopo i primi 70 pas­

si. 

- Uscita cLel programma. 

ClRCUlTO ASSEGNATO:NUMERO NODI: 5 
NUMERO RESISTORI: 2 
NUMERO INDUTTORI : 2 
NUMERO CONDENS ATORI : 3 
NUMERO GENERATORI DI CORRENTE: O 
NUMERO GENERATORI DI TENSIONE: 1 
NUME~O " GENERATORI DI CORRENTE CONTA• IN TENS•= O 
NUMER<l"NU~~ORI: O . 

(segue) 
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111.D. l Esempi riguardanti ,un' filtro 

RES•N• 1 
RES•N• 2 
lND•N• 1 
JND • N• 2 
COND•N• 1 
CDNDoN• 2 
COND,N. 3 
GEN•TENSlDNE: 

.100+001 

.100+001 

.194+00 0 
·194+000 

.1ee+ooo 
,301+000 
.1aa+ooo 
N• 1 

1 2 

" 5 2 3 
3 4 

2 5 
3 5 
4 5 

.100+001 

CORR. IN,: 
CORR. IN,: 

TENS.lN• 
TENS,lN• 
TENS.lN • 

1 5 

SIMULAZIONE• N,ISTANTl 1()C 

.ooo 

.ooo.· 
.ooo 
.~o 
.ooo 

INTERVALLO DI CAMPIONAMENT<*'= ,100+000 

o 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 

1.4 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
112 
113 
44 
115 
116 

·"17 
48 
119 
50 
51 
52 
53 
511 
55 

TENSIONI DE l NODI RISP. AL NODO 5 

TEMP'° 
.ooo 
. 100+000 
.200+000 
.:>oo+ooo 
o40Q +QOO 
.5oo+ooo 
o600+0ù0 
.100+0 00 
. 000+0 00 
o900+000 
.100+001 
. 110+001 
.120+001 
. 1.)0+001 
.14o+ou1 
.150+001 
0l60+0ul 
.170+001 
.18011}01 
.19o+ oci 1 
.200+001 
. 210+001 
.220•001 
.230 +001 
.2110+001 
.250 +001 
0260+001 
.2 70 +0 01 
.200+001 
.290+001 
.300+001 
.J1o+ou1 
.320 +001 
.330+001 
.340 +001 
.J5o+ou1 
.360+001 
,370+001 
.360+001 
.390+001 
.1100+001 
.410 +001 
.1120 +001 
.430+001 
.1140+0 0 1 
,1150+ 00 1 
·"60+001 
.470+001 
0 1160+001 
.490 +00 1 
.soo+oo1 
.s1o+ou1 
.s20 +001 
·530 +00 1 
.s11 0+001 
, 550+001 

NODI : l 
.100+001 
.10 0 +00.l 
. 100+00'1. 
olOO •-ùOl 
;100+001 
.100+001 
.100+001 
.100+001 
. 100+001 

-.100+001 
-.100+001 
-.100+001 
-.ioo +oo1 
-.100 +001 
-.100+001 
-.i 00•001 
-.ioo+oo1 
-.iuo+ilOl 
-.ioo+o o1 

.100+001 

.100+001 

.100+001 
olUO+OOl 
olOO +OOt 
.tOO+OOl 
.100+001 
.100+001 
.i 00+00 l 
olOO+ OOl 

-.ioo+oo1 
-.100+001 
-.ioo+oo1 
-"100+001 
-. 100+001 
-.100+001 
-.10 0+001 
-.100+001 
-.ioo+oo 1 
-.100+001 

.100+0 01 
"10 0+001 
.100+001 
.100+001 
.100+001 
.100+001 
olOO+OOl 
.1 00+001 
.100+001 
.1 00+001 

-.100+001 
- . 100+001 
-.100+001 
-.100+001 
-.100+001 
-.100+001 
-.10 0 +001 

4 
. 398-003 
.3-76-002 
.175-001 
.532-001 
.121+000 
.220+000 
.3:58+0 00 
,451 +000 
. 536+000 
.577+000 
.567+000 
,506+000 
,392+000 
.223+00 0 
.124-001 

-.2111+00.n 
-,1u9+00·0· 
-.566+000 
-.&35+000 
-.626+000 
-.5f>5+00P c 
-,464+0D O 
-.337+000 
-.100+000 

.559-002 

. 207+000 
, 397+000 
.544+000 
.625+000 
.633+000 
. 580+000 
. 1182+000 
.3118+0 00 
.180+000 

-.145-001 
-.220+000 
- , 4-GB + OUU 
-.5118+000 
-.622+0 00 
-.625+000 
-.571+000 
-.476+000 
-.3117+ 000 
-.1811+ 000 

.857-002 
, 215+0UO 
.1106+0 00 
. 550+000 
.625+000 
.629+000 
.5711';!),00 
.1176,000 
,345+000 
.182+000 

-.10.1-001 
-.216+000 
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E se mpi ri guardanti un filtro 111.D.1 

56 .560+001 -.ioo+oo1 -.405+000 
57 .570+001 . -.100+001 -.51JtHOOO 
58 o5t!0+001 -.100+001 -.623+000 
59 .590+001 .• 100+001 -.628+000 
bO .000+001 .100+001 -.571J+OOO 
ol ·blO+OOl .100+001 -.IJ77+000 
62 .620+001 .100+001 - • 31J 7+000 
63 0 0.SO+OOl .100+001 -.183+000 

"" •040+001 .100+001 . lOIJ-001 
bS .050+001 .100+001 . 210 +0 00 
bb .boO+OUl .100+001 . IJOo+OOO 
b7 .010+001 .100+001 .51J9+000 
é8 •080+001 .100+001 .é2HO OO 
69 .090+001 -.100+001 .b2B+OOO 
70 .100+001 -.100+001 .573+000 

Esempio 111.D.4. 

Determinare l'andamento dello tensione di uscito vu(-t) nel coso che l'ecc i tozio­

ne v 
8

(t) di fig.111.D.1 coincido con un'onda quadro di ompie:cza 1 volt e di frequenza 

normalizza to':!. 

In questo caso occorre scegliere l'intervallo di campionamento più p iccolo, ri­

spetto a quello usato negli altri esempi, per evitare g li errori connessi con i l metodo 

a ll e differenze finite(! l. Per questa ragione scc,1diamo cale intervallo(normalizzaco) u­

guale a 0,02'\ ed il numero degli istanti da considerare uguale a 400. Lasciando inal­

terata la tensione di eccitazione a li' istante iniziale e le t ensioni desiderate, l e sche­

de di ingresso di vengono: 

i 2 3 4 " 6 7 s 9 10 11 i 2 n 14 I'\ 16 

000000 

2 

4 

4 o o 0°025000 

La subroutine M23 in questo caso deve fornire l'andamento previsto per l' ecci­

tazione. Per effetto della scelta dell'intervallo di campionamento cale andamento è quel­

lo mostrato in fig.lll.D . 3. 

(1) - La va luc azione di questo errore è molto semplice se si ciene conto c h e il program­
ma basato s ull e differenze finite lavora come un ,-c·ro e proprio filtro digital e. Per <lec­
cagli su questo punto si rimanda all'appendice e, riportata in fondo a l li bro. 
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111.D.1 

V (t) 
g 

- l 

F:s empi riguardanti un filtro 

---r-
I 

0.4'i01 10. 72'5 

O. 210. 22'i 
1
o.47'i ~I 

I I ol 

0.9'i0 0.97 ~ 
I 
I 

Fig.111.D.3 - Andamento d e ll' eccitazion e fornito da ll a subroutin e M23 ne l 
caso dell' esempio 111.D.4. 
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Da un punto di vi s ta qualit a tivo si nota, come nel caso dell'esempio 111.D. 3, che 

l e compon e nti s inu soidali ,a ll a cui somm a te nde l' eccitazion e a l c resce re del tempo,han­

no tutt e fr e qu e nz e s upe ri o ri a quella di taglio. Perc i ò in us c ita l a t e nsi one è essenz i al­

me nt e dovuta a quella di fr equenz a più bassa con un 'ampi ezza ugua l e" a 4/ 77 mol t ipli­

ca ta per l' a tt e nu azion e d e l filtro in corrispondenza alla frequ e nza di tale· componente . 

L'attenuazion e in ~uestione vale 

essendo T 
5 

il polin omio di Cebicef di ordine 5. 

Ouindi la tensione di uscita tende , al crescere del tempe , ad un andamento s i­

nusoid a l e di fre~uenza 2 e di ampiezza 

4 
1, 54 10- 2 

82,6 

Se s 1 esami na l'us c ita del programma, tale andamenro è presente dopo 300 p assi. Per ra­

gioni di spazio si riportano di seguito le stampe di us c it a relative ad un interva ll o ini­

zial e , a d uno centrale e a d uno terminal e di quello compl essivamente pre visto. 

Uscltn del program ma. 

CIRCUITO ASSEGNATO!NUMERO NOOI: 5 
NU~ERO RESISTORI= 2 
NUMERO INOUTTORI : 2 
~UME~O CDNOEN$ATORI : 3 
NUMERO GENERATORI DI CORRENTE: O 
NUMERO G~NEHATORI 01 TENSIONE: 1 
NUMERO GENEHATO~I 01 CORRENTE CONTR. IN TENSo: O 
NUMERO NJLLOR I: O 

G,MARTI N ELLI - M. SA LERNO: Fond amenti di Elettrotecnica 

(segue ) 

4 3 
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Esempi riguardanti un filtro 

RES•N• 1 
RES•N• 2 
lND•N• 1 
lND•N• 2 
COND,N. 1 
COND,N. 2 
CONO.No .3 
GEN•TENSlONE: 

.ioo+oo1 
-100+001 
• 194+000 
·194+000 
.188•000 
.301•000 
.1B8•ooo 
No 1 

1 2 
4 5 
2 J 
J 4 

2 5 
3 5 
4 5 

.100+001 

CORR.IN • 
CORR.IN. 

TC:NS.lN : 
TENS.IN•= 
TENS.IN•= 

1 5 

SIMULAZIONE• N,ISTANTI : 400 

.ooo 

.ooo 
.ooo 
.-ooo 
.ooo 

INTERVALLO OI CAMPIONAMENTO : ,250-001 

o 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
e 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
2B 
29 
.30 

66 
89 
90 
91 
92 
9.3 
94 
95 
9b 
97 
96 
99 

100 
101 
102 
10.3 
104 
105 
106 
107 
106 

TENSIONI OEl NODI RlSP. AL NODO 5 

T~MPO 
.ooo 
.250-001 
• 500-001 
,750-001 
.100.+ooo 
.125+000 
.150+000 
.175+000 
.2oo+ouu 
.225+000 
o2!;,0+000 
.275+000 
• .300+000 
• .325 +000 
..350+000 
• .375+000 
,400+000 
.425•000 
.450+000 
,4 75+ouo 
.soo+ooo 
.s2s+ooo 
.sso+ooo 
.'.>75+000 
.600+000 
o625 +o uo 
.1>50+000 
.67S+OUO 
.100+000 
. 125+000 
.150+000 

.220+001 

.222+001 

.225+0Jl 

.227+001 

.230+001 

.~,32+001 

.2.35+001 

.231+001 

.240+001 

.2 42+001 

.245+001 

.247+001 

.250+001 

.252+001 

.255•0ùl 

.251+001 

.260+001 
1262+001 
.265+001 
.267+001 
.270+001 

NODI : 1 
-100+001 
.100+001 
.!OO+ OOl 
.100+001 
.100+001 
.100+001 
.100+001 
.100+001 
.100+001 

--lOO+ùOl 
-.1uo+oo1 
-.100+001 
-.100+001 
-.ioo+oo1 
-.ioo+oo1 
-.100+ 001 
-.ioo+oo 1 
-.iuo+oo1 
-.ioo+oo1 
.l ùO+OOl 
.lOO+ùOl 
.100+001 
.100+001 
.100+001 
.100+001 
.100+001 
.100+001 
.100+001 
.100+001 

-.100•001 
-.ioo+oo1 

.100+001 
-.100+001 
-.ioo+oo 1 
-.100+001 
-.100+001 
-.100+001 
-.ioo+oo1 
-.ioo+oo1 
-.100+001 
-.ioo•uo1 
-.ioo+oo1 

-100+001 
.100+001 
.100+001 
.100+001 
.100+001 
.100+001 
'100+001 
.ioo+oo 1 
.100+001 
.100+001 

4 
.646-006 
.694-005 
.372-004 
.136-003 
.383-003 
. 90.3-003 
.186-002 
.347-002 
.596-002 
.959-002 
.146-001 
.2 1.3-001 
. 298-001 
,401-001 
.522-001 
.659-001 
.806- 001 
• 96.3-001 
.112+000 
.127+000 
.141+000 
.152+000 
.161+000 
. 167+000 
.168+000 
.166+000 
.159+000 
.148+000 
.134+000 
. 117+000 
.976-001 

.128-001 

.119-001 

.101-001 

.767-002 

.509-002 

.211-002 

.080-003 
-.166-00J 
-.235-00J 

.549-00.3 

.224-002 

.457-002 
• 725-002 
.989-002 
.121-001 
.136-001 
.141-001 
.13.3-001 
.113-001 
.001-002 
.37.3-002 

111.D. l 

(segue) 
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111.D.1 Esempi riguardanti un filtro 

109 
110 
111 
112 
113 
114 
115 
11& 
117 
1 lt! 
119 
120 
121 
122 

· 123 
124 
125 
12& 
127 
128 
129 
130 
01 
1J2 
133 
134 
135 
136 
137 
138 
139 
l•O 
141 
142 
143 
144 

Jlb 
317 
318 
319 
320 
321 
J22 
323 
324 
325 
32b 
327 
J28 
329 
3.lO 
3.ll 
3.l2 
3.l3 
334 
335 
33& 
3.l7 
3.lB 
339 
3"0 
3•'1 
3•2 
3•3 
.l•4 
3 4 5 
J46 

0272+001 
0275+001 
0277+001 
0280+001 
0282+001 
0285+001 
0287+ 001 
.290+001 
.292+001 
oZ95+0ul 
029 7+001 
.300+001 
.302•001 
o3os+oo1 
0301+001 
0310+001 
.312+001 
0315•001 
0311+001 
.320+001 
0322+001 
o32S +Oul 
0327+001 
. 330+001" 
0332+001 
0335•001 
0337+001 
o340+001 
0342+001 
.345+01)1 
0347+001 
..350+001 
0352+001 
..355+001 
.357+001 
o3&0 +00 1 

0790+001 
0792•001 
07y5+001 
• 79Hù1Jl 
.soo+o1J1 
.so2+001 
0805•001 
• 6 U7+01Jl 
0S1o+ ou1 
0612•001 
. 61~;+001 

oSU•Oul 
·620 •0 01 
. s 22+001 
. s2s•ùo1 
·827 •· 001 
.s30•001 
o!!J2+001 
0635•001 
0637• 0 01 
.s11o+ou1 
0842• 00 1 
·645• 0J l 
0847 • 001 
· S~IJ+Oul 
.u52+o a 1 
0855• 001 
, fl 5H0 'Jl 
. s i;o •oo 1 
· flb2•001 
.!l&S•Oùl 

-olOO+OOl 
-olOO+OOl 
-o.100+001 
-.ioo+oo1 
-.ioo+oo1 
-olOO+OOl 
-olOO +clO l 
-.ioo+oo1 
-.100+001 
-.ioo+OOI 

olOO+OOl 
olOO+OOl 
olOO+OOl 
olOO+OOl 
olOO+OOl 
.100+001 
olOO+OOl 
olOO+OOl 
olOO+OOl 
olOO +OOl 

-.ioo+oo1 
-.ioo+oo1 
-olOO+OOl 
-olOO+OOl 
-.100+001 
-olOO+OOl 
-.ioo+oo1 
-oluO+OOl 
-.io o+oo1 
-.100+001 

olOO+OO 1 
olOO+ùOl 
olOO+OOl 
olOO+OOl 
olOO+OOl 
olOO+OOl 

-.100+001 
-.ioo+oo1 
-olOO+OOl 

olOO+OOl 
olOO+OOl 

· .iuo+oo1 
olOO+OOl 
olOO•OOl 
olOO+ùOl 
olOO+OOl 
olOO•OOl 
.100+001 
olOO+OOl 

-.ioo+oo1 
-.i uo+oo1 
-olLJO+OOl 
-.ioo +oo 1 
-.i o o+oo1 
-olOO+OOl 
-olOO+OOl 
-olOO +OOl 
-olOO+OOl 
-olUO• 001 

ol OO+UOl 
o l •JO•OOl 
·lUQ•OO l 
ol OO+OOl 
.100+001 
ol JO +OOl 
.100+001 
.100+ 0 01 

- . 127-002 
-0&59-002 
-o 118-001 . 
-.164-001 
-.200-001 
-0223-001 
-0230-001 
-.220-001 
-0194-001 
-.155-001 
-olOJ-001 
-o45J-002 

0149-002 
0721-002 
.122-001 
0160-001 
ol~4-001 
.192-001 
.183-001 
0160-001 
.125-001 
.817-002 
0342-002 

-0127-002 
•0544-002 
- o 872-002 
-olOB-001 
-.116-001 
-.11 0-001 
-0918-002 
-0632-002 
-0290-002 

• 99&-003 
0462-002 
0768-002 
0992- 002 

•0145-001 
-0130-001 
-0102-001 
-0647-002 
-0207-002 

0252-002 
obllb-002 
0105-001 
.Dl-001 
.145-001 
.1"4-001 
0129-001 
.102-001 
0642-002 
.203-002 

-.25b-002 
-.6AB-002 
-0105-001 
-o 131-001 
-0145-001 
-0144-001 
-0129-001 
-.101-001 
-.639-002 
-.i <>9-002 

0259-002 
.692 -002 
.10&-001 
0132-001 
.1 .. 5-001 
ol .. 4-001 
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.Hn Esempi riguardanti un filtro 111.D . 1 

3H 01367+00 1 .100+001 .129-0 01 
348 o870+001 .100+001 .102-001 
349 "372+00 1 -.iuo+OOI 0640-002 
350 0875+001 -.1uo+oo1 020 1 -002 
351 0877•001 -olOO+OOl -.259-002 
352 0880•001 -ol OO+OOl -. 692- 002 
353 .082+001 -d OO+OO l -.106-001 
354 0885•001 -ol OO+OO! -.132-001 
355 .813 7+001 -ol OOtOO l -.145-001 
356 .990+001 -olOO+OOl -.144-001 
357 .892+001 -.100+001 - .13 0-001 
35 8 .895+001 -olOO+OOl -.102-001 
35 9 0897 +00 1 olUO+OOI -.643-002 
360 o900+ 001 .100+001 -.203-002 
361 •902+0Ul .100+001 .256-002 
362 ·905+001 olOO+OOl .690-002 
363 ·907+001 .100+001 .106-0 0 1 
364 .910+001 olOO+OOl .!32-001 
36 5 0 912•001 .lOOtOOl .! 45-001 
366 .915+001 .100+001 .144-001 
367 ·917+001 .100+001 .129-001 
368 .92 0 +001 .100+001 .102-001 
369 ·922•001 -.10 0 +0 0 1 .643-0 02 
370 • 925+001 -.iuo+oo1 .203-002 
371 • 927+001 -.ioo+oo1 - . 256-002 
:n2 .930+001 -.io o+ool -.689-002 

111 . D .2 - Esempi riguardanti un amplifieatore video , 

Il secondo gruppo di esempi che si considera riguarda il compor­
tamen to di un.o stadio amplificatore video. In particolare si vuole mettere 
in evidenza l'effetto della compensazione effet tua ta tramite un induttore. • 
Lo stadio considerato, · mostrato in fig .III. D.4, completo dello scbema e­
qui va lente del transistore, è tratto da J. Millman, H:. Taub, «Circuiti ad 
impul si e digitali», F.d. Bizzarri, 1967, pag.70. I nodi C

1 
ed E

1
d'ingres­

so rappresentano l'uscita dello sta<lio precedente ;iri particolare cl ed 
E

1 
coincidono con il colletto.re e l'emettitore del transistore dello sta­

dio precedente. I nodi · 8
2

, 8'
2

, C
2

, E
2 

corrispondono rispetti vamente 
alla base, al nodo iriterno, al collettore ed al! 'emettitore del transistore 
dello stadio in esame. I componenti L ed Re., inseriti tra 8

2 
ed il nodo 

di riferimento costituiscono il circuito di compensazione. Il generatore 
di corrente controllato in tensione è parte integrante del circuir~ equiva­
lente del transistore, insieme alle resistenze rbb', rb0 e ed al condensa­
tore C. Utilizzando il circuito equi valente del transistore , considerato 
nel testo citato, nelle condizioni previste di polarizzazione, risulta: 

g = ') io-212-1 m , r bb' = 100 12 ; r b' e = 1 000 12 

c 128 pF 

\ 
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In assenza del circuito di compensazione lo stadio . amplificatore 
è incapace di seguire i fronti di salita dell 'eccitazione. L'effetto della 
compensazione è quello di ri mu overe tale inconveniente, ne l senso c he 
ad un gradi no di corrente in ingresso deve corrispondere in usci ta un a 

.fo rma d'onda che sia la più vicina al gradino stesso, a part e un ritardo. 

3 i) 
c 1 R2 r bb' / c2 

R' 
2 

L 

r b'e ~ gm vB'E 
e 2 2 

R 
e 

E E l 

J 2 

:i. i ,Ì / 

Fig .11 1. D.4- Schema equiva le n te de llo s tadio a mplifi ca tor e video. 

La compen saz ion e si realizza solo quando if va lo re di L ed R 
c 

sono opportuni. Nel segui to fare mo vedere, a vendo fi ssato R =10 ') 0 , l e 
tre situazioni tipiche corri spondenti a: e 

1) sottocompensazione (valori di L infe riori al va lore ottimale). In que­
sto caso il front e di salita è poco ripido e la gra ndezza di uscita rag­
gi un ge il va lore di regim e in un tempo notevole ; 

2) compensazione (valo re di L o ttimal e) . Il fro nte di salita è ripido e l a 
grandezza di uscita raggiun ge il valore di re gime senza oltrepassa rlo ; 

3) sovracompensazione (valori di L su pe riori a l valore ott imale). Il fron­
te di sa lita è ripido ; la grandezza di uscita oltrepassa il va lore di reg i­
me. 

Completiamo il circuito di fig.IILD .4, con un gen era tore di co r­
rente a gradino in ingresso ed un resisto re in uscita per vis ualizza re la 
corrente erogata dal generatore controllato. Inoltre, normalizziamo con il 
metodo descritto nel § V.8 i componenti in li ve llo rispetto a 1000 0 e d 
in pulsazione rispetto a 10 7 rad / sec. Il circuito normali zzato comp le to 
è qu e llo di fi g .lll.D . 5, in cui L assume i valori .norma li zzati 'i· ro- 3 , 

2'i 10- 3, 0.1 , che corrispondono alle tre s ituazioni di sottocompensazio­
ne , compensazione e sovracompensazione (v . J .Millman, H. T aub, op.cit.) . 
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i ( t) 
g 

(0, F , H,Y,A) 

O, l ~ 

+ 

V 

(2) 

'.J) 

+ 

i so v 1 V 

1,28 

Fig . 111.D.5 - Schema normalizzato del circuito c onsiderato negli esempi Ili.O . ''. 
Ill .D.6, IIl.D. 7. 

u 

Le schede di ingresso a l calcolatore sono le stesse nei tre esem­
pi che ve rranno considerati, salvo che cambia il valore di L. Precisamen­
te si ha , scegliendo come intervallo di campion ~mento norma li zzato 0,04, 
un num ero di istan t i da considerare uguale a 100 e come tensioni da 
stampare quelle dei nodi 1 e 3 rispetto al ') : 

1 2 3 4 'i 6 7 8 9 IO Il 12 13 14 l 'i 16 17 18 19 20 21 22 23 24 

5 4 o o 

o 9 'i D o o 4 'i 

o o o D o o 2 

o o o n o o 2 'i 

o o o n o o 3 'i 

scheda riguardante l'induttanz a , dive rsa nei tre e s empi 

2 8 o D O o 2 'i 

-o o o D o o 'i 

'i o o o D o 2 'i 3 5 

2 

3 

1 o o o 4 o o D - 1 
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Per quanto riguarda l'eccitazione, si considera in tutti e tre i ca­
si una funzione a gradino unitario , per cui la su br.outine M23 non deve 
intervenire a modificare il valore iniziale unitario_ . .d e lla corrente. 

Esempio 111 .D.5. 

Determinare l'andamento delta tens ione vu nel circu l to di fig . 111.D.5, nel caso 

c he L a s s uma il valore normalizzato 5 io-3 . 

La scheda di ingresso relativa all'induttore in questo caso vale: 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 l '; 16 

o 5 000- 2 4 

L'esempio present e corrisponde alla s i tuazione di so ccocompen sazione dello 

st a dio amplifica tore . Come si vede c hi a ramente dalla s tampa di uscita del calcolatore, 

la tension e d i uscita raggi un ge il valore di regime l e n tame nte s e nz a s uperarlo encro i 

pri mi 4 3 passi. Per questo la s tamp a stessa viene troncata a l 48 - simo passo. 

- Usci ta del programma. 

CIRCUITO ASSE~NATO!NU~ERO NODI : 5 
NUMERO RESISTOR I = ~ 
NU~ERO INDUTTORI : 1 
NUMERO CONDENSATORI : 1 
NUM~RO GE NER AT ORI DI CORRENTE: 
NUMERO GENERATORI DI TENSIONE: O 
NUMERO GENERATORI DI CORRENTE CONTRo IN TENSo : 
NUMERO NULLORl : O ' 

RES•N• 1 ·1 95+ 00 0 4 5 
RE S•N• 2 .100+000 1 2 
RES•N• 3 .100+001 2 5 
RE S• N• 4 .100+001 3 5 
INO•N• 1 ·500-002 l 4 CORR.IN,: ~ , 000 
COND.N. 1 .12s•o o1 2 5 TENS.IN.= - . ooo 
G, CORR.N, ! .100+0 01 1 5 
GEN•C ONTR.TENS,N! 1 ,500 +002 2 5 3 5 

SIMU LA ZIONE • N.ISTANTÌ : 100 
INTERVAL LO DI C~MPIONA~ENTO : ,1100-001 

(segue} 
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o 
1 
2 
3 
4 
5 
b 
1 
8 
9 

10 
11 
12 
l3 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
2J 
24 
25 
2& 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
.l.l 
34 
35 
36 
37 
3!! 
J9 
40 
4 l 
42 
43 
44 
45 
% 
47 
48 

TENSIONI DEI NODI RISP. AL NODO 5 

TEMPO 
.uoo 
·400-001 
.BuO-Oùl 
.i20+000 
.l(JO+OOO 
. 200+000 
.240+000 
.2ao+ooo 
. J20•000 
.360•0t10 
o40Q+OQO 
,44Q+OUO 
o48ù•OOO 
• s20 •ooo· 
.560•000 
o600•000 
o640t0QO 
0 680•000 
.120•000 
.7&0+000 
.aoo+ooo 
.e .. a+ooo 
.880•ooo 
. no •ooo 
o9bO•OOO 
. 100+001 
.104+001 
.100+001 
.112+001 
oll6+Q01 
.120+001 
.124+001 
ol2B•001 
.132+001 
·13b+OOl 
. 140•001 
.144•001 
ol48+0Ql 
·b2•00l 
.1~6•001 
.160 •oo l 
olf,4+001 
ol66+0Ql 
ol72+0Ul 
.17&•001 
. 100+001 
.104•001 
ol88+0ùl 
.l92+001 

NODI : 1 
o9lb-OQ1 
·895-001 
.100 •000 
.109+000 
.111+000 
.123+000 
.129+000 
o l34+QQQ 
0 138•000 
ol42•000 
.1u5+000 
.148+000 
.l50 • il00 
.1 s 2+000 
.1~4•000 
ol~ù+UOO 
.157+000 
.15a+ooo 
olS'J+OOO 
.1&0+000 
ol&l+OOO 
olbl+OOO 
·lb2•JOO 
.1&2•000 
olb3+U OO 
olb3+ù00 
olb .. tOOO 
.1&4+000 
olb4+UOO 
.lb4+000 
• l b4+000 
o l65+ù00 
·1&5+000 
.1&5+000 
ol55+uoo 
.lbS+OOO 
·lb5+000 
.1&5+00 0 
olb5+000 
·lb5+000 
ol65+ùOO 
·165•000 
·lb5+000 
olb5+000 
olb5•000 
•lbb+OOO 
ol o&+OOO 
.lbb+OO O 
ol56+UOO 

3 
-.611+000 
-.164+001 
- . 243+001 
- . 311+001 
-.371+001 
- . 422+001 
-.'>&6+001 
-.505 +001 
-.538 • 001 
-,5&7+001 
- . 592+001 
- . &1'>+001 
-.532•001 
-.&49+001 
-.&&.l+OOl 
-.é75+001 
-.&85+001 
- . 694+001 
- . 702+001 
-.709+001 
-.715+001 
-.720+001 
-. 724+001 
-.72!! +001 
-. 732+001 
-. 734+001 
-. 737+001 
- . 719 +001 
-.741+001 
-,7'>3+001 
-.7'>4•001 
- . 745+001 
-. 746+001 
-. 747+001 
-. 748•001 
- , 749+001 
-.749+001 
-.750•001 
-.750•001 
- . 750+001 
-.751+001 
-.751•001 
-.751+001 
- . 752+001 
-.752+001 
-.752+001 
-.752+001 
-.752 +001 
-.752+001 

111.D .2 
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Esempio 111.D.6. 

Determinare l'andamento della tensione v nel circuita di fig.111.D.S, nel caso 
u 

che L assuma il valore normalizzato 2,5 io- 2. 

La scheda di ingresso relaciva all'induccore vale in quesco caso: 

l 2 3 4 e; 6 7 8 9 10 11 12 13 14 l '\ 16 

2 '\OOD-2 

L'esempio presence corri sponde alla sicuazione di compensazione del lo scadi o 

amplificacore. Come si vede chiaramente dalla scampa di uscica del calcolacore, la ten­

sione di usc ic a raggiunge il valore di regime rapidamente senza olcrepass a~lo in corri­

spondenza al pa sso 27-simo. 

Per qu esca ragione tronchiamo la scampa stessa in corrispondenza al passo 40-

-simo. 

- Uscita del programma. 

CIRCUITO ASSEGNATO:NUMERO NODI: 5 
NUMERO RESISTORI: 4 
NUMERO INDUTTORI : 1 
NUMERO CONDENSATORI : 1 
NUMERO GENERATORI DI CORRENTE: 
NUMERO GENERATORI DI TENSIONE: O 
NUMERO GENERATORI Di CORRéNTE CDNTR. IN TENSo: 1 
NUMERO NULLORI: O 

RES•N• 1 .i 95+000 lj s 
RES•N• 2 .100+000 1 2 
i!ES •N• 3 .100+001 2 s 
RES•N• lj .100+001 3 s 
IND•N• 1 .2so-001 1 lj CORR.IN.= .ooo 
COND.N. 1 .12e•oo1 2 5 TENS.IN•: .ooo 
:>.CORR.N. l .100+001 1 5 
GENoCONTR.TENS.N: .500+002 2 5 3 5 

SIMULAZIONE• N.ISTANTI : 100 
l~TERVAL~O UI CAMPIONAMENTO : 0 400-001 

o 
1 
2 

TENSIONI DEI NODI RISP. AL NODO S 

TEMPO 
.ooo 
·"00-001 
.eoo-001 

NODI : 1 
.101+000 
.119+000 
.129+000 

3 
-.712+000 
-.201>001 
-.307>001 

G .MART!NELLl-M.SALER NO : Fondamenti di Elettro te cni ca 

(segue ) 

-14 
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3 .120+000 '137+000 -.394+001 
4 ·l bO+OOO .1"3+000 -.%5+001 
5 .200•000 o l'l(l+OOIJ -.523+001 
6 .240+000 .i 52•000 -.%9+001 
7 o2tlO+OOO ·155+000 -.6()6+001 
B • .i20+000 .157+000 -.63&+001 
9 .360 +OGO .159+000 -.66 0+001 

10 .4uo +ouo .160+000 -.66 0+001 
11 ,44fJ+ OOO .1&2+000 -.&95+001 
12 o4tJO+OUO .162+000 -. 707+001 
13 .520+000 d 63+000 -. 717+001 
1" o560+ouo olb .. +000 -.725+ 001 
15 .bQO+OOO ·164+ 000 -.731+001 
16 ob40+ooo olb5+ooo -.735+001 
17 ·boO+OOO olb5+000 -.7 :'19+001 
16 .120+000 .165+000 -. 742+ 001 
19 .760•000 olb5+000 -.745 +00 1 
20 .soo+ooo olb5+000 -. 746•·001 
21 o640+000 . 165+0 00 -,74A+001 
22 ofl60+000 • H>5+000 -.749•001 
23 • 920+000 .165+000 - .750• 001 
24 ·960+ 000 .166+000 -. 751+001 
25 .100•0•11 .166+000 -. 751+001 
26 .10 .. •001 .166+000 -.751+ 001 
27 olO!l+OOl .166•000 -.752+001 
26 .112+001 olb6+000 -.752•001 
29 .i 16+001 olb6+000 -.752+ 001 
30 .i20+001 ol65+000 -.752+001 
31 .124•001 .166+000 -.753+001 
32 .12B+001 .1&6+000 -.753+001 
33 .132+001 ·166+000 -.753+001 
3" .13r,+001 .166+000 -.753+001 
:l5 .1 ... 0•001 .1&6•000 -.753+001 
36 .144+001 olb6+ù00 -.753+001 
37 .l4B+Où1 · 166+000 -.753+001 
38 .152+001 ·166+000 -.753+001 
39 .156+00 1 ol66+000 -.753+001 
40 .160+001 .166+000 -.753+001 

Esempio 111.D.7 . 

Determinare l'andamento dello tensione v nel ci rcuita di fig.111.D.5, nel caso 
u 

che'. L assumo il valore normalizzato O, 1. 

La scheda di ingresso relaciva all'inductore vale in questo caso: 

2 3 4 'i 6 7 8 9 10 11 12 13 14 l 'i 16 

o O O D O O 4 

IL~esempio presence corrisponde alla sicuazione di sovracompensazione dello 

scadio amplificatore. Come si vede chiaramente dalla scampa di uscita del calcolatore, 

la tensione di uscica rende al valore di regime con oscill azioni che superano il valore 
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di regime . Si riporta anche in questo caso solo un a porzione dell'inte ro inter vall o con­

s i derato , sufficiente a rilevare quanto detto. 

- Uscita de l programma. 

CIRCUITO ASSEGNATO:NUMERO NODI: 5 
NUMERO RESISTORI: 4 
NUMERO INDUTTORI : 1 
NUMERO CONDENSATORI : 1 
NUMERO GENERATORI DI CORRENTE: 
NUMERO GENERATORI DI TENS IONE: O 
NUMERO GENERATORI DI CORRENTE CONTR. IN TENs.: 
NUMERO NUL LORl: O 

RES•N• l .t 95+000 4 5 
RES•N• 2 .ioo+ooo 1 2 
RE.S•N· 3 .t 00 •001 2 5 
Rf.S•N• 4 .t00•001 3 5 
I~W•N• l .100+000 1 4 CORR.IN.: .ooo 
COND.N. l .120•001 2 5 TENS.IN•: .ooo 
G,CORR.N, l dOO+OOl 1 5 
GEN•CCNTR,TENS.N: 1 .500•002 2 5 3 5 

SIMULAZIONE• N,I5TANTI : 100 
INTERVALLO DI CAMPIONAMENTO : .400-001 

o 
I 
2 
3 
4 
5 
b 
7 
8 
9 

lU 
11 
12 
1.3 
14 
15 
16 
17 
l!! 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
2b 
27 
28 
29 
JO 
Jl 
32 
33 

TENSIONI DEI NODI RISP. AL NODO 5 

H,,'IPO 
. uuo 
·"00-001 
.Aoo-001 
.t20+000 
. l&O+OùO 
.200+000 
• 2•10+000 
.290+000 
.320•000 
o3uO•OOO 
o400+000 
.<•'IO+OùO 
·"BO+OOO 
·~20•0ù0 
0560+000 
.600+000 
.6 .. 0+000 
,f>BO+OùO 
.720+0(10 
.760+0UO 
.eoo+ooo 
.840+000 
·!!80+000 
• no •ooo 
·9&0•000 
.100+001 
.104•001 
.1us•Oùl 
.112+001 
·11 6 •001 
.120+001 
.124+0l)l 
.12s•oo1 
.lJ2•001 

NODI : l 
.tl3+uoo 
• 137+000 
.i 58•000 
.111+000 
.193+000 
.206• 000 
.211+000 
.225+000 
·23?.+000 
. 236•000 
.239+000 
.24 0 +000 
.2110+000 
.239+000 
.;!37+000 
.234+000 
. 231 +000 
.221+000 
·223•ù00 
.21e+ooo 
·213+000 
. 209+000 
. 20 .. +000 
ol'l9•00 0 
.t95 • ù00 
.i ~0 +0 00 
.186+000 
.182+000 
.179+000 
.115+000 
. 112+000 
.110+000 
• !:> 7+000 
.lb5+000 

3 
-.753+000 
-.220+001 
-.352•001 
-.473+001 
-.5Al+001 
-.67&+ 0 01 
-.759+001 
-.631+ 00 1 
-. 892+001 
- . 9'12 +001 
-.983+001 
- . 101+002 
-.1oi.+002 
-.105+002 
-.106+002 
-.10b+002 
-.10&+002 
-.106•002 
-.105+002 
-.103 +00 2 
-.102+002 
-.100+002 
-.982•001 
-.%2•001 
-,<J .. J+OOl 
-.923+001 
-.903+0 01 
-.863+001 
-.865+ 001 
-.847+001 
-.830+001 
-.815 +001 
-.80 1+001 
-.788+001 

(segu e ) 
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34 .l36•0ùl db4+000 -.776+001 
JS .140+001 .lb2+ù00 -.765+001 
Jb ,)44+001 .lbl+OOO -.756+001 
J7 .149+001 .lbO+OOO -,748+001 
38 .152+001 .159•000 -.741•001 
39 .l 5b•Où 1 ·159+000 -.7.36+001 
40 ·lbO+OOl .158•000 -.731+001 
41 .Io4+001 .158•000 -.727+001 
42 ·lbB•COl .15Bt000 -. 725•001 
4.3 .172+001 .158•000 -.723+001 
44 .176+001 .158+000 -.721•001 
45 .100•001 ·158•000 -. 72lt001 
4b .184+001 .1~9•000 -.721+001 
47 ·188•001 ·159+000 - • 721+001 
48 .192+001 .1&0+000 -.722+001 

lii.E - Riferimenti bibliografici. 

È importante notare che nel presente capitolo sono stati conside­
rati 1 circuiti a costanti concentrate lineari e permanenti. Quando le ipo­
tesi precedenti non sono più verificate è necessario utilizzare tecnich e 
di analisi di tipo diverso da quelle descritte. Si veda ad esempio: G.C. 
Temes, S.K.Mitra, «Modem filter theory and design» J . ll'liley, 1973, ca­
pitolo 10, per quanto riguarda il caso in cui ca da l'ipotesi di permanen­
za ed L.O. Chua, «lntroduction to non linear network theory», Mc Graw­
·Hill, 1969, per quanto riguarda il caso in cui cada l'ipotesi di linearit à. 

L e grandezze elettriche sono state costant e ment e supposte de­
terminate, cioè si è escluso dalla trattazione il caso in cui una grandez­
za elettrica sia nota solo attraverso le sue prnprietà statistiche (gran­
dezze aleatorie). Si veda ad esempio, per un 'introduzione a questo argo­
mento, il § II.6 di G. Riorci,» Fondamenti di elettrotecnica», op.cit. e 
per maggio ri dettagli: P. Mandarini : «Teoria de i segnali», Ed. Goliardica, 
Roma, 1976, Cap.III. 

Le tecniche di analisi svolte nel capitolo richiedono essenzial­
mente la conoscenza della trasformazione di Laplace e dei metodi alle 
differenze finite . In ambedue i casi è stato introdotto il minimo di s up­
porto analitico necessario, rimandando in nota alla letteratura tecnica. 
A completamento di ciò, è opportuno mettere in evidenza come sia stato 
necessario utilizza re nozio_ni riguardanti la teoria de ll e distribuzioni, nel 
caso dell'introduzione dell'impulso di Dirac. La defin izione di tale im­
pulso presenta infatti difficoltà insormontabili nell'ambito della teoria 
usuale delle funzioni, come si evince chi·aramente da A.Ghizzetti: «Ca l­
colo simbolico», Ed. Zani chelli, 1943, pag. 58 + 62. 
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Il me todo a ll e differenze finit e impi ega to è s tato qu e ll o trapezoi ­
da le e si è rinviata a ll a le tt e ratura tecni ca. la descrizion e degli a ltri a l­
gori tmi possibili. Tuttavia è da ri corda re l ' importanza ba s ili a re che ri­
ves te la scelta dell 'in terva ll o di campionamento. Tale int e rva llo in par­
ticolare pu ò essere a nch e va riabile ed in ogni caso va controllato, ad 
esempio con la tecnica esposta nei § 12.7 e 12.8 di L.Chua, Pen-Min-Lin, op.cit. 

Per quanto riguarda il programma di calcolo descrit to nel cap i to ­
lo, è s tato messo in evidenza che esso ha finalità ess enzi a lme nt e di ­
da ttich e . A live lfo professionale sono disponibili nume ros i programm i 
di co mpl essa a rc hit et tura . Si veda ad esempio per informazi oni genera li 
R. W.Jens en, L.P . "J c Namee, «Handbook of circ uit ?- na ly sis lan guages 
a nd te chniques », Drentic e-1-!all, Engl ewood Cliffs, 1 q76. 

* 
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CAPITOLO IV 

FUNZIO .. I :01 RETE 

· Eccitazione e risposta di un e ircuito. 

Un circuito elettrico di viene sede di fenomeni elettrici sotto la 
azione di eccitazioni di origine sia esterna che interna al ~uito stes­
so. Le eccitazioni -diorigi ne esterna sono «r:i!:P.p res~ntate -;;- dai enerato­
ri indipendenti , le cui grandezze imp_resse. sono im(>OSte dall 'esti:_rn~; le 
eccitazioni i origine interna sono uelle dovute ai _gene~atori indi en­
den ti presenti nei circuiti equi valenti secondo Larlace _ dt::i comp_pnenti 
reattivi, che_. ç~deT e condi zlò-11i l.ii!Ziali di questi, tramite 
le oro grandezze impresse.\ Dal punto di vista dell'analisi~- _l!.!1 circui­
to, i due ti i di generatori son9_~erfettamente equivalenti eq indistingui­
bili . Le loro grandezze impresse s~no le «cause » -dei fenomeni elettri ~i 
che si svolgono nel circuito e le grandezze elettriche conseguenti sono 
i relativi «effetli» QJ•risposte..» d~L.circuit (). 

Il legame tra effetto e causa nei circuiti che consideriamo è fa-
cilmente caratterizzabile per la linearità degli stessi, in conseguenza 

1 

della quale l'effetto di ciascuna causa risulta indi pendente dalla presen­
za delle altre e dipendente in modo semplice dalla causa stessa. La ca­
ratterizzazione quantitativa di tale legame è l'ogge tto del presente ca­

itolo . 

\ 
l~.1 .-l' ~~ Caso di una sola eccitazione. 

Il legame tra una qual siasi eccitazione ~ (t) (grflncle_zza impres­
sa di un g~neratore di tension e o corrente) ed una qualsiasi risposta u (t) 
(tensione o corrente che si stabilisce nel circu ito) è in generale di tipo 
integro-differenziale, c"òme visto nel cap . III. Solo nel caso particolare 

La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it)



IV.l · Eccitazione e ri spos ta d i un circuito 351 

dei circuiti ::.enza memoria , tale legame s1 riduce ad una e_ro orzionalit.à 
diretta, cioè: 

(IV. 1. 1) u(t) =a e( t) 

~n cm a dipende dalla struttura del circu_ito.J 
egame aì -semplice proporzionalit:ì vale per una classe di cir­

cuiti molto più am eia, se si utiliz~a il metoci_o_~_ t r:_asfor~ta di La11 

e,I,ace . Infatti nel cap. III è s tato fatto vedere c he qualsi asi circuito li­
neare e permanente con memoria può esse re analizzato in modo del tutto 
s imile ad un circuito senza memoria , se in luogo di considerare il cir­
cuito assegnato nel dominio del tem[)O, se ne considera un altro e uiva­
lente nel dominio_ de~ v_ariabile s. l Ir: tale nuovo - circu ito si hanno, al 
posto delle grandezze e (t) e u_ t !_e co rris ondenti trasformate , cioè 
E (s) trasformata della eccitazione ed U (s) trasformata clella risposta . 
Tra U (s) ed E (s) esiste dCconseguenza un ! ~game di semplice- pro­
porziona~ta . ccorre peronotare che la costante di propo7 z1onalità ur 
non dipendendo da E (s) per la linearità del circuito, dipende dalla va-
rirulll.e s, cioè· - - - - --- - - -

(IV. 1. 2) ~~~) EJ_~)_) 
L'espressione (IV. I. 2) ha validità molto più ampia della (IV. 1. 1), tn 

quan to si riferisce a qualsiasi circuito per il qua le si può applicare ìT 
metodo della trasformata d1 Lli_açe <-1). -- - --

~ 
La funzione F (s), che permette di ottenere nel dominio di s la 

is ost~ a . artire dall 'eccit~z_10_n e, rende il nome di « unzione di rete». 
ale u1nd1 la se uente def101z1 one: ·-

Definizione IV.1.1 - 1tSi definisce come funz ione di rete il rapp o rto fraihl/' 

[{,

1 a ~-trasform ata de li 'e ffet to (risposta ), dovuto ad una ~e.ter f1!.in afa !:.E'!" !f. 
a (e cci t azione) e I a t - tr asformata del/ a causa s t essa ». Il 
-------------- - -- ---- ---

E~ e vi dente che la funzione di ret e dipende: 1) dalla struttura del 
circuito; 2) ~al tipo e posizione del gener at o!:_~_~itaz_0ne ;\ 3) dal t~­
p_o e posizione della grandezza e_!!,ttrica c:_o n si~~r!lta c_s>_me ri s o~~.:l ~­
dremo l'influenza di questi fattori nel § IV. 2 e nell'appendice IV. A. 

(1) - È opportuno notare il fatto che la (IV.I. I) è un caso particolare della (IV.1. 2) . In­
fatti nel caso in cui F (s) non dipende das,come ad esempio per i circuiti senza me­
moria , si ottiene: 

U(s) = F E(s) 

che equivale a lla (IV.1.1) nel dominio del tempo , essendo F una c os tante . 
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Esempi o IV .1.1 

Nel circuito d i fig . IV . l. 1 determinare la funzion e di rete, relativ a a l la te ns io­

ne a i c ap i de l resistore R
1 

(risposta) e d alla tensi one d el gen erata re(l). 

La d etermina z ione della fun z ion e di r e te r ichie d e d i con si de rare una sol a c au ­

sa; suppon iamo perciò scarico il condensatore a ll' i stante ini z i ale. D i consegu enza il 

c i rcu ito n e l dom inio di s che corrisponde a qu e llo d'inte re ss e è c omeindicato in figu ra 

I V. 1.2. 

Fig. IV. l. l - Ci rc uito cons ide ­
r ato ne l l'esempi o !V. l.1.1 va­
lor i dei co mpone nti sono: 

R. 1 =3 , R 2 = 1 , C=2 (D, F) 

Pre ndendo il no do 1 come r ifer imento e scrivendo ! ' equazione a l nodo 3 delle 

cor renti u scenti , s 1 o tti e n e: 

Da c ui , esse ndo V R 1 (s) t: 3, s 1 ha: 

Quindi ri s ult a: 

1 
sC + ­

Rz 

1 
sC+ -- + -

RI R 2 -I ( l 1. 

T en endoco ntoc he ne lcasopresent e Vg(s) =E(s), U(s)=VR 1(s) , s1 ha , in 

base a ll a (IV .1. 2) . 

Fig.IV. l.2 - C irc uito c he co r­
risponde ne l do minio di s a 
que ll o d i fig. IV . l. l. 

----------------- - · ··- --
(l) - Nell 'c s empio l 'andame nto <le ll a t e nsione ' ' (t) non è stato indicato, poichèla fun­
zione d i rete d ipe nde so lo da l tipo e dalla posizfo ne <le i generatore di ecc1raz10ne. 

La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it)
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F (s) 

Sostituendo valori numerici , s i ha : 

6 s t 3 a 

F(s) = ---
6 s + 4 ~ ' \' 

'· 

che è la funzione di rete richiesta. 
c. &1 

1? •• I I p' R1 l 
l c~,1<.1 <::R,Rz :i - c· P .r<,_ '-"y-

,:' 1; . .:1<, s," ,-;>~ ~· ~ 
'· '" 1 ~! c\~,Rt cç,\<.i 

Osservazione IV.1.1 

Dalla definizio ne di funzione di rete si può dedurre che essa, pur essendo una 

funzione di s , non è una trasformata di Laplace , ma semplicemente un rapporto di tra­

sformate di Laplace( 0 . L'utilità de l la nozione di ~E_zione di re te de riva dal fa tto che 

essa è un operator e molto semplice c he permette di ottenere l a ri s osta a a rtire dalla 

eccitazi qualunque essa sia. I 

Osservazione IV.1.2 

L'e s pressione (IV.1.2) definisce l a funzione rii rete F (s ) come rapporto fra 

effetto e causa nel domin io di s . Si sarebbe potuto con pari validità definire un a fun­

zione G(s) come ra pporto nel dominio di s fra la causa e l' effet to , in base all a seg.uefl­

te rel azion e ) 

(IV. I. 3) [ E(s) = G(s) U(s) j 

In alc uni casi viene effettivamente utilizzata l'espr essione (IV .1.3); tuttavia 

occorre osservare che in generale l a G( s) non è una funzion e di re te, ma l'inve rso rii 

una tale fun z ione , risultando G ( s) = 1/ F (s). Tale distinzione è nece ssaria, poich è le 

funzioni di re te e le loro invers e non godono dell e stesse proprietà. Un esempio molto 

semp lice in tal senso è il seguente. Si consideri il circuito • p a rtitore res ist i vo • rii fi­

g ura IV.1.3 . In que s to caso la ca us a è la tensione V g' mentre l'effetto è la ten s i one 

V
0

; la funzione di rete risulta: 

R2 
( IV. 1.4) F (s ) 

Rl + R z 

mentre il suo inverso: 

R 1 + R 2 
(IV.1.5) G(s) 

R2 

(1) - È opportuno mettere in e videnza ch e un rapporto di trasformat e non è mai legato 1n 
modo semplice al rapporto de lle rispettive grandezze nel dominio de l te mp o. 

G.MARTINELLl-M.SAL ERNO: Fondamenti di El e ttrotecnica 45 

' . ( 
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354 Eccitazione e risp osta di un circuito IV.1 

Fig.IV.1.3 - Partitore resistivo. 
V 

g 

+ + 
V 

u 

Entrambe le funzioni non dipendono da s, po ic hè il c ircu ito è senza memoria. 

Tuttavia mentre F (s) è sempre minore di uno (e tal e proprie tà è car a tteri s tica del par­

titore), G(s) è semp re maggiore di un o . La differenza di proprietà delle fu n zio ni di re­

te e de lle relative inverse verrà discu s sa in maggiore dettaglio successivamente. 

~, v..-1::2 e d · -- · · · ,...,..·;~ - aso 1 p 1u ecc1 t az1on1 . 

Nel caso che siano presenti nel circuito più eccitazioni, la rispo­
sta si ottiene come somma delle risposte dov ute alle sin gole eccitazio­
ni, ciascuna agente da sola.\ Tenendo conto che le eccitazioni sono do­
vute o a cause esterne o a cause interne (generatori presenti nei circui­
ti equivalenti dei componenti reattivi) , s i ottiene per la risposta la se­
guente espressione :) 

(I .)1. 6) 
/ 

dove: 

U (s) 

E. (s) 
I 

N 
g 

F. (s) 
I 

V. (O") 
I 

N 
e 

i . (O · ) 
I 

NL 

L: K.(s )" . (0-) 
i= I I I 

è la generica risposta nel circuito in esame; 

è la trasformata di Laplace della i-esima eccitazione di tipo e­
sterno (relati va ad un ge nerato re di tensione o di corre nte); 

è il numero delle eccitazioni di tipo esterno; 

è la funzione di rete relativa all'eccitazione E. (s); 
I 

è la te nsion e ai capi dell 'i-esimo condensatore all'istante t=O-; 

è il numero dei condensatori pre senti; 

è la corrente relativa all 'i-esimo induttore all'istante t =O~; 

è il numero degli induttori presenti. 

Le funzioni H. (s) e K. (s) differisco no da una fun zione di rete 
p.e.r un_fattore che ili.P.elrlde oal~part[colare_=.ge~e-ratore ~sato per le condi­
zioni iniziali. Precisamente, si h '!....@..~egu.ente si.tuazione : 

..ì><nel caso che si consideri per il condensatore un generatore di tensio­
ne , la cui grandezza im ressa è v .JO-)/ s la fl!nz10ne di.r.ete reJati.Y-a_è: 

\ sHi(s) 
.f 
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IV.l Eccitazione e risposta di un circuito 

2) nel caso che si consideri per il condensatore un generatore di corren­
te , la cui grandezza impressa è C. V. (Q-) , la funzi one di rete relati va è: 

-----'~------'--- I I 

1 
- H. (s) c. I 

I 

3) nel caso che si consideri per l' indu ttore un ge neratore di tensione, la 
cui grandezza impressa è Li i; co-), la funzion e di re te relativa è: 

L~; ~ - ,--. i 
--~-- t.) 

4) nel caso che si consideri per l'induttore un :eneratore di corrente , la 
cui grandezza impressa è i. co-) / s , la funzione di rete relativa è: 

I __,.\ I 
~(s) I - I 

I j .-
Esempio IV. l.2 

l. ::, 
Determinare le funzioni d i rete relative oll e singole eccitazioni per il circuito 

di fig.IV . l.4, essendo lo risposto d 'i nteress e lo corrente i (t) che percor re il generato­

re di tensione . 

Fig.IV.1.4 - Ci rcuito considerato 
nell'e se mpio IV .1. 2. I valori dei 
compon e nt i sono : 

R = 1 ' L = 2 ' e = 1 ' V g ( t) = u_ 1< t) 

V e (O") = 2 ' i L (O") = 1 cD' H, F' V, A) 

R 

+ (i{r) 
L 

Il circuito equivalent e nel dominio di s, ottenuto utilizz a ndo per i componen­

t i reattivi gli schemi di tipo serie, è mostrato in fig .IV.1.5. Appli cando il metodo di a­

nalis i su base maglie, si ott iene: 

[ 

(R + s L)I I + s LI 2 =V g (s) + L iL (OÌ 

sLI
1

+ (sL + -
1-)1

2
= v c(O} + LiL(O") 

se s 

Ricavando la corrente 12 dalla seconda equazione si ha: 

I = 2 

La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it)



356 

F I (s) 

Eccit azione e ri sposta d i un ci rc uito 

Sostituendo nella prima equazione tale espress ione, s1 ottiene : 

R 

+ 

(i; ) 
sL 

Fig.IV. 1.5 - Circuito di fig.IV . 1. 4 t rasformato n el dominio di s. 

L'espres s ione della 11 (s) è quindi: 

Con fro ntando tale espressione c on la (IV.1.6) si ha: 

U (s) = I 1 (s) 

N =l 
g 

- s L C 

i I (0°) = iL (O") 

L 

Sostituendo i valori numerici si ottie ne: 

2s 2 

IV.l 
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Quindi le funzioni di rete richieste sono: 

F 1 (s) 
2s 2 + 2s t l 2 s 2 + 2 s + 

IV.2 - Classificazione delle funzioni di rete. 

Abbiamo osservato, in relazione alla definizione di funzione di 
rete , che essa dipende da tre fattori: struttura del circuito , posizione e 
tipo della causa e dell'effetto. Nel presente paragrafo esaminiamo l '·in­
tfuenza degli ultimi due fattori, rimandando per il primo all'appendice 
IV. A. L'influenza di questi fattori è notevole e con viene che sia messa 
in evidenza già a livello di definizione. 1.:'recisamente dal punto di vista 
della posizione della causa e dell 'effett_?J e i.unz-ioni di re~çe s_i .Q.i_sJ_in­
guono in funzioni di trasferimento e funzioni di immettenza di ingress3 
(o semplicemente di immettenza). N~l primo caso la \èailsa \ e re!§ Si" 
riferiscono a coppie di morsetti di fferentl nel circuito e possono essere 
a seconda dei casi o tensioni o correnti; nel secondo caso invece la cau­
s~~- l~ effetto i OieusJ;.Q.Q.9_ alla_st ':_S~<:_o~p~di mors~tt}_ e i:erciò ~a 
de ve essere una tensione e l'altra una corrente o viceversa. Ad esempio 
nel caso considerato nell'e s empio IV.1.1 la funzione di rete richiesta è 
una funzione di trasferimento (l'eccitazione è_infatti una tensione, men­
tre la risposta è la tensi_~:me ai capi di un altro bip_Q.1-9); nel caso dell 'e­
sempio IV . 1.2, invece, ~a funzion-e ai rete - F 

1 
(~) è una funzione di im­

mettenza di ingresso, poichè l'eccitazione è la tensione ai capi di un 
bipolo e la risposta è la co rrente che lo attraversa. 

Dal punto di vista del tipo della causa e dell'effetto , le funzio­
ni di rete si distin uono in uattro_ tipi,_<;Lseconda che l 'ecci!~zjone e la 
risposta siano tensioni o correnti.\ La nomenclatura utilizzata nei uat­
tro casi è riportata in tab. IV.2.1 Si può notare da questa tabella che 
quando I 'eccitaz10ne e la ri sposta sono ~nt~~~be tensioni (o entrambe 
correnti) si ha senz'altro tl caso di una funzione di trasferimento} Nel 
ca invece di impedenza o a~met ten z_a, _es_se pos~c:mo essere sia fun­
zioni di trasferimento sia funzioni d 'immettenza d'ingresso) 

Infine è opportuno mettere in evidenza che le funzioni di rete non 
hanno dimensioni fisiche ne 1 caso che l'eccitazione e la ri s osta siano 
ck_llo stesso tigg). Nei rimanenti due casi , esse hanno le dimensioni i 
ohm quando si tratta"dT un 'impedenza e di mho quando ~1 trauadi~n1a-;;­
mettenza . 
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Tabella IV.2.1 - I vari tipi di funzioni di rete che si ottengo no tenendo 
conto della natura dell'eccitazione e della ri sposta. 

~ a Tensione Corrente 

Tensione Funzione di tra- Impedenza 
sferimento 1n 
tens10ne 

Corrente Ammettenza Funzione di tra-
sferimento In 

corrente 

Osservazione IV.2.1 

Le definizioni di impedenza ed ammettenza incrodotte in cab.IV. 2.1 sono con­

gruenti con le definizioni di tali grandezze date nel cap.III e ne rappresentano la natu­

rale estensione. Ciò può essere visto chiaramente nel seguente caso particolare . Con­

sideriamo due induttori accopp iati mutuamente ed esaminia mo dapprima il caso in cui 

sia presente una sola eccitazione applicata ad uno di essi (generatore di corre nte) e si 

prenda come risposta la tensione ai suoi capi (fig.IV.2 . 1). Suppone ndo che gli induttori 

siano a riposo all 'istante t =o- ed usando la trasformata di Lap lace , si ha che: 

(IV.2 . 1) V I (s) = s LI I0 (s) 

In questa sit uazione , sL 1 è l'impedenza del primo induttore, già incrodotta 

nel cap.III, e che in base alla tab . IV.2. 1 rappresenta un'immettenza d ' ingresso del tipo 

impedenza , in quanto la causa è la corrente del generatore e l'effetto è la tensione ai . 

s uoi capi. Consideriamo ora come effetto la tensione V 2; dalle relazioni costitutive 

degli induttori accoppiati mutuamente si ha che : 

(IV.2.2) 

Fig.IV.2.1 - Induttori ac­
.coppiati mutuamente. 

Dalla tab.IV .2 .1, vediamo che s M è una funzione di trasfer imenro del tipo 1m-

pedenza. 
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In conclusione , da ll'esame del l e relazioni cos tituti ve degli induttori accop -1 ··--- -:--:-- -·- -
piari mutuamente , c1oe: 

~ I_= =-L 1 I 1 + s M I 2 \ 

I v2~i1!~+s L2 I2 l. 
o--- -

s 1 vede chiara mente la co ngruenza de ll e definiz ioni d i tab.IV.2.1 co n quelle del cap .111 , 

111 quanto tutte le funz ioni s L 1, s L 2, s M so no funz ioni di re t e de l tip o impedenza, le 

prime due funzioni d'ingresso, l'ultima di trasferimento. 

Osservazione IV .2.2 

Nell'osservazione IV.1.2 è stato farro notare che in gen erale non sono dell e 

b nzioni di re~~e!le fu':'~~n i o ttenute s_o_E.siderando ~_"'. l_ d<;>_~i~io _di s il rapp <?; to_ fra 

- ecc itazione e risposta (e non come da lla defin izio ne il rapporto fra risposta ed eccita-- -- -
zione ); tali funzio ni sono infat ti i"..v~rse _di funzioni ~i rete e ~o rri spondono al fatto fi-

~ ;;~.!!!.2.!2.J.~ ~usa ed effetto .) Tale _distin z ione _E imane essenzi a le per le fun­

goni di tra skcimento.~-mentre risulta superflua n_e l cas_2_j_:} le fu:iz_io i;_i di ~me~~ di 

ingresso; infatti in quest'ultimo caso ~~~ò 5_onsider~com_e _!~itazione.J a tensiO..!H~, 

ot tenendo come risposta la corrente, ovvero come ecc it azione la _corrente ottenendo c52-

me e ffetto la tensione -\11 fenomeno elettr~o è_~ i. due c as i i l me_desi !!Jo~ _ciò__j_mpl i ca 

c_l:i_~ per ogn i bipolo l'impedenza d'i~<;~ !_§er@re l~i n yer.1!.~ del! ~aJTllll.ett~ii:i: 

~o . Ambedue queste gr andezze~ arten ono a ll a cl ass_e_de.ll e im mette nze e p~rci 9 

si può enunciare la seguente r9p.!:ie~ : 

Proprietà IV.2.1 · « L 'im mettenza d'ingre sso e la sua invers a sono en· 
tram be funzioni di rete ~. 

Tale prop rie tà verrà utilizzata ne l § IV A. 

\ /,,..---
.3Y:3 · La risposta imp u lsi va. 

/ 

Nell'osservazione IV. 1.1 è stato messo in evidenza che una fun­
zion e di rete F (s) non è l a trasformat~ di _L_!!place_ d.i una grandezza e­
lettri ca presente nel circuito, __ ~a-~ens-f un rapporto di trasformat~TEM­
ta via possibile indiv iduare una si tuazione nella quale un a funzion è di 
~e t e assume _tal e signi.fi c at_Q,_\ face ndo riferimento ~l~iQ.n. chc;i 1-a 
defini sce, cioè alla: 

(I V. 3. 1) U (s) = F (s) \ E (s) 
'-

F '-"""- c-. ~t: -~ 
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Ponendo infatti nella (IV. 3. 1): 

(IV. 3. 2) E (s) = 1 

si ha che la risposta corrispondente è proprio uguale alla funzione di re­
te , cioè vale la seguente proprietà: 

\

,. Proprietà IV.3.1 - « Ne/ dominio di s, la risposta di un circuito coincid 1 

con la corrispondente funz1one _i/__1 rete_!..._g1J_Endo la funzione di eccitazio­

'ne è u uale ad uno ». r 

La proprietà IV. 3. 1 uò essere posta in una forma più significa-· 
ti va, effettuando l 'antitrasformata della (IV. 3.LJe -deHa risposta, cioè: 

(IV.3.3) f- 1 [E(s)]=L- 1 [1J "(~ . 

(IV.3.4) f -1 [U(s)] = Z- 1 [F(s)] =h(t) 

La risposta h (t) ha un significato fisico preciso : essa rappre­
senta l'andamento nel tempo dell'effetto quando la causa ha un andamen­
to nel tempo coincidente con un impulso unitario. Tale risposta prende 
il nome di risposta i f!lp, ul..§ iva.J 
- Dalrespressione (IV . 3. 4) si vede che la risposta impul si va è a­
naliticamente espressa dall 'antitrasformata della funz ione di rete . Vale 

\~perciò la seg~nte prof>rietà, che raRRrese ta.J.a-cradtLZio.n.e_n.el_da.minio 
( d:_!~ o 9~lla propri~tà IV. 3. 1. / 

) /

Proprietà IV.3.2 - «~isp_osta im ulsiva è !l!JUaie ali' o.tJtr~a 
della corris ondente funzi o ne di rete ~ 

La risposta impulsiva, come la funzione di rete, dipende dalle 

\\

posizioni dell'impulso di eccitazione e della cisposta Di conseguenza 
tn un circuito si possono e 101re 1u risposte impulsi ve ciascu a d Ile 
quali corrisponde a un~ artic~lare funzione 1 rete. 

Esempio IV.3.1 

Nel circuito di fig.IV . 3.1 determinare la risposta impulsivo, relativa alla cor­

rent<? i (t) (eccitazione) e olla tensi one v (t) (risposta) . 

Fig.IV.3 . 1 - Circuito consi­
derato nell'esempio IV. 3.1. 
I valori dei componenti so­
no: L = 1, C = l (H, F). 
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Ricaviamo la funzione di rete relativa a ll a risposta impulsiva richie sta . A que­

s to scopo trasformiamo il circuito assegnato come mostrato in fig.!V.3 .2. _Si ot tiene: 
-----

e quindi: 

F (s) 

I(s) = V(s) ( sC + -
1
-) 

sL 

sL s V(s) 

I (s) ~ 

Indicando con h (t) la risposta impulsiva , si ha in base a l la proprietà IV. 3. 2: 

h(t) = J::-l [+--] =cost·u_ 1(t) 
s + 1 

Fig.IV.3. 2 · Circuito di fi­
gura IV .3.1 trasformato nel 
dominio di s. 

I(s) sL 

1:\ 

sC 

L'importanza della nozione di risposta impulsiva risiede nella 
seguente proprietà: 

~
i Proprietà IV.3.3 · dn un circuito lineare e permanente, se è_!l.Q_t aJ a Li · '\I! 
1 sposta impulsiva h(t l., 'µniv.ocamente detl!.!J!li'l.ata la~p_O§ta_ a_d u I 
generica eccitazione e(t l, 1 --

Infatti , per la proprietà IV. 3. 2, si ~ò ottenere la funzione di rete 
corrispondente: - --- (FC s) ~- ~--Th e e) !}] 

Perciò, dopo aver calcolato la trasformata dell 'eccitazione,c ioè: 

~l 1~ [~11 
s1 ha per la trasformata della rispose~ : 

e quindi: 
~U(s) = F(:;) E(s)-

( l) - Supponiamo che sia h (t) sia e (t) siano .L - trasformabili . 
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In conclusione in un circuito lineare e permanente la risposta im­
pulsiva è sufficiente per caratterizzare il comportamento del circuito in 
presenza di eccitazioni di qualsiasi tipo. 

Esempio IV.3.2 

Sapendo che un circuit+~ ineore e permanente ha una ris osta im ulsiva: 

h(t) = 3 e- 21 u_
1

(t) 

determinare lo risp osta u{t) che corrisponde ad un'eccitazione o gradino e(t) =u_ 1(t). 

Trasformando h (t) s i ottiene: 

3 
H (s) 

s + 2 

D ' altra parre s i ha: 

E (s) 
s 

Perci ò la trasformata della risposta vale: 

, 3 
U (s) 

s (s + 2) 

Svit°uppa ndo la U (s) in frazioni parziali, si ha: 

A B 
U(s) t --

s s + 2 

dove : 

3 
A=-- B 

s+2 

Quindi s1 ha, antitrasformando: 

che rappresenta la risposta all'eccitazione a gradino. 

Osservazione IV .3 . 1 

3 

2 

È stato v isto che i circuiti lineari e permanenti so no caratterizzati dalla se­

guente re lazione tra risposta ed eccitazione : 
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(IV. 3. 5) U(s) = F(s) E (s) 

Ci s i può porre la domanda se sia pos sibile ottenere una re lazione espl icit a 

nel dominio del tempo rra la risposta u ( t) e l' eccitazione e (t); tale relazion e dov rà 

es sere ovviamente di tipo i nregro-di fferen zia! e. 

Per rispondere a tale domanda è necessario fare uso della nozion e di risposta 

impulsiva e di una opera zione inr egrale detta • prodotto integrale • o • prodo tto di convo­

luzione . <Il . Tale operazione è definita nel seguente modo: 

Definizione IV .3.1- 4 Assegnate due funzioni f 1 (t) e f 2 (t),sidefinisce 
prodotto integrale di tali funzioni la seguente espressione : 

(IV .3. 6) 

L'utilità del! 'operazione di prodotto integrale è do~g!J$nte teorema, 

che viene dimostrato ne ll'ambito della teoria della trasformazione di Laplace: 

!'Teorema IV.3.1 ·e La trasformata di Laplace del prodotto integrale di /l 
f due funzioni ~ uguale al prodotto deffe J rasf()rtJlJJl.fLd . L_apLa_.~.-.Sf ell~ .fyn- f\ 
r zioni stesse< >. . - -- - --

In base al teorema del prodotto integralesiottiene,anritrasformandola(IV.3.5) 

e ricordando l'espressione (IV. 3.4): 

(IV.3.7) u(t) =I'.· 1 [U(s)] =I'.· 1 [F(s) E(s)] 

La (IV .3 . 7) rappresenta il lega me diretto, nel dominio del tempo, fra l'eccita.= 

z10ne e ( t) e la risposta u (r); in tale espressione la risposta impulsiva h(t) tiene con­

!Q._Jiell.Az · one AdsJrcui.tQ_,_ Quant~d;(to ;i p;;ò -;-ia~ sum;;;-;e ili seguen re propri;tà: --- -
Proprietà IV .3.4 - 4 La risposta u(t) di un circuito lineare e p e rmanente 
è uguale al prodotto integrale (prodotto di convoluzione) fra la risposta 
impulsiva h (t) e la funzione di eccitazione e (t}». 

( I) - Il prodotto integrale viene indicato spesso con la notazione abbreviata : 

(2) - Tale teorema vale sotto opportune ipotesi restrittive per le quali si rimanda ai ce­
sti riguardanti le trasformate di Laplace . Si veda ad esempio: A. Ghizzetti, L. Marchet­
ti, A.Ossicini, op. cit. , § IV.6. 
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L'espressione (IV.3. 7) rappresenta la ge ne ral i z zazione de ll'espre ss. (IV.1.1 ) 

valida per i c ircuiti se nza me mori a . Infatti , per tali ci rcu iti , l a ri spos ta impulsiva è un 

impul s o di ampiezza a, c ioè: 

(IV.3.8) 

e perc10 si ottie ne dalla (IV.3. 7): 

(IV.3.9) uo(r)e(t- r)dr =ae (t-T) I 
T = 0 

a e (t) 

Osservaz ione IV.3.2 

L a nozione di ri s po s t a impulsiva è molto più ge nera le della nozione di fun­

)z ione di rete ) Ques t'ultima~.:. val e~-~ domin!o _di s, può ess.ere utili zzata solo per 

i circuiti lineari e permanenti; me ntre la primi:., che s i ri feri sc:.:_ a condizioni operative 

d i fun zio name nto e non ;-prop rietà matematiche, può essere cons id er ata per qua lunque -e lrCU ltO. 

P e r otte nere operativamente la ri sposta impulsiva di un circuito è necessario 

utilizzar e una form a d'onda di e cci t az ione che appross imi .in m~do adeguato l 'imp~ls o 
uni_ta ri o. Si può facilmente mos tr are che ciò non è diff icile da ottenersi ne l caso dei 

c ircuiti lineari . Infatti l'impul so unitario p u ò esse re a pprossimato in questo caso in mo­

do adeguato da un a qua lunque form a d 'onda e (t), che go da delle seguen ti proprietà: 

l) l a funzione e (t) è diversa da zero sol o nell ' inte rv a llo (O, 8 ); 

2) la risposta impul s iva h (t) deve poters i considerare costante in det to interva ll o, cioè 

h(t- 8) ~ h (t ) . 

Pe r dimostra re l a sufficie nza de ll e suddette con di zion i consideriamo il pro­

dotto ÌE_!__egi:a le fr a h (t) ed e (t). Si o ttiene ( J) : 

(IV .3 .10 ) 

Pe r la prima ipote s i , poichè e( r ) è nulla a ll'infuori de ll' interv a llo (0, 8), s1 

pu ò sos tituire l 'integr a l e (IV. 3.10 ) con il s eguente: 

(IV.3.11) 

(!) - Il prodotto inte grale (IV.3.10 ) è s t a t o espresso in forrne. di ve rsa da quella consi­
der a ta ne lla (IV .3.7), scambiando fr a loro e (t) ed h (t) . E faci l e d imostrare ch e le 
due form e sono equivalenti. 
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Per la seconda ipotesi risulta h(t- -r) ';;'h(t), quando O<.,.< e. Perciò si ha: 

(IV.3.12) h 1 ( t) =i e e ( .,. ) h ( t) d .,. = h ( t) l e e ( .,. ) d .,. 

o o 

In conclusione la rispo s ta h_i! t) dj~sc:_ ~!la.. ve ri:__rispo_s ta impulsiva h (t) 
per la quantità: 
~-----

(IV.3 . 13) 

La ri spos ta del circuito h 1 (t) ha quindi lo stesso a ndamento della risposta 

impulsiva ed inoltre la forma d'onda di ecci tazione s i comporta come s e fosse impulsi­

va. Tuttavia essa non è un impul so unita rio; la sua ampiezza infatti è pari alla quanti­

t a a (che si misura in voi t se c ). 

D 'altra pa rte in molte applicazioni non è possibile e spesso ne mme no conve­

niente approssimare l'impulso unitario me glio di quanto richiesto nell 'ambico delle due 

ipotesi precedenti. Premesso che una forma d'onda esa ttamente impulsiv a è fis icamente 

irrealizzabile·, l'avvicinarsi troppo a tale forma d 'ond a porrebbe significare l'utilizza­

zione di variazioni tanto rapide nel tempo da rendere non più valide le ipotesi fatte sui 

modelli circuitali adottati; in particolare potrebbe non essere più valida l 'ipotes i dico­

stanti concentrate. 

\ 
IV.A - Proprietà delle funzioni di rete. 

Come è stato detto precedentemente , una funzione di re te costi­
tuisce un operatore per passare, nel dominio di s, dalla funz ione di ec­
citazione alla risposta del circuito. Una funzione di rete dipende, oltre 
che dalla posizione e dal tipo della eccitazione e della risposta , anche 
dalla struttura del cir..:_uito a . cu~ si ri_f eri~c~ · I ~' c.hiaro quindi c~ e non si 
possono speci icare le propneta delle funzioni di rete se non viene pre­
cisata la classe di circuiti a cui si fa riferimento. 

Nel presente paragrafo l'attenzione verrà limitata alle proprietà 
più generali delle funzioni di rete, rimandando per quelle più particolari 
all'appendice IV. A. 

IV.4.1 - Proprietà derivanti dal carattere <~i~~~!;_? · 

Per tutti i circuiti lineari e permanenti a costanti concentrate , le 
funzioni di _!"ete, di qualsiasi tipo, godono delle seguenti proprietà. 
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Proprietà IV.4 .1 - « Ogni funzione lc!.i rete di un circuito Jine are, perm g­

nente, o costonti concentrate è una funzione razionale a co dJ.i.&,i.e..nti ce q­

/i della variabile s ~~-

L a prop rie tà IV .4.1 s i dimostra in modo molto semp li ce\ Consideriamo a llo sco-- \ 
po, senza perdita di ge neralità, come funzione di eccitazione la grandezza impressa da 

un ge neratore di t ens ione ed a nali zziamo il ·circ uito utilizzando il me todo delle maglie, 

dopo averlo trasformato nel dominio di s, 'ciò c he si può far e in qu an-;;;-~ lin ea;e ;;-per­

manente per ipotesi. Detto allora [I ] il vetto re delle trasformare di Laplace delle cor-
- [ ] m tenti di magl ia , Z la matric e delle impedenze di mag lia e [V ] il ve ttore dei ter-- m . g __ 

mini noti, si otriene il seg uent e sistema di equazioni risolventi: 
I > 

(IV. 4 .1) :[z J
1
[I ] = [ v ] 

m m g 

Si pu ò osservare che ciascun elemento della matric e [z ] è di tipo raziona-
·~ -· m _.._ 

~o~fi5 ienti _real ~:i_: ll a v~ri ::_bile _ s ,i rappresentando l a somma~ delJ~ imp~ di 

ciascuna mag lia , ovvero la somma delle impedenze in comune fra maglie divers e, in 

quanto il c ircui to è a costanti conc e ntrate. Risolvendo il sistema si ha: 

(IV .4.2) \"[Im J =c[~mJ-~l) 
Ciascun e le me nto della matrice [z J-l si ott iene effe ttuando il rapport o fra 

due opportuni determinanti della matric e [ Z m] '. Perciò la ma;;ic; -[z Y1 ~formata da 
m m 

elementi coincidenti con funzioni r azional i reali in s. Ricordando che s i è supposta 

presente una so la eccitazione V(s) s i otterrà a llora dalla (IV.4.2) laseguenteespres­

sione per la generica corrente di magli a : 

(IV .4.3) 

dove F. è un opportuno elemento della matr ice [ Z ] - I. 
1 m 

Di conseguenza ogni corrente del circuito risulta del tipo (IV .4 . 3), in quanto 

è una comb in azione lineare con coefficienti ± 1,0 delle correnti di ma glia. Ana loga­

me nt e ogni tensione del circuito è del tipo (IV. 4. 3) , in quanto si ot tien e moltiplicando 

un'impede nza (funzione razionale real e in s nel caso presente)per un a corrente. 

E' evidente che un ri s ulta to s imile si sarebbe ottenuto se la funzione di ecci­

taz ione fosse s ta ta l a g ra nd ezza impressa d i un generatore di corre nte e si foss e ap­

plic a to il metodo dei nodi o dei tag li per l' analis i de l circuito. 

In conclus ion e, ogni ri sposta di un circuito li neare ,perman e nte a costanti con­

c e ntrate è proporz ional e all ' écci tazion e nel dominio di s tr a mite una fu nzione razio­

nale rea le della variabile s. 

Osservaz ione IV.4.1 

La p roprie tà IV.4 . 1 è stat a impl icitamente utilizzata in p re cedenza q uando s i 

è de tto che ne ll e applicazion i u s ua li le fun z ioni di s delle qua li è necessario effet-
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ruare I 'ancitrasformazione sono funzioni razionali a coefficien ti re ali. Risulta infatti 

ver ifi~l;-fatto per tutte le risposte ~orrispondenti ad eccitazio ni l a cu i crasforrna-
--- -- - . I 
ta E (s) sia a sua volta razionale a coefficienti reali , come avvien e nella maggior parte 

dei casi d'i.!1.teres..§..e._ \ 

La proprietà d i essere a coefficienti reali è essenziale, poichè garantisce il 

ca r~ reale dell 'antitrasforma~; ~-q~indi il-;; arattere reale de lla ~t; nel domi­

nio del tempo (come è fisicamente necessario ). Il carattere di essere a coefficienti rea­

li -;e~Cs) vien; spesso espresso in un ' altra forma equiva le nt e , c~sib;;a sulla 

seg~defioizione: \ 

) Definizione IV,4.1- • Una funzione di variabile comp"lessa F(s) è detta rea­
L}e~_:__e F(s) è reale. per s rea/e :. cioè, se calcolando la funzione F(s) sul-: 
\..!_a_s_::!_ea/e della var)ab i /e si ottiene una parte i mma gi nari a uguale a zero•· I 

È immediato ver ificare c he una funzi o ne razionale F(s) ri su lta reale se e so lo 

se risulta a coefficienti reali. Di co nsegue nza è del tutto eq uivalente dire funzione ra-

\\ 

ionale reale ovvero funzione r~r1. uin · ietà IV.5.1 

~!_può esprimere anche nel segue nte modo: . 

/

;Proprietà IV.5.2 - *Ogni funz ione qi rete di un ci rcy)to linea re, permanen:. 
(te, a costanti c9nce;;fr~~a-7unzTOnera zi-;, ale re~ / ~ della variabile s• .t, 

IV.4.2 ·Propri età de ri van ti dallo stabilità .I 

Un comportamento molto importante de i c irc ultl , che occorre co­
noscere a priori nelle applicazioni, è quello ·connesso con la stabilità . . 
Un ci rcuito è stabile se, sottoposto a sollecitazioni esterne di durata lq 1 
mirata, è capace di ritornare alla situazione di riposo dopo che le solle- 1 \ 

ci tazioni esterne hanno finito di agire. Nel caso dei circuiti lineari e 
-permanenti taTe c omportamento stabile p~ essere precisato facilmente 
in termini di risp. ta i;npuJs i va. Infatti le eccitazioni di breve durata 
possono s-cegliersi, senza perdita di generalità, coi nciden ti con funzio­
ni impulsi ve sia nel cas.9 di generatori di tensione sia in quello di gene­
ratori di corre!lte. Tene ndo cont~_che_ tali generatori possono -essere si­
tuat i doyug,,q.pe nel circuit9~ che _c_om,_e_rl_~_o..fil_Lsi può considerare ual­
siasi grandezza elet trica pres~-~~~ .;:el ci rcuito, ne deri va .s.he affj_g,çhè il 
circuito · stabile è ne~es:>ari9 che ogn· p_Q§§ibilJ=! _.!_is g_osra imRulsiva 
~da a_zero al crescere del tempo. Isi può perciò adottare la seguente 
defi nizione di circuito stabile: 

ll
Defin iz ione I V .4. 2 · « Un e ire ujto -~ i :!_ice ~t abi}e_q_uan.d.o _t utt.e e su~ p_g s ­
s ib i I i risposte impulsive t'! . .1:!. don_!? a zero al crescere del tc;mpo (ll• . 

( I)· La stabilità definita in questo modo è spesso denominata• stabilità asin,~• · 
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Ad ogni risposta impulsi va corrisponde una funzione di rete , co-
me è stato fatto notare nel [§ IV. 3.j Na~.ui ·il roblema di determina-

11re uali roprietà debQ.a_aver~J~nzione di rete (s J laffinchè lari-

llsposta _i_mRulsiva c_or:risp..Qll_d_~n~e hXt) tenda a~ ~.ill§ C~re di L Per 
la propriet à IV . 3. 2, si ha: 

(IV. 4.4) h(t) =}J:: -1 [!:(s)j / 
Poichè la funzione F (s) è razionale e reale ,1 la sua antitrasfor­

mata si ottien e considerandone lo SVIT~o in fE_~zioni ea rziaJi1 descrit­
to !!dl 'ae.pendice III. A. I termini che s i ottengono con tale sviluppo so-
~o dei s eguenti tipi: -

1) ~e rmini corri_:> pondenti a poli reali :
1 

,,-­
a. reali 

-. (IV. 4. 5) I 

(s-a.)" 

.:.... 
• I I")(' ' 

1 -::::.. i\ ( ~ , 
-I 

I 

2) termini corrispondenti a coppie di oli comEk-s_si coniug?-ti : 

A . A~ 
(IV.4.6) 

I I 
~~~-+ ~~~-

(s - s
0

)" (s - s;)" 

Ai, s 0 complessi 

n = 1, 2, 

3) termini del tipo : 

(IV. 4. 7) a. s" 
....--!. - - \ 

Questi _t~mini sono presenti quando la funzione F (s) è razionale im­
propria. 

Calcoliamo il contributo di qu e sti termini all a ris posta impulsi­
va h (t), effe ttuandone l 'antitrasformata come indicato nell 'appendice 
III. A. 5, e verific andone il comportamento al crescere di t. 

1) Le antitrasformate dei termini del ti po (IV. 4. 5) hanno la seguente e­
spress ione : 

(IV. 4.8) 
a. 

I l U . t 
f (t) - -- tn- e I U (t) 

l - (n-1)! . -1 

Gli andamenti di tali funzioni f 1 (t) s ono mostrati nella fig . IV. 4. 1, nei 
tre casi ai < O, a i = O, a i > O. 

Si vede chiaramente da questa fi gura che le fun zioni f 1 (t) tendo­
ll.Q a zero nel caso in cui ri s uJ.Ei : 

([V. 4. 9) I a . < o 
I 
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Non tendono a zero , ma rimangono limitate al cresce re di t, nd 
caso in cui risulti: 

(IV.4.10) a . = O 
l 

e n = 1 

Tendono all ' infinito negli altri casi , cioè quando risu lti : 

(IV. 4. 11) oppure a . =O 
l 

n > 1 
Il~ • 

u -

f l ( t) 

\ -
c-l 

a . <O 
l 

n = l 

a . =0 
l 

F ig. IV .4. 1 · Andamento nel t e mp o de !l e 
funzioni che corrispondono ai t e rmin i 
del tipo (IV .4. 5). 

a . > O 
l 

,
12) ~titrasformate dei termini del ti o (IV.4.6) hanno la ~gueQte e­
s..12ressione , come messo in ~y!deriz;a _Ln ~p12endice I . : I 

-~ - l ~--~ 
(IV. 4. 12) f 

2 
(t) = 2 \A.\ -t __ ( uo t cos (u.J

0
t + cp .) u 

1 
(t) 1 1 (n·l)! l~. ' I. 

' -:::;,o -:.. o J. ù.l u 

';l'(;i;J 
.Y 

/dove \Ai\ ~ il ~odulo del nu~ero Ai , l cp i_t_!~~~ento ~ n~~C:::~ -~i!j Jl 
/g;? è l !!._~e e ~o. ed u.:·0 ne è la 12arte · maginaria . 1 I 
- - Gli andamenti delle funzioni f 2 (t) sono mostrati nella figura · 

1 
IV .4.2 nei vari casi possibili. ' ?i vede chiaramente da questa figu ra che 1 

le funzion1- çTt) -te ndono a zero quando risulti: 

(IV.4 . 13) (crf! =Re [s
0

] < O 

Non tendono a zero': ma rimangono di valore limit a to al c res cere 
di t, nel cas o in cui risulti: - --~ 

(IV.4.14) ed n = 1 
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Tendono all' infinito negli alcri casi, cioè quando si abbia: 

(IV. 4. 15) 
I 

cr0 = Re[s 0 ] > 0 oppure cr
0

=Re[s
0
]=0 ed n > l 

/ 

CTO < 0 

n = 1 

f 2 ( t ) 

CTO =O 
n = 

f 2 ( t ) 
/ 

/ 
/' 

'­
CTO > 0 

n = I 

' 

f 2 ( t) 

f 2 (t) 

/ 

CTO < 0 

n > I 

/ 

/ 

...... 

CTO =o 
n = 2 

/ 
/ 

/ 

CTO > 0 

n > 1 

...... 

Fig . IV. 4. 2 - Andame nto nel tempo delle funzioni che corrispondono ai ter­
mini del tipo (IV.4.6). 

3) Le anticrasformace dei cermini del cipo (IV. 4. 7) hanno la seguence e­
s ress1one: 

(IV.4. 16) 

Le funzioni f 3 (t) sono sempre nulle per t maggiore di zero . 
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Possiamo riassumere la receden te d.is_c.ussion__n.elle- s€-gu<m ~i 

ro rietà: 

Proprietà IV.4.3 ·e< Condi z ione necessaria e sufficient e affinchè unari· 
spost a impulsiva te nda a zero al crescere di t ~ che la corrispon dente 
unzione i ret1L9.oblcit-utt i_ i poli con parte_Lea/ene ati ·ÀTal ip ol i deb· 

bono essere quindi contenuti tutti nel sem ipiano sini stro aperto della va· 
riabile s, indi cato trattegg iato in fig.l V .4."3 e de tto semipiano di stabi­

!Jli». 

Fig .IV.4.3 - Semipiano d i 
stabilità (tratteggiato). 

I [ s] 
m 

Re [s] 

Propri e tà IV.4.4 · « Condizione necessaria e sufficiente aff inchè una r i· 
sposta im pulsiva rimanga limitat a al crescere di t è che la corrispon· 
d~ ~n!L1..!_ rete abb ia tut ti ip~-;;;;-p~He rea/e minore o i .uguale 
~e che i poli con parte rea/e uguale a zero siano semplic i~. --- ----

Prendiamo ora in esame i possibili comportame nti di un circuito 
nei ri guardi della stabilità, considerando separatamente le due grandi ca­
tegori e dei c frcllici ·pas-si vi ed attivi · Tali comportamenti possono essere 
Cliscu.ssi in maniera in tuit iva , valutand; il bTlanc.io energetico del cir­
cuito stessO. Tenendo presente che l'accertamen to della stabilit à avvie­
ne solo dopo che sono cessate le sollecitazioni esterne , la valutazione 
in questione riguarda i seg uen ti tipi di componenti: 

componenti con memoria: 'tali compo?en~i immagazzinano energia; 1 

component i dissipatori di energia : fessi sottra gono ~gia~ ci[f_ui :! 
Se la loro azione prevale, si ha lo ~smorzamento di tutti i fenomeni e- , 

ettr ~ ci e uindi un co~~rtamento st;:ijJile ; 

J_comp~!2.tJ.....attiv_i: tali componenti forniscono _c;_nergia al c ircuito.\ Se 
l~ azione prevale si ha un corr:po.rramento instabile .\ 

/1Circuiti passivi .I 

I circuiti passi vi sono quelli costituiti dai componenn 1mmagaz­
;;; i i_:i~ tori di energia e dissipatori.\ In assenza di eccita_zi_o11i ~st~r_ne _ta li 
circuit~ ~!! _possono increme ntare la propria energia e perciò l'andamen-
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to nel tempo delle grande zze elett riche deve riman e re lirnita io al cresce-
.re_dh,_t. Di conseguenza vale per essi l ;seg~e~t~2_r.Qp.rfuà: - ---=--
~- --

Proprietà IV .4.5 - «O gni risposta impuls_iv_a 
ne I imitata al cresc_ere deJ te_'!!P_O,f · 

Per quanto riguarda la posizione de i poli delle funzioni d i rete, 
si può allora applicare la proprietà IV.4.4, deducendo che tali poli si 
debbono trovare nel semipiano sinistro, compreso l'asse immaginario d~­
l~bile s e che questi ultimi devono essere se mp ici. 

In partico lare deve essere semplice l'eventuale polo all'infinito, ciò che si può 

dedurre nel seguente modo. Si s upp o ng a per ass urdo che esista un circuito passivo a ­

vente una fun z ione di rete F(s) con un polo multiplo a ll'infinito. Indichiamo con A ta­

le circuito . Si consider i quindi un circuito B, ottenuto da quello A sostituendo: 1) ad 

ogni condensatore di capacit à C un induttore di induttanza l /C; 2) ad ogni induttore 

d i induttanza L un condensatore di capacità I/ L. 

È evident e che ogni funzione di rete de l circuito B si ottiene sostituendo 

1/ s al posto della variabile s nella corrispondente funzione di rete del circuito A. In 

particolare il circuito B ha una funzione di rete pari a: 

(IV. 4. 17) G(s) = F ( ~ ) 

Poic hè abb iamo supposto che la funzione F ( s) abbi a un polo multiplo per s 

che tende al l'infinit o, la funzione G(s) in base alla relazione (IV. 4 .17) poss iederà un 

polo multiplo per s che tende a zero. D ' altra parte il circuito B è anch'esso passivo 

e quindi non può avere pol i mul tipli s ull'asse immaginario ed in particolare per s =O . 

Si può quindi concludere che no n esiste un circuito A passivo avente una funzione di 

rete co n polo multiplo ali 'infinito. 

Riassumendo -quanto è stato detto sulle funzioni di rete di un cir­
cuito passivo, si può enunciare la seguente proprietà: 

!Proprietà IV.4.6 . l, I poli d~.J.J~_.Lu~ion i di rete di un c~tc:,_,,,g a~_sivo 1 

~ssono essere dei~i tipi:\ 

)4:poli disposti nel semipiano sinistro della variabile s; 

% poli semplici disposti sull 'asse immaginario; 

3) un polo semplice all 'infinito ( I l~. 
~ ~ 

(1) - Il caso 3) può e ssere o messo, quando si segua la convenzione di considerare il 
punto s = ro co me se fosse un punto dell 'a sse imma g inario di s. Ciò può essere acce t­
tato proprio in base a ll' analogia di comportamento. 
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Rimane da discutere se il comportamento di un circuito passivo 
sia o meno stabile. Per quanto è stato detto precedentemente ipoli ae! 
tipo 2) anno uo go ad un andamenro che non rende a zero. ne l domi nio 
del tempo, per t che tende all'infinito; r~. presenza di tali poli indiche-
rebbe quindi un comportamento non asintoticamente stabile. Tuttavia · 
necessario notare che ciò è dovuto ad un processo di id eal i zzazione l\j ?. 

et compone nti con memoria, in base 'al qual e e st àta amm essa co me \ J~ 
ossi ile i 'e voluzione aer fe71o meno ele u rFco àlf'inter~o del ci ; c_u_ITose_;;_ 

. z.E:J:,z_;;;;iJ!- disy.ip aJJ.o~i..J!i,_ene~gia. ,Tale ipotes [ introdotta per comodità 
01 calcolo, non risulta mai verificata in realt à, poichè ad ogni componen­
te con memoria è sempre associato un elemento parassita che tiene con­
to delle inevitabili perdite. Per questa ragione è conveniente classifi­
careuncì(cuito passivo come circuito stabile, ricordando che i suoLe­
ventuali poli sull'asse immaginario provengono da un proce sso _di idea­
lizzazioJ! e e cornspon ono sempre nella realtà a pofi disposti nel se­
mipiano di stabilità. Tale corrispondenza può essere messa in una forma 
.esatta , come vedremo successivamente nell'osservazione IV. 4. 2. 

Esempio IV.4.1 

Determinare i poli dello funzione ammettenza d'ingresso del ci r cui to di figura 

IV .4.4. 

Fig.IV.4.4 ·Circuito consi­
derato nell 'ese mpio IV.4.1. 

La funzion e ammettenza d'ingresso è pari al rapporto fra la corrent e I( s ) e la 

tensione V(s). Tale funzione può esse re facilmente determinata risolve ndo il circuito 

di fig .IV .4.4 mediante operazioni di serie e di parallelo. Si ottiene: 

' I ( l 
1- = - + se + ----
v 1R l 

Eseguendo i calcoli si ha : 

2 s LCR 1 +s(L+C R 1 R 2) + R 1 +R 2 
Y (s) 

V R l (s L t R 2) 

La funzione Y(s) ha i seguenti poli: 
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R2 
s =- -- s = ro 

L 

Si vede che il polo al finiro è reale e negativo e si trova perciò nel sem1p1ano 

di s ta bilir à ~ Il polo all 'infinit;--f semplice, poichè iÌ gra d o de l numen;:t;;e supera di una --- } ---
sola i:_nirà .:!ue l!o del denominatore ; Ci ò è in accordo con la proprietà !V.4.6. 

Circuiti attivi. 

I circuiti attivi sono quelli che contengono i componenti capaci 
di fornire energia quali ad esempio il nullore, i generatori controllati , 
ecc. In tali circuiti, anche in assenza di eccitazioni est erne, si può a­
vere qualsias i tipo d~ comportamento in quanto sono presenti componen­
ti sia capaci di fornire che di assorbire energia. Si possono perciò ave­
re circuiti atti vi stabili ed instabili. Nei circuiti atti vi qu indi la stabili-

==--~ - --::=:===----
tà non cos titui sce una proprietà intrinseca, ma piuttosto un requisito che 
vien e richiesto nelle applicazioni. -_==;--

= Per verificare se un circuito attivo è stabile occorre applicare la 
definizione IV. 4. 2, controllando in base alla proprietà IV . 4. 3 che i poli 
di tutte le sue funzioni di rete si trovino nel semipiano sinistro aper to. 
Occorre notare che in questo caso i poli sull'asse immaginano corri­
spondono ad un comportamento instabile, tn quanto non provengono pi ù / 1/ 
Cla un processo d1 1deahzzazio tte come-nel caso dei_9!.9ttti_~_ssil!..i, :::!Jla l / 
è orri sr-ondono a precise l!lodal i tà 01 funziòmt-;;;ent-;;-de 1 ci rcuito.) 

Osservazione IV.4 . 2 

È stato precedentemente a fferm ato che per un'ìcircuir1 p~vo). i poli s ull 'as­

se immaginario sono dovuti ali a presenza ne l circ uito -a\ componenti con memoria id e a­

li , completamente pri vi di perdite. Verrà ora mostrato come introduc e ndo cali perdite s1 

provoca uno spostamento di tutti i poli del circuito verso il se mipiano sinistro, in mo­

do che vengono eliminati tutti i poli s ul! ' asse immaginario . A t a le scopo utilizziamo 

per gli e lementi con memoria gli sc hemi già introdotti ne l § I. 6; precisamente a d ogni 

indutto re as sociamo un resis tore in serie e ad ogni condensatore un resistore in paral­

lelo. Ad og ni induttore con perdite del ti o.~~ in fJg}~·.'.!_· 5 a) co:r~~onde un 'im­

pedenza pari a: 

(IV .4. 18) 

Ad ogni co ndensato re co n pe rdi t e del tipo mo s trato in fig .I V.4 . 5 b) c o rri s pon­

de un' a mmettenza pari a: 
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(JV. 4. 19) 

Supponiamo o ra per se mplicità di trattaz ione ch e per tutti gl i induttori e per 

tutti conden s atori del c irc uito s i abbia :! 

(IV.4.20) (/0( R~~=( l ) 1, 2, .. . NL 

~ L i C RP k/ k 1, 2, .. . NC 

dove d è una quantità cos~~ Tal e i;ot es i co rrisponde ad ammet~re t unilon:::_ •g e 

perdite dei componen ti reattivi . 

In base al l a (JV. 4. 20) ed a ll e (JV.4 .18) e (JV.4. 19) s i ha : 

(IV.4. 21) 

(IV .4.22) 

1 Fi~.IV . 4. S- Sc he mi e;;;l 
val enti con l?,e rdi_te de 1-,\ 
l ' induttore-e del cond en-- ' -sato re. -· 

ZL (s) = L (s + d ) 

y e (s) = c (s + d ) 

L 

R 
s 

a) 

c 

b) 

R 
p 

Introduciamo o ra una nuova variabil e ( definita n e l modo se g uente : 

(IV .4 .23) 

(IV.4.24) 

(IV. 4 . 25) 

p = s + d 

In funzione di q ues ta vari abile , le impedenze Z L ed Y e di ve ngono: 

i'.t::.L\'>. 

è. ( :: .!__ 
e,"' 

Da ll e espressioni precede nti s i deduce che gl i e l ement i con memo ri a s 1 com-

portano come se fossero se n za p e rdite ne lla va ri ab il e p . Consideriamo ora una funzio­

ne di rete gene rica F(p); tal e funz ione r ife rendo s i ad un- c ircuit o p ass i vo co n compo­

ne nti senzap erdite ha i poli dispo s ti a nche s ull'asse imm ag in ar io ( in base a lla proprie­

Ji IV. 4 .6). Conside ri amo un po lo generico~ = p 0} Passando alla va riab il e[.E si ha : 

(JV. 4 . 26) 

e perci ò: 

(IV .4 .27) 

s + d=Po 
I 

s =Po. d 
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Essendo d poswvo, s1 Ottiene che tutti i poli nella variabile s possono es­

sere calcolati a partire da quelli nella variabile p spostando li verso sinistra della 

quantità d .\ In particolare per un polo sull'asse immaginario p = j w
0 

si ha un polo pa­

n a: 

(IV .4. 28) 

In conclusione vediamo che la funzione di rete F(s) non può avere poli a 

destra di una retta parallela a li 'asse immaginario e distante da quest'ultimo della quan­

tità d (fig.IV.4.6). 

Im [p] 

•Po 

Re [p] 

Piano p 

I 
i wo -d 

I d 

I 

lm [s] 

Re [s] 

Piano s 

Fig.lV.4.6 ·Legame tra la posizione dei poli di una funzione di rete di un 
circuito passivo nel piano p e nel piano s. 

La limitazione sulla posizion e dei poli , dovuta alle perdite d e i component i 

reattivi, è molto importante nelle applicazioni, in quanto tali poli hanno una grande in­

fluenza sul comportamento del circuito stesso. Per questa ragione è opportuno, sia de· 

~nire dei fat_tori di merito per la valutazione delle perdite dei suddetti componenti (co­

me fatto nel § I.6),
1
sia introdurre una misura della vic inanza all'asse imn:!~ginario c!_i l!!) 

polo disposto nel piano co mpl esso . \[ali fattori di ~to sono i seguenti:W 

(IV .4 .29) 

(IV .4 .30) 

(IV .4. 31) 

·----· .-. 
' per un polo u0 + i w0 \ __ , 

per un induttore 
(alla puls azione wo) 

per un condensatore 
(alla pulsazione wo) 

In base alle considerazioni precedenti s1 ded uce che: ~r­

mità della distribuzio ne delle p erdi te, il fattore di me~Ef!li non può superare il 
É!:!!re di merito dei componenti con memoria. 
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La rrarraz1one qui fatta ~i_:;.=.:. solo un cenno al la teoria delle perdite as­

sociare ai componenti reattivi di un circuito pass ivo. \Tale teoria è particolarmente uri­

çin fase diPr;gerro·dei c ir_: uici e da essa rrae origine un metodo detto del l a • e[J1fj.­
"StorSTOrle.1 per il quale si rimanda ai cesti di sintesi dei circuiti elettrici, come ad e­

se mpio E .A. Guillemin , • Synthesis of passive networks •, Wiley, 195 7, pag. 53 7. 

Esempio IV .4 .. 2 

Assegnato lo funzione di rete: 

F(p) =---

nell'ipotesi che i poli sull'asse immaginario abbiano un fattore di merito pari 1 o Q 
p 

= 100, determinare il numero di oscillazioni della risposta impulsiva corr ispondente, 

affinchè la sua ampiezza s i riduca di 1/e del valore iniziale . 

La parre reale del po lo da considerare è in base alla (IV .4. 29) uguale a w 0 / 100, 

pe rci ò nella variabile s la funzione che corrisponde alla F (p) assegnata è : 

dove: 

F (s) 

(s wo )2 2 
+ - - + wo 

100 

Sviluppando in frazioni parziali raie funzione, si ha: 

A 
F (s) + 

wo 
s+--

100 

A=-- ----
wo 

s + -- - j wo 
100 

AllE 
+ 

+ j wo 
wo 

s+ -- - j wo 

wo . 
s=·--•JW 

10 0 o 

100 

- 2 j wo 

Antitrasformando, s1 ottiene: 

f ( t ) 

-~t 
[A e 100 

-~ t 
-i wo r * 10 0 ei wor] 

e + A e u _ 1 ( t) 

wo 
· 100 t 

= _e ___ sin w
0 

e u_ 1 (e) 

wo 
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La ·funzione f(t) ha l ' a n,-J a me nto d i una s inusoide le gge rme nt e s mor za ta. L a 

amp iezza per t =O è pa ri ad l /w0 . L ' a mpiezza s i ridu ce di l / e quando risulta: 

100 

Qu in d i , ricorda ndo c he i l pe riodo T della s inusoide e: 

2 11 

T 

s 1 ott 1 en e: 

100 100 
[ 

X 
T - 15,9 T 

2 11 

Qu ind i l' a mpiezza si riduce ad l / e de l valore ini z i a l e al l'incirca dopo 16 
pe ri od i di osc illazione . 

Esempio IV .4 .3 

Calcolare i poli dell'impedenza d'ingresso del c i rcuito di f ig.lV .4.7, nell'ipa­

te si che i componenti con memori o abbi ano perdi te uniformemente di stri bui te con d = 
= O, 1 sec - l. 

Fig . IV.4.7 - Circ ui to cons ide­
r a to ne ll' e sempio !V. 4.3 .I va­
lo ri dei compon e nti s ono: 

c = l L = 1 ( F , H) . 

+ 

V c 

Supponend o il c irc uito d i fig.IV.4. 7 senza perd it e, s1 otti ene : 

e quindi: 

V 

p C +­
pL 

Essendo d = O, 1 s 1 ottiene: 

pL 

p s + O, 1 

s + O, 1 
F (s) 

(s + 0 , 1) 2 + 

che è l a fun z ione impedenza d 'ing resso cercata. 

p 

p 2 + 1 
F (p) 

L 
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Essa ha i seguenti poli : 

s 2 = -0 , l -j 

Osservazione IV.4.3 

Ne l l'osservazione IV.2.2 è s t aro facto nota re che qua ndo si considera la fun­

zione di rete F(s) di tipo impedenza o ammettenza d'ingresso , anche la funz ione 

1/ F (s) è una funzione di re te de ll o scesso tipo. Tale con s iderazion e comp orca ult e ri o ­

ri proprietà derivan ti dalla stabilit à di un c i rcuito per le funzioni di rete ti po imm ecc en­

za. Infatt i gli zeri di una funz ione F (s) , cioè quei va lori di s per cui la fun z ion e ri­

s ulta ugual e a zero , sono coi ncidenti con i poli della funzione 1/ F (s). Oi c onseguen­

za vale l a segue nt e proprie tà: 

I V. 5 ts.~.d ;y; ,ione de llo ,; , po"• d; "" d" ";t0 ; 0 pa•t; 
cat1ve. 

signifi-

La risposta di un circuito U (s), nel caso più generalee nel do­
min10 di s, è data dall'espres sione I V~r:-121,-aoveTi. - funzione u (s) è 
espressa in funzione delle eccitazioni e ~nL.i_niziali. L ' an­
damen to nel tempo u (t) si ottiene antitrasformando la U (s). Per ric or­
da re che sono stati tenuti ln conto tutti- i possibili contributi , la u (s) 
viene indicata come <flris osta com leta" d C.UC.l 

E' usuale suddividere la rispo sta completa in parti con lo scopo 
di evidenziare in essa degli aspetti ritenuti particolarmente importanti. 
Le s uddivisioni ~ate sono le seguenti: \ ----- - -
1) ~ vision:_i~risposta libera e risposta forzata; 

2) s uddi vision e in ri s posta permane nte e risposta transitoria. - ---- ~-

Nel presente paragrafo ci occuperemo solo della prima, in quan­
to la seconda verrà trattata diffusamente nel cap. V. 

Per ri sposta libera di un circui~ si i i;!~nde _la risp~s~ 
non è presentealcun ene ra toLe_e_s_terno ma soJ e condizioni iniziali 
Nel dominio di s, tale risposta U L (s) si può esprimere nel modo se-
guente (a partire dalla (IV. I. 6)) ( 1 l:I -

(1) - I si mboli utilizza ti nelle espressioni (IV. 5. 1) e (IV_. 5.3) hanno g l i ste s s i sig nific a ­
ci indicati nell a formula (IV. 1. 6). 
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~· L( '\- I ' ~ 1 

' ' I - t 
.:: I r1 . ~-- ? •. ~ 

."-- .__\ :, I I 

IV.5 

,..: . 
(IV. 5. 1) 

La corrispondente es pressione nel tempo si ottiene 
mando la (IV. '5.1): --------

(IV.'5.2) u L (t) = J.:'. -l [UL (s)) 

Per risposta forzata di un ci rcuito s'i ntende la risposta quando 
sono presenti i generatori esterni con condi zioni- inizia i nu e j Ne do­
m1n10 di s, ta e ri sposta U ; -(S)SC può-e sprimere rie modo seguen-
te( Il: \ 

I' Tl fc' = N l ")?~ ~t ( ~'. '~~· -
crv. 5. 3) ~{1 F i Cs)_!:i Cs} ~,~,,. 

2 
~S J 

I 
La c orrispondente espressione nel tempo si ottiene antitrasfor-

mando la .(IV. '5 . 3): 

(IV. '5. 4) ) u F ( t) = ! ~1 [ ~_f-(~__)_) --; 

E' evidente che risulta: 

(IV . '5. 5) U(s) =UL(s) + UF(s) 

L; btJ1;.,• f Fò ( tUi 
Esempio IV.5.1 

Oato il circuito di fig . IV . 5. 1,determinare la risposta libera e la risposta fo r­

zalo, considerando come grandezza d'interesse I a ten si on e v 2 ( t) . 

Fig.IV. 5. 1 - Circ uito considerato 
nell'esempio IV . 5.1. I valori de i 
componenti sono: 

R = 2 e= 1 v co -) = 2 v (t) = , ' e ' g 

= sin 2 r • u _ 1 ( r) ( D , F, V). 

V g (t) 

Con riferimento a fig.!V.5.2, dove è riportato lo schema rrasformaro nel domi­

nio di s del circuito d'interesse, in cui: 

V (s) = l:', [sin2t u 1 (t)) 
g -

2 

s 2 
t 4 

( l ) - v. nor a di pagina precedente . 
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Fig.IV. 5.2 - Circuito trasfo r­
mato neldominiodi sdi quel ­
lo di fig.!V.5.1. 

+ 

~ 
l /s e 

V (s) 

g l(s)) 

+ 

ve (O-) 
R V 2 (s ) s 

~81 

s1 ottiene la seguente equazione di eq uilibrio: 

s 

Quindi s1 ha: 

s RC. RC 
V 2(s)= Vg(s)+ 

l+sCR l+ sRC 

In base ·alla definizione data in precedenza risu lta: 

2 2s 2 
V 2L (s) 2 V2F(s)= ~ s2+4 

1 + 2 s 

Ant itrasformando V 2L s1 ottiene la risposta libera ne l dominio del tempo, 

c10e: 

v?L(t)=f:-l[ --2-] = 2e-0,5tu_J(t) 
- s +o, 5 

Per ottenere la risposta fo rzata nel dominio del tempo, occorre svi luppare pre­

liminarmente V 2F rn frazioni parzial i : 

2s 2 2s A B 
+ + 

s+0,5 s -j 2 s+j2 

dove: 

A= 2 s I 
s 2 + 4 s =-O 5 

4 2 s I 2 2 - 4 2 - l 33 B= = -(l-4j)= -- e-i artag =--e-J • 
(s+0,5)(s+j2) s =j 2 17 (ì7 (ì7 17 

Antitrasformando singoli termini del lo sv iluppo s1 Ottiene l' espressione vo-

Iuta: 

= [--i-e-O,St + ~ cos(2t - 1,33) J u_ 1 ( t ) 
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382 Suddivision e della ri sposta di un circuito in p arti signifi c ative IV.5 

Osservazione IV.5.1 

Le risposte libera e forzata hanno proprietà caratteristiche nel caso della clas­

se molto imporra~ dei circuiti stabili \ In base a lla definizione data ne l § IV.4.2, un 

circuito stabile è caratterizzato dal ritornare nelle condizioni di riposo dopo che è sr a-- -to sottoposto ali ~azione di eccitazioni di breve durata. Poichè con tali- ecc irazioni è 

possibile ottenere nel circuito una qualsiasi conf ig urazio ne di grand ezze el e ttriche 1n 

corrispondenza ali 'istante in c ui esse cessano di agire , possiamo affermarec he: 

Proprietà IV.5.1 - « L 'an damento nel tempo della risposta libera di un cir­
cuito sta::iile tende a zero al crescere del tempo, per un qualunque insie­
me di condizioni iniziali~. 

dominio .di - s ~~ente alrra1. 
--~ 

--
Proprietà IV.5.2 - « I poli della risposta libera di un circuit o stabile si 
trovano nel semipiano sinistro aperto della variabile s, per un qualun­
que insieme di condizioni iniziali•. 

Per quanto riguarda la r isposta forzata nel dominio di s , è facile constata re 

che i suoi poli appartengono o alle funzioni di rete oppure alle eccitazioni (nell 'ipote­

si che queste .siano coincidenti con funzioni razionali reali della variabile s) . . Di con­

seguenza è possibile trarre qualche conclusione generale nel caso dei circuiti stabili 

solo se si considerano ecci razioni ·di tipo particol a re. Un caso che ha imporranza pra­

tica è quello delle eccitazioni che hanno un a ndamento limitato ne l tempo. Per tali ec­

citazioni sappiamo che le relative trasformare di Laplace hanno poli o nel semipiano 

sinistro aperto o semplici sull'asse immaginario. Poichè l e funzioni di rete di un cir­

cuito stabile hanno poli solo nel sempiano sinistro aperto, ne deriva che la risposta 

forzata ne l caso presente abbia poli o nel semipiano sinistro aperto oppure semplici 

sull'asse immaginario. Di conseguenza vale la seguente proprietà: 

Proprietà IV.5.3 - «L'andamento nel tempo della risposta forzata di un 
circuito stabile si mant ien e limitato quando tutte le funzioni di eccita­
zione sono a loro volta limitate &. 
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APPENDICE AL CAPITOLO IV 

I 
J ) 

APPENDICE I V. A - Proprietà delle funzioni di rete conseguent i dalla 
struttura del circuito. 

L'effetto della struttura del circuito sulle proprietà delle funzio­
ni di rete è notevole sia per qu a nto riguarda la natura dei componenti 
presenti @ anto_riguarda la_sua_to olo iaJ Nella presente appen­
dice vogliamo dare un 'i ea di questo a rgomento , rimandan_~ er l 'appro­
fondimento ai testi di s intesi de lle reti elettriche, dove l ' argomento s-tes­
so assume un ' importanza predominante, in quanto solo attrave rso la co­
noscenza dettagliata de lle proprietà de lle fun zioni di rete si può ris ali­
re a l circuito che soddis fa le speci fiche di progetto. Si veda ad esempio 
G. Martinelli, «Sintesi delle reti elet triche », Vo l.I e II , Ed. Siderea 1971. 

~~3 Proprietà de ri vanti dalla natura dei componenti. 

La pres en za o meno dei vari tipi di componenti ha un 'influenza 
ggle_vole sulle funzioni di rete . L'analisi di tale influenza è importante 
ai fini della c~raÙerizzazione di ciascuna_ f~~~ione cli_ r~te, in mod9_che 
s_i possa- sapere a priori se una fun zione è realizzabile o meno come fun­
zione di rete di un certo tipo di circuito. Ha anche una notevo le influen­
za s ulle fun zioni di rete l'eventuale numero di componenti di uno stesso 
tipo presenti nel circuito; accenneremo a ciò per quanto riguarda i tran­
sistori s chematizza ti trami te il loro e lemento ideale (n ullore sbilancia­
to). Le proprietà de lle funzioni di re te che scaturiscono dalla pre s enza 
di interi circuiti equi valent i sono usualmente poco note e sono state in­
dividuate solo per classi limitate di circuiti, come ad ese mpio quelli che 
contengono diodi tunnel. Si rimanda per notizie su questo argo mento agli 
articoli: 
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384 Proprietà derivanti dalla natu ra dei comp onenti IV.A . I 

- I. W. Sandberg, « The realizability of multiport structures obtained by 
embedding a tunnel-diode in a lossless reciprocal network », BSTJ, 
Vol. 41, n. 3, 1962, pagg. 857-876; 

- I. W. Sandberg, « The tunnel di ode as a linear network element », BSTJ , 
Vol. 41, n. 5, 1962, pagg. 1537-1556; 

- G. Martinelli , «Sulla teoria e sintesi delle reti lineari atti ve», N. R. N. , 
Vol. 15, 1966, pagg. 5-48, 143- 211, 290-385. 

Nel presente paragrafo accenniamo brevemente alle proprietà di 
alcune funzioni di rete di circuiti tipici . Le proprietà sono riassunte nel­
la tab. IV.A. I e si riferiscono all'ammettenza d'ingresso ed alla funzio­
ne di trasferimento in tensione , come precisato nella tabella stessa. I 
circuiti considerati sono: 1) quelli passivi tradizionali , costituiti da re­
sistori , condensatori , induttori e trasformatori; "Z) alc un e categorie più 
particolari di circuiti passivi , cioè i circuiti RC (costitui ti solo da resi­
stori e condensatori) ed i circuiti reattivi (caratterizzati dall'assenza 
dei resistori) ; 3) i circuiti attivi corrispondenti ai microcircuiti lineari, 
cioè costituiti da resistori , condensatori e transistori. 

Il transistore viene schematizzato nel s uo funzionamento line are 
con un nullore sbilanciato. E' evidente che una schematizzazione miglio­
re richiederebbe l'uso di un circuito equi valente del transistore com­
prendente, oltre al nullore, anche dei resistori e dei condensatori. Tut­
tavia le proprietà delle funzioni di rete ·che si hanno in questo caso so­
no poco note e molto complicate a dedursi. Per ques ta ragione nella ta­
bella IV. A. 1 ci limitiamo a distinguere soltanto i due casi di presenza 
di uno o più transistori, allo scopo di far vedere com e questa semplice 
differenza già comporti notevoli conseguenze a li vello di proprietà del­
le funzioni di rete . 

Nella tab.IV . A. l le propriet à delle funzioni di rete considerate 
sono espresse in termini di posizione di zeri e poli della funzione razio­
nal e reale corrispondente, di residui nei poli , di parte reale della fun­
zione per s == j 0;, di costante moltiplicati va. 

IV.A.2 - Proprietà derivanti dalla topologia del circuito. 

La configurazione topologica del circuito ha una notevole in­
fluenza su lle funzioni di rete. All o scopo di da re un 'i dea di tale influen­
za . consideriamo un caso tipico: quello de l circuito a sca la. Per tale 
circuito, rappre s entato in fig. IV. A. 1, esaminiamo l'influenza de ll a con­
figurazion e topologica su una qual s iasi funzion e di tra sfe rimento ingres-
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Tabella IV.A.1 ·Esempi di proprietà delle funzioni di rete conseguenti dalla natura dei componenti. 

Tipo di cir-
Funzione di cuito 

rete 

Ammettenza d'ingresso: 

I (s) 
Y(s) =--

V g(s) 

l(s) 
+ -vg(LB 

Funzione di trasferimento 
in tensione: 

N 
T(s) = -

D 

V (s) 
=-u-~ 

V (s) 
g 

Circuito 
+ 

V 
g 

+ 

V u (s) 

Circuito RC 

- Poli e zeri semplici 
sull'asse reale negati­
vo, alternati tra loro; 

- Costante moltiplicati­
va positiva; 

- Primo punto critico 
(~olo o zero) vicino al­
i origine coincidente 
con uno zero. 

- Poli real i negativi sem­
plici non nulli; 

- Zeri ovunque eccetto 
che sull'asse reale po­
sitivo; 

- Grado del denominato­
re maggiore od uguale 
a quello del numeratore; 

- C:ostante mo! tiplica­
tiva H cale che: 

Circuito reattivo 

- Poli semplici sul­
! 'asse imma~inario con 
residui reali positivi; 

- Parte reale per s =jw 
identicamente nulla 

- Funzione razionale 
pari; 

- Poli semplici sullo 
asse immaginario con 
l'esclusione del! 'ori­
gine e dell'infinito. 

Circuito passivo 
Circuito RC attivo con-, Circuito RCattivo con­
tenente un solo transi- tenente un numero 
score ideale qualsia si di transisto-

ri ideali 

- Poli nel semipiano si- • Zeri ovunque con l 'e­
nistro aperto oppure sclusione dell' asse 
sull'asse immaginario", reale positivo; 
nel qual caso sono sem- l · · 

I . · "d · 1. - Costante mo uplica-p ici con resi ui rea i . . . 
positivi; uva posiuva; 

, - per s=O non c'è po-
: Pare~ re~le sull asse lo lo zero è possibi­
immagrnauo non-nega- l ' d . e ma eve essere sem-
uva. pi ice; 

- Poli nel semipiano si­
nistro aperto oppure 
semplici sul! 'asse im­
maginario,con I 'esci u­
sione di s=O, s=oo; 

- residui dei poli sul­
! 'asse immaginario pu­
ramente immaginari. 

- per s=oo non c'è ze­
ro; l'eventuale polo de­
ve essere semplice. 

L'unica condizione è 
che gli zeri non devo­
no stare sul!' asse re a­
le positivo. 

Non ci sono limita­
zioni. 

Non ci sono limita­
zioni. 

O < H S H0 in cui H0 è la minore delle tre segue nti quantità 
T( CD) T(O ) 

Hd 

con il segno di uguale nella precedente dise guaglianza solo se H0 è diverso da Hd . La quantità Hd è definita co­
me il minimo valore del parametro K (se e siste) per cui il polinomio: 

D(s) - K N(s) 

ha uno zero reale positivo di molteplicità pari. 
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386 Proprietà derivanti dalla topologia del circuito 

Fig.IV.A.l ·Circuito a scala. I bipoli z 2K+l' K=l, 2, ... n-1 , sono i rami 
longitudinali; i bipoli Z 2K, K = 1, 2, .. . n, so no i rami tras versali. 

IV.A .2 

so-uscita. E' intuitivo che la grandezza elettrica in uscita è nulla , se la 
tra s missione ingresso-uscita è interrotta, ciò che puòaccadere o perchè 
un bi po lo longitudinale ha un'impedenza infinita o pe rch è un bi polo tra­
sversale ha un 'impedenza nulla . Tuttavia, un esame più accurato della 
trasmi ssione fa vedere che tale interruzione non sempre a vviene nell e 
due s ituazioni dette, per cui vale la seguente proprietà: 

Propri età IV.A . 1 · « Gli zeri di una funzione di trasferimento ingresso- u­
scita di un circuito a scala possono essere solo o poli del/ 'impedenza 
dei rami longitudinali o zeri del/ 'impedenza dei rami trasversali • . 

Tenendo conto di questa proprietà e di tab. IV.A. l vediamo che 
gli zeri delle funzioni di trasferimento di un circuito RC a scala posso­
no essere situati solo sull'asse reale negativo. Analogamente, nel caso 
di un circuito a scala passivo tali zeri pos s ono essere situati s olo ne l 
semipiano sinistro chiuso della variabile s. 

* 
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CAPITOLO V 

ANALISI IN REGIME PERMANENTE 

Gli andamenti nel tempo più comuni nelle a _Ji.ç_azioni_ er le 
grandezze elettriche sono quelli sinusoidali sia n~l caso_dej cirç_utt1 i 
r.otenza sia nel caso dei circuiti per la manipolazione dei segnali Inol­
tre- il Comportamento di un circuito sotto l'azione di eccitazioni di tipo 
sinusoidale riveste una grande importanza teorica per la possibilità di 
risalire da questo c-omportamento a quello dovuto ad eccitazioni di tipo 

, più generale La risposta jel circuito che interessa i_!!_ tutti uesti casi 
è a cne redomina al assare del tem o. Tale d_SROSta prende il no­
me di « ermanente »e analisi che s1 e ettua in queste cond1z10ni è 
=:::..!.=--'M._,,_« r:.egime_pe..r~a~~nte sl nusoidale ». Ta1e -analisi è l' a rgomento 
del presente capitolo, in cui viene introdotto un metodo estremamente ef­
ficiente per svolgerla «il metodo dei fasori », cleri va co da quello della tra­
sformata di Laplace, già descritto ne 1 cap. III. 

V.1 - Suddivisione de llo risposto di un circuito nello porte tran­

sitoria e nell a porte _ perm~e~te. 

V.1.1 - Definizione di rispos ta transitoria e permanente. 

Si consideri un circuito lineare e permanente che sia sede di un 
fenomeno elettrico sotto le s e guenti ipotesi: ------- -

&t il feno~eno elettrico ~bi a inizio all'istante t =O. in presenzadi_s_?_n-
~zioni iniziali nulle; -

~sia presente ~·-eccitazione esterna di tipo sim1soidali:: , avente il s_e- . 
:::_/?:?'ente andamenco 11 1 ed iniz io alr'lstaiite e -0:1 
( !) - Per il nome eJ :l ;i.;1 nificato Jei simholi che si usano ne l caso di un' e ccit.iz ione 
sinusoidale, si veda il 3 Ill .2.3 del cap.11!. 
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388 Suddivisione della risposta di un circuito V. 1 

(V. 1. 1) 1 e(·t~ = A cos(w t + cp ) u_ 1 (t) 

e) il circuito sia stabileci l. --
In tali condizioni analizziamo l'andamento nel tem o di una çi_y_a­

lun ue risposta u (t) del circuito, utilizzando il metodo della tras_iorma­
ta di Laplace. emlé'Oii --E(sl la trasformata d1 Laplace dell 'ecc itazio­
ne e (()e- con F(s) la funzione di rete d'interesse, si ha: 

cv. i. 2) ucs) = ~s)8 
L'andamento della funzione u (t) si ottiene effettuando lo svilup­

po in frazioni parziali della U ( s) ed an ti trasformando i sin oli termini. 
~ quesro s copo occofre esalninare dove sono i ol i della· Ù ~). Si ve_d~ 
facilmente _che_ es~i >sonoCliC!ue up1:! ·~ 0 Q': ~ ~ -

~ poli coincidenti con quelli dell~lunzione di rete F (s~; _tali poli si 
trovano nel semipiano sinistro aperto della varia"Dile s, essendo per i_- . 
potesi il_ ~ircuito di ~ip? stabile, cioè risulta:\ 

(V. 1. 3) s. { a . + i· w . 
1 '--- 1 l 

~o 

bi, eoli coincidenti con i oli della funzione di eccitaziol!t_~; talj po­
li si tro~~su_ll_ a~se immaginario, cioè sono del tipo seguente: 

(V.1.4) Si=± j W I 

essendo \~ la pulsazione della funzione e (t) riportata nella (V. 1.1). 

Distinguendo i poli nelle due categorie precedenti, lo sviluppo 
iq frazioni parziali risulta suddivisibile nel modo seguente: - -

R R* 
(V. l. 5) U (s) = U (s) + -. - + . ;rt s - J w s + J w 

dove la funzione Ut(s) sorri ~P.O!!.de alla pa~ d~Jlo_ sviluppQ_ relativo 
ai oli del tipo a), mentre gli altri due addendi corrispondono ai poli 
del tipo b)-:-

E' facile verificare le seguenti proprietà: 

.,,.l 'antitrasformata u (t) della funzione ~t (s) tende a zero al cresce-
re del temp~, in base alla {V.1. 3); ------ · 

2( 1 'antitrasformata della funzione: 

(1) - Si tengano presenti le considerazioni fatte nel § IV.4.2 relativamente alla stabili­
tà. 
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V. 1 Suddivisione della risposta di un circuito 389 

(V.1.6) 
R 

U (s) =--
P S-) W 

+ 
s +j w 

non tende a zero al crescere di t, ma ii suo andamento appartiene alla 
stessa_clas e di..iun.zioni a cui a an iene l'eccitazione e (t) e cioè del 
tipo: ___,_ 2 IR/ - e1eolip ;rrd 

uP(t) = A 1 cos(wt + cp 1) u_ 1 (t) (V. 1. 7) 

E' opportuno notare che tale funzione ha_l a stes2~ pulsazione w 
della funzione e (t),_ ma h <!_ ~m iezz~~t: e fase iniziale qi 1 differel?­
ti in generale dalle corrispondenti ampiezza e fase iniziale di e (t). 
- Le cons1aerazioni precedenti conducono ad una sudd ivisione del­
la risposta, valida nel dominio di s e nel domiq.io di t, del tipo s~g~en-
r" - - -·- - -- - ·-

te: 

(V. 1.8) lì u(s) = U 1 (:>2 ~P (s) _I 

(V.1.9) u(t) =l ~ 1 (t) ~ up (t) 
1 

--........ " 

La parte 1:·
1 
(t~ viene detta .Jisp~:t-:::r:.ansJloria del circuito (poi­

chè tale risposta s1 esa!!tisce al crescere del U:.mBo) mentre la parte 
u t viene etta risposta permanente Ìdel circuito (poichè tale risposta· 
èPquella che re omrna a crescere ~ tempo).\ A volte l a risposta u (t) 
viene anche detta ris osta a re ime del circuito~(poj,ç.hè essa coini'ide 
con la risposta totale u (t) quando i Jenomeni- transitor· s i-sono. esau­
riti Y:-- ----

Esempio V.1.1 

Determinare lo risposto transitorio e lo risposto permanente del circuito di fi­

guro V.l.l, considerando come grande zz a d'interesse lo tens ion e v
2 

(t). 

Fig. V.1. l - Circuito considerato nel­
l'es~mpio V.l.l. I valori dei compo­
nenti sono: 

R = 1, L = 2, v g (t) = 2 cos 2t•u_1 (t) , 

iL(O-)=O, (0 , H,V). 

+ 
V g (t) 

R 

Risolvendo il circuito nel dominio della trasformata di Laplace (fig.V .1.2) , s1 

ottiene la seguente espressione per la tensione V 2 (s): 

sL 
V 2 (s) = V (s) 

R + s L g 

\? C> 
\ i I-/ \ 
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390 Suddivisione de lla rispo s ta di un c ircuito 

dove: 

2 s 

s 2 + 4 

I poli della funzione V2(s) sono i seguenti: 

o) poli de l la funzione di re te. Vi è un solo polo reale e negat ivo: 

R 
s=-- 0 ,5 

L 

b) po l i della funzione di ecc itaz ione . Vi sono due poli c on pa rte reale nulla pari a: 

s = ± j 2 

F.ffe tru ando lo s viluppo in fr azioni par z iali della V 2 (s) , s i ottiene: 

A B B* 
V 2 (s) + +---

s+0,5 s + j2 s-j 2 

dove : 

A=V 2(s)"(s+0 , 5) I =s~I 
s =-O, 5 s + 4 s "'-O, 5 

B = V 2Cs) (s + j 2) I = _s_ 2 s I 

S ---i· 2 s + o' 5 s - j 2 . 2 S"'-J 

L a pa rte transitoria (nel dominio di s) ris ulta : 

A 2/ 17 
V (s ) = --- = 2

t s +O, 5 s + O 5 

Antitrasformando si ha : 

2 o 5 
v2t(t) = U e- ' t u_l (t) 

"--· 

Fig.V.1.2 - Circuito trasfor­
mato nel dominio di s di 
quello di fig .V .1.1. 

La parte permanente (nel dominio di s) risulta: 

4 ( 4-j 4+ j) 
V (s) = - -- + --

2 P 17 s + j2 s -j2 

R 

2 

17 

16-j4 

17 

V.1 
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V. l Suddivisione della risposta di un circuito 391 

Antitrasformando si ha: 

4 
v 2 (t)=- {(4-j)e-i 2t+(4+j)ei 2t}u_

1
(t) 

p 17 

Essendo: 

si ha: 

v 2P (t) = -
4
- {e -j( 21+0 •2 5l + ei <2 i+o , 25 )} u_

1 
(t) = -

8
- cos (2t + 0 ,25) u_ 1.(t) 

m fi7 ------· 
Si vede che l'andamento nel tempo della tensione transitoria v

2
/t ) tende a 

zero al crescere di t , mentre la tensione permanente v 2 (t) ha un andamento cosinu-
------- --- -- . p 
~oidale, avente la stessa pulsa~~c:_ne della. eccitazio~e- v..! (t). ) 

V.1.2 - Limiti di validità dello suddivisione dello rispo sto di un circui­
to nelle porti tran sitorio e permanente. 

La suddivisione della risposta di un circuito in permanente e 
transitoria è stata effettuata sotto le ipotesi~), b) e_ c) [ i portate all 'ini­
zio del § V.1.1. Queste ipotesi tuttavia sono state scelte più restrittive 
del necessario per semplicità di trattazione e per iritrodurre la nozio­
ne di risposta permanente. Non sussistendo iù le ra ioni_ r-recedenti 
convi ene riprendere tal i ipotesi, estend~ndole_a_situazi_o.ni_più g.e.n_erali, 

.g_uali sono richieste nelle a licazioni sem re tenendo re sente eh.e · 
circuiti che stia~o~onsiderando sono quelli line~ri _e permanenti. 

a) Si può ammettere la presenza anche di condizi on i iniz iali non nulle. 
Infatti in tale caso, in luogo dell'equazione (V. l. 2) per la U (s), si può 
utilizzare l'espressione seguente (cleri vata dalla (IV. I. 6) del cap. IV, a 
cu1 s1 rimanda per i simboli) 

(V.1.10) 

\ 

U(s)=F(s)E(s)+ 
Ne NL 
2: H.(s)v.(0")+ 2: 

j =} I I i= 1 
K.(s)i.(O") 

I I 

Si riconosce facilmente che i contributi alla risposta u (t) dei 
fattori: 

Ne 

(V.1.11) L H. (s) v. (O")+ 
j =} I I 

K. (s) i. (O") 
I 1 
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392 Suddivisione della risposta di un circuito V.1 

tendono a zero al crescere del temp_o_~r i circuiti sta~ Q~indi_ si uò 
affermare che la risposta del circuito può ancora essere suddi vis;:l in 
transitoria e permanente e che quest'ultima ha un andamento del tutto 
'1èlentico a quello che si ha nel caso in cui si abbiano condizioni inizia­
fi nulle. 

b) Si può ammettere la presenza di più eccita~ioni esterne del tipo se-- --- -g uente: 

(V.1.12) 

purchè aventi tutt{!a medesima pulsazione (J. Infatti in tal çaso, In 

luogo della (V.1. 2), si può utilizzare la seguente espressione: 

N 
g 

(V.1.13) U(s) = 2: F.(s) E . (s) 
i= I I I I 

Si riconosce facilmente che la (V. 1. 13) r-uò essere suddivisa nel-

li
l~parte transitoria e nella parte permanente. I . uest'ultima è u uale alla 
somma elle parti permanenti che si ottengono considerando una ecclta-
zione per volta. ( . 

.. _ -- - - - -
le) Si può accettare la presenza di poli sull'asse immaginario perla fun­
zione di rete F (s), sotto le seguenti condizioni: 

X 1)T1 circuito considerato è passivo; 

/< 2) _l!On si ha ~;i~cidenza di detti poli con i poli derivanti dall 'eccitazi~' 
ne. r 11; • ~ ~ , .Jf.; :C,\~ ~ \A.Q. ~~ -

Infatti, nel caso dei circuiti passivi, i poli ull'asse imma -ina-' j 
rio delle funzioni di rete corrispondono ad aver trascurato er corno ltà 
d~lo.}-tu-H€--l.@.-pei:d.i.te-a-ssociate-a.i--eompon.ent · e.on-memori a (si ve­
d~o ione IV. 4. 2 del ca . ).;_da 110 punto di vista 
fisico tali pol~i trovano sempre disposti nel semipiano sinistro (anche 
se molto vicini all'asse immaginario, nel caso di elevato fattore di me­
rléO). i=>erciò, nel domini~ del tempo, in corrispondenza a tali poli si ot­
tiene un andamento cne'non tende a zero,come limite di un andamento 

. l~ggermente smorzato. Si può quindi fisicamente giustificare la separa­
bilità della nsp~~ta transitoria (il cui andamento è leggermente smorza­
to) dalla risposta permanente (il cui andamento nel tempo mantiene una 
ampiezza rigorQ§am_s:_nte costa_f!_C: e); quest'ultima infatti pre vale, anche se 
a lungo termine. \ 

La suddivisione in transitorio e ermanente non è invece iù ac­
cettabile uando un eventua e polo sull'asse imma inario della funzio­
ne i rete F (sl-coi.ncide_con il polo e~e_c_citazio.ne Io tal caso in fat-
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V.1 Suddivisione della risposta di un circuito 

ti, per la presenza di un polo multiplo, lo sviluppo in frazioni 
assume una forma del tutto particolare, nella quale non è distin 

uto circwto a q__ueITOCle eccuaz1one. \ 

Esempio V.1.2 

393 

parziali 
uibile il 

Determinare la parte transitoria e la parte permanente della corrente i (t) che 

percorre il circuito di fig. V.1.3. 

Fig. V.1.3 •Circuito conside­
rato nell'esempio V.1.2. I va­
lori dei componenti sono: 

e = 1 L = 1 v (t) = 
g 

=lcos 2t u_ 1 (tQ (F, H, V). 

Si ottiene nel dominio di s: 

I (s) 

in cui: 

sC 

+ 
V g (t) 

s 

s 2 + 4 
Quindi si ha : 

s s 
I (s) = -----­

s2 + 1 s 2 + 4 _, 
Sviluppando la I (s) in fr azioni parziali si ottiene : 

1/ 3 4/ 3 
I(s) =-~ + T+4° 

e 

Nel dominio del tempo, antitrasformando la _!_(s , si ottiene : 

L 

Si constata che la corrente i (t) è la somma di due sinusoidi, la prima corri­

spondente ai poli della funzione di rete \e la seconda corrispondente aip~li_d·e-lÌ';;;-cita­
zione. er quanto-cl-etto , però, il primo termine è presente solo perchè abbiamo trascu-
____..... --e:=:: - . - - -
rato ~erdite degli elementi reattivi. Se tene ssimo conto di cali perdite , il termine sud· 

-detto sarebbe moltiplicato per un'esponenziale decrescente . Per questa :.'.:&i~me_esso 
può essere considerato come risposta transitor~circuito ,\ Il secof!_do termine in.ve -- - - ----
ce non tende a zero in alcun~· perciò.J_a_quanci.t~: 
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394 Suddivisione de lla risposta di un circuito V.1 

2 
i ( t) = - sin 2 t u _ 1 ( t) 

p 3 

~~a_p,!!rmanente del circuito, 

Osservazione V.1.1 

In a lcuni casi particolari , ma notevoli dal p unto di v ista delle applicazioni , 

può accadere che nella suddivisi one (V .1.5) della risposta U (s) in parte permanente e 

in parte transitoria , quest' ultima risulti identicamente nulla . In questi casi la (V. 1. 5) 

diviene : 

(V . 1.14) U(s) - --- + ---
s - j w s + j w 

essendo U
1
(s) =O. 

Vediamo sotto qual i condizioni si verifica questa situazione, escludendo il 

cas~ banale de l circuito s.i: nza memoria, per il. quale la parte t(~nsitoria ' è s e mpre 7s­
~e. Considerando perciò un circuit9 c<?n memori a, ~ s 0.J.!.generic o polo della_iun-

zione di rete F (s)( 1 l -

(V.1.15) 

(V.1.16) 

sia : 

(V .1.1 7) 

Il corrispondente residuo a 0 vale: 

a
0 

= lim [(s - s
0

) F {s) E (s)) 
s-so 

Affinchè si abbia U
1
(s) =O, si deve avere p er ogni polo s 0 : 

,-
ao =O I 

Tale condiz ione (V .1 .16) è compatibile con la (V .1.15) solo nel c aso m cui 

ci ò che si verifica quando s 0 è uno zero della fun z ione di eccita zione . Nel caso q ui 

considerato d i eccitazion i del tipo (V.1.1) la funzione E{s) ha la forma: 

(V . l.18) 

(V.1.19) 

E (s) 
s cos <P - w sin <P 

s2 + w 2 

Dal confronto della (V.1.17) con la (V.1.18) si deduce che deve essere: 

In conclusione la parte transitoria della risposta del circuito è ide nticamente 

null a sotto le due seg uenti condizioni : 

(1) - Non verrà considerato, per semplicità, il caso di funzioni F (s) ave nti poli mul­
tipli . 
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V.1 Suddivisione della risposta di un circuito 395 

a) la funzione di rete F (s) ha un unico polo, dispo sto sull'asse re al e (eve ntua lmente 

nullo o infinito); 

b) fra il polo di F(s), la ulsazione w e la fas e iniz iale (j) de lla fun z ione d i ecc i­

tazione sussiste la relazioQe_(X. LJ$). 

Le considerazioni qui svolte hanno import anza in mo lti casi d i int eresse tec­

nico; precisamente in tutti quei casi in cui si desidera che il regime permane nte abb ia 

inizio ali 'a eco della inserzione de Il' eccitazione , evitando la pre se nza di fe nomeni cra n­

si stori il cui effetto può essere dannoso. 

Esempio V.1.3 

Dato il circuito di fig.V.1.4 , o riposo all'istante inizial e , determinare lo fase 

iniziale q:> della funzione di eccitazione in modo che nello corrente i (t) non sia pre­

sente il termine transitorio. 

Fig. V .1.4 ·Circuito conside­
rato nell'esempio V.1.3.Il va­
lore di v (t) è: 

v (t) =V cos (wc + (j)) . 

Nel dominio di s si ottiene il seguente legarne fra V (s) ed I (s ) 

da cui: 

I(s) V (s) 
sL+R 

La funzione di trasferimento F (s) è uguale· a: 

1 ----F (s) 
s L + R 

Tale funzione possiede un polo reale e negativo avente il seguente valore : 

R 

L 

Applicando la relazione (V.l.19) si ottiene : 

R 
- = wcag(j) 
L 

R 
(j) = - arcag -- + k 1T 

wL 
con k =O oppure k = 1 . 

...., (•, 
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396 Suddivisione della risposta di un circuito V. t 

Nel caso in cui R =O, il fenome no transitorio è a sse nte quando la fase ini­

ziale cp è uguale a zero ovvero a -rr ; ciò corrisponde ai ca si in c ui la forma d'onda di 

tensione assume il valore assoluto massimo per t =O. 

L'ese mpio qui svolto ha importanza quando interessi alimentare con una ten­

sione sinusoidale un utilizzatore il cui c i rcuito e quiva lente sia approssimabile con un 

c ircu ito d i tipo RL; tale s ituazione è mo lto comune, c o me ad esempio nel caso della 

alimentazione di un tras formatore ovvero di una macch ina e lettr ica. In tali casi come è 

stato qui mostra to ha importan za la fase con la quale vi ene inseri ta la tensione di ali­

mentazione. Se la fase cp ha uno dei valori ricavati in precede nza, non si ha alcun fe­

nome no tra nsitor io, per cui la corrente assorbita ha s ubito l'andamento di tipo perma­

nente. Nei rimanenti casi , si ha un fenomeno trans itori o, a causa ·del quale la c orrente 

assume valori massimi che possono essere molto maggiori (fino a d ue vo lte) rispetto a 

que li i c h e si ha nno in reg ime permanente . 

V.2 - Derivazione del metodo dei fasori da quello della trasfor­
mata di Laplace. 

Quando un circuito si trova in regime permanente tutte le gran­
dez~ eJ~ttriche (tensioni e correnti) sono di tipo sinusoidale -e r~condu­
cibili all 'espressione (V.1.1) nella quale risultano variabili da grandez­
za a grandezza i valori di A -Campiezza) e cp (fase iniziale), mentre il 
~loie di ...f!l.. (pulsazione) risulta uguale per tutte le grandezze del cir­
cuito. A seguito di tale circostanza, prima i sv1 uppare i metodi di a na­
lisi in regi me permanente è necessario introdurre la nozione di fasore , 
mediante la quale tutte le operazioni che si possono effettuare sulle fun­
zioni sinusoidali isofrequenziali ri sultano grandemente semplificate. 

V.2, 1 - Fasori associati alle funzioni sinusoidali. 

Si consideri una classe di funzioni 2 io_usoidali_del ti po seg~te : 

(V.2. 1) @=1
Acos(w 0 t + ~ 

nella quale le grandezze 1 ~ (ampiezza) e cp (fase iniziale) sono i pa­
rametri da cui dipende ciascuna funzione appartenente alla classe, men­
tre IW O I (pulsazione) è da considerarsi come iina q uantità costante. Le 
funzioni del tipo (V. 2.1) vengono dette funzioni sinusoidali iso frequen­
z_i afj. Ogni funzio_!.1~ appartenente alla ~sse è compl ~tfime~~ inah.Ldua­
ra quand92i fi~si il valore di .6 e di ..i cp + Considerando A e cp come 
le-coordinate p2J.ari _di un _p.untp_qi U_!l piano, è evidente che esiste una 
corrispondenza biunivoca tra le funzion C della suddetta classe ed i suoi ----- ---
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punti. A tale piano si dà il nQ_me d! ~iano eif~ri ».' definendo c e, 

./.!!!!! r~1 lassociato alTa funzione (V: '2.. I) la quanttta comp ess a:-\--:-

(V.2 .2) % ~ -j- J 'A ; '-'- <ç 
rappresentante un punto del piano in coordinate polari. 

Il passaggio dalla generica funzione e (t) al corrispondente fa­
sore(E') e viceversa,è immediato, corr.e risulta dall'esame dell (V.2.1) 
e (V.2.2) e dagli esempi seguenti . · 

Ese mpio V .2.1 

Doto I o seguente funzione sinusoidale : 
-~ - --- ----~· 

e {t) = 5 sin t 

determinare il fosore corri spendente. 

Occorre dapprima esprimere la e(t) nella forma (V.2 .1) ; si ha: 

e (t) = 5 cos ( t - ; ) 

da cui si ricava: 
. 7r 

•J -
E=5e 2 =-j 

Esempio V.2 .2 

Doto il seguente fasore : 

L E=3+j2 

ottenere lo corrispondente funzione sinusoidale. 

Mettiamo dapprima E sotto forma polare, cioè: 

d a cui si ricava: 

. 2 
.~ iartag 3 

E = 1 !j e 

( 23 ) e ( t) = m cos \1-;:0 t -t artag 

A/ 

.~ 

Il va lore d i w
0 

deve essere assegnato separatamente, in quanto non è dedu­

cibile dal fasore. 

(1) - Per indicare il fasore a volte sono usati altri nomi, come e vettore simbolico• e 
csinore •. 
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E' possibile determinare un legame diretto fra la fµnzione e(t) 
.:i.il corris ondeg_~asore -~' esprimendo la prima nel campo compl ès­
so. Precisamente si ha: 

(V.2.3) 

Confrontando la (V.2. 3) con la (V. 2. 2) si ottiene: 

(V.2.4) 

jw0 t * -jw t Ee +E e 0 

e (t) = 
2 

dove E* rappresenta il com lesso coniugato del fasore E. Osservan­
do inoltre che la (V.2.4) esprime la funzione e(t) come semisomma di 
due numeri complessi coniugati, si ottiene: 

(V.2. 5) \ p(r) ! jw t ~=Re[E e 0
] 

Le espressioni (V. 2. 4) e (V. 2. 5) sono i le garni cercati fra il fa­
' sor~ _i; e_l ~ grandezza e (t) . Tali legami hanno iir1portanza fondamen­
tale e verranno largamente utilizzati nel seguito insieme ad altre pro­
prietà e nozioni, che verranno introdotte successivamente< 1 >. 

v.2 .2 - 1:::-~ge__me fra il fasore dell'eccitazione ed il fasore della risposta 

in regime permanente . 

L'introduzione della nozione di fasore associato ad una grandez­
za sinusoidale è particolarmente utile nella determinazione della rispo­
sta di un circuito in regime permanente. Si consideri , infatti, un circuito 
al quale sia applicata un 'eccitazione sinu~oi_d_~de di_ p_l!_l_s<!_~one _fw_J. del 
tipo (V. 2.1), il cui fasore è dato, per quanto detto , dalla quantità (V. 2. 2). 
Supponendo di applicare tale eccitazione all'istante t =O e tenendo con­
to dell' espressione (V. 2. 4), s i ha nel dominio di Laplace : 

11, r [''~-;;+ • E*~ J 
(V.7.6) E(s) = ,., ceCt) u_

1
(t) ] =..., 2 -- u_

1 
(t) 

+ 
i , ~ 

(l) ·La reiazione (V.~ .. ')) permette anche di stabilire le dimensioni fisi che c he si pos­
sono asso <: iare al fasore di una ~andezza sinusoidale. In parti co lare si deduce che o­
gni fasore ooss iede le dimen;io.~i fisiche dellu grandezza corrispondente nel dominio 
dP.! ~ ~'Ttpo. 
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(V. 2. 7) 

Derivazione del metodo dei fasori 399 

Si noti chc.s.l2_ è_il r,esid_uo della funzj one E (s) nel pol~ j w
0

. 

La risposta ~c~rcuito_n:~ varia bi e s_ è_di . ..fE_ng u_e...nz l ; · 

[ 
1 __ E_ ·t- _l E * J U(s)=F(s) -
2 s-j w

0 
2 s+j w

0 

Limitando l'attenzione 2 lla parte permanente di U (s), indicata 
con U (s)!....3 sufficiente considerare la rarte dello sviluppo in frazio­
ni parziali riguardante i poli ± j w

0
, cioè: 

(V.2.8) 
1 u 

U (s) = ----
P 2 s-j w

0 

+ 
i u* 
2 s + j w

0 

avendo indicato con ~ il_doppio del residuo di U (s) nel polo s =) _9J
0

. 

La q~anti0 __ 1.!_y_ale tenendo conto della (V .2. 7) 

(V.2.9) U=2U(s)(s-jw 0 )1 =2F(s) ~E I =F(j w
0
)E 

s=jw 
2 

s=jw o o 

D'altra parte, anti trasformando l'espressione (V. 2. 8) si ottiene: 
. '\ 
J w0 t "' -jw t 

U e + U0
' e 0 

(V.2.10) u (t) = '- /' u_
1 

(t) 
p 2 

d~ cui, confronta~do con la (V.2.4), si ric~~e che la qig_nti_ç_à ço..!!_lpl_~s­
sa U è pari al fas·ore associa-to afla grandezza sinusoidale u (t); que­
st u tima ino tre risulta iso requenz1a le con !'ecci a zionee t)-:1Tìa qu an­
to dett~ consegue la proprietà: - - -

Proprietà V.2.1 - e Per un circuito lineare e permanente, limitatamente ai 
casi nei quali è possibile suddividere la risp os ta nella e arte transitoria 
e nella parte permanente, la risposta a regime risulta isofrequenziale con 
la funzione di eccitazione. 'inoltre il fasore U r~lativ o alla rispo-; t;-è 
legato al fasore E _d.e,. 'eccitptione kamite...La r-.elazi one seg~ 

(V.2.11) 

dove F(; w
0

) è il valore assunto dalla funzione di rete F(s) per s = 

La proprietà V. 2. 1 riveste importanza fondamental e n_ell 'analisi 
dei circuiti in regime permanente .\ Da essa si può trarre un metodo di a­
nalisi estremamente efficiente per calcolare direttamente la risposta a. 
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regime di un circuito, detto metodo dei fasori,_, che verrà sviluppato nel 
paragrafo seguente. 

Esempio V .2.3 

Determinare la risposta in regime permanente del c i rcuita di f i g .V.2.1. 

Fig . V.2.1 ·Circuito considera­
to nell'esempio V.2.3. I valori 
dei componenti sono: 

R = 1 ' e= 1 ' V g (t) = 2 sin 2 t 

u_ 1(r), (.0, F,V). 

e 

Risolvendo il circuito nel dominio di Laplace, si ottiene : 

sRC V (s) 
g = ---- Vg(s) 

1 sRC+l 
R+--

sC 

La funzione di rete F (s) d'interesse risulca quindi : 

sRC s 
F (s) 

sRC+l s+l 

Ca lcoliamo ora il fasore della funzione di eccitazione; si ha: 

vg(t) = 2sin2t = 2cos( 2t-:) 

da cui si ricava il faso re : 

V 
g 

= 2 e 

7T 

-i2 
j 2 

Applichiamo la proprietà V.2.1; ponendo nella (V.2.11) s = j ""o= j 2 , si ottie -

ne il fasore de !la risposta permanente: 

j 2 

j 2 + 1 
(- j 2) 

4 

5 
(! - j 2) 

Per determinare l 'andamento nel tempo della risposta in regime permanente 

v2( t), poniamo il fa so re v2 in forma polare, c ioè: 

_ 4 - j artag2 - --e 

f5 
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Quindi si ottiene : 

4 
v 2 {c) =-- cos{2t - arcag2) 

f5 

V .3 • Descrizione del metodo dei fa sori. 

Il metodo per calcolare la risEosta in r_egime _.permanente, de­
scritto nel paragrafo precedente, basato sulla proptietà V. 2.1, può esse­
re riassunto nel seguente procedimento: ,_ ' 

I Prim~procedimento di anal_isi in regime per.manente \ 

1) Sostituire al circuito assegnato nel dominio del tempo il circuito nel 
dominio di s, supponendo nulle le condizioni iniziali. Ciò si ottiene ef­
fe ttuando le seguenti sostituzioni: 

a) ad ogni resistore R un bipolo di impedenza ~i 
b) ad ogni induttore L un bi polo di impedenza '5 L; r 
e) ad ogni condensatore e un bipolo di impedenza 1~. 

Non occorre effettuare esplicitamente la trasformata E (s) della funzione 
di eccitazione; 

2) Analizzare il circuito al fine di ottenere la trasformata U (s) della ri­
sposta; 

3) Determinare la funzione di rete F (s) nel modo seguente: 

(V.3.1) 
U (s) 

F(s) = -­
E (s) 

4) Verificare la validità del calcolo della risposta permanente. Tale ve­
rifica consiste dei seguenti passi: 

a) la funzione F (s) ?-on de_v.e avere poli f1~ s!!mipiançi__destro o multipli 
sul! 'asse immaginario; 

b) la funzione F (s) può a vere poli sell} lici sull'asse immaginario solo 
se il circuito non contiene elementi attivi· \ . . · :··-: ' 

e) un eventuale polo di F (s) sull'asse immaginario, nel caso permesso, 
non deve coincidere con la quantità i j w~ corrispondente al polo della 
funzione di eccitazione; _----1 

5) Calcolare la quantità: 

(V. 3. 2) 
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Tale calcolo è sempre possibile poiché, in base alla condizione 4) c la 
funzione F(s) non è si ngolare nel punto 1 s = · w 1 
6) Determinare i 1 fa so re ;, E dell' eccitazione; 

7) Determinare il fasore U d~lla rispo~ta con la seguent e esp ressione: 

(V.3.3) \ U = F E 
,,.,----·-\ 

8) Determinare, a partire dal f~sore U, l'andamen to nel tempo della ri­

sposta permanente con la (V.2 . ')) . 

Il procedimento qui descritto, che risulta derivato dal metodo di 
analis i di Laplace e da lla proprietà V. 2.1, permette non solo di determi­
nare la risposta in regime permanente , ma anche di verificare se tale ri­
sposta esiste effettivamente. Ovviamente se è già nota a priori la vali­
dità per il circuito in esa me della risposta permanente, il passo 4) pre­
cedente euò essere omesso. 

E importante osservare che la quantità F = F (j w
0

) è stata otte­
nuta effettuando l'analisi nel dominio di s e ponendo successivamente 
s = j w

0
. Si può però procedere in senso inverso e cioè porre subito s= 

= j w
0 

e successivamente analizzare il circuito. I risultati del calcolo 
sono chiaramente identici nei due casi , ma nel secondo caso si è otte­
nuta una notevole sempiificazione dei calcoli. In particolare, quando si 
analizza il circuito con il primo procedimento, è necessario in generale 
effet tuare l'inversione di una matrice i cui elementi sono funzioni razio­
nali di s, mentre con il secondo procedimento basta invertire una ma­
trice i cui elementi sono numeri comples si. 

Il procedimento che si ottiene è il seguente: 

Secondo procedimento di analisi in regime _permanente (metodo dei fa sori). 

1) Detta w
0
) la pulsazione del generatore, sostituire al circuito assegna­

to nel dominio del tempo un circuito fittiz io ottenuto nel modo seguente: 

a) sostitui re ad ogni resistore R un bipolo di imp edenza R; 

b) s ostituire ad ogni induttore L un bipolo di impedenza j w 01:; 
c) sost itUire ad ogn i condensatore C un bi polo di impedenza 1 / j w

0 
C; 

d) sostitu ire al generatore e(t) un generatore la cui grandezza impressa 
s ia uguale al fasore E della funzione e(t); 

2) Analizzare il circ uitO risultante con i metodi usuali, tenendo conto 
che le grandezze elettriche sono rappresentate dai rispetti vi fa sori. De­
terminare il fasore U della risposta; -- -~· 

3) Passare nel domi ni o del tempo, determinando la funzione u(t) corri-
spondente a l fasore U con la '(V.2 . 5) ~ 
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Il procedimento qui descritto è completamente differe nte dal me­
todo di analisi s~condo Laplace . La differenza princip-2:le consiste __D d 
fatto che il circuito fittizio ottenuto al punto l)\ conçiene dei bi oli la 
~nzanone una un-zio ne a1_ s~ ma è un- numero com-ple[;-Q°il 

cui valore dipenae dalla pulsazione 1w
0 

del generatore . In secondo luo­
gDle tensioni e le correnti associate al circuito fittizio rappre sentano , 
in base alla proprietà V.2.1, i fasori delle corrispondenti grandezze nel 
dominio del tempo e non più le loro trasformate di Laplace . 

Esempio V .3.1 

Determinare la risposta in reg ime permanente del circuito di fig .V.3.1 median· 

te i I metodo dei fa sori . 

Fig. V .3 .1 - C ircuito considera­
to nell'esempio V.3.1. I val ori 
dei componenti sono: 

R = i • e = i , v g Ctl = 

= 2sin 2t (0 , F, V) . 
<) 

e 

R 

Sostituiamo al ci rcuito di fig.V.3.1 il circuito fittizio di fig.V .3.2,ilqualecon­

tiene i seguenti componenti: 

1) un generatore di tensione, la cui tensione impressa V g è uguale a l fas ore corri­

spondente alla funzione di eccitazione; si oniene: 

vg =tJ1Jj 
2) un bi polo la cui impedenza vale 1 I j w 0 C al posto del condensatore; si otciene: 

= - j -
j 2 2 

3) un bipolo la cui impedenza vale R = l al posto del resistore. 

Fig. V. 3. 2 - Circuito trasfor­
mato nel <iominio dei fasori 
di quello di fig.V . 3.1. + 

- 2 j 

Nel circuito di fig .V .3.2 tutte le grandezze elettriche rappre sentano i fasori 

delle corrispondenti grandezze relative al c ircuito reale nel dominio del te mpo . Si può 

e:'1ti<J·~"-è"> = 
. ~ .D() 

\ 

<( 
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quindi risolvere il circuito con metodi usuali. Il fasore I della corrente vale: 

I ~TV .-,,X;r ~ 
~ <J ~ 

- ~ (~ ~~ I. 2 

- 2 j 

1 - j 

Il fasore della tensione di uscita è: 

RI 
- 2 j 

1 
1 - j -

2 

2 

4 

5 
(1- j 2) 

- i 
)(./ 

Il risultato ottenuto è ovviamente identico a quello dell'esempio V.2 . 3, dove 

l'analisi è stata effettuata con un altro procedimento. 

Osservazione V .3.1 

Il procedimento di analisi basato sul metodo dei fasori risulta in generale più 

semplice rispetto al primo procedimento descritto nel presente paragrafo. Ciò è dovuto 

al fatto che viene evitato il calcolo dell'espressione della funzione di rece nella varia­

bi le s , determinando direttamente il valore che tale funzione assume in ·cdrr4sponden­

za alla· pulsazione del generatore. 

È tuttavia necessario mettere in evidenza il facto c he , accanrn a ta le vantag­

g io , il metodo dei fasori presenta lo svantagg io di non permettere di ve r ificare la vali­

d ità del regime permanente del circuito. Infatti , non essendo nota l'espressione anali-

---... -------ci ca della funz10ne d1 rete f (s) , non risulta possibile effeccuare la verifica indicata al 

punto 4) del primo procedimento di analisi in reg ime permanente. Si può andare incon­

tro di conseguenza ai seguenti inconvenienti: 

1) Caso dei circuiti contenenti elementi attivi. Tali circuiti possono o meno essere 

s tabili a seconda de !la loro costituzione. Il calcolo effettuato mediante il metodo de i 

fasori perde di validità nel caso di circuiti non stabili. Purtroppo nel corso dello svol­

g imento dei calcoli non è presence alcun passaggio che permetta d i accertare tale e­

ventualità . 

2) Caso dei circuiti passivi . Tali clÌ;rc iu.ici sono sem re st.ab:i.Q~ , anche in resenza di 

poli sull'asse immag inario. H calcolo dfetcuaco mediante iI ·metodo dei fasori perde Ì " 

validità solo-;; un polo & lla funzione di rete coincide con i l polo della funzione di 

eccitazione. Nel corso dello svolgimento dei calcoli , cale eventualità v iene evidenzia­

ta dalla presenza di una operazione di divisione con divisore nullo. In conclusione si 

può affermare che il metodo dei fasori può essere applicato solo quando è nota a prio­

ri la validità dell'analisi in regime permanente per il circuito in esame. 
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Esempio V .3.2 

Determinare con il metodo dei fasori I a risposta permanente del circuito di fi­

gura V.3 . 3 (il generatore ve è controllato dalla corrente i ). 

Fig. V .3.3 - Circuito conside­
to nell'esempio V.3 .2. I va­
lori dei componenti sono: 

C = l , V } ( t) = 2 COS t , 

ve= 3 i (F, V, A) 

+ V e 

+ 

Applichiamo il metodo dei fa sori. Il e ircuito fittizio associato a quello di fi­

gura V.3 . 3 è quello di fig.V.3.4, in cui V1 è il fasore della tensione impressa dal ge­

neratore indipendente e vale: 

Fig. V.3.4 - Circuito trasfor­
mato nel dominio dei fasori 
di quello di fig.V.3.3 . 

Inoltre si ha: 

--=-j 
jw

0
C 

Dalla fig.V.3.4 si ottiene: 

+ 

V 
e 

V = 3 I 
e 

j (2 + V e ) = j (2 + 3 I) 

Pere iò risulta: 

l(l-j3)= j 2 

Si ha quindi : 

2 
V =- j I= --

2 l - j 3 

2 

10 

j 2 

l - j 3 

(1 + j 3) 

+ 

da cui si può ricavare facilmente l'andamento nel tempo della tensione di uscita . 
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Si può notare che il circuito assegnato conti ene un el e mento di tipo attivo (il 

generatore controllato) e quindi potrebbe essere instabile. Per verificare ciò, calcolia­

mo nel dominio di Laplace l'espressione della funzione di trasferimento fra la tension e 

di ingresso e l'uscita considerata. Il circuito nel dominio di Laplace è quello mostrato 

m fig.V.3.5. Per raie circuito si ha: 

I(s) (V I (s) +Ve (s)) s C 

Essendo: 

e sostituendo il valore della capacirà ,si ottiene: 

l(s ) = [v 1 (s) + 3I(s)] s 

Da cui risulta: 

V 2 (s) 

Fig.V. 3.5 - Circ uito trasfor­
mato nel dominio di s di 
quello di fig .V.3.3. 

l(s) 
s 

Quindi la fun z ione di rete cere ara e · 

V 2 ts) 

F (s) 
V I (s) 

1 
-- vi (s) 
1- 3 s 

1 - 3 s 

Poichè la funzione F(s) possiede un polo nel sem1p1ano destr o di s , il c1r­

cu1to è di tipo instabile. Di conseguenza la risposta di raie circuito risulta c rescente 

nel tempo e quindi non è fisicamente valida la suddivisione di raie rispost a ne ll e parti 

tra nsitoria e permane nte . 

L'applicazione de l metodo dei fasori, nel presente es e mpio , ha quindi condot­

to ad un risultato non corretto, poichè l'andamento della risposta, det erminato c on raie 

metodo , non ha alcun riferimento con il fenomeno fisico che si s volge nel circuito in e­

same . F.' bene notare che, dal punto di vista formale , i e.alcoli e ffettua t i dur a nte lo svol­

gimento del procedimento di a nalisi con il metodo dei fasori s ono de l rutto corret ti . C i ò 

mette in evidenza il fatto che tale metodo deve es s ere adoperato co n c autela ne l c a s o 

dei circuiti contenenti elementi arrivi. 
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Esempio V .3.3 

Determinare con il metodo dei fosori lo risposto permanente del circuito di fi­

guro V.3 . 6. 

Fig. V.3.6 ·Circuito considera­
to nell'esempio V.3.3. I valori 
dei componenti sono: 

R = 2 , L = 1 , C = 0,25 , 

i(t) = sin2t (il, H, F, A, V) 

i(<) t ~ 
Utilizzando il metodo dei fasori , essendo: 

- J 

s1 ocnene il c1rcu1to fittizio di fig .V.3.7. Applicando il metodo dei nodi s1 ha la se­

guente equazione: 

( 

1 1 \ 
v2 j2-j2)=-i 

Da cale equazione non è possibile determinare il valore del fasore incognito 

V 2, in quanto il coefficiente moltiplicativo di V 2 è nullo . 

Per trovare la causa di cale risultato è necessario considerare il c 1rcu1co as­

segnato .. in maggiore dettaglio. Si può senz'altro dire che cale circuito è stabile in quan­

to non contie ne elementi attivi. Tuttavia la funzione di rete porrebbe avere dei poli sul-

1 'asse immaginario della variabile s, avendo supposto per semplicità i componenti 

reattivi privi del tutto di perdite. P er verific a re ciò consideriamo il circuito fittizio nel 

dominio di Laplace mostrato in fig.V.3.8. Per cale circ.uito si ottiene: 

Fig.V .3 . 7 ·Circuito trasfor­
mato nel dominio dei fasori 
Ji q uello di fig.V .3.6. 

L:i funzione di cete corrisp0n <iente risulta ugual<.! a : 

F (s) 
v2 (s) 

I ( s) 
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Fig. V.3.8 ·Circuito trasfor­
mato nel dominiodi Laplace 
di quello di fig.V .3.6. 

ed ha i poli sull'asse immaginar io per: 

V.3 

Tali poli coincidono con i poli della funzione di eccitazione e quindi non ri­

sulta possibile la suddivisione della risposta nelle parti transitoria e permanente , co­

me detto in precedenza. 

,... ~4 - Metodo grafico dei fasori. 

Quando si considera il regime..._permanente sinusoidale, tutte le 
grandezze elettriche presenti in un circuito hanno un andamento nel tem­
po di tipo sinusoidale e sono isofrequenziali., Il comportamento del cir-._______.__ - - -
cuito può essere descritto utilizzando i fasori associati a tali grandez-
ze. Poichè d'altra parte ogni fasore, essendo una quantità complessa, 
può essere rappresentato come un vettore nel piano dei fasori, l'analisi 
dei circuiti in regime permanente viene spesso effettuata considerando 
la disposizione di tali vettori nel piano complesso. 

Il presente paragrafo è dedicato ai metodi che si basano su que­
ste considerazioni e che verranno indicati con il nome di metodi grafici. 
Occorre fare attenzione che tutto quanto sarà detto, è valido nell 'ipoce­
si che nel circuito in esame sia effettivamente presente un regime di ti­
po permanente. Tale ipotesi sarà considerata semRre verificata, salvo e-
splicito avviso contrario. . - · 

V .4.1 · Interpretazione grafico del legame fra le grandezze nel It em po ed '. 
i fa sori. 

~----.! 

Si considerino le relazioni (V. 2.4) e (V. 2. 5), che rappresentano il 
legame fra un fasore E e la corrispondente granaezza nel tempo e (t). 
Tali relazioni possono essere facilmente interpretate per via grafica. 

Consideriamo dapprima la relazione [CV. 2. 5)/ che riportiamo di se­
guito per comodità: 
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· \ jw t . ) (V.4.l) e(c) =Re [E e 0 ] 

i 
L'espressione (V. 4.1) implica due passi: il primo consisce nella 

!!!Qlc;plicaziqne del fasore E _per la qua_ncicà el wo t; il secondo nell 'o­
_peracore « parce r~ale ». Effectuando il primo passo si ottiene un nuovo 
vettore F, defi_nito come segue 

(V.4. 2) 
jw

0 
t 

F =Ee 

Il vettore F prende il nome di r vettore rotante\ associato alla 
.srandezza e (e). Graficamente tale vettore si può rappresentare nel mo­
do indicato nella fig. V. 4. 1 nel piano dei fa sori. 

Fig,V.4.1 · Rappresentazjone 
grafica del vettore F =E elwot . . 

Im 

Re 

Infatti F, che risulta dipendente dal tempo, è un vettore che 
ruota in s~ ittiuorar~o ~L cresce_:e ~l tempo E s_on_ ".elocitlflngolare 
~ Esso mantiene il modulo costante e coincide con il fasore E all 'i-
stante e = O. -

Effettuando successivamente l'operazione « par:_ce reale•> sul vet­
tore rotante F, si ottiene in base alla (V.4.1 la randezzasinusoida­
le . Vale erciò la seguente inter retazione grafiça di detta relazione. 

- - - . 

Proprietà Y.4.1 - c L_a_ grandezza sinusoidale e(t) è uguale alla proie­
zione sull'asse reale del vettore rotante associato al fasore della gran­
dezza stessa•. 

La proprietà V.4.1 è illustrata nella fig. V.4. ?.. 

Fig.V.4.2 - Rappresenta­
zione grafica de Ila pro-
prietà V.4.1. · 

Im 

Jw0 t 
F = Ee 

e (t) 

In alcuni casi è utile interprecare graficamente anche i 'espres­
sione (V. 2.4), che riporci amo per comodità: 

(V.4. 3) e (t) ~ [ E el wo t + E* e -Jwo t] 
2 

52 
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In base alla relazione (V.4.3) , la tensione e(t) è ugual e alla se­
misomma di due vettori coniugati. Il primo è il vettore rotante F; il se­
condo è il vettore coniugato F *. Quest'ultimo vettore può essere inter­
pretato come un vettore che ruota in senso orario (opposto a quello di F) 
al crescere del tempo. 

Queste considerazioni sono interpretate graficamente nella figu­
ra V.4. 3. 

Fig.V.4.3 • Interpretazio­
ne ~ra fica della re la zio­
ne (V.4 .3) . 

Im 

F 

' ' -----'-2_e_(t_) __ Re 

E" ~cv,\ t~- 5...,:ReJffJ""'j / 
/ 

/ 

'( 

V.4.2 · Interpretazione grafica dei legami fra i _fasori delle grandez~­

lettriche relative ai singoli componenti elementari - . - ' 

Si consideri una grandezza sinusoidale e (t) , il cui fasore sia 
E. Se si effettua la derivata rispetto al tempo di e (t), cioè de / dt , ta­
le nuova grandezza è ancora sinusoidale isofrequenziale con la e (t) e 
quindi caratterizzata da un fasore , che possiamo ottenere cleri van do ri­
spetto al tempo ambo i membri della (V.4. 1) . Si ottiene : 

(V.4.4) 

prietà: 

de 
- =Re 
dt 

jw t 

i ".L.'o E e 
0 J 

s1 può enunciare . la se uente pro-

Proprietà V .4.2 · Data una grandezza sinusoidale e (t), il cui fasore è E, 
il fasore relativo alla derivata de / dt, ha un mod;t;;?ari ad W 0 IE I edè 
ruotpto ri~petto ad E di 90° in senso antiorario, come r!Tustrato in fi­
gura V .4. 

Utilizzando la proprietà \' . 4. 2 si ottengono facilmente le relazio­
ni fra i fasori della tensione e della corrente, relativi al resistore , al i0 
induttore ed a l condensatore riportati ir. tabella V. 4. 1. 

( 1) · L a pr0pric tà V.4 .2 si e nunci .i spesso dice nJo che il ve tt ore j w
0 

E e in an !i c ipo 
di fase d i 90° rispe tto ad E. Tale enunc iato e c onseg uenza J e l fatt o che i l v etto r·! r .· · 
''lnte assoc ia to a lla de rivata pre c:e Je di 900 i l vettore rota nte a s soc iato ad E. 
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F ig. V .4.4 - Legame tra il 
fasore E di una grandez­
za sinusoidale ed il faso­
re G della sua derivata 
rispetto al tempo. 

lm 

4 11 

er~L ·l:w-
Jt =JvJcoLI 

fi -j~,, L; 

Tabella V.4.1 - Relazione tra i fasori della tensione e della co rrente per 
gli elementi ideali resistore, indutto re e c ondensatore. 

Elemento Re !azione costitutiva Interpretazione grafica de I la 
ideale nel dominiodei fasori relazione costitutiva 

Resistore 

(resistenza R) ~I V=RI 

Re 

Induttore V= j w0L I Im 

(induttanza L) V= j w 0 LI 

\ /' Re 

lm 
Condensatore ;l=jw0 CV 
(capacità C) I= j w 0 C V 

Re 

V 

V.4.3- Interpretazione grafica delle leggi di Kirchhoffnel piano de i fasori. 

L'operazione di passaggio dal fasore alla relativa fun zione del 
tempo è lineare, in quanto basata sull'operatore «parte reale», come ri­
sulta dalla (V.4.1). Ciò implica la seguente proprietà: 

Proprietà V.4.3 - 4 Una combinazione l ine are di funzioni sinusoidali iso­

frequenziali è una funzione sinusoidale di frequenza uguale a quella_ del· 

le funzioni compon enti. \li fasore di tale J.:!.n!J!?._ne si ot ti ene sostituendo 
nella combinazione 1neare alle -funzioni componenti i relativi fasori ». --·-
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Una situazione particolare si verifica quando la combinazione li­
neare che si sta considerando è idemicamente nulla, come accade ad e­
sempio quando si applicano le leggi di Kirchhoff. ìn conseguenza della 
proprietà V. 4. 3, i fasori re lati vi alle tensioni di una maglia o alle cor­
renti di un taglio di un circuito hanno somma algebrica uguale a zero. Di 
conseguenza tali fasori possono essere rappresentati nel piano comples­
so per mezzo di una linea poligonale chiusa come mostrato in fig. V.4. 5. 

Re 

a) 

E Re 

b) 

F ig. V .4.5 - Interpretazione grafica delle leggi di Kirchhoff: a) caso della 
prima legge; b) caso della seconda legge. 

Esempio V .4.1 

Determinare con il metodo grafico l'ampiezza e lo fase dello seguente funzio· 

ne sinusoidale: 

f(t) = cos2t + 3 sin2t 

Nel piano dei fasori si possono 

individuare facilmente i fasori relativi ai 

due addendi della funzione f (t). Il fasore 

F de Ila funzione f (t) è quindi pari alla 

somma dei due fasori (fig.V.4.6). 

Risulta: 

' t==1-3; 

e quindi: 

f (t) = Va cos (2 t - arcag 3) 

Im 

Fig.V.4.6 - Esempio V.4.1. 
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Esempio V.4.2 

Doto il circuito di fig . V.4 . 7 determinare con il metodo grofico le tensioni e le 

correnti in tutti i suoi rami. 

F ig. V .4 . 7 - Circuito considerato 
nell'esempio V.4.2. I valori dei 
componenti sono: 

11 =l+j 12 =1-j R=l; 

w 0 L =l w 0 C=2 (A , .0 ). 

+ 
R B C + 

A 

Riportiamo nel piano dei fasori il diagramma delle correnti nei vari rami del 

circuito; tale diagramma si ottiene immediatamente applicando la prima legge di Kirch­

hoff al nodo B (fig .V.4. 8). 

Fig. V.4.8 - Legame tra i faso­
r i delle correnti che entrano 
nel nodo B del circuito di fi­
gura V.4 . 7. Le correnti sono e­
espresse in ampere . .,. Re 

Il diagramma delle tensioni nel piano dei fasori s ( può ot te nere dalle correnr1 

g ià determinate e dalle definizioni de i componenti , come mostrato in fig. V.4. 9 ,dove co n 

VL, VC, VR sono state indicate le tensioni ai capi rispettivamente dell'induttore , del 

condens atore e del re sistore , con V gl e V g 2 le tensioni ai capi dei ge neratori di cor­

rente. Si noti che i l nodo A è stato preso come rife rimento e quindi il fasore de Ila re­

lat iva te nsione è l'origine del piano dei fasori. Si può anche notare che il diagramma d i 

fig.V.4.9 è equivalente al grafo del c ircuito considerato. 

Fig. V.4.9 - Legame tra 
i fasori delle tensioni 
del circuito di figura 
V.4.7. 

lm 

Re 

La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it)



414 .\fetodo grafico dei fasori V.4 

Esempio V .4.3 

Dato il circuito di fig . V.4 . 10 determinare con il metod o grafico le tensioni e 

le correnti di tutti i suoi rami . 

Fig.V.4.10 - C ircuito considera­
to nell'esempio V.4 .3. I valori 
de i componenti sono: 

V 1 = l , V 2 = 1- j , V 3 = - 3 , R=l 

wL = l , wC = l , (V , D, H, F) 

D 
+ 

L 

+ 

e 
+ 

A 

Riportia mo nel piano dei fasori (fig .V.4 .ll ) il d iagra mma de lle tens ion i; t a l e 

d iagramma si ottiene immediatamente, osservando che i generatori di tensione sono pa­

sci su un albero de 1 circuito . 

Fip. V .4. 11 - Diagramma 
dei fa sori delle tensioni 
del circuito di fig.V.4.10 
(V). 

lm 

Re 

Dal di agramma di fig.V.4 .11 , in base alle definizioni dei componenti ed alle 

leggi di Kirchhoff relative ai nodi O, C e B si possono ottenere le correnti nei rami 

lei circuito (fig.V.4.12). 

Fig . V.4.12 - Diagramma 
de i fas or i de li e correnti 
del circuito di fig.V .4. 10 

4. ) . 

lm 

Re 
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Osservazione V.4.1 

Gli esempi V.4.2 e V.4.3 mostrano che in alcuni casi un circuito in regime 

pe rman e nte sinusoidale può essere risolto utilizzando il metodo graf ico . Ciò non vale 

in generale, in quanto per l'analisi di un circuito è us ualmente richiesta l'urilizzazio­

ne di uno_.:!_ei metodi vis ti precedentemente (metodo de ll e maglie, dei nodi o de i tagli) 

~ quindi la sol uzione di un sistema di equazioni lineari a coefficienti co mplessi. In que---- -- -sti casi il diagramma delle tensioni e de lle correnti del c ircuito nel piano dei fasori 

può essere otte nuto solo dopo aver analizzato nel modo detto il circuito ; tali diagram­

mi sono ancora utili per mette re in evidenza le rela z ioni d i arr:piezza e di fase fra le 

~grand~zze elettriche. 

Osservazione V.4.2 

In alcuni casi, nell e applicazioni, ~o_di_c.appr..e~mzi..o.ni.gLaf.iche.sll.Jln_ 

E_:'.~U:.QIJlp.l.e.s.s.o....a.1.J[!;~JUaa...q.u.e.llo dei fasori\ Tale piano è il piano del le impedenze,ov­

vero il piano delle ammet t e nze. Ciò è possibile in qua nto , i~ re g ime permanente , l'im­

pedenza o l'a mmette nza di un bi olo è identi ficab ile con un numero complesso Nel ca­

so de l piano dell e impedenze, l'asse reale pre nd e il nome di asse delle resistenze 

mentre l'asse immaginario prende il nome di ass e de lle reattanz e. Ne l caso del piano 

delle ammet te nze, tali assi vengono de ttrnspe ttivame nte, asse delle conduttanz e ed 

as s e delle suscettanze. 

V.4 .4 . Primo esempio tipico di applicazione dei metodi grqfjc i: i siste -
mi trifase . ? - ..___ --

Si consideri il ci rcuito di fig. V.4. 13 composto da tre ...Eeneratori 
di tensione E a' Eh' E e e tre impedenze di carico ® Z , Z ' . Tale cir­
cuito prende il nome di sistema trifa se; in particolare I noci a , b, C pren­
dono il nome di fasi e le tre tensioni E a' Eh' E e prendono il nome di 
~ensioni ste llat e. Il primo problema che riguarda un s i stema trifase è _ 
quello di determinare le tensioni tra le due fasi , dette tensioni concate· 
nate. Tale problema si risolve individuando il diagram·m ~ delre tensioni 
nel piano dei fasori (fig. V.4.14) . 

Le tensioni concatenate sono rappresentate in modulo e fase dai 
vetto ri corrispondenti ai lati del triangolo (a, b, c). Si noti che il rife­
rimento è stato preso coincidente con il nodo I , detto centro-st ella re­
la ti vo ai generatori. 

Un secondo problema riguarda il carico, rappresentato in figura 
V.4.13. dalle tre impedenze Za, zb e zc dispest-e a SJ.~11<::_ Si tratta di 
determ in are la tensione del nodo 2, centro-stella del carico, riferita al 
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a 

+ 

b 

c 

Fig. V.4.13 - Sistema trifase con generatori a stella. 

Fig.V.4.14 - Determina­
zione de Ile tensioni con­
catenate da quelle stel­
late (V). 

b 

lm 

c 

V.4 

a 

Re 

nodo di riferimento 1. Tale problema si risolve facilmente utilizzando il 
metodo dei nod_i e precisamente esprimendo l' equazione di equilibrio del­
le correnti uscenti dal nodo 2. Detta Ex la tensione incognita di que­
sto nodo, rispetto al nodo 1, si ha: · 

(V.4. 5) Ex (Y a+ Y b + Y e)- Y a E a - Y b E b - Y e E e = O 

dove Y 
8

, Y b' · Y e sono le ammettenze pari al! 'inverso delle impedenze 
Za, Zb, Zc. Dall'equazione (V. 4. 5) si ottiene: 

YaEa+YbEb+YcEc 
(V.4. 6) E 

X 

Riportando Ex nel piano dei fasori, si ottiene il diagramma com­
pleto delle tensioni del circuito trifase (fig.V.4.15). In particolare data­
le diagramma si possono determinare le tensioni E~, E~ , E~, relat ive ai 
tre bipoli che rappresentano il carico. 

Il diagramma delle correnti deriva immediatamente da quello del­
le tensioni , essendo note le impedenze di carico. 

Il siste ma trifase viene a volte assegnato in forma differente da 
quella qui descritta . Si consi de ri il circuito di fig .V.4 . 16, in cui il siste-
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ma trifase dei generatori costituisce un triangolo invece di Una stella 
come in fig. V.4.13. Per la legge di Kirchhoff applicata alla magl ia dei 
genera ton, deve essere< l l: 

(V.4.7) o 

a 

b 

Re 

Fig. V.4.1 S - Derivazione delle tensioni di carico. 

Il diagramma delle tensioni pun essere anche ~q~sto caso de­
terminato facilmente, come mostrato in fig. V.4. l 7, in cui il nodo c vie­
ne presoc ome nodo di riferimento. 

a 

c 

b 

Fig.V.4.16- Sistema trifase con gene ratori collegaci a tr iangolo . 

In questo caso la tensione Ex del nodo 2 (centro-stella del cari­
co) s1 può determinare con la seguente equazione di equilibrio: 

( l) - In molti casi invece di assegnare le tensioni c onca tena te in modo completo, viene 
dato soltanto il loro modulo .. In t a l caso il s i s ce ma trifa s e si può determinare per mez­
zo del triangolo delle tensioni concatenate, s occo la condizione di esistenza di cale 
triangolo (ciascuna tensione deve essere in modulo maggiore de lla differenza e minore 
della s omma dei moduli delle altre due). 
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(V.4.8) 

da cui:· 

(V.4. 9) E 
X 

Metodo grafico dei fasori 

yb vbc- yll vcn 

Yc+)\+Y. 

.v,4 

Il diagramma delle corren ti risulta indeterminato , in quanco la cor­
rente che scorre nella ma gl ia formata dai generatori è arbiùaria . Fissa­
ta tale corrente il diagramma si ottiene facilmente. 

Im 

b a 

Re 

e 

Fig.V.4.1 7 - Diagramm a delle tensioni dei generatori del s i stema trifa se di fig . V.4 . 16. 

In altri casi anche il carico è assegnato con disposizione a trian ­
golo (anziché a s tella come in fig.V.4.16). Si può dimostrare in generale 
che le disposizioni a stella o a triangolo di un carico trifase sono equi­
valenti, essendo riconducibili le une alle alcre mediante opportune tra­
sformazioni circuitali, come vedremo nel § VII.3 . 

Parcicolarmente importanti, nelle applicazion i, sono quei siste­
mi trifase in cu i il triangolo delle tensioni ed il triangolo delle correnti 
presentano particolari proprietà di ~immetria. Alc uni di questi casi sa­
ranno trattati s uccessivamen te nell'appendice V. i\ . 

V.4.5 - Secondo esempio tipico di applicazione del metodo grafico: il 
circuito o sco lo . 

Il circuito a scala,rappresentato in fig. V.4.18, è partkoiarmente 
indicato per l'applicazione del mecodo grafico. di aualisi , quando inte­
ressi il legame tensione di uscita-tensione d'i ngresso . In questo caso 
infatti è sufficiente supporre nota la tensione di uscita e risalire per via 
grafica alla tensiòne d'ingresso. A questo s copo, posto Vu = l, si calco­
lano per via grafica i seguenti fasori (fig. V.4.19). 
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V 
g 

+ 

(V.4.10) 

Metodo grafico dei fasori 

2 3 

Fig.V.4.18 - Circuito a scala. 

{ 
I = Y ·V 

n - t u 

·y =V+ Z · 1-
n u ln n 

419 

+ 
V u . 

n 

Tal i fasori corrispondono alla tensione e alla co rrent e relati ve · 
alla sezione n-esima del circuito a scala (fig .V.4.1 8). Si può ora proce­
~er; al calcolo d~Ila tension~ e della corrente nella k-esima sezione a 
partire da k =n-1 fino a k=l, procedendo dal fondo del circuito verso 
la sezione iniziale. Il passo generico di ·tale procedimento, illustrato in 
fig. V.4.20, consiste nelle seguenti operazioni : 

(V.4.11) 

con k =n-1, n-2 , .. ., 2, 1 

lm 

Fig. V,4, 19 · !nrerprer.izione grafi ca d e lle (\'.4.10\. 

La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it)



4 20 Me toc!o grafico dei fas ori V.4 

Tale procediriiento permette di detérminare tutte le tensiòni e le 
correnti del circuito, compresa la tensiòne del generatore .che risulta pa­
ri alla tensione V 1 di fig.V.4.18; ciòè si ha: 

(V.4.12) V =V 
g I 

Im 

F ig. V .4.20 .- Interpretazione grafica delle (V .4. U ) . . 

+ 

2j V 
u 

Fig.V.4.21 · Esempio di applica­
zione del mètodo grafico per l'a­
nalisi di circuj_ti a scala. I valo­
ri sono in V., \l . 

Poiché il calcolo grafico è stato fatto ponendo arbitrariamente 
Vu=l, il valore di V . ottenuto tramite la (V.4.12) rappresènta in effet­
ti il rapporto Vg/Vu.gPertanto il valore effettivo di Vu si ottiene divi ­
dendo per questa qu.:inti tà, determinata per via grafica , il fasore asse­
gnato della tensione di irigressoO >. 

Nelle figure V.4.22 · vien~ risolto mediante il metodo grafico il 
circuito a scala indicato in fig.V.4.21. 

(1) - Il metodo qui descricto ed in particolare le far.mule ricorrenti (V.4.11) costituisco· 
no un procedimento molto efficiente per l'analisi automatica di circuiti a scala. 
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lm Im 

V =1 
u 

--...~-,..-...----- Re -..,----+------- R e 
1 • 12 

a) b) 

Fig.V.4.22 - Risoluzione grafica del circuito di fig.V.4 . 21; 
a) diagramma delle tensioni; 
b) diagramma delle correnti. 

V .5 • Potenza ed energia in regime permanente sinusoidale . 

L'analisi degli scambi ·di energia tra i component!._ 1n r~gune p~­

manente sinusoidale richiede l'int roduzio ne di grandez2:e opportune, in 
"Ua~~ala potenza sia l'energia variano nel tempo, essendo le gran­

dezze elettriche presenti variabili sinusoidalmente nel tempo. Per le va­
rie applicazioni eic ifruiti occorre avere a disposizione i mezi:i per mi­
surare gli ase_etti che più interessano, q\lali il valore medio dell'energia 
fornita od assorbita, il valore medio dell'energia scambiata con gli ele­
menti accumulatori di energia . Nel presente paragrafo definiremo le gran­
dezze pili usate per raggiungere questi scopi, fornendo contemporanea· 
mente le formule che le collegano ai fasori delle grandezze elettriche 
presenti nel circuito. 

V.5.1 - Espressione della potenza istantanea in regime permanente . 

Si consideri Un bi polo alimentato da un generatore (fig.V. '). l ). Sup­
poniamo , senza perdita di generalità, che il generatore sia _di tensione e 
c:.he l'impedenza del bipolo sia Z. Nel dominio del tempo, dette v(t) ed 
i(t) la tensione e la corrente ai capi del bipolo (con i versi scelti come 
in fig.V.').l) è noto che la potenza p(t) ceduta in ogni istante t dal ge­
ne ratore al bipolo è: 

(V.') . l) -;- p(t) = v(t) i(t) I 
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Tale quantità, che si misura 10 watt, viene de tta~ potenza is t_::_z n.­
tanea assorbita dill_i12olo. 

In regime permanente sinusoidale, le grandezze v(t) e i(t) hanno 
entrambe andame nto siriusÒÌdaTe- isofrequenzi a le . Detta w 0 la pulsazio-
...._ --- --
n e: 

(V: 5. 2) 

(V. '>.3) I = I 

Fig.V.5.1 - Situazione considerata per 
l a definizione della pocenza is tanta­
nea. 

i cp. 
e I 

V 

+ 
Bipolo di 
impedenza 

z 

i fasori rispetti vamente della tensione e della corrente, ricaviamo un'e­
spressione della potenza is tantanea .nella quale compaiono iri modo e­
splicito i suddetti fasori . A tale scopo utilizziamo i legami det tipo del­
la (V.2.4), che sono riportati .qui di seguito per comodità: 

(V. 5. 4) v(t) 
1 

2 

[ jwo t 
V e + * -iwo t l V e . 

i(t) 
1 

(V. '5. '5) -
2 

[ iwo t * I e + I e -i wo t J 

Sostituendo le espressioni (V. 5.4) e (V. 5. '5) nella (V. '5 . 1) s1 oc-
uene: 

(V. '5.6) 

Osservando che 1 termirii ottenuti 
niugati, si ha: 

sono a due a due complessi ·co-

(V. 5.7) 

. ~\~ 

I * I 
p{t) =-Re [VI] +-Re 

-2--- ·- 2 
~ J) .+ (,\ I ;,·' . ~ 

,... _ J l'J.--,. ~ \- ,)'\ . '-~ ~ 
~;:i '·':D.-[ 

j2WQ I ) 
Vie 
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La (V.'1 .7) è l' espressione cercata: essa consiste della somma 
di due termini , di cui il primo non dipende dal tempo , ed il secondo è di 
tipo sinusoidale con pulsazione uguale a 7.w

0
• ·La (V.'5.7)costituisce il 

P._unto di partenza di tutte le considerazioni successive. ·Analizziamo in 
dettaglio i due termini che la compongono.· 

~ -!Eote_fil_g_attiva.] 

[l significato del termine costante della potenza istan tanea \p(t)_,, 
si può ottenere _ticilmente espl!citandg_l' espressione (V_ '5 . 7) nel modo 
seguente: 

(V . ".8) 
1 * 1 . 

p(t) = - Re [VI]+ -VI cos (7. w
0

t + cp +cp.) 
2 2 V I 

Riportando in funzione del tempo l'andamento di p(t) si ottiene 
un diagramma del tipo indicato in fig . V. '5.7. Tale andamen.t9 mostra che 
la potenza p(t) vari a sinusoidalmente con pulsazione 7 w

0 
ed ha un va­

lore medio uguale al termine costante della (V. '1.7), cioè: ' -----=--=----=-=-- --- -- . --- - -
(V. '5.9) 1 P~ 2._ Re [V 1*) 

a 2 --- I 

p(t) 
(watt) 

-~~~-1-~~-+--~~~~~~~---~~+-~~,,_~~~~~--t 

( s ec) 

Fig.V .5.2 - Andamento nel tempo della potenza ist antanea. 

La grandezza ~a L c~r<!.ppres_e.n @J_a otenza cedu-ta-i m.e_di a....al 
bi polo di carico dal gene ratore , .viene det~a e_oten:zrz att_iv_a e vi.ene mi su_­
rata in watt (multipli: kilowatt; sottomul tipli: milliwatt, microwatt). 

La potenza aHiva implica quindi una media della pote nza israntanea da effet­

tuarsi su un opportuno intervallo di tempo. A questo riguardo occorre osservare che se 
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l'intervallo di tempo in qu es tione non è sce lto bene, il val ore med io risultante è diver· 

so da ll a po tenza attiva. Due scelte ti pi c he c h e fo rniscono i risultaci voluti sono: 
------

:!_L! ntervollo d_!_ tempo uguale od un mul t iplo intero N di semiperiodi delle grandezze e ­

lettriche . Il valore me dio de ll a potenza is tanta nea è: 

1
T 

1
T 

1 m l m 1 
;<0= - p(t)dt = - {-Re[vi*J 

Tm O Tm O 2 
+ 2._ V I cos(2w

0
t +qJ +qJ. )}dc 

2 V I 

(V .5 . 10) 
1 

= - Re [V i*] + -
2 2 

[sin ( 2 w
0 

T + qJ + \j). ) - sin ( cp + qJ .) J 
Tm 2 w0 m v t v t 

VI 

Poiché per ipotesi T è ugual e f N11 / w0 N= l , 2, 3, ... il c ontributo del termi-
m - ...._ _ _i 

ne variabile della potenza istantanea è nullo . Quindi il valore medio è in questo caso 

proprio l a potenza atti va; 

2) intervolfo di tempo infinitamente gronde. Il contributo del t e rmin e vari abi l e de ll a po­

tenza istantanea va le : 

(V.5 . ll l 
VI 

---[sin (2w
0 

T + qJ +qJ .)- sin( qJ + q>,)] =O 
2 2 wO T m m v ' v ' 

Perciò anch e in qu e sto caso il valore medio de ll a potenza istant ane a coincide 

con l a potenz a atti va . 

È evident e che se s i effettua l a media dell a potenza p(t) su intervalli di tempo 

c he non rie ntra no nei due cas i p recede nti , s i ottiene un vaiore medio differente da P 
8

, 

poich é in ta l e caso il te rmin e variabile dà un contribu to dive rso da ze ro. 

L' espress ion e (V.5.9) dell a potenza attiva Pa può essere esp lici­
tata in base alle espressioni (V. '5.2) e (V. 'i .~ ) in modo che corupaiano 
va lori dei moduli e delle fasi di V ed I. Si ot tiene : 

(V. "i.12) p 
a 

Detto <I> l'angolo di sfasamento della tensione ri s petto alla cor-
rente: 

(V. '5.H) 

s i ha : 

(V.'i.14) 

et> = I;-=-;\ 
~ 
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La quantità ·cos<l> prende il nome di •fattore di potenza>. Si vede chi a ramente 

<la questa espressione che la potenza attiva dipende in modo notevole dallo sfasamen­

to tra corrente e tensione. In particolare può accadere che anche con valori grandi · del­

la tensione e della corre nte si abbi ano valori piccoli di potenza attiva a causa di uno 

sfasamento tra le due grand ezze elettriche vicino a 900. Tale constatazione è di fon­

damentale importanza nella trasmissione dell'energia e lettrica e ren de chiara la neces­

sità dell'azione di crifasamento • che si opera in tali casi (cfr. esempio V.~.3). 

La presenza del coefficiente 2 nella (V. 'i. l4) viene usu almente 
resa superflua mediante l'utilizzazione dei «valori efficaci> delle gran­
dezze sinusoidali. fa definiscono come va lori efficaci della tensione e 
della corrente le seguenti quantità: 

(V. 'i. l 'i) 
1 

[ ef f = - [ 
f2 

In termini efficaci la potenza atti va assume la forma: 

(V.'i.16) p 
a V efl [ eff COS <I> 

Altre espressioni equi va lenti della potenza attiva si ottengono, 
tenendo conto del legame tra tensione e corrente imposto dal carico. Pre­
cisamente si ha: 

(V. 5. 17) p 
a 

l * 1 
- Re [Z 11 J = - Re [Z] I 2 = Re [Z l I 2 rr 
2 2 - e 

(V.5.18) p 
a 

Da queste espressioni si deduce eh.e la potenza. atti va dipenck 
solo dalle parti reali dell'impedenza e dell'ammettenza.\ 

V.5.3 ·Potenza comp lessa e potenza reattiva. 
---
La potenza attiva definita in precedenza non fornisce alcun ele­

mento di valu tazione del termine va riabile nel tempo che appare nell ' e­
spressione (V. 5. 7) della potenza istantanea. Occorre perciò introdurre 
ulteriori grandezze. Per raggiungere questo scopo è opportuno trasforma­
re preventivamente il termine suddetto, in modo che in esso _compaia e­
splicitamente la potenza attiva, cioè: 
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(V.5.19) 

Potenz a ed energia in' regime perman ente s inusoida le 

j j2W t 
p (t) = - Re [VI e o l 

V 7. 
1 

2 
Re 

1 

2 
Re [V 11* i(2 w o t + 2 (j) i l l ~ 1/ T r,,... (;' " 1· )1-...._ . - . , ... s /,1 .L 'Il 

I \ • 

avendo indicato con_spi l'argomento del faso re delJa corrente. La 

l
t à Pv_\t ~ è _d.i tipo siriusoidale con pu lsazione 2w 0 ; ad essa può 
associato il · fasore:) 

(V. '), 20) 

(V. "i.21) 

1 

{ 
P = - V 1* 

e 2 

p 
ap 

1 
-V I 
2 

v.s 

essere 

L a pote nza apparent e , che s i misura i~tampe!!..z... h a interesse in qu e i casi in 

cui occorre conoscere contempora ne a ment e l'ampiezz a de ll a t e n sione e della corrent e 

per valutare g lobalmente l'impegno c he ne deriva pe r l' a pp a recchiatura che si sca con­

side rando. Infatti in un a macchina elett ric a la compless it à dell'isolamento e dei c ircui­

t i magnetic i è proporz i on a l e a ll' ampi e z za dell a t ens ione e la complessità deg li avvo l gi­

menti è proporzionale a li ' a mpi ezza de ll a corrente. Pe rc i ò in qu esto caso la potenza ap­

parent e fo rn isce un a mi s ur a de ll a complessità de ll a macc h in a s tessa. È interessante 

,.sse rvare c he la pote nz a a ppar e nte non è mai inferiore a ll a potenza arriva, cioè: 

(V.5.2 2) p ~p 
ap a 

Sviluppando il t e rmine (V. 5.19) s1 ottiene: 

p )t) 

(V. 5.2 3) 

I . 
-I 

-l 
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I due termini iri cui risulta suddivisa la parte variabile de l la po­
t~ i~~~t~nea hanno un significato fisico preciso, anche se s on.o stat 
ti ottenuti soltanto er vi a an alitica . tEssi ·corrispondono i rifatti all ' e ffet 
to di due cause distinte, che provocano y vana 1 Lta e a potenza istan 
tanea · l'andamento sinusoidale delle randezze elett · a-presenza 
~i elementi imma azzinatori di energia /Per se arare i due e ffetti i_ 
sufficiente osservare che in assenza di elementi reattivi ·i due ason V 
ed I sarebbero in fase e quindi sarebbe presente solo il P- rtmo termtn.e 
della _(V.5.23). Perciò ' del tutto naturale id<:ntificare tale primo termine 
con l'effetto della prima caus_a ~ed il secondo con l'effetto dell~s~ço da 
causa. Osserviamo che quest'ultimo termine ha un'ampiezza pari ·a· 

(V. '5.24) 1 * I @ { · I ~ PR =-Im[VI ] =-V Isin( cp -cp.)=- .VI 10 
2 2 V I 2 

·--
= Vgl ,.sin<t>

1 
.. e e u 

Esplicitando la (V. '5.24~in funzione dell; impedenza o dell 'am­
mettenza del bi polo si ha un 'ulteriore conferma del le game della potenza 
reattiva con gli elementi reattivi; irifatti si ha: 

(V. 5.2'5) 

1 
PR= -Im[Z)·I 2 

2 
Im [Z] · 1;ff . 

1 
PR =--Im [Y) ·V 2 =-Im[Y] ·V 2 

2 · eU 

L'unità di misura usata per la potenza reat t i va . è il var {volt ampere reattivi; 

multiplo: kilovar). Non si usa quindi il watt, in quanto si tratta di una potenza soltanto 

scambiata e non utilizzata. 

È importante notare che tra le varie grandezze introdotte esiste 
un legame molto semplice, come si deduce dalle (V. '5.20), (V. '5.14) e 
(V. '5. 24), cioè: 

(V. '5. 26) 
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Inoltre la potenza apparente è semplicemente il modulo del faso­
re P . Queste relaziòni sono ricavabili in modo immediato nel piano del-

c 
le potenze complesse, come si deduce dalla fig. V. 5.3. 

Fig.V.5.3 - Legame era potenza com­
plessa, potenza attiva e potenza rea c­
ci va . La potenza apparente coincide 
con la lunghezza del segme nto OA. 

Esemp io V.5.L 

"'pa 
( wacc) 

Doto il circuito di fig.V . 5 .4, determ inare le potenze ottivo;reottivo, complesso, 

apparente entranti nel bi poi o . 

Fig.V.5.4- Ci rcuito considerato nell 'e­
sempio V.5 .1. I valori dei componenti 
sono: V=lOO, R=3, L=2, w0 = 2 (V, O, 
H, rad/ sec). 

V 

R 

+ 

Dall'equazione di e quilibrio dell'unica maglia presence, si ha: 

V 100 

3 + j4 

100 

25 
( 3- j4) 12· j 16 20 e-jartag4/3 

In base alle definizioni precedenti si ha: 

p 
a 

p 
e 

p 
ap 

= 2._ Re [V i*J = 600 wacc 
2 

~ lm (y i*J = 800 VAR 
2 

P 
8 

+ j P R = 600 + j 800 

1 
-V I 
2 

1000 voltampere 

L 

20 e-j0,93 
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p(t): 

Potenza ed energia in regime permanente .sin·usoidale 

Tra le quantità precedenti esiste il legame moscrato in fig. V.'>.'>. 

Fig.V.S.S - Rappresentazione delle po­
te.nze attiva, reattiva e complessa per 
il circuito dell'esempio V.'i.l. 

( var) PR 

800 

429 

~-----+--------~p 

600 (wa~t) 

Applicando la formula (V.5.8) si ottiene l'espressione della potenza istantanea 

l * l 
p(t) - Re [VI J + - V I cos(2w

0
t+ cpv + qii) 

2 2 

1 l 
= - Re [ 100 (12 + j 16)) + - · 100 20 cos( 4 t- O, 93) = 600+ 1000 cos(4t- O, 93) watt 

2 2 

L'andamento nel tempo di tale potenza istantanea p(t) è riportato nella fig. V.'L6. 

Dall'esame di questa figura si vede chiaramente che: 

P = 600 watt 
a 

Il termine variabile della potenza istantanea può essere ulteriormente suddiviso come 

indicato nella (V.C\,23), cioè: 

p (t) 
V 

* l * Re [v I ] cos(4t: 1,86) --Im [v1 ) sin(4t- l,86) 
2 2 

600 cos ( 4 t - 1,86) - 800 sin ( 4 e - 1,86) 

La pv(t) è perciò ugu ale al la somma di due sinusoidi, la prima d; ampiezza pari · a 

600, la seconda di ampiezza pari a 800. Tenendo conto del termin e costante, si ottiene la 

seguente espressione della potenza istantanea: 

p(t) = 600 [1+cos(4t-1,86)) -800 sin(4t- 1,86) 

Il primo e ermi ne rappresenta l a potenza dissipata sulla parte reale dell'impedenza 

(cioè la resistenza R). Il secondo termine, la cui ampiezza è 800, rappresenta la potenza 

scambiata era il generatore e la parte immaginaria dell 'impedenza (cioè la reattanza w
0
L). 

L'andamento di cali termini è riportato in fig.V .'i.7. 
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p(t) 
(watt) 

1600 

400 

t 
(sec) 

Fig. V .5.6 - Andamenco della potenz a i s cantanea: p(t) = 600 + 1000 cos( 4t- O, 93). 

~S{4 - Conservazione della ~ompl~ 

V.5 

E' stato messo in evidenza nel § l.10.3 che circuiti a costanti 
concentrate soddisfano al principio fondamentale di conservazione della 
energia, come conseguenza delle leggi di Kirchhoff. Di conseguenza' an­
che in regime permanente siriusoidale val~_!a seguente proprietà: 

"' - - ---
Proprietà V.5.1- •l!! ogni circuito, in regime l?ermanente sinusoidale, la 
tomma delle pot_enze istantanee p Jt J assorbite _da tutti i bipolim ~p.I_e­
senti è uguale a zero, c.ioè: 

(V.'5.27) 
N 

2: 
i= I 

dove N è il numero dei bipoli che compongono il circuito, inclusi ge-
neratori indipendenti•. 

Nel caso del regime permanente abbiamo vis to che è opportuno 
utilizzare al posto della potenza istantanea, altre grandezze quali la po­
tenza complessa, la potenza atti va, la potenza rea ttiva e la potenza ap­
parente. È quindi naturale domandarci se sia possibile o meno estende­
dere la proprietà V. '5.1 a queste grandezze . La ri s posta a tale domanJa 
è data dalla seguente proprietà: 

( 1) - L'ipotesi c he _Q>iano presenti nel circuito solo bipoli non è restrittivo, in quanto 
come vedremo nel ';j VI.10.2 , ogni componente a due po rte è sostituibile con un circuito 
equiv01lente coscicutto da bipoli. 
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Proprietà .V.5.2 - cl n ogni circuito, in regime permanente sinusoidale, 
la somma delle potenze complesse Pc i .assorbite c!a tutti i bipoli presen­
t i è uguale o zero, cioè: 

N 
(V.')_ 28) 2: p. 

i = 1 e i 
o 

dove N è il numero dei bipoli costituenti il circuito~ . 

(watt) p(t) 

Fig. V.5.7 - Andamento delle potenze israntanee applicate al resis tore ed a ll'in­
duttore del c i rcuito di fig. V. 'i.4. 

La dimostra:>:ione di <'uesta proprietà è una conseguenza immediata delle pro­

prietà topologiche del circuito, utilizzate nella dimostrazione del teorema di Tellegen 

ne l § I. IO . Infatti, siano I , I , V , V rispecrivamente i vecrori dei fasori delle cor-
a e a e 

renti dci rami del!' albero e del co-albero. In base alle (I. IO. <i), (I.10.6) e (I. I0.7) ri-

sulta: 

(1 ) =-[A) (1) 
a e 

(V.5.29} 

[V ) 
t 

[A) [V ) 
e a 

Perciò l a somma delle potenze complesse assorbite dai rami del circuito può e­

sprimersi come segue, a meno di un fattore moltiplicativo 1/2: 
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(V.5 .30) 

N 

L P. 
i::::: l Cl 

Potenza ed energia in regime permanente sinusoidale 

N 

L: 
i =I 

t * t * [v) [1 ] + [v l [1 ] = 
a a e e 

- [y ]
1 

[A) [i*cJ + [V f [A) [i*l = O 
a a e 

ciò che dimostra la proprietà. 

v.s . 

È opportuno osservare· che nel piano dei fasori dell e potenze complesse, la re­

lazione (V.5.78) impone ai fasori delle potenze complesse assorbite dai bipoli costituen­

ti il ci rcuito, di formare una poligonale chiusa. 

Dalla propriètà V.5.2 si deduce che anche le potenze attiva e 
reattiva soddisfano al priricipio di conservazione . Per vedere cin è suf­
ficiente ricordare la (V. 5.26), in base alla quale si cleri vano le seguenti 
proprietà : . 

Proprietà V.5.3 - c /n ogn i circuito, in regime permanente sinusoidale, 
la somma delle potenze attive P ai assorbite da tutti i bi poi i presenti è 
uguale a zero, cioè : 

(V. 5.31) 
N 

L: 
i= I 

p . = o 
8 I 

Proprietà V .5.4 - «In ogni circuito, in regime permanente s inusoidale, 
la somma delle potenze reattive PRi assorbite da tutti i bipoli presenti 
è uguale a zero, cioè: 

(V. 5.32) o 

Le proprietà dimostrate nel presente paragrafo mettono in eviden­
za che è possibile trattare le potenze complessa, atti va e reattiva come 
fossero potenze istantanee ed effettuare per ciascuna di esse i bilanci 
energetici nel circuito considerato. Occorre notare che una proprietà a­
naloga non vale per la potenza apparente, in quanto nella sua definizio­
ne interviene l'operazione di modulo , che non è lineare . 

Esempio V.5.2 . 

Verificare lo conservazione de ll e potenze attive e reattive per il circuito di fi­

guro V.5.8. 
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R1 cv R2 + 
@ 

+ + + 

vg1 l1g1 E 
1g) vg2 

L 

:li) 

Fig.V.5.8- Circuito conside rato nell'esempio V.'i.2. I valori dei componenti 
sono: Vgl = <i+j, Vg2 =-l-2j, R1 =R 2 =R=l, L=l, w0 =2,(V,0,H,rad / sec}. 

Risolvendo il circuito con il metodo dei nodi, s1 ottiene: 

E(~ )- l 
- V + + + -- V - o gl R R j w0L g2 R 

1 - E + V - =- lg2 
R g2 R 

Sostituendo i va lori numerici s1 ha: 

'i+ j - E '"' - lgl 

-('' +j) t E( 2+ :j )+l+2j =O 

- E- l-2j lg 2 

La soluzione è: 

E 2' 3 - j ' 'I+ 2j (V, A) 

433 

Si ottengono <"'.uindi seguenti valori per le tensioni e le correnti applicate a 

ciascun componente: 

G.MARTINELLI- M.SALF.RNO: Fond amenti di Elettrotecnica 55 
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V -= ~ + j 
gJ 

VRI ) + j 

VL 2 

V R2 o= -'.\ - 2 j 

V g 2 = - 1- 2 j 

'·gJ.. = - ,_ j 

IR I = 3 + j 

IL = - j 

IR 2 = -3- 2j 

l g2=3+2j 

(V, A) 

V.5 

In fig. V.~.<) sono riporcati i diagrammi vetroriali de i fasori relativi alle tensioni 

eJ a ll e correnti del c ircuito. Le potenze attive e reatti ve assorbite da c iascun compo­

nente sono le segu e nt i: 

Ge neratore V g 1 

Resi score R
1 

Induttore : 

Resi score R
2 

Generatore V g 2 

Im 

p 
al 

p a2 

pa3 

p 
a4 

p 
• 5 

~ -s 

= 5 

= O 

= 6, '5 ; 

= - 3, '5 ; 

CD 

Re 

PRI 

PR2 o 

PR3 (watt, var) 

PR4 =.O 

PR5 = - 2 

Im 
IL 

Fi g.V .5.9- Fasori de ll e tensioni e dell e correnti del c ircuito di fig.V.5 . S( V, A). 

Re 

Si ver ific a imm ediatamente che la somma delle potenze attive e reattive è uguale 

a zero. In fig. V. 'i. IO è riportato infin e il diagramm a delle p otenze complesse per il ci r­

cui.to in esame ( accanto ad ogni ve ttore è indicato il compon e nte che assorbe la poten­

za corrispondente}. Si vede . chiar.amcnte ch e i fa sori di tali potenze costituiscono i Iati 

di un a po li gonale chiusa. 
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(var) PR 

gl 

Pa 
(watc) 

F ig. V .5.1 O· Diag ramma delle porenze complesse assorbi te dai bi poli costi tue rai 
il circuito di fig. V. '5. 8 . 

43" 

V.5.5 - Espressione esplic ito della poten z a attiva e reattiva assorbita 

dai componenti di un circuito . 

Le grandezze introdotte in precedenza per caratteri zzare la po­
ce.nza iri regime permanente sinusoidale assumono una forma caratteristi-

. ca nel caso dei componenti tipici del circuito, quali il res istore; il con­
densatore, l'induttore, il t ra s formatore ideale ed il giratore ideale. ·F:sa­
miniamo in dettaglio tali componenti nel presente p a·grafo~P-er quanto 
riguarda gli altri componenti , è immediato rendersi con to che sia la po­
tenza complessa, sia la potenza atti va, sia la potenza rea t tiva possono 
~sumere qualsiasi valore pe r i compon enti del tipo generatori indipen­
denti, generatori control lati, nullori. Tali componenti verrann o perciò nel 

I 
seguito indicaci come «co mpon e nti e nergeticamente inde fini ti .. •· 

a) Resistore . 

Si c?ns ideri un resi s tore di resi stenza r R \ [n~ ime ermanente 
~inusoidal e.1 ~cci V ed I i fasori della tensiOne e della corrente , la 
pot enz a istantan ea p(t) assume la seguente espress ion e, in base alla 
(V. '5.8): 

(V.'5 .33) p( t) 
l 
- R [ 2 [ 1 + CO s ( 2 '.J) o t + 2 cp ) l 
2 

ed ha quindi l'andamento riportato Ln fig.V.'5.11. 
La potenza co mplessa P e as sum e la seguen te forma : 

(V. '5. 34) p 
e 

1 
- V 1* 
2 

1 
- R 12 
2 

l 
-G V~ 
2 
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(wan) p(t) 

1 
-RI2 
2 

t( sec) 

Fig.V.5.11 - Andamento della potenza istantanea assorbita da un resistore di 
resistenza R. 

V.5 

Essendo la potenza complessa puramente reale, si deduce che la 
potenza attiva Pa vale: 

(V. 5.3'5) p 
a 

1 1 
RI 2 =-GV 2 

2 2 

e che la potenza reattiva PR è nulla cioè: 

(V. '5.36) 

A volte si indica con il simbolo F mi il valore della potenza me­
dia dissipata nel resistore di resistenza Ri , facente parte di un circuito . 
Dalla (V. 5.35) si owene: 

(V. 5.37) F . 
m1 

b) Induttore. 

1 
- R. 12 

2 1 

Si consideri un induttore di induttanza L in regime permanente 
sinusoidale. Detti V ed I i fasori della tensione e della corrente , la po­
tenza istantanea p(t) assume la seguente forma, in base alla (V . '5.8): 

(V. 5.38) 

=~ w
0

LI 2 cos(2w t+2 cp . +-2.) 
2 o 1 2 

ed ha quindi l'andamento riportato in fig. V. '5.12. 
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p(t) 
(watt) 

.. 

·- ;..: 

1 t( sec) 
-- w u 2 
· 2 o 

437 

Fi!1· V .5.12 - Andamento della potenza istantanea assorbita da un induttore 
di mduttanza L. . ~;>$' v-'lf 

La potenza complessa P e assume la seguente forma : 

(V.5 . 39) 

1 - ___,____,. 
-.,J..- - ;':f:: 

7!L 
y'l 

\-J j W:t 
Essendo la potenza complessa immaginaria pura, si ottiene il ri­

sultato che la potenza atti va pa è uguale a zero : 

(V. 'i.40) p =o 
a 

e che la potenza reattiva P R è uguale a : 

(V. 5.41) 
1 

P = - w LI 2 

R 2 O 

La potenza reattiva è una misura degli scambi di energia con i 
componenti reattivi. Nell'ambito dell'induttore è intuitivo che la potenza 
reattiva sia legata in qualche modo con l 'energi·a immagazzinata in esso. 
cioè a: 

(V. 'i . 42) 2 (t) 

Per individuare questo legame calcoliamo il valore medio di que­
sta energia istantanea, usando come intervallo di tempo su cui effettua­
re la media lo stesso visto nel caso della potenza attiva. Si ha: 

(V. 'i.43) 

1/ 4 LI 2 
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Confrontando la (V. 'i.41) con la (V. 'i .43) s i ottiene la seguente 
proprietà : 

Proprietà V .5.5 - « La potenza reattiva assorbita da un induttore di in­
duttanza L è uguale a : 

(V. 5. 44) 

ave ndo indi c ato con E'.:L l'energia media imma gazzi nata nell'induttore• . 

o) Condensatore . 

Si consideri un conden sa to re di capacità C in regime permanen­
te sinusoidale. Detti V ed I i fasori dell a tensione e dell a corrente, la 
potenza istantanea p(t) assume la seguen te forma, in base alla (V. 5.8): 

(V. 5.45) 1 1 ( TT) p(t) =-Re [-j v.i.CV 2 l+ - w CV 2 cos 2w
0
t+2 cp +- = 

2 U 2 Q V 2 

ed ha quiridi l'andamento riportato in fig . V. 5. 13. 
La potenza complessa Pc assume la seguente forma : 

(V. 5.46) 

Essendo la potenza complessa immaginaria pura, si ottiene il ri­

sultato che la potenza atti va p a è uguale a zero: 

(V. 'i .47) p =o 
a 

e che la potenza reattiva PR è uguale a: 

(V. 5.48) 
1 

P = - - w e v 2 
R 2 O 

Si noti che nel con densacore la potenza rea ttiva assume in ogn i · 
caso un valore negat ivo, a differenza dell'induttore, dove la potenza reat­
tiva è sempre posi ti va. 
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La pot enza reattiva nel condensatore è legata all'energia media 
immagazzinata in esso, analogamente a quello che accade per l 'indutto­
re. Calcoliamo l'energia media in qu e stione; si ha, utilizzando un inter­
vallo di tempo su cui effettuare la media, scelto come nel caso della po­
tenza atti va: 

(V. 5.4CJ) 

T 
- 1 1 m 1 CV21Tm f, = 2(t) = - -Cv 2(t)dt=-- cos 2 (Wo t+ cp )dt= 

e Tm o 2 2Tm o V 

1 
= - cv 2 

4 

Confrontando la (V. 5.49) con la (V. 5.48), s1 omene la seguente 
proprietà: 

Proprietà V .5 .6 - 4 La potenza reattiva assorbita da un condensatore cli 
capacità e è uguale ç: 

(V. 5. 50) 

avendo indicato con re !'energia media immagazzinata nel condensato­
re . 

p(t) 
(watt) 

l 
2"'ocv2 

Fig. V.5.13 - Andamento della potenza istantanea assorbita da un condens a tore 
di capacità C. 

d) trasformatore ideale . 

In base alle relazioni costituti ve: 

(V. 5. 51) 

il trasformatore ideale non assorbe potenza is:ancanea, come già messo 
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in evidenza nella (I.8.8). Analogamente, utilizzando le (V. ). 51) scritte 
nel domiriio dei fasori, .- si ha: 

(V.). )2) 1*l*1*1 
P=-Vl+-VI- VI+ nV 

e 2 li. 2 2 2-2 11 2 l 

Vale quiridi la ~eguente proprietà: 

Proprietà V .5.7 - e Un trasformatore ideale non assorbe sia /rJ potenza 
istantanea sia la potenz11 complessa sia la potenza attiva sia la poten­
za reattiva•· 

e) giratore ideale. 

In base alle relazioni .costituti ve: 

(V. 5. 53) 

il' giratore ideale non assorbe potenza istantanea, come gia messo tn e­
videnza nella (L8.10). Per quanto riguarda la potenza complessa si ha, 
utilizzando le (V.). 53) nel domiriio dei fasori: 

(V. 5. 54) 

Quiridi vale la seguente proprietà: 

Proprietà V.5.8 - 4Un giratore ideale non assorbe né potenza istantanea 
né potenza attiva. La potenza reattiva è data da: 

(V.5.55) 

in cui R
0 

è la resistenza di girqzione ed 1
1 

ed 12 sono 
correnti entranti•· 

V.5.6 - Bilancio energetico di un circuito. 

fasori delle 

Si consideri Un circuito costituito da componenti energeticamen­
te indefiniti (generatori iridipendenti, generatori controllati, nullori), re­
sistori, condensatori, induttori, trasformatori : e giratori ideali. In base 
alla proprietà V. 5.2 (conservazione della potenza complessa)si può seri.: 
vere: 
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(V. 5. 56) 

dove: 

N è il numero dei componenti energeticamente indefiniti; 
g . 

pc(gi l è la potenza complessa erogata dall 'i-esimo componente energeti-
camente indefi nito; 

N R è il numero dei resistori; 

P (R· l l . l b. d 11 . . . . 
c ' è a potenza comp essa assor tta a 11-estmo resistore; 

N L è il numero degli induttori; 

pc<L il è la potenza complessa assorbita dall 'i-esimo induttore; 

Ne è il" numero dei condensatori; 

P:ci l è la potenza complessa assorbita dall 'i-esimo condensatore; 

NG è il. numero dei giratori ideali; · 

p<Gil è la potenza complessa assorbita dall'i-esimo giratore. ' 
c 

Ricordando l 'espressiòne (V. 5.37), si ha: 

(V. 5. 57) 

N . 
R 1 

= 2:-J{. I~ 
j = l 2 I I 

Tale potenza complessa, assorbita da tutti i resistori del circuitq 
è una quantità reale. 

Ricordando l'espressione (V. 5.44), si ha: 

(V. 5. 58) 

Tale potenza complessa, assorbita da cucci gli_ induttori :del etr­
cuito, è una quantità_ immaginaria pura. 

Ricordando l !espressione (V. 5. 50) si ha : 

(V. 5.59) 

G.MARTINELLI- M.SALERNO : Fondamenti di Elettrotecnica · 56 
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Tale potenza complessa , assorbita da tutti i conde nsatori de l ctr­
cuito, è una quantic°à immaginaria pura. 

Scindendo il bilancio della potenza complessa (V. 5. 56) nella par­
te reale ed immaginaria, si ottiene, tenendo conto delle (V. 5. 57), (V. 5. 58), 
(V. 5. 59) e (V. 5. 55): 

(V.5. 60) 

(V. 5.61) 

(g i) 

dove P
0 

è la potenza att i va erogata dall ' i- esimo componente energe­
ticamen te indefinito; P~gi) è la potenza reatti va erogata da llo stesso 
co mponente; p~Gil è la potenza reattiva assorbita dall'i-esimo giratore . 

Le due espressione (V. 5.60) e (V. 5.61) rappresentano i bilanci 
energetici che si possono effettuare in un circuito in regime permanente 
sinusoidale . Esse equi valgono alle seguenti proprietà : 

Proprietà V .S.9 - e In ogni circuito in regime permanente sinusoidale, la 
somma delle potenze attive erogate da tutti i componenti energeticamen­
te indefiniti è uguale allo somma delle potenze medie assorbite da tut!i 
i resistori presenti•. - - -- - --

Coro/lori della proprietà V.5.9 sono le seguenti formule: 

(V. 5.62) 

Ng (g;) 

:L p > o 
i=l 

8 
per circuiti con perdite 

Ng 
(g·) 

:L P' =0 
i: l 

a 
(V. 5.63) per circuiti senza perdite 

Proprietà V .5.1 O - •In ogni circuito in regime permanente sinusoidale, 
la somma delle potenze reattive erogate da t ut ti i componenti energeti­
camente indefiniti e dai giratori è legata, tramite l'e spressione (V.5.61 ), 
alla somma delle energie medie immagazzinate negli induttori ed alla 
somma delle energie medie immagazzinate nei condensatori•. 

Si noti che il segno della potenza reatti va globalmente erogata 
dai componenti energeticamente iridefiniti e dai giratori dipende dalla 
prevalenza o meno dell'energia totale media di tipo magnetico rispetto a 
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quella totale media di tipo elettrico. Si può a vere un valore nullo 
per la potenza reattiva totale quando non s_ono presenti componenti reat-

i rivi,· ovvero quando i due tip i di energia totale media si bilanciano esat­
tamente. 

Esempio V .5.3. 

Assegnato il c ircuito di fig.V.5.14, dete rminare il valore dello capacità C, in 

modo che risulti nulla (se possibile) lo potenza reattivo erogato dal generatore. Effet­

tuare inoltre il bilancio energetico del circuito. 

lg IL + VL -

··t. """ 
·±=' 

• '60 ar 

·1·· 
R L g 

Fig.V.5.14- Circuito considera to nell'eseme_io V.'i.3. I valori dei componenti 
sono: Ru = 100, Rg=IO , w 0L = 10 .• w

0 
= 314 (\l, rad/sec). 

Risolviamo il problema con il mete.do grafi co, utilizzando il procedimento de­

scritto nel § V.4. 'i. Poniamo ~questo scopo I = 1 A e riporci amo tale valore s ul dia-
u 

gramma delle correnti (fig.V.'i.1'5). Sul diagramma delle tensioni (fig.V.').16) deriviamo 

la posizione ~i v~rcori1 

Yu, VL - e ·ve ì· Si può quindi ottenere, sul diagramma delle cor­

renti, la direzione che dovrà avere la corrente le che percorre il condensatore. Tale 

direzione deve essere tale da fo rm are un angolo di 900 in anticipo rispetto alla direzio­

ne di ve. 

lm 

Re 

Fig.V.5.15 - Diagramma delle corren ti del 
circuito di fig. V. 'i.14 . Le correnti sono in 
ampere. 

-Im 

Fig. V.5.16 - Diagramma delle 
del circuito di fig.V.'5.14. Le 
sono in voi t. 

Re 

tensioni 
tensioni 
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La corrente le' sommata alla corrente lu' fornisce la corrente erogata dal ge­

neratore lg. Non è nota a priori, tuttavia, l'ampiezza della corrente le, poiché è inco­

gnita la capacità C. Tale incognita viene determinata imponendo che il generatore di 

tensione non eroghi potenza reacciva. A questo scopo occorre che le sia cale chela cor­

rente I g formi un angolo nullo con la direzione della tensione V e. Tale scelta è · indi­

cata in fig. V. 5.17, dove è mostrato il diagramma completo dell e correnti. 

Fig.V.5.17- Determinazione della 
corrente le . 

· In fig. V. 5.18 è riportato il diagramma completo delle tensioni. Si noti che a pa­

rità di u la scelta effeccuaca per la corrente del condensatore le è tale da rendere mi­

nimo il valore del modulo della corrente lg che scorre nel generatore e nella resisten­

za R . 
g 

Il valore della capacità C può essere determinato sia per via analitica sia per 

via grafica. Usando il metodo grafico si ha da fig.V.';.17: 

I I sin <I> sin <I> 
e u 

D'altra parte dalla fig.V.5.16 s1 ottiene: 

ve sin<I> cag <I> = 0,1 0,099 

che equi vale a: 

10 sin<I>• 

Il valore della capacità è dunque: 

sin 2 <l> 
e ~ 3, l ';3 u F 

Procedendo per via analitica, tenendo conto che il generatore non deve erogare 

potenza reacciva, si deve avere per la proprietà V. ).10: 
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V.5 

dove: 

Po.tenza ed energia in regime permanente sinusoidale 

1 
- -L 12 

4 L 

è l'energia media immagazzinata sotto forma magnetica nell'induttore e: 

1 
-e v2 
4 e 

445 

è l'energia media immagazzinata sotto fonna elettrica nel condensatore. Si ha quin­

di: 

C L 
y2 

c 

Sostituendo i valori numenc1 s1 ottiene il valore precedente, cioè: 

10 
e 

314 (1002+102) 

Fi g. V. 5.18 - Determinazione della ten­
sione vg. 

3, 153µF 

100 

Per compl e tare il bilancio energetico occorre verificare l'u guaglian za era la po­

tenza acciva erogata dal generatore e la somma delle potenze medie dissipate nei resi­

stori. Si o tti ene: 

I 
g 

I CO s <l> 
u 

0,995 A 

!noi tre da fig. V.'). 18, s1 ha: 

V=V+l ' R 
g e g g 

~ 1002 + 102 + 10· 0,995 = 110,45 V 

Quindi s1 ottiene per la potenza attiva erogata dal generatore: 

p(g) 
B 

V I 
2 g g 

54,95 watt 
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Per le potenze dissipate dai resistori si ha : 

1 1 
- R 12 + -R 12 = 'iO + 4 ,95 = 'i4 ,9'5 watt 
2 uu 2 gg 

Ri s ulta quindi verificato il bilancio delle potenze attive . 

Il problema trattato nel presente esempio prende il nome di problema del rifasa­

mento di un carico reattivo. Tale problema si incontra molto spesso nelle appli.cazioni 

tecniche . In tal caso i bipoli Ru ed L rappresentan o il carico dov e, accanto ad un e­

leme nto re sistivo, c'è anche un el emento indutti vo, per cui alla potenza attiva è sem­

pre associata anche una porenza re a cri va. Se non fosse presence il condensatore C, ra­

ie porenza reattiva dovrebbe essere fornica dal generarore. Ci ò darebbe luo go ad un au­

mento delle perdite sulla res i stenza R , che rappresenta la resistenza interna del ge-
g 

neratore stesso e l e perdit e della linea che serve a traspor tare l'en e rgia dal generatore 

al c arico . La presenza del condensatore C evita l'erogazione di potenza reattiva da 

parte del generatore, minimizzando in 0uesto modo , a pari tà di potenza attiva fornita al 

carico, il modulo della corrente I che scorre lun go la linea e quindi diminuendo le 
g 

perdite lungo la linea stessa . 

/ 

..--- ~ - Regime permanente in presenza di grandezze elettriche di 

tipo non sinusoidale. 

Quanto detto nei paragrafi precedenti si ri feri sce al caso in cui 
le grandezze elettriche impresse varino sinusoidalmente nel tem .o e sia­
no isofreguenziali . Nei limiti di validità del metodo dei fasori, l'analisi 
\'tene e - ettuata considerando al posto di tutte le grandezze elettriche i 
relati vi fasori e quindi procedendo con tecniche del tutto simili a quelle 
usate nel caso del cap.ll per i circuiti resistivi. Tale semplificazi one 

}

.nell a trattazione dell ' analisi in regime permanente è tuttavia limitata so­
l~ al cas_o ~isto -j Quand? so_no _pres~nt~ eccitazio_ni :inusoidali non 1s?­
frequenz1al1 oppure eccttaztont periodiche quals1as1 oppure ancora ptù 
in generale, eccitazioni 1 tipo apenod1co , occorre procedere in modò di­

i\ verso_per ricava~e la risp_osta per~anen_t~. _Le osservazioni fondamentali 
su cui è ba sa to ti rocedimento dt analisi in uesto ca s o sono tre : 

l~
n ' eccitazione j periodica non sinusoi.dale)....è-s.ci.Lup.p.abile io una serie 

ai funzioni sinusoidali di fre uenza multi la della ro ria fre uenza svi­
luppo in serie di Fouri e r) ; 

2) un 'eccitazione n 
funzioni sinusoidali 
di Fourier); 

ica ~s y_ilu abile in un a s eri e infinita di 
f.r_eqQffiZA.,f2_oss ibile svilu o nel l 'inte ra e 

~
3 tn un circuito lineare l' effet to di più eccitazioni coincide confa som-i -
ma degl i e ~fe~i _deHe s ingole e~c.it az ioni,~onsi Je.ra t e come se agissero 

xJa sole (pnnct pio dt so vra p_ros1zione ~egli effe m ). 
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La conseguenza immediata della prima e della seconda osserva­
zione è che possiamo limitare la J}_ostra attenzione solo al caso in cui le 
~ cciiazioni pre.senti ~ano di ti_po si_nus.oi9ale. k ~a. terza . o_s se rvazio.ru:, 
tnvece, suggerisce eh proceaere a passi success1v1,. suddtvtdendo prelt­
mtnarm n e leeccìtaz ion t presenti i n grup - i-·isofrequenzial!.J quindi de­
terminando con il metodo dei fasori l'effetto di ciascuno di essi ~d infi­
ne sommando questi effetti per0rtenereìl risUTCarov olut ' . U metodo ri­
sultante puA. essere sche~ 1zzaco operati va mente come segue: 

.!). I '. I wR ffui f" f ' 
--Metodo di analisi 'in_regime perman1:>nte in presenza. d·i ecci tazioni sinu­
soidali tfi frequenza rliversa . 

1) Raggruppare _le ec_citazioni di uguale fre uen~ gru 
cale N, caraccenzzatt dalle _freou _nze l !._ 

2
, ... N; 

\ 

siano in to-

2) Disattivare cucci i gru i di eccitazioni con l 'esclusiape del rimo; 
cio implica il corco-circuìco per i generatori indipendenti di tensione ed 
i I ci rcutto aperto per quettt- · corrente Cllfr eque za 1Vé rsa da f 

1
; ' 

. - - --- -- -- -- ) 

' )3) Applicare al circuito cosi ottenuto il metodo dei fasori, -t~d: pre­
sence che la pulsazione è w 1 = 2 7T f 

1
\ Determinare la grandezzà eletm-· 

c a incognita e quiridì ·calcolare la sua espressione in funzione del tem-
o, cioè: - -- 0? -?' l,( '" / 1· 

(V.6.l) 

4) Ripetere i passi 2) e 3) per il k-simo gruppo, k = 2, 3, .. : N, disat_ci­
vando tutti gli altri gruppi. Si ottiene per la grandezza d'interesse l 'e-
spresstone: 

(V. 6. 2) J 11. 

5)- La soluzione del problema d'a:nafi.:s~ è: 

N 

(V.6 .3) u(t) 2: Uk cos(27Tfkt +<pi,) 
k=l 

'( 

',( 

Il metodo precedente è applicabile sia nel caso che le varie ec­
citazioni siano già assegnate in forma sinusoi dale sia nel caso che oc­
corra preventivamente svilupparle in componenti di questo tipo, come nel 
caso di funzioni periodiche (§ V.6.2) ed aperiodiche (§ V.6. 3). 
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Esempio V .6.1 . 

Determinare l'espressione dello tensione v c(t) in re gime permanente nel cir­

cuito di fig. V.6.1. 

V 
2
(t) 

g + 

e V 
e 

L 

Fig .V.6.1 - Ci rc uito con s ide rato ne ll' esempio V.6.1. I valori dei componen ti 
~ono: R

1 
= R

2
= R;i = 1, C = l, L = l, v l = 2 cos(2t), vg2 =cos (l,'it + 11/ 3),i

81
= 

- l,'i cos(0, '5 t t 4/311) , ((1, F, H, V, IXJ. 

Applichiamo i passi del procedimento precedente: 

Passa 1. I g ruppi di ecci razioni pre senti sono ere , ciascuno contenente un solo genera­

tore L e pulsazioni implicate sono: 

1, 5 ' o, 'i 

Pa sso 2. Disattivando tutt i i generatori, esclusi quelli del primo gruppo , s i ha i l cir­

c uito di fig.V.6.2a. Nel dominio d ei fasori ta l e circuito diviene quello di fig.V.6.2b . 

Il valore della tensione incognita è: 

yOl 
1/2 j 

e 1/ 2 j t 2/ 3 

f R1 +R2lR1 -

L !l...Rl~ R 2 + R3 

a) 

6 

3 + 4 j 

I 
(_ 1 

6 ( 
e·i 0.9273 (, _ 

+ 
2 

2/ 3 

b) 

, . 
- J 

Fig.. V.6.'J - Ci rcuito c h e si ott ie n e nel passo 2 da quello di fi g. V.6.1. 

Perciò l' espression e nel tempo è: 

v<1 )(t) _., 1,2 c os( 2 t - 0 ,9 27 3) 
e 

I ...L 1' \ 

' f -
~ 

t-

yOl 
e 

La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it)



V.6 Regime permanente per grandezze elettrich e di tipo non s inusoidale 449 

Passo 3. Facciamo agire i generatori del secondo gruppo . Si hai! c ircuito di fig. V.6. 3a, 

che nel dominio dei fasori assume la forma di fig.V.6.3b. Il valore della tens ion e inco­

gnita è: 

· y(2) 
e 

TT 

j 1, 5 +o, 5 i- f2 I 
-------e 3 = - ejTT 12 

----+1 
i 1, '5 +o, '5 

3 

Perciò l'espressione nel tempo è: 

v< 2 l(t) = (2 cos(l,')t+_:_) 
e 3 12 

•,+•,t cf 
"""' L~ +'·'"' 

R3 
j~ + 

e3 

a) 

2 

i 1, ') 

b) 

Fig.V.6.3- Circuito che si ottiene nel passo 3 da quello di fig.V. 6 .1. 

y(2) 
e 

·Passo 4. Facciamo agire i generatori del terzo gruppo. Si ha il circuito di fig . V.6 .4a , 

che nel dominio dei fasori assume la forma di fig. V.6.4 b . Il valore della t en s ione in-

cognita è: 

4TT 

y(3) 
o, 5 i+ 1 i-

1, Se 3 Ci,4743 ei 3.867 
e 

+2 
0,5 i+ 1 

1 

•,~ !f',,«l \f ~·· 1 >·' + ;·· ~,~,~ 
a) b) 

Fig. V .6.4 - Circuito che si ottiene nel passo 4 da quello di fig . V. 6. l 

P e rciò l'espressione nel tempo è: 

v< 3l(t) = 0,4743 • cos (0, 'i t + 3,8670) 
e 

G.MARTINELLI- M.SALERNO : Fondamenti di Elettrotecnica 

\ 

') 

f v~•l 

57 
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Posso 5. La soluzione cercara è: 

vc(c) = l,2cos(2c-0,9273) + ~ cos ( l,5c+ ;
2

)+0,4743cos(0,5c+3.B67) 

La presenza di :eccitazioni\ non s1nuso1 a i / in regime permanen­
te, oltre alla necessità di avere a èlisposizione un metodo di anali·si, ri­
chiede la caratterizzazione dei fenomeni di scambio energetico median­
te grandezze ~lobali appropriate, analogamente a quanto fatto nel caso 
sinusoidale. E opportuno precisare che nel caso presente, l'unica gran­
dezza correntemente usata è la, potenza atttv~ definita come media di , 
quella istantanea \ L'intervallo di tempo su cui effettuar.e la media val\\ 

celto in modo compatibile con g!Uill_to to nel ·§V. "i.2 nel caso sinu soi- } 
da e. a esame dell'influenza dell'intervallo in questione si vede chia­
;;;nente che l'unica pos~1bt!1tà valida in generale è quella di una fun­
gnezza molto grande, al limite infinit ':.J per tale intervallo. Infatti solo 
tale scelta è compatibile con grandezze sinusoidali aventi periodi non 
commensurabili tra di loro . Ne[ caso particolare che le grandezze si­
nuso1 a t a tano peno 1 commensurabili, allora evidentemente è pos-
sibile scegliere l'intervallo coincidente co ~m~Lti.plo 
di tali periodi od un multiplo intero di_taL Valgono perciò le 
seguenti definizioni della .potenza atti va J 

Definizione V.6.1 - ~ Si definisce come potenza attiva in regime perma-
T nente in presenza di eccitazioni sinus~T; aventi periodi commensu-

" I JlV robi/i tra loro, il valore medi2....1!:_1la otenza jsJ anta a al olato su un 
11=-7 p&)Jt intervallo di tempo coincidente <2 con il minimo comune multiplo dei pe-

1~ riodi di tutte le eccitazioni sinuso1 a i presen 1 o cc•n un -·muTTiPfo inte-
J ro di tale quantità•· - -- --- • . 

Definizione V.6 ,2 - e Si definisce come potenza at tiv a in regime perm1J­
nente in presenza di eccitazioni sinusoidali qualsiasi, il valore medio 
della poten za istantanea calcolato su un intervallo di tem o infinitamen­

te_.!.!!.ngo • . 

La potenza atti va, cosf definita, gode di proprietà assai utili nel­
le applicazioni, che considereremo in dettaglio di seguito. 

/. 
V.6.1 - Proprietà della potenza attiva in regime permanente non sinusoi-
/ dole . 

Nel caso del regime permanente in cui siano presenti ecc itazio­
ni ·siriusoidali di frequenza di versa, tutte le grandezze elettriche sono 
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esprimibili mediante una combinazione linea~ di funzioni sinusoidali di 
tre uenz.::._ ug~~~e a_- q_uelle delle suddette :_cci_tazi~:mi, l cioè delUpo 
(V.6.3) . Liò im lica che la potenza istantanea, essendo il prodotto di u­
na tensione per una corrente, è de ti-O:-- - - - - - -- - -

(V.6.4) 

Nella determinazione della potenza attiva dalla potenza istanta­
nea tramite o eraziQni di med ia, i te rmini che cleri vano aarfò sviluppo 
della (V.6.4) subiscono un trattamento assai diverso, a seconda che :>.Ìa­
no o meno il rodotto dj__Q,y_e funz_i;ni_sin~~o-id~li di uguale pÙlsazione. 

rimo caso s1 Ila: - - - ----

che è uguale a: 

sia nel caso che T m sia il minimo comune multiplo dei periodi delle 
funzioni sinusoidali presenti (nel caso che esista) sia nel caso che sia 
infinitamente grande. 

Quando il termine dello sviluppo (V.6.4) è invece il prodotto di 
due funzioni sinusoidali di pulsazione diversa, allora si ha: 

che è uguale a zero sia nel caso che T sia il minimo comune multi-
m 

plo dei periodi delle funzioni sinusoidali presenti (nel caso che esista) 
sia nel caso che sia infinitamente grande. 
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(V. 6.8) 

Regime permanente per grandezze elettriche di tipo non sinusoidale 

In conclusione l'espressione della potenza attiva è 

p = 
a 

N 

2: 
k = 1 

V.6 

L'esame della (V.6.8) mette in evidenza la seguente proprietà 
fondamentale della potenza attiva in regime permanente non sinusoida-

1 le. 

Proprietà V.6.1 ·«La potenza attiva in regime permanente in presenza 
di eccitazioni sinusoidali di pulsazione diversa è uguale alla somma del­
Ìe potenze attive che si hanno conside.c.ando separatamente gli effetti dei 
~pi di eccitazioni di uguale pulsazione•. . 

La proprietà precedente fornisce un modo abbreviato ed operati­
vo per calcolare in regime permanente non sinusoidale la potenza atti­
va. 

Esempio V .6.2 

1
Nel circuito di fig. V.6.1 ~!cu:.~J~ potenza a tti vo assorb i to dal 

R 3, verificando lo proprietà V~j 

resistore 

Applicando il metodo di analisi in regime permanente non sinusoidale , s1 ot­
-:-.. 

tiene per la tensione applicata al resistore R 3} 
__, 

= (1) + ~(2) + v(3) 
VR3 VR3 R3 R3 

v(l) = v 
1 

- v(l) = ~ cos(2t + 0 ,6435) 
R 3 g e 5 

(2) (2) ( 
11 ) f2 ( 11) v = v gZ - ve =cos 1,5t + 3 --

3
- cos 1,5t + U 

v~i = <31 = 0,4743 cos(O,St + 3,867) 

I periodi delle eccitazioni presenti sono: 

4 
_ 71, 4~ 3 _, ..._, 

f5 
-- c os ( 1, 5 t + 1, 511) 

3 

ed hanno il minimo comune multiplo 4 11. Utilizzando perciò la definizione V .6.1, la po­

tenza attiva vale : 
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1 14" [ 8 {5 P = -- - cos(2t+0,643'\)+--cos(l,5t+l,511)+0,4743cos(0,5t+ 
a 4 .,.,.R

3 0 
5 3 

+ 3,867)] 
2 

dt = 1,670 watt 

Calcoliamo ora le potenze attive dissipate sul resistore R
3 

quando agiscono se· 

paratamente i tre generatori. Si ha: 

yCl) 
8 ·o 6435 p(l) 1,280 - e1 • 

R3 5 
a 

v<2i =f5~1.s11 (2) 
p 0,2778 

R3 3 a 

(3) 
0,4743 ei3,867 p(3) 

VR3 ; 
a 

=o, 112') 

p 
a 

1,670 watt 

Osse rva: ione V .6.1." 

La proprietà V.6 . 1 fornisce un modo molto semplice di procedere nel calcolo 

della potenza atti va quando sono presenti _eiù _e ccitazioni sinusoidali. È importante pe· 

rò notare che tale proprietà è valida solo se le puls azioni delle eccitazion i sono diver-_ 

se. Si c ommettere_!!.?!!: .Y.11 errore se si sommassero le poten~ e atljv.§_ ..r_tti_ative_ ad ec_~­

zi0nrsi~--;;;;J;;li di ugua le pulsazione . Meniamo in evidenza questa o s servazi one con 

un ese mpio. 

Esem p io V .6.3 , 

Nel c ircuito di fig . V.6.5 calcolare la potenza attiva assorbita dal resistore. 

+ R + Flg.V.6.5 - Circuito considerato nel­
l'esempio V.6 . 3. 

Utilizzando la proprietà V.6.1, determiniamo la pote nza attiva assorbita dal re· 

si s tore quando agisconÒ singolarmente i due generatori. Si ha: 

2R 2R 
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La po tenza attiva assorbita vale perciò: 

p 
R 

Se i generatori sinusoidali avessero una stessa pulsazione, cioè: 

allora, come si vede direttamente dalla figura, il res i store non s a rebbe percorso da· cor­

rente e la potenza attiva da esso assorbita sarebbe zero. Chiaramente, non vale in que; 

s~_c.cu o la PLSJprietà V.6 . l. 

Osservazione V .6.2. 

Nel calcolo dell a potenza atti va assorbita o erogata d a un bi polo in regime p er· 

manente no·n sinusoidale occorre considerare, in base alla proprietà V.6 . 1, le potenze 

attive corrispondenti alle singole pulsazioni. Gò implica che un generatore sinusoida­

le presente nel circuito eroga od assorbe energia solo per effetto della componente di 

uguale pulsazione che risulta ad esso applicata. in particolare può accadere ch e l a po· 

tenza atti va erogata od assorbi ca. dal generatore in questione si a nulla, malgrado che le 

grandezze elettriche ad esso applicate siano di notevole ampiezza. 

Esempio V.6.4. 

Far vedere nel circuito di fig.V.6.6 che la potenza a tti a erogata dal enerato­

re di tensione di p~sa!~one w
1 

è nulla, anche se la corrente che lo attraversa è QJ. am­

- -piez:z:a notevole. 

Fig.V.6.6 - Circui to conside· ' ~~R 
rato nell'esempio V.6.4.1 va- + + 
lori di L e c sono tali che COS"'! CL 0 COSW2t 

LC"'i=l. --

Consideriamo presente il generatore di pulsazione w1 . Poiché il bipolo cos t i tui­

to dal parallelo di L e C ha impedenza infinita in corr i spondenza alla puls az i one "'l' 

non circola corrente nel circuito e perciò il generatore i n que stione non e ro ga po t enza 

attiva. Calcoliamo quindi l' e ffetto dell' a ltro generatore. L a corrente i val e i n qu e s to 

caso, usando i fasori: 

j "'2 /C 
R + ----- R + 

1/LC - cv; 
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V.6 Regime permanente per grandezze elettriche di tipo non sinusoidale 45'5 

Il 1 d I d 1 d . ( 2 l · h 1 1 d. I . . va ore e mo u o 1 I puo essere anc e notevo e ne caso 1 va on paru-

colari dei componenti e delle pulsazioni, ciò che dimostra quanto asserito. 

V.6.2 - Sviluppo in componenti sinusoidali di un'ecci taz ione periodica . 

Le eccitazioni dei circuiti che possono interessare le applica­
zioni sono molcepliC:i, anche nel caso che interessi · il ·solo regime per­
manente. Nel presence paragrafo consideriamo il caso in cui le funzioni 
che rappresentano le eccic.azioni siano periodiche nel tempo, nel senso 
che il loro andamento si ripete ad intervalli regolari di uguale larghezza. 
In modo esatto, si puc\ dire che una funzione periodica f(c) è caratteriz­
zata dalla condizione: 

(V.6.9) f(c) = f(c+T) -m ~e ~ + ro 

eçi a T si dà il nome di cperiodo •. Esempi tipici di funzioni periodiche 
d'interesse (oltre alla funzione sinusoidale) sono cl 'onda quadra>, e l 'on­
da triangolare• riportate in fig. V.6. 7. 

f (t) f (t) 

T O T T 3T 2T ~T 
2 2 2 2 

-1 -1 
a) . b) 

Flg.V.6.7- Forme tipi che di eccitazioni periodiche: a) onda quadra; b) onda 
triangolare. 

La combinazione di funzioni sinusoidali di .ampiezza, frequen za 
e fase opportune permette di ottenere forme d'onda periodiche. Un esem­
pio semplice in tal senso è quello mostra to in fig. V.6 .8 dove sono rap­
presentate le seguenti funzioni periodiche: 
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(V.6.10) 

Regime permanente per grandezze elettriche di tipo non sirJusoidale 

4 
f(t)=-sinm 

I 7T 

f 3 (t) 
4 ( 

=-;\sin nt 
1 

siri3nt + 1 . ) +- 5 Slfi 5 7T t 
3 

V.6 

=: (sinnt 
1 1 1 

sin7m) f /t) +- sin 3 n t + - s in'5 7Tt + -
3 '5 7 

2 

- 1 

2 2 

- I - 1 

Fig .V.f>.8 · Funzioni periodiche risulcanci dalla combinazione lineare di funzio­
ni sinusoidali. 
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V.6 R egime pe rmanente per grandezze elettrich e d i tipo non sinusoidale 45ì 

I ·. 

Si vede chiarameqte che, all'aumentare delle funzioni sinusoida­
li :componenti, la forma d'onda risultante tende ad avvicinarsi a quella 
quadra di fig : V.6 . 7. Ciò permette di intuii.e la possibilità di s viluppare 
iri tutti i casi d'interesse una qualsiasi eccitazione periodica in una som­
ma di funzioni sinusoidali. fo termini analitici esatt i, cio viene fatto con 
lo sviluppo in serie d i Fourier, iri base al quale una funzione periodica 
è sviluppabile nella serie di funzioni sinusoidali del tipo: 

(V.6.11) 

00 00 

=a 0+ L [akcos(kw t)+bksin(k w
0
t)}=a +2:: dkcos(k w0t+ c1>

11
) 

k=l o o k:t 

Ln CUI:. 

w = o 
27T 

T 
21T ak=- f(t)·cos(k w

0
t)dt 

T o 

a
0 

= _!__1T f(t) dt 
T o 

k=l,2 , .. . aJ 

(V.6.12) 

La componente di pulsazione w
0 

prende il nome di e componente 
fondamentale• e quella di pulsazione kw0 di e armonica di ordine k •. 

È importante tenere presente che lo sviluppo in serie di Fourier esiste per una 

funzione periodica solo se essa soddisfa le condizioni di Dirichlet, cioè: 

1) i n ogni periodo il numero dei massimi e dei minimi deve essere finito e le ampiezze 

relative devono essere finite; I 
2) i l numero di discontinuità in un periodo deve essere fi ni to ; 

.. ,,. 
3) deve essere: l_ 
(V.6.13) 

Per le dimostrazioni e per le proprietà dello sviluppo in serie di Fou rier, per le 

sempl ificazioni che si possono ottenere in conseguenza di proprietà particolari della 

G.MARTINELLl-M.SALERNO: Fondamenti di Elettrote cnica 58 
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458 Regime permanente per grandezze elettric he di tipo non sinusoidale V.6 

f(t) ( funzioni pari, dispari., ... ecc.), si rimanda ai testi specifici di analisi. Per quan­

to riguarda l'uso del calcolatore per effettuare tale sviluppo, si veda ad esempio i I ' 

§ X. 5 di L.P. Huel sman, •B a sic circui t theory wi th digi tal computations., Prentice­

-Hall, 1972. 

Esempio V .6.5, 

Determinare la tensione di uscito vu(t) del rettificatore di fig . V.6.9 a), nell'ipo­

tes i ch e sia accettabile la schematizzazione mostrata nella parte b) di tale figura (tale 

schematizzazione consiste nel supporre il trasformatore ideale ed i diodi ideali). 

e (t) = E 0 I sin '"'o t I 
L 

\ + 
+ 

e R 

v g (t) =V 0 sin '"'o t 

a) b) 

Fig.V.6.9- Schema di un rettificatore con filtro ad induttanza di blocco. I valori 
dei componenti sono: 
L=3, C=30, R=2, E 0 =10, w0 =314, V

0
=nE 0 (H, uF , kO., V, rad / sec). 

+ 

V 
u 

Per poter applicare il metodo di analisi in regime permanente in presenza di più 

eccitazioni sinusoidali, occorre sviluppare in serie di Fourier la funzione di eccitazio­

ne e(t). Si ha, considerando solo I sinw 0 t I, in base alle (V.6.12). 

ao -- Tl JT lsinw
0
tldt 

o 

2 

sin x 1
2 TT 

sink xdx - TT srnx sink x dx] 
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2 71 

[ J 71

cos(k-l)xdx-i

71

cos(k+ l) xdx- J :71

cos(k-l)x dx + i 271

cos(k+l )xdx] =O 

Sono perciò presenti solo le c omponenti in coseno , come de l resto si può de­

durre dalle proprietà ge nerali, osservando che la funzione J sin c..>
0 

r J è pari. Per quan­

to rig uarda i coefficienti ak, si ha : 

2 JT ak = - Jsin c..> 0r lcos k c..> 0r dr= 
T o 

{ 

O per k dispari 

_:_ [ C OS (k-1) X - COS (k + 1) X J X =71 

71 2(\c-1) 2(1c+ l) x =O 
per k pari 

È fa cile cons t atare che sono diversi da zero so lo g li ak che corr ispondono a 

valori pari di k. Per questi risulta: 

2 ( 1 1 ) 
a 2h =--; 2 h + l - 2h-l 

In part ic olare s i ha : 

Fig.V.6.10 · Circu ito cor­
rispondente a quello d i f i­
gura V.6.9 . I valor i dei 
compone nti L , C , R e di 
c..>

0 
sono quelli riportati 

in f ig.V.6.9. 

4 
a4 = - --

15 71 

20 

71 

+ 

40 
-cos2 c..>

0
t 

371 

40 
-- co s4c..> t 
l 'i 71 o 

40 
--cos6c..> 0 t 

+ 3'i 71 

4 

35 71 

L 

e R 

+ 

V 
u 

Limitandoci a considera re le componenti armoniche di ordine 2, 4, 6 il circui­

to risultante .è quello di fig.V.6 . 10 . E' interessante osservare c he nel caso presence si 

ha a nche un' eccitaz ione c ontinua, il cui effetto in regime permanente è deduc ibile in 

modo assai semplice , notando che in c ontin ua i c?ndensarori equ ivalgono a circuiti a­

perti e gli induttori a corro-circuit i . Perciò la deter minazione della componente conci-
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460 Rer;ime permanente per r;randezze elettriche di tipo non sinusoidale V.6 

nua di v
0 

viene fatta mediante il circuito di fig.V.6.11 a), ottenuto disattivando tutti 

i generatori fuorchè quello in continua ed eliminando il condensatore e l'induttore nel 

modo detto . Si vede da ta le circuito che : 

+~+(O) '[___'.j vu 

a) 

; 3768 

+ 40 

l 57T 

e) 

-j26,54 

2000 

v(O) 20 

u 7T 

+ 40 

37T 

+ 

1884 

- ; 53,08 

b) 

; 5652 

40 

357T 

d) 

2000 

-jl7,69 

2000 

+ 
y<!l 

u 

Fig. V.6.11 . Circuiti corrispondenti alle varie,..pulsazioni del circuito di fi­
gura V.6.10. I valori dei componenti sono in ll, V. 

Il contributo degli altri generatori viene ottenuto facilmente mediante gli sche­

mi di fig.V.6.11. Precisamente si ha: 

y(2) 40 - ; 1,062 105 
"' 20 ejO , O 27 

j 3,662 106 + 1,000 105 
=-0,0193 

u 3 7T 7T 

y(4) 
. 40 - j 26,54 2000 "' 

20 
9, 46 10-4 ej0,013 =---

j 7,483 10 6 +1 ,000 10 5 u 15 7T 7T 

y(6) 40 - ; 3,538 10
4 

"' 
20 

l, 79 10-4 ej0,0089 =---
; 1,127107 +1,000 10

5 u 35 1T 1T 

In conclusione, la tensione all'uscita del rettificatore vale: 

20 4 
v ( t) = - [1 + 0,0193cos(628t + 0,027) + 9 ,4610° cos(l 256t + 0,013) + 

u 
7T 

+ 1,7910"4 cos(l884t + 0,0089)) 
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e si vede chiaramente come il circuito analizzato trasformi la tensione alternata di in­

gresso in una ad andamento quasi costante nel tempo di valore 20 / TT . 

V.6.3 - Sviluppo in componenti sinusoidali di una eccitazione non perio­
dico. Analisi nel dominio dello frequenza . 

~l regime permanente può iriteressare anche quando le eccitazio­
ni non sono perrotlTdre, ·el-qmr caso non"f o s~ril"O ilsu·fruir'e del e tec­
niche recedenti voltéa l'utilizzazione riéetuta del metodo dei fasori. 
!.:; · tutta via ancora poss1 ille procedere in guesto modo ·estr_~a i!!.e"lrt; sem­
P.lice utilizzando una tr~sformazione (trasformazione di Fourièr) che~­
,.!!ltlte, §_Otto oppor~otesi ,_.di~svil uppar~y_!la fu~~zion~ di e Ccl taz i OOe 
aperiodièa in una somma di irifinite com onenti sinusoidali a frequenza 
~uu~c;.0_11 CQ!L!DJlll.' z e.r.o_ aLrnfiriito . , 

La sviluppabilità di funzioni aperiodiche in termini sinusoidali può essere com­

presa intuitivamente, derivandola dallo sviluppo in serie di Fouri e r. A questo scopo os­

serviamo che raie sviluppo può es sere messo in un'altra forma, equivalente alla(V.6.11), 

utilizzando l a forma esponenziale delle funzioni trigonometriche. Precisamente si ha: 

(V.6.14) 

in cui: 

2 

l JT - f(t) [ cosk w
0

t -
T o 

(V.6. l") 

(" 
\·I 

l JT - f(t) dr 
T o 

ejkwot2~·. e·ikwot J = ~ ck ejkwot 

J k =-<Xl 

I T 

j sin k w
0
t) dt = _!_1 

1.: o 

•jk WQl 
f(r) e dt 

k 1, 2, 3, ... ro 

~, , 

Le formule precedenti possono essere anche scritte nel modo seguente , tenendo 

conto che: 

f-T'JJ~ 
T 2 71 

I._,.~ ,,----

(V.6.16) F(w) =1T f(t) e.jwt dr 

Si vede chiaramente da qu este formule che se la funzione periodica che s1 sta 

considerando ha un periodo T molto grande, e quindi una pulsazione fondament a le w
0 
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1 I w~ 

I -
'lr ~~ 

,~-

/ 

molco piccola, l'espressione della f(t) tende a divenire un integrale effettuato rispetto 

alla variabi le w
0

, cioè: 

(V.6.17) f( t) 1 J ... 00 

·w t = - F(w) e-' dw 
2 TT -OO 

in quanto i valori di F(w) da considerare nella sommatoria tendono ad avvicinarsi. D'al­

tra parte, al crescere del periodo T, la funzione periodica che si sta con siderando s i 

avvicina come comportamento sempre più ad una aperiodica. Il discorso qualitativo sin 

qui fatto può essere reso quantitativo ed esatto; per ciò si rimanda a i testi di analisi 

matematica(! l. Di seguito riportiamo solo i risultati, che vengono usualmen te utilizzati 

nelle applicazioni sotto il nome di trasformazione di Fouri er. 

Trasformata di Fourier - e Data una funzione del tempo f(t), che abbia sol• 
tonto un numero finito di massimi, minimi e discontinuità e che soddisfi 
la relazione: 

(V.6.18) j ... 00 

IHtJ I dt < ro 
-oo 

essa si può espri,,.ere nella formo: 

(V.6.19) f( t) 
7 J+oo -- F(w) eiwt 

2 7T -oo 
dw 

in cui l'integro/e è di tipo improprio ed F(w) è dato da: 

I +ai 

1 

F(w) = ]_
00 

f(t) e·jwt dt (V .6. 20) 

La funzione F(w) prende il nome di trasformata di Fourier della 

funzione f(t)>. 

La trasformata di Fourier di una funzione è una funzione come._lei>· 
sa, e arat te rizzata e rei ò Q!!.-.Uil..JD.o_clulo....e_da._un_ar gQ__~q_u indLd a...d u e 
funzioni reali della variabile w~ A. "tali unzioni si dà il nome rispetti va­
mente di ·.spettro di ampiezza• e e spettro di fase•. La conoscenza dei 
due suddetti sEettri è s uffici ente a determinare la corri spondente funzi6----- ___ .,.. __ .... -- -- ~---- -- ·---
ne del temp 

(1) - Si veda ad esempio A. Ghizzetti, L.Marchetti, A.Ossicini ,• Lezioni di comp lemen­
ti di matematic a >, Ed. Veschi (Roma), 1972, par.IV.10. 
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È importante tenere presente che lo ~ilup o in funzioni di tipo 
sinusoidale di una funzione aperiodica, che avviene t ramite la trasforma­
iiO[Je(l1 Founer , impli ca la presenza di infini te componenti sinusoidali 
a spettr~~t1nuo. C10 -significa chè- i-'anal isi ·ael circuito in questo ca­
so s i può eff~--;e medi·ante ìTmerodOdei fasori, lasciando però varia­
~i le la. pul_sazione_~ 

1 
Le grandezze elettriche vanno quindi determinate 

tramite un 'operazione di antifrasformazione del tipo (V.6.1 C)) e la loro F(w) 
_si determina a partire dalle trasformate di Fourier delle eccitazioni e dal­
le funzioni di rete rel~ti v~.JJ_n_ a~tre parole si procede in modo del tutto 
simile a quello _che si fa nel caso del metodo di analisi basato sulla tra­
sformata di Laplace, special izzando il metodo al caso s = jW\ Quanto det-
to richiede, per avere validità dal punto di vista analitico, che le funzio- " 
01 soddisfino opportune condi zioni. .._ "- :~:~$~St=:_ (e,.-.)) 

J(~->~ I r 

Il legame tra la tr asformazion e di Fourier e quella d i Laplace può esser e posto 

in termini esa tti nel modo seguente: •se una funzio ne f( t)~il ; ti"l,è un a funzi one del tem­

po nulla per r <O eh<:_ ammett;e la trasformata di _Laplace s, a llora Jse _es!!._te} la sua 

trasform a t a di Fou~er, _essa deve coincidere necessariamente con ffD wii Analogamen­

te, s e la funzione j g(t) u_ 1(t)1 amme tte la trasformata _cj_i F~rier G(j w), allora la · sua 

trasformat ii di Laplace esiste ed è uguale a·' G( sfi 

- Per effet~o dell'esistenza den~g~~edente è possibile e ffettu are l 'anali­

si in regim;-~anent f'. n el~~iù genera e dieccitazioni ape riodiche, esattamente - ----- - --· 
co_'.'..'e~<:_~~_'.li --1::'.'pla:~~::!vo la sostituzione della variabile s con la variabile jw: 

Vale quindi il seguente procedimento di analisi, che viene d e tto e metodo di analisi nel 

~~in!._o ~ella fre9uenz_E >_. ._;:__ -

fM~todo di ~a li~l n!_!_ _domini o della frequenza , 
(Vali~! caso che le ecc itaz ioni siano tr asformabili ~econdo Fourier). 

1) Effettuare le trasformazioni secondo Fourier delle grandezze impres­
~- L!tiliz zare dove possibile la ~ orrispondenza di tab.V.6.1 ; 

2) Analizzare con il metodo dei fasori il circuito, considerando peri'> la 
~l sazione ~e~n parametro; 

3) La generica grandezza elettrica yiene ad essere individuata tramite 
i suoi spettri di ampiezza e fase J L'andamento nel tempo pun essere ri ­
c~ va t_9 con l'oper-;zione di antitrasformazione secondo Fourier. Utilizza­
re_dove possibile la corr ispondenza di tab. V;.6 . 1. 
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r 
Tabella V.6.1 ·Trasformate di Fourier. 

f (t) F (j c.J) 

' 
uo (t) 1 

1 
u. 1 (r) 1TUO (<ù) + --

j (Ù ~ -
.\ 

le I 
2 

- :? 

1 ~-
•Bt 

e u. 1 (t) ---
l a+ j c.J 

•al 
l 

re u -1 ( t) 
(a+jc.J)2 

1T e.lo 
sinc.J0 t • u. 1 (t) 2j [uo (<ù- e.lo)+ uo (<ù +e.lo) ] +-2--2-

e.l o - (Ù 

sin c.J 0 r i 11 [uo (<ù +e.lo)- uo (<ù - e.lo)] 

e.lo 
•at . 

·u. 1 (r) e Stnc.JO[ 
(a+jc.J)2 + (Ù 2 

o 

Esempio V .6.6 
L L\.A ,{._~ 

Un filtro posso-bosso ideale è definito / omite lo ri sposto in frequenza d i fi-

9uro V.6 . 12, cioè : l) ho uno risposto in om iezz a coston~e-~ugu_ole od uno neJl_'.lnter­

vallo -c.J0+ c.J
0

, dove ~~~uo pulsazi .,;;-:= d f:oglio e costante ed _u uole o zer_o per 

le oltre pulsazioni; 2) ho uno risposto in fase decrescente l ineormentecon lo pulsozio-

ne e zero per c.J = O. ...., -
Fore vedere che tale risposto provoco l'assurdo fi s ico che un ' eccitazione op· 

plicoto all'istante t =O, ho un effetto antecedente oll'oj;pl~-;;;ion-;;. 
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arg (H (j w)) 

J 
Fig. V.6.12 · Risposca in frequenza di un filcro passa basso ideale . 

Consideriamo come eccicazione il gradino uni cario, che ha la crasformaca di Fou· 

rier (cab. V.6.1) uguale a: ---
Decerminiamo quindi la risposca, mo!ciplicando la funzion _H( jw] per l o speccro 

cioè: 

[ 
1 J I 

1 
·i t Cù U(j w) = 7T u

0
(w) + j:° H(jc.i) . e o 

in cui • c è la endenza dell a_:..ur ".!__a~(jc.i) ). 

Calcolando l'andamenco della risposca nel cempo mediance la (V.6.1<) ), si ha: 

1 J~o 
u(t) = 2 

-wo 
dc.i 

sin w( t - t 0 ) 

dc.i 

I 
-+ sil [w0 (t-t

0
)) 

2 7T 

in cui la funzione Si[ .. . l è la funzione seno integrale(!). L'andamento dell a risposta 
I - --

è mostra~fig . v-:-6. n ~chiaramente è assurdo, in quanto è diverso da zero per t < O. ----- ---· -

( 1) • La funzione seno integrale è considerata in dettaglio in A. Angot , e Complément s 
de machémaciques-, Ed . de la Revue d'Opcique, 1957, cap.VIl.2. 
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u (t) 

1-------- - -
I 
I 

I 
I 

( 

1 
I 
I 
I 
I 

0,5 
L ___ _ 

0,09 

I 1,09 
I 
I 
I 

7T 

lo,95 
I 
I 7T 

I 1 03 
I ' 
I 
I 

0,03 

Fig.V.6 .. 13 · Andamento..della...cisp.o.s.ta..de.Lf.iltto_p.assa-basso ideale ad un 'ec-
citazione a gradi no. -- -=--- · 

V.6.4 - Risposta in frequenza di un circuito. 

Il metodo di analisi in _}!~queRZa di . un _cirCJ.JJtQ omisce -la...pos­
si bilità di indi vidu~U. suo comportamento~utiliàao.__d_p_il m~~o~oJkija­
~- · CiA è vantaggioso soprattutto dal punto di vista pratico . Infatti co­
me conseguenza della sua applicazione, vediamo che possiamo caratte­
rizzare il legame risposta-eccitaz~_q~e ediante 1 relativ.a.fonz"on~ di 
rete definita er ..:::;,.." wl PerciA, al posto di una funzione di variabile 
complessa s, in conseguenza del m~t~do precedente, eoss1amo mettere 
èfu0 @ ziog,i Lea i .. di variabile reale. coincidenti ', r.ispetti vamente con il 
~dul_Q__e l :~rgq_IJ)en.i:o della funzione di rete calcolati per s=j w ! Tali fun­
zioni reali prendono il nome rispettivamente di e risposta in ampiezza~ 
e t risposta in fase> di un circuito (globalmente vengono chiamate.J.ui­
S-ROSte in freq~Q_za_d~J_ç~olJ Vedremo più in dettaglio tali nozioni · 
nel § Vl.7.2, poiché quando iriteressa una so la eccitazione ed una sola 
risp9sta stiamo già speciàliizando il circuito al caso 2-porte, conside-
-~a_çq s_pecificatamente nd __ cap. vn 

L'importanza della caratterizzazione di un circuito tramite la 
sua risposta in frequenza sta nel fatto che tale riseosta è facilmente ri 1 

!.;:vabile sperimentalm_en_!..e_ tra_mite_ stLumenti _oppo rtuni , a di[fere_n~;JST_a l 
dd_la. c~p p sta nel tempo sia d.Jtll.a_ ri_seos..!:_a n!l..l domjT];io_ di_ Laplçce · 

~'- _.;{. -Y>LJ Analisi automatica in regime permanente sinusoidale . 

Quando occorre analizzare in regime permanente un circuito mol­
to complesso oppure quando iriteressa l'analisi per molti valori di · fre-
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V.7 Analisi automatica in regime permanente sinusoidale 467 

quenza, è necessario ricorrere all'uso del calcolatore. Utilizzando il me­
todo àei fasori, il circuito assegnato risulta trasformato in un circuito 
simile ad uno senza memoria , ecci tato in continua, con l'unica differen­
za che i valori dei componenti e le .eccitazioni sono numeri compl essi; 
per questo motivo i programmi per l'analisi in regime permanente si _ot­
tengono con poche modifiche a partire da quelli in contiriua. 

l\ìel presen te paragrafo verrà descritto un programma di ·ta le tipo, 
ottenuto come estens ione del programma NODI descritto nel §I I. 7; il 
programma qui descritto ha lo scopo di analizzare in regime pe rmanente 
un circuito elettrico per molti valo ri della frequenza, in modo da ottene­
re, per punti, l'andamento della risposta in ampiezza , introdotta nel 
§ V.6.4. · 

Nell'appendice V.B verrà fornita la traduzione in FORTRl\.N del 
programma qui pre_sentato, mentre alcuni esempi di ·applicazione verran­
no sviluppati nell'appendice V.C.2 . 

Lo schema a grandi linee del programma di calcolo è mostrato i ri 
fig.V.7.1; nel seguito verranno descritti in dettaglio i s ingoli blocchi . 

~i ingr-e~so dat! J 

L'ingresso dei dati riguar­
da di ve rse quantità, alcune relati­
ve alla rete (componenti e topolo­
gia del circuito), altre relative al 
campo di frequenza che interessa 
e alle grandezze di cui interessa 
la stampa. 

Per il primo gruppo di dati 
si rimanda al § I.11; il secondo 
gruppo riguarda le seguenti · quan­
tit.à: 

1) dati relati vi alle frequenze; so­
no previste tre grandez2:e (già ut_i­
liz_zate nel diagramma di fig.V .7.1): 
Fl, F2, DF, di cui le prime due 
iridicano il campo di frequenze di 
interesse (da F~ a F2, con F l < 
< F2), mentre l'ultima indica il 
passo DF. Pertanto l'analisi verrà 
effettuata per tutte le seguenti fre­
quenze: 

F = F + DF 

no 

Ingresso d ati 

Calcolo delle im­
pedenze 

Analisi con i l 
mecodo dei nodi 

Scampa dei r i­
sultati 

STOP 

Fig.V.7.1 ·Sche ma a blocchi del 
programma considerato. 
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468 A nalisi automatica in regime permanente sinusoidale 

Fl, Fl + DF, Fl + 2 DF , ... , Fl + N DF 

fino a F2. ' 

2) dati relativi alle grandezze di uscita; tali dati sono< 1 l: 

NU numero delle grandezze di "uscita considerate; 

JU(l), JU(2), . .. JU(NU) : numeri d'ordine dei nodi per i quali si 
desidera la stampa del modulo della 
tensione iri uscita. 

Bloc c o relativo al calcolo delle impedenze . 

V.7 

Questo blocco ha lo scopo di trasformare il circuito assegnato 
nel ci fruito trasformato nel dominio dei fa sori ,sostituendo a ciascun com­
ponente la relativa impedenza. Il circuito trasformato è ottenuto iri forma 
tale da poter essere direttamente analizzato per mezzo del programma 
NODI descritto nel § II. 7; ciò è ottenuto per mezzo dello schema a bloc­
chi di fig. V. 7.2. 

Per il significato delle quantità NR , R, Nl, N2; NL, ZL, NLI, 
NL2; NQ, ZQ, NQI, NQ2 , relati ve alla rete assegnata , si rimanda al 
§ I.Il. 

Lo scopo dello schema di fi g. V. 7. 2 è quello di determinare un 
numero NZ di impedenze pari alla somma del numero NR dei resistori, 
NL degli 'iriduttori e NQ dei condensatori; la k-esima impedenza viene 
caratterizzata trami te 1 e seguenti quanti t'à: 

1) ZZ(K) valore dell'impedenza come numero complesso ; 

2) NZI(K), NZ2(K) nodi a cui è connessa l'impedenza. 

In fig.V.7.3 è mostrata la convenzione adottata per le impeden­
ze; si può notare che essa è identica a quella adottata per i resistori, a 
meno dei cambiamenti :di denominazione delle quantità. 

Lo schema a blocchi di fig.V.7.2 viène percorso per ogni valore 
di frequenza <2 l; inoltre in esso sono previste delle verifiche necessarie 
quando nel circuito non fossero presenti alcuni tipi di componenti (as­
senza di resistori oppure di induttori oppure di condensatori) . 

(l) - Tali grandezze sono le stesse già incrodocce e ucilizzace nel § III.6 ,i n relazione al 
programma di ana li si con il metodo alle differenze finite. 

(2) - Si può notare c he alcune operazioni effeccuace nello schema a blocchi di fig. V. 7 . 2 
non dipendono dalla frequenza ; cali operazioni potrebbero percanco essere esegui ce fuori 
dal ciclo delle frequenze, previsto in fig.V.7.1. 
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no 

no 

OM = 2 • rr • F 

ZZ (K) = R (K) + j O 

NZl(K)=Nl(K) 

NZ2 (Kl = N2 (I() 

K! = K + NR 

no 

ZZ (K Il ~ O + j OM x ZL (K) 

NZI (Kl) = NLI (K) 

NZ2(Kl) = NL2(Kl 

no 

Kl = K + NR + NL 

1 

no 

ZZ<Kll =O - j ----
OMx ZQ<Kl 

NZI (KI) = NQl (K) 

NZ2 (Kl) = NQ2 (K) 

no 

NZ = NR + NL + NQ 

K=K+l 

K=K+! 

K = K + I 

Fig.V.7.2 ·Sche ma a blocchi relativo 
al calcolo de lle impedenze di figura 
V.7.1. 
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470 Analisi automatica in regime permanente sinusoidale 

Fig. V.7.3 ·Impedenza k·esi­
ma utilizzata. 

ZZ(K) 

NZI(K) ~ NZ2(K) 

Blocco relativo all 'a nalisi con il metodo dei nodi. 

V.7 

L'analisi del circuito trasformato nel dominio dei fasori non pre­
senta alcuna difficoltà; essa può essere infatti effettuata per mezzo di 
sottoprogrammi del tutto simili a quelli già esaminati per l'analisi in con­
tinua nel § II. 7. Tuttavia è necessario predisporre alcune modifiche che 
tengano conto .delle operazioni con i numeri complessi. Ciò vale per il 
sottoprogramma che permette di ottenere dalla rete il sistema risolvente 
e per il sottoprogramma che risolve il sistema stesso. 

Alcuni dettagli delle modifiche necessarie sono riportati nella 
appendice V.B. 

Blocco relativo alla stampa dei risultati. 

Poichè il programma descritto ha lo scopo di effettuare i calcoli 
per ottenere la risposta in ampiezza del circuito dato, occorrerà preve­
dere delle stampe che forniscano le grandezze d'interesse per ogni sin­
golo valore di frequenza considerato. 

Le stampe previste sono descritte in modo dettagliato nell 'ap­
pedice V.B . 

Osservazione V.7.1 

L 'analisi in regime permanente dà luogo sovente a calcoli mediante valori nu­

merici variabili e nero limiti molto vasti che interessano parecchi ordini di g randez za; 

c iò dà spesso luogo ad inconvenienti ne li 'esecuzione de 1 programma, a causa de !le im· 

plicazioni numeriche associate al numero limitato di cifre. Per limit are tali inconve­

nienti è sempre opportuno an a lizzare circuiti i quali siano stati preventivame nte norma­

lizzati; le modalità con cui è opportuno effettuare la normalizza zione sono descritte ne l 

§ V.8. 

_,.J. ~ Normalizzazione in livello ed in frequenza. 

l \·alari che assumono i parametri che caratterizzano i componen­
ti disponi bili commercialmente sono vari a bili entro limiti molto vasti . 
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che dipendono dal campo di frequenze in cui è destinato a funzionare il 
circuito in cui essi sono inseriti. Di conseguenza i valori delle resisten­
ze, capacità, induttanze e della frequenza possono assumere valori mol­
to grandi o moito piccoli. Ciò è estremamente dannoso per la precisione 
dei calcoli da svolgere nell'applicazione dei metodi di analisi. Infatti, 
quando si eseguono i calcoli le quantità con cui si ha a che fare vengo­
no rappresentate con un numero limitato di cifre, entro campi di vari<lziq­
ne ben definiti~ P~r sfruttare appieno tali campi di va_riazione occor~e 
'e e 1- valort ael e suddette quantità siano centrati rispetto ad essi, cioè 
abbia-no valori il più possibile vicini all'unità . Unasituazioneancorapiù 
per~co~s~ per le implicazioni numeriche associate è quella che si lìa 
quando si utilizza la rappresentazione in virgola fissa; in questo caso 
la centratura preliminare delle quantità usate è essenziale per una loro 
corretta r'!J'P!esentazione . . Si veda a questo scopo quanto detto nel 
-§ rCA.T, relativamente a questo problema nella soluzione di un sistema 
di equazioni lineari, del ti po di quelli che si debbono risolvere nei pro­
blemi di analisi. 

Per riportare i valori dei parametri entro i campi voluti, occorre 
ricorrere ai cambiamenti di scala della frequenza e del li vello delle im­
pedenze. 

\ 

V.8 . 1 ·.' Cambiamento di scala della frequenza. 
I 

Il cambiamento di scala delle frequenze consiste nell'alterare i 
valori delle frequenze in ragio!1e di una quantità ru:es~~bjlita]0 Cont~m­
poraneamente, si altera anche la scala delle pulsazioni e della variabi­
le di Laplace s in ragione della medesima quantità f

0
. Le grandezze 

risultanti vengono indicate come «J}ormalizzaj!,..f:!: freq_uenza ~> ; si ha la 
§>eguente corri~ondenza con le quantità effet~ 

(V.8.1) s<Nl = w s 

Le (V. 8. 1) sono usabili nei due sensi, cioè esse vengono impiegate sia 
per effettuare la normalizzazione sia per ricavare, alla fine dei calcoli, 
i valori effetti vi (denormaliz z azione). E' importante tenere presente l 'ef­
fetto che ha la normalizzazione di frequenza sul valore dei parametri pi ù 
comuni e sulle funzioni di rete. Vale la seguente corrispondenza in cui 
con l'apice N si indica il valore normalizzato e senza ap i c e il valore 
effettivo: -
,...--
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47 2 

(V.8.2) 

Normalizzazione in livello ed in frequen z a 

capacità: C(N l = C f o 
induttanza: UNl = L f

0 

elementi senza memoria (resistenza, rappor­
to di trasformazione, resi~tef!_za di _girazio­
òe;parametn di- controllo dei generator! con­
trollati): i,rialterati • 

Funzione di rete~-~· ì 
F(s CNl f ) o 

Osservazione V.8.1 , 

V.8 

Quando si usa la normalizzazione di frequenza f
0

, il c ircuico assegnaco viene 

normalizzaco in modo che al valore di frequenza effe cci vo f = f
0 

corrisponda il valore 

normalizz aco f(N) = 1 e quindi al valore effecci vo di pulsazione w = w0 = 2 -rr f 
0 

i 1 va­

lore normalizzaco w<Nl = 2 7T. A volce inceressa in vece che a l valore e ffeccivo w = w
0 

c orrisponda il va lore normalizzaco w<Nl = 1. In quesci c a si occorre e ffe ccuare Wla nor· 

malizzazione in ragion e della quancicà w0 = 2 -rr f0 e alloca s i parla di pulsa zi oni nor­

mali z zate . Ovviamence cucce le formul e fornice nel presence p aragrafo r imangono in ca! 

c aso valide, purché si soscicuisca ovunque il valore w
0 

al posco di f
0

. 

V ,8,2 - Cambiamento di scala del le impedenze . 

Il cambiamento di scala del livello delle impedenze consiste nel-
1 'alterare i valori delle impedenze di .una quantità prestabilita R 

0
; con­

temporaneamente si alterano della quantità i riversa l/R 0 le ammettenze. 
[ valori risultanti ·vengono indicati come e normaliz z, ati in li vello >. ·Vale 
la seguente corrispondenza, indicando sempre con l'apice N i valori nor­
malizzati e senza apice i valori effetti vi. 

(V.8.3) 

res is tenz a: 

capacità : 

induttanza: 

rapporto di trasformazione: inalterato 

transimpedenza r: r<Nl = r/R
0 

transammettenza g:{7"N)~ 
( s e gu e) 
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V.8 

(V.8.3) 

Normalizzazione in livello ed in frequenza 

resistenza di girazione R: 

parametri di controllo del generatore 
di tensione controllato in tensione e 
del generatore di corrente controlla­
to in corrente: 

impedenza di ingresso o .di trasferi­
mento Z(s): 

ammettenza di ingresso o di trasfe­
rimento Y(s): 

funzi oni di trasferimento in tensione 
o in corrente: 

47 3 

inalterati · 

z<Nl(s)= Z(s)/R
0 

Y (N l(s) = Y(s) R o 

inalterati 

Le due normaliàaziòni in freçiuenza e li vello sono utilizzate con­
temporaneam~nte ne!J~_appli~aziòni nei due sensi .' Infatti · è opportuno , 
per gli incol!venienti numerici detti iri precedenza, effett_uare pre ven tiva­
mente la normalizzazione prima di risolvere ir problem~d'iriferesse.) Quin­
di i risultati ottenuti vanno riportati ai valori effetti vi con la denormaliz~ 
zazio~..:.:_\ Ne!_!a tab. V.8.} sono riassunte le relaziòni tra le quantità nor­
ma izzate ed effettive nel caso che siano presenti ambedue le normaliz-
zaz1001. -
Tabella V.8 . 1 - Legame tra valori normalizzati ed effettivi nel caso di 

normalizzazione contemporanea di frequenza (pulsazione) 
· e livello. 

Qu antità effetti va 

Resistenza R 

Capacità C 

Induttanza L 

Rapporto di trasforma­
zione (trasformatore) 

Transimpedenza r 

Transammettenza g 

Resistenza di girazio­
ne R 

Quantità normali:z;zata 

<l>o = f0: normalizzazione in frequ e nz a 

<1>0 = w0: normalizzazione in pulsazione 

R(N) = R/ R - o 
c<Nl = e Ro <I>o 

L(N) = L<l>o/ Ro 

inalterato 

r(N) = r/ R 
o 

g(Nl = gR 
o 

R(Nl = R/ R o 
(segue) 

60 
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474 Normalizzazione in livello ed in frequenza 

Quantità e ffetti va 

Parame tri di contro llo dei 
generatori cli tensione con­
trollati i n tensione e di 
corr en te controllati in cor­
rente 

Impedenza di ingresso o 
di rras ferimen co Z( s) 

Ammettenza di ingre sso o 
d i trasferimen to Y( s) 

Funzioni di trasferimen to 
i n tensione o in corrente 
F(s) 

Esempio V.8.1. 

Quantità normalizzata 

<1>0 = f0: normalizzazione in frequenza 

<1>
0

= w0 : normalizzazione in puls azione 

inal terati 

z(N)(s (N>j = Z(s(N)c'llo)/Ro 

y(N)(s(N)) = Y(s(N)<l> ) R 
o o 

V.8 

Mettere in ev iden za le operazi oni di normalizzazione e denormolizzazione se­

guite nell'analisi del circu ito di fig. V . B.1, che rappresento un filtro po sso-bosso tipo 

Coue/ 1 ) . 

·G!S51S~tJ @ + ~~~~e, c,f •k" 
G__, \0 ~ '6) 

Fig.V.8.1 - Ci rcuito conside rato nell'esempi o V.8.1. I valori dei componen ti sono : 
~=600, C1 =:_27 ,50, C7 =_7,813, C3 =_3 1,'i0, C(Ì=46,85, C5 =24,4 2, C6 =3 1,88, C1= 
-15,58, L 2 - 9,899, L 4 -4,244, L 6 - 'i,232 ( , n F, mH). 

Effettuiamo le normalizzazioni in pulsazione e Ii vello, scegliendo: 

w
0 

= 66. 130, 'i rad / sec ; 

(1) - Lo schema del filtro è preso da R. Saal, e Der Entwurf von F iltern mi t Hi lfe des Ka­
talogues normierter Tiefpasse •, Ed. Telefunken, 1963. 
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Applicando le corrispondenze di cab. V.8. 1 con <1>
0 

= w
0

, s1 ha: 

R=l 

C
1

=1,091 ; C2 =0,3102; C
3

=1,2'50; C
4

=1,8-;9 

C 5 =0,9689; C6 = 1,265 C7 =0,6181 

L6 =O, "'767 

Effettuando l'analisi in frequenza del circui to mediante il calcolatore con il pro­

gramma descritto nel § V.B, si o tti ene per il modul o della funzione di trasferimento in 

tensione (_ Vu/V g l'andamento di fi g. V.8.2. 

4, 14 UJU!l./_ 
I : I 

I I : 
I I I 
J '<I" I I""' 
I~ I 8 I CÀ 

I~ I 12 I ~ 
I 0 • I I,.._ 

f (Hz) 

1052 5 11288 12325 18092 

Fig.V.8.2 ·Risposta in frequenza del circuito di fig. V.8.1, dopo la normalizza· 
zione e s uc èeSs1 va denormalizz azi one . 

La risposta effectiva del circuito s i ottiene denorm a li zzando la frequenza in fi· -----
gur a V.8.2. Ciò comporta sempliceme nte la modifica dell'asse .delle ascisse, come in-

dicato nell'asse riportato in basso nella stessa figura. L'asse dell e ordinàte rimane i­

nalterato, in quanto la funzione di trasferimen to in tensione non subisce variazioni per 

effetto della normalizzazione in liv e ilo. 

Osservazione V.8.2, 

L ' operazione di normalizzazion e può essere intesa in senso più a mpi o di qu e llo 

fatto, per raggiungere scopi partico l ari. Di seguito riportiamo un esempio a tale ri guar­

do, relativo alle normaliz zaz ion i ~E~zate di fre quenza e di liv tl.\2 , us a te per tra· 

· sformare un circuito cosricuito solo da resistori e condensatori in un o costituito da in· 
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dutco ri e condensatori(! l. L a normalizzazione generalizzata in livello consiste nel so­

stituir e al posto di R 0 una funzion e di una variabile/P: opportuna, cioè: 
---.'..--' 

(V.8.4) g(p) 

La normalizzazione generalizzata in frequenza co~siste nel so stituire alla va­

riabile s la nuova variabil e p tramite la relaz ion e: 

s = f(p) 

Per effetto delle due norma li zzazion i contemporan ee, il resistore di resistenz a 

R corr i sponde ad un bipolo nella variabil e p d'imp e denza : 

(V .8 .6) z(Nl(p) = R/g (p) 

ed i l condensatore di capacità C ad un bipolo di impedenza: 

(V.8.7) 
e f(pl g(p) 

Volendo trasformare un circuito costituito da resistori e condensatori in uno co­

s tituito da indutcori e condensatori , si vede facilmente c h e è suffi ciente scegliere: 

(V.8.8) 
+-- -·-
' g(p) = l / p I; -· 

, __ _ 
f(p ) = p2 

In tale modo i l resistore corrisponde nella v ariabil e p ad un indutcore di indut­

tanza R ed il condensatore riman e inalterato. Supponendo di conoscere le proprietà dei 

circuit i cos tituiti d a induccori e condensatori è facile ricavare '!uelle d ei ci rc ui t i costi­

tuiti d a re sis tori e condensatori (circuiti RC); infatti la funzione di rete del ci rcui to 

RC è legata a qu e ll a del c ircuito L C n el seguente modo, effe ttu ando la denormalizza­

zione: 

(V.8 .9) 

impedenza di ingresso 
o d i trasfe rime nto 

a mmenenza di ingresso 
o di trasfe rì me n to 

funzion e di trasferimento 
in tensione o in corrente 

(1) - La trasfo rm azion e riport a ta come esempio è la base de l metodo per la derivazione 
de ll e propr i età dei c ircuiti cos riruiti da resi s rori e c ondensatori da qu e ll e dei c irc uiti 

(segue) 
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V.9 Caratterizzazione nel dominio della frequenza di alcuni circuiti tipici 477 

V . 9 ·Caratterizzazione n.el dominio della frequenza di alcuni cir­
cuiti tipici . 

La caratteriizazione nel dominio della freque_nza d~i circuiti è 
di fondamentale importanza, iri quanto, come messo in evidenza nel pa· 
ragrafo precedente, è la pili facilmente rilevabiLe per via sperimental e . 
Il caso-pi~ importante dal punto di vista delle applicazioni, cioè quello 
in cui interessi una sola eccitazione ed una sola risposta (caso de lla re ­
e~ 2-porte)! verrà considerato iri dettaglio nel § Vl.7.2. Nel caso presen­
te limiteremo la nos traattenzione ad una categoria di circuiti el e menta­
ri di grande importanza pratica: i circuiti risonanti. La caratte rist_ica di 
questi circuiti è il fenomeno delra di?fcfnan a», c ire consiste in un'inten­
sificazione notevole delJ'. effetto g~ll ' e ccitazione, qu~ndo il~ ircuito con­
siderato si trova in una situazione par_çi..ç olE._re, detta di « ;~onanza • . Il 
tenoméno della risonanz a è cl11ara;:;ente visibile nel d~~~della fr e­
quenza per i due schemi possibili di c ircuito risonante parall e lo (figura 
v.<fla ) e di cir;uit;;rs~nante seri e (fig.V.9 .1 b). 

L 
p 

a) 

R 
p Fig.V.9 .1 · Circ uiti ris onanti: 

a ) p a ra ll e lo ; b) seri e . 

~ V.9.1 - Circu ito risonante pa rallelo . 

Con s ideriamo pe r primo il circ uito risonante parallelo, ecci tan do­
lo con un generatore di corrente sinus oidal e di a mpiezza unita ria e fre ­
que nza variabik. Come risposta con s ideriamo la corrente i R che scorre 
ne l resistore. Usando i fasori, si ha (fig.V.9.2): 

costituiti solo da induttori e condensatori . Si veda ad esempio G . Martine lli , e Sintesi 
delle reti elettriche >, Ed. Siderea, 1970 , Voi.I , § II .8. 
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i. f G ~ -1:-J uJ e + -' -
!:._. \ I y J tJ ~ - - ...... l;' 

Gp 
I R = ---------

. 1 
G + i wC +--

P P jwL 
p 

(V. 9.1) I = 1 
g 

1 

(
w _wwo ) l+jQ -wo 

LO CUL: 

R 
p 

(V.9.2) Q = w C R = 
0 P P w L 

o p 

1 

~L C p p 

Fig.V.9.2 ·Circuito ris onante pa· 
rallelo con eccitazione mediante 
generatore di corrente. 

i = COS!<lt g 
L 

p 

Il rapporto tra risposta ed eccitazione è di conseguenza: 

(V. 9.3) I f I = 

1 

2 

' , l+Q' (: - w~) 
o 

(V.9.4) 

V.9 

Gli andamenti di tali due funzioni , che definiscono la risposta iri 
frequenza del circuito risonante parallelo, sono riportati !n fig.V.9 .3. Il 
fenomeno della risonanza risulta chi?-..!~mence vi sibile nell'andamento del 
modulo, in quanto al variare di w 0 l'effetto·,-; parità di causa, varia no­
tevolmente, essendo _esaltato_iri_ çprrispon.denza alla pulsazione w-;;tJ5er 
questa ragione alla ulsazione w

0 
definita nella (V.9.2)~s1 dà il n;m-e 

-di 7 j)iiZ:iazione di rf_s!?.!!:!:'!:3..!!> ~e! alla corrispondente frequenza «]Jeq_uen­
z a di risonanza>. L'entità della riso_r:i an za , cioè de lla rapidi tà di varia­
zione del!_'.effetto al variare della pulsazione ,dipende dal coefficiente Q, 
a cui si dà di conseguen za il nome di «coe fficiente di ri sonanza>. ) In 
particola re iCcoefficiente Q fornisc e una misura diretta dèlla forma el-
a « c;;mpana-,;che rappresenta l'andamento del modulo della risposta. In­

fatti , se calcoliamo i valori di pulsazione per i quali il modulo al qua-
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V.9 Caratterizzazione nel dominio della frequenza di alcuni circuiti tipici 479 

drato della risposta è ridotto a metà del valore O> che ha in corrisponden­
za alla risonanza, si trova 

(V.9.5) 

J _j_ 

~= ~1+ 1 ± - 1-
Cùo 4Q 2 2Q 

'•' !_ " U) _ 

r:t/ d!, 

Fig.V.9.3 - Andamemo del modulo e dell'argomento della ri s posta in fr e­
quenza del circuito risonante. 

(1) - Utilizzando le unità lo~aritmiche, tale rid uzione corrisponde a 3 dB , poic hé la mi­
sura in decibel (dB) è definna da: 

- 20 log 10 I risposta I =decibel \ ,·"" "'" 

Le pulsazioni che si considerano, definiscono di conseguenza la ba nda entro cui l 'at­
tenuazione è inferiore a 3 dB. 
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I valori che interessano in pratica per il coefficiente Q sono mol­
to maggiori di uno, per cui: 

(V. 9.6) 
1 

1 ± 
2Q 

Q » 1 

a cui corrisponde: 

(V. 9. 7) f =f (1--1) 
l o 2Q 

Di conseguenza il coefficiente Q è uguale a: 

(V. 9.8) Q 

che corrisponde alla seguente definizione : 

Definizione V.9.1 · e // coefficiente di risonanza di un circuitorisonante 
è il rapporto tra la frequenza di risonanza e la larghezza della banda di 
frequenza per cui la risposta in ampiezza è ridotta per non più di 1/ f2 
di quella a risonanza (3 dB ). T aie definizione vale solo se il coeffi· 
ciente Q è sufficientemente maggiore di uno•. 

La defiriizione V.9.1 fornisce un procedimento operativo per mi­
surare sperimentalmente il coeffiCiente di risonanza Q. 

V.9.2 ·Circuito risonante serie. 

Consideriamo il circuito risonante serie, eccitandolo mediante 
un generatore di tensione sinusoidale di ampiezza costante e pulsazio­
ne variabile, come indicato in fig. V.9. 4. Come risposta consideriamo la 
tensione v R ai capi del resist.ore R

9
• Usando i fasori, si ha: 

R 1 
s 

(V .9.9) V = 1 g 
V R = --------- = 

1 
R +j w L +--

s " j w C,, ( 
w w o) l+jQ - --
(.ù o (.ù 

Dalla (V . 9. 9) si vede chiaramente che il comportamento del cir­
cuito risonante serie , eccitato con un generatore di tensione e conside­
rando come risposta la tensione sul resistore, coincide con quello del 
circuito risonante parallelo, eccitato con un generatore di corrente e con-
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Fig.V.9.~ - Circ_uito riso­
nante sene eccitato con 
un gene ratore d i tensione. 

481 

siderando come risposta la corrente nel resistore. Di consegue nza si pos­
sono estendere al caso serie tutto quello che è stato detto per il caso 
parallelo. 

- Considerazioni fisiche ed energetiche sulla risonan z a . 

Il fenomeno della risonanza è caratterizzato dal punto di vista fi­
sico dall'equilibrio tra l'azione del condensatore e quella dell 'induttore. 
Ciò può essere visto sia in termini energetici sia in termini di corrente 
per il circuito risonante parallelo ed in termini di tensione per il circui­
to risonante serie . 
.-- Consideri amo il circuito risonante parallelo. In questo caso i fa­
sori dell~ s:orrenti che perc~r~no i tre elementi, rapportati al fasore del­
la corrente del generatore (fig. V. 9. ?.f valgono : · ,.._.. 

1 
I R 

(~ -~) 1 + j Q 
wo w 

w 

jwC jQ 
wo p 

(V.9.11) le :::: 

1 
(_::>_ - ~) G +j w C + -- 1 + jQ 

P P j w L wo w p 

1 wo - j Q 
jwL w 

IL 
p 

1 
( w w 0 ) G +jwC +-- l + jQ - --

P P j w L w o w p 

Si vede dalle formule (V. 9.11) che negli elementi reat ti vi, in cor­
rispondenza della risonanza : 

1) J_e correnti nel condensatore e nell'induttore differiscono solo per il 
segn~· 

G. MARTINELLI- M.SALERNO: Fonda ment i d i Elett rotecn ica 61 
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2) il modulo della corrente che scorre in ciJiscJmo_clegli_e lementi reatti -
2L è_fil} volte_ maggiore di quello-dell~ente che scorre nel resi store.., 
che coincide con la corrente erogata dal generarore.\ 
--- - - l 

La prima osservazione mette in evidenza l'azione di bilancia­
menì:o tra le azi oni del condensatore e delT'lnaUci:ore, per ~ffe.tto del qua­
re-s-r-t'i a a rison~nzal La~~c ;;;-<la-zissèrvazione deve esse_re te~ta pr~­
sente nella valutazione effettiva delle. cor.r i:: nt i che scorro_no negl i ele­
menti. er va on e evati-d~i Q la corrente negli e l ementi reattivi è di 
ampiezza notevolmente_ ~a_gg_i_ore di quella che il circuito risonante as­
sortie esternamente dal generatore . Un particolare dalla_ _Q?serva zione_ 2) 
scaE:!.E.!~la seg~efinizione del coefficient ~ Q nel caso del cir- . 
cuito ri sonante parallelo: 

- Definizione V.9.2 - « Il coefficiente di risonanza di un circuito risonan-
f'r,,_ J.c I te p_çirallelo è definito come il rapporto tra l'ampiezza della corrente in 
~- J_; uno qualsiasi dei due elementi reattivi (co ndensatore o induttore)e l 'a m­

<S" o.J.:.w, piezza della corrente erogata dal generatore quando la frequenza della 
eccitazione è quella di risonanza ~. 

Un 'ulteriore definizione del coefficiente di risonanza è basata 
sull ' aspetto energetico del bilanciamento delle azioni del condensato­
re e dell'induttore. A questo scopo calcoliamo l'energia media imma­
gazzinata in questi due elementi, in funzion e della corrente del genera­
tore di corrente (fig. V. 9.2). In base alle (V. 5. 43) e (V. 5. 49), si ha: 

(V.9.12) 

z 
\"ld Q2 (-~ )

2 

( -p\ 1 w o 

\:2)= 4 L P ( w w ) 2 

1 + Q2 ___ o 
w o w 

\ 1 2 1 ( 1 )2 E --cJvJ=-C -
e 4 P e 4 P w C 

p 

1 
=-L 4 p 

Q2 

- :o) 
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In corrispondenza della risonanza risulta: 

(V.9.13) 
1 

e =-L Q2 
'- L 4 P 

- 1 
~ = - L Q2 

e 4 P 

Contemporaneamente la potenza a ttiva dissipata sul resistore va­
le R /2 . Quindi tenendo conto di ciò e della (V.9.1 3), si vede che: 

p 

(V.9.14) 

da cui scaturisce la seguente definì zione alternati va di Q: 

Definizione V .9.3 - e Il c oeff i(; iente d i risonanza di un circuito risonante 
è il prodotto della pulsazione per il rapporto tra l'energia media imma­
gazzinata negl i elementi reattivi e la potenza attiva assorbita dal re si­
store in corrispondenza alla risonanza •. 

Consideriamo ora il circuito risonan te serie nella situazione di 
eccitazione di fig. V. 9. 4. In ques to caso i fasori delle tensioni applicate 
ai vari elementi va lgono: 

1 
VR=---------

1 + j Q (-w -_wo) 
wo w 

I 

(V .9.15) 

j wL
9 

VL= ----------
R +1· w L + 1/1· w C 

9 8 8 

wo 
-jQ-

Cù 

( 
W WO ) l+jQ - - -

wo w 

"Q w I -
W O 

( 
w wo) l+jQ ---

Cù o w 

Da queste formule cleri vano osservazioni analoghe a quelle che 
abbiamo fatto nel caso del circuito risonante parallelo ed in particolare 
una definizion e an aloga alla V.9.2 , cioè: 
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Definizione V.9.4 ·« Il coefficiente di risonanza di un circuito risonante 
serie è definito come i l rapporto tra l 'a mpiezz a de lla tensione ai ca­
pi di uno qualsiasi degli elementi reatt ivi e l'ampiezza della tensione 
impressa dal generatore, quando la frequenza del! 'eccitazione è quella 
di risonanza ». 

Una conseguenza interessante di questa definizione è che nel 
caso di circuiti ad alto Q la tensione ai capi de gli elementi reattivi è 
lllolto più elevata di quella del generatore. Si ha perciò un aumento no­
tevole della tensione, a cui è opportuno fare "'a'tteìi zione. Nel ca so del 
circuito risonante sene l'energia media immagazzinata nei due elementi 
r'èatti vi val e : 

/ ~( :0 )

2 

E e J ~ e r/_--______ _ 

4 I+ Q2 ( _u.:_· - _w_o )2 
wo w 

(V.9.16) 

I I I 
EL=: 4 L

9 
\I \2 = - L 

L 4 s w 2L2 
_../ s 

l/2R s 

Tenendo conto che la potenza attiva dissipata sul resistore vale -- --e che a risonanza: 

(V .9.17) 
e 
_s Q2 
2 

si ottiene che ,anche nel caso del circuito risonante seri~ il coefficien-
1 nsonan puo essere caratterizzato mediante la definizione V .3. --- . -------- --- - - -
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La presenza di un resistore nei due ti pi di circuì ti risonanti è d_ç>­
~uta al fatto che l'induttore ed il -;:ond ensatore- reali sono a ffet ti d_a pe_r­
cfite. Come messo 1n-éviden za nel § I.6. 7 tali perdite vengono sche matiz­
zate media;te opportuni coefficienti di merito che dipendono usualmente, 
oltre che dalla tecnologia con cui vengono realizzati gli ele ment i, anche 
dalla frequenza. C_l!iamando con QL e con Qc i coeffici enti di merito 
lfei d~ elem_enti reattivi per (.ù = (.ù o ed utilizzando il - circuito equi va-

,--- - -- --1 ,-- ------1 
I I I I 
ICP Qc I I I 
I I I wOLpQL I 
I w0CP I I I 
I I I I 
I I I I L __ -- ___ J L __ _ _____ _J 

,----------, 
: woLs : 
I L QL I 
I s I 

r--- - -----, 
I I 
I ___ I 
I C5 w0C Q I 
I s e I 
I~ 

L _________ _J L _______ __J 

F ig. V. 9.5 - Circuiti risonanti parallelo e serie realizzati con component i 
reattivi reali. 

iente serie o parallelo di fig. I. 6. 9, si ha per i due tipi di circuiti n s o­
nanti la situazione di fig. V. 9. 5. Si vede che il coefficiente di nsonanza 
nei due casi vale: 

(V. 9.18) 

caso parallelo: 

che dimostra la seguente proprietà: 
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Proprietà Y.9.1 ·«Il coefficiente di risonanza di un circuito risonante è 
sempre inferiore al coefficiente di merito degli elementi reattivi che com­
pongono il circuito risonante». 

Ulteriori notizie e proprietà riguardanti i circuiti risonanti pos­
sono essere trovate in un qualsiasi testo di radiotecnica. Si veda ad e­
sempio: F . E. Terman, « Electronic and Radio Engineering », McGraw-Hill , 
1955, Cap.III. 

* 
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APPENDICI AL CAPITOLO V 

APPENDICE V. A ..._Si;_ltfili-trifase ti icij 

Nel par. V.4.4 è stata considerata la soluzione di un sistema tri­
fase generico, nel quale no_'-1_.Yi esa_alc_4na_r:.elaziQne_ fra l.e tensioni e le 
correntld( fas·e.Tuttavra;- in molte applicazioni, risultano particolar­
-mente importanti quei sistemi trifase nei quali il triangolo delle tensio­
ni e quello delle correnti, nel piano dei fasori, soddisfano a particolari 
condizioni di simmetria.~ r.es_ente aragtafo y_err:.anno presi in esame 
t li_si.s.t~mi -~ ~~a-~n~_des~ritte ~-c:un$_ loro pr_?. p_ri$,tà caratteristiche 1 . 

Con riferimento alla . · g,,,Y....AJ s i considerino le ! re tensj_oni st~ l-

late ~ 1 , E 2 , E 3 . Se esse go<lo~o delle seguenti p_ro riet!.:f -

Fig.V.A.1 ·Schema generale di un sistema trifase. 
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488 Sistemi trifase simmetrici ed equilibrati V.A.l 

-j(k - 1)~ 
(V.A.1) Ek =E e 3 e: con k = 1, 2, 3 

E ' f . 11 ~l . ove e un vettore generico, a ora 1 sistema 
me trico'. di, tipo di;.;;_to/ Se in v~-ce della (V. . 

trifase viene detto sim ­
è soddISf~~ f~-;eg;en-

te propneta: - · 

(V.A .2) 
+ j (k-1) 12!. 

Ek = E e 3 

\i" 
con k = 1, 2. 3 - .... _ 

allora il sistema trifase viene detto simmetrico di tipo ... inverso. Ripor­
tando le tre tensioni stellate sul piano dei fasori, s i ottengono i dia­
grammi riportati nella fig. V.A.2, per il caso diretto a) e per il caso in­

verso b), avendo scelto arbitrariamente E = j . 

z 
" (j) <D .... 
(li.< feJr).,.,. I \ 

~ '(a,~l~ I \ 
E 1\ V21 V I 

l~/ I 

\ t "" IJtn')-...:) I o 
Ez 

\ o 
I \ 

I 

@ ~ 
V32 

3) 

a) b) 

Fig.V.A.2 - Diagra mma delle tensioni stellate e concatenate per sistemi 
t rifase simmetrici ; a) sis t ema trifase simmetrico diretto, b) sistema tri­
fase simmetrico inverso. 

E' evidente dalle fi g. V.A.2 che anche le tre tensioni concatenate 
y _ _,21~ , V l3 godo no di particolari condizioni ~s)_mmetria ed in pa ni­
colare hanno tutte lo stesso _modulo m è facile ricavare _.@ _relazi_one 
fra il modulo V ed il modulo E delle tensioni stella te.\ Tale relazione · 
èTa seg_ueut~: ---- -- _-;;---- --- ---

(V.A .3) 1V = f3 E . 
1-----\'· 

Se le tre impedenze di carico Z 1, Z 2 , Z 
3 

sono uguali fra loro: 

(V.A.4) 

allora anche le tre correnti di fase 11, 12, 13 godono di particolari con­
dizioni di simmetria . Infatti , in questo caso, in base alla (V.4.6), si ri­
ca va per la tensione E fra i nodi O e O' di fig. V. A. 1: 

(V. A. '5) 
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V.A.1 Sistemi trifase simmetrici ed equilibrati 489 

Pertanto le tre correnti di fase si possono ricavare con le relazioni se­
guenti: 

(V . A.6) con k = 1, 2, 3 

Quindi le correnti di fase godono di proprietà del tutto analoghe alle 
(V.A.1) per i sistemi diretti e (V.A.2) per i siste · ·nversi.ln ues t,.9-ca­
sill_sis~ema trifase prende il nome di «e uili brato ». 

Il diagramma Clefle tensioni e delle correnti per un sistema trifa­
se s immetrico ed equilibrato è mostrato in fig. V. A. 3, nel caso diretto. 

Fig.V.A.3 - Oiagramma delle 
tensioni stellate e delle cor­
renti d i fase per un sistema 
trifase simmetrico ed equili­
brato . 

CD 

Applicando le definizioni di potenza atti va e re atti va, date nel 
§ V. 5, s1 ottiene per un sistema trifase simmetrico ed equilibrato: 

(V. A. 7) 
3 

po tenza attiva = P = . L 
a k = l 

{3 
-- VI cos ~ 

2 

3 
- - E· I cos ~ 

- 2--
k 

ove I è il modulo comune delle tre correnti di fase e ~ è l 'an olo di 
sfasamento fra ciascuna tensione stellata e - la rel~iva cor~ent e df"fa;e , 
come mostra to in fig.V.A.3. ~a potenza P a rappresenta la potenza at­
tiva trasferita globalmente dai tre generatori verso le tre impedenze di 
carico. Per la potenza reattiva si ha: 

(V. A. 8) 
3 1 3 f3 

P R = 2: - Im [E I*] = - E· I sin~ = - V I s in <I> 
k=l 2 k k 2 2 

Una notevole proprietà si ha nei riguardi della potenza istanta­
nea totale transitante dai generatori verso il carico. Utilizzando infatti 
la (V. 5. 7) si ottiene: 

G. MARTINELLI- M.SALERNO: Fondamenti di Elettrotecnica 6 2 
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p( t) 

(V.A. 9) 

risulta: 

Sistemi trifase simmetrici ed equilibrati 

Tenendo conto delle (V.A.I) e delle (V.A .6) si ottiene: 

3 I [ E
2 

p(t)=-E·Icos<l>+-Re -
2 2 z -----Essen.do: 

3 -j(k-J) 4TT 
2: e 3 

k =I 

-~ 

o 

4 7T 

e ..j(k-I l 3 J 

( 3 
(V.A . IO) \ p(t) -El cos <l> - p 

'- --" 2 a 

I 
e pertanto s i ottiene la seguente proprietà (Il : 

V.A.l 

!
Proprietà V.A.1 - 1Jn sistema .trifase simmetrico ed ~g_uili ~rat~ tr~sferi­
sce dai eneratori verso il carico una potenza istantanea totale costari"te-

,[nel tempo ed uguale alla p_oten ;~ ;ff"iva to~e } - -- -----

Osservazione V .A.1 . 

La proprietà V. A. I mostra ch e , a differenza del caso generico in cui l a poten· 

za istantanea p(t) i n regime permanente dipe nde dal tempo ( si veda ad esempio la fi­

gura V. 'i . 2 riferita al circuito di fig.V.'i.1', ;;-;,17;. s~ di ~rcuito trifase si~metrico 
=.? !.ouilibrato si ha l'indip~!'denza dal tempo della potenza istantanea totale ; natural· 

mente la propri e tà V. A. I non vale nei riguardi dell e singole potenze istantanee assor· 

bi te da cia~ cun~ dei tre bipoli-~o;tituentill-car~co. I . 
In base alla proprietà suddetta è facil e preve d e re che il trasfe riment o di e ner· 

gi a dai ge neratori verso il carico, nel caso d e i sistemi trifase simmetrici ed e<:?uilibra­

ti deboa avere dei vantaggi ri spetto ai caso generico, poiché in quest'ultimo caso l a 

potenza atti v a è .pari solo in media alla potenza ista ntanea e non istante per istante. 

Tale risultato può esse re provato facilment e facendo riferimento ai due circuiti mostra· 

tinelle figg.V.A.4a e b. 

Il circuito di fig. V. A.4 a mostra un carico trifase a limentato da una linea carat­

terizzata da tre resistori di resistenza R; il circuito di fig. V.A.4 b mostra invece un 

(l) ·Si vede faci lmente che la proprietà V.A.I vale a nc h e per i sistemi trifase di tipo 
inverso. 
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s ingolo bipolo a limen ta to d a una linea c araccerizzata da du e re si stori d i resi ste nza R . 

(luest'ulti mo circu ito ve rrà d e nominato p e r contrapposizi on e • circuito mono fa se•. 

+ R 

+ 

R Il 
a) b) 

Fig.V.A.4 - Confronto fra un circuito trifase simme trico ed equilibrato (a ) e d 
un circuito monofase (b). 

Conside rando come •utile• la potenza dissipata sul carico e come • p e rdura • la 

potenza dissipata sui resistori di linea, nel caso trifase si ottiene: 

3 pO) (V. A.11) potenza utile E· I cos<I> 
2 u 

3 
I I 1

2 R pCl) (V. A. 12) potenza perduta 
2 p 

mentre nel caso del circuito monofase s1 ottiene: 

(V.A.!)) potenz a utile 
2 

(V. A.14) potenza perduta 

E· I cos <I> 

I I 1
2 R p(2} 

p 

p(2} 
u 

Effettuando il rapporto fra potenza utile e potenza perduta, si ottiene: 

(V.A.1'5) pCll ; pCll 
u p 

2 p(2) / p(2) 
u p 

che mostra la convenienz a del sistema trifase rispetto a quello monofase net riguardi 

della trasmissione dell'energia n e l caso sinunetrico ed equilibrato. 
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" V,. A,2 ·Sistemi trifase non simmetrici e non equil ibra ti . 

Nelle applicazioni, il casodeisistemi trifase perfet tamente sim­
metrici ed equili brati è difficile da ottenere, iri quanto uno squilibrio sul­
le tre impedenze di cari.co dà luogo ad uno squilibrio fra l e tre correnti 
di linea e quindi una dissimmetria fra le tre tensioni su l carico a causa 
delle impedenze interne dei generatori (pur ammettendo perfettamente 
simmetrico il sistema delle tensioni a vuoto) . P e rtanto risulta molto im­
portante il caso dei sistemi trifase che si discostano da quelli cons idera· 
ti nel paragrafo precedente . ' 

Tutta via il caso simmetrico ed equ ilibrato conserva la sua impor· 
tanza a causa della seguente proprietà, che perme tte di ricondurre ad es­
so anche il caso piìi generale. 

Proprietà V.A.2 - Ogni terna di grandezze (tensioni o correnti) costitui­
ta da tre vettori generici A

1
, A

2
, A

3
, si può sempre suddividere nella 

-. f r, '.I somma di tre terne, nel mocfo seguente: l 

a) una terna trifase simmetrica dire}ta Adl, Ad 2 , Ad 3 ; )'·I ;j/ -~ ~ , 

b) una terna trifase simmetrica inversa Ail, Ai 2, Ai 3; 
'=---

e) una terna monofose_ A 0 , ~ 0 , ~o· 
"\ ,,, 

I/'\ . • '4 I I 

I ~ < 

La dimostrazione della proprietà V.A.2 si riduce alla risoluzione di un sistema 

di tre equazioni in tre incognite. Infatti la proprietà stessa si può esprimere analitica-

mente nel modo seguente: 

(V.A. 16) 

Ao+ Adl + Ail = AJ 

Ao + Ad2 + Ai2 = A2 

I 
Ao + Ad3 + Ai3 = A3 

Ricordando le (V.A.I) e le (V.A. 2), detto a: = e 

\ Adl =Ad; L Ad2 =Ad a·4 
(V .A.17) 

I Ail=A i ; A i2 = a 

27T 
j-

3 

J 

r-) .t) 

si ha: 

A =A a·~ d3 d 

A =A a2 
i3 i 

·,V, 
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( \ '. A.18 ) 

Es s endo il dererminanre de i coefficienti diverso da zero, si possono ricavare l e 

tr e in co gnit e A0 , Ad e Ai ,il che dimostra la proprietà (V.A,]) .\ 

II sistema (V.A.18) permene a nche di determinare l a formula per il c a lcolo di 

A0 , Ad e Ai; in fatti ricordando c he l +a +a =O, si occiene facilmente:~ 

l 
-(A , +A 2+A) 
3 • 3 

(V.A.19) 

A. 
I 

Le formule (V. A.19) possono essere uti lizzar e facilmente anche ervia grafica 

osservando che a è un o eratore c h e ruota un vettore òi un terzo di angolo giro in sen-- - -- --- --
so an tior ariol raie interpretazion e gra fic a è data in fig. V. A. 5. ~ 

Fi g. V .A.5 - Costruzione grafica per ot­
tenere l a suddivisione di una terna di 
tre vettori · secondo la proprietà V.A.2, 
in base alle formule (V .A.19). 

120° 

I 
I A J 
I 3 
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La proprietà V.A.2 è notevolmente importante in molte appl ica­
zioni, quali ad esempio quelle riguardanti le macchine elettriche sia nel 
caso che la si utilizzi per trattare una terna on simmetrica di tension i 
sia nel caso di Una terna non equilibrata di correnti." Particolarmente u­
tili sono le conseguenze di tale proprietà sulla potenza complessa tran­
sitante globa1mente in un sistema trifase. 

Considerando infatti un sistema trifase generico ; la potenza com­
plessa assorbita dal carico risulta: 

(V.A.20) p 
e 

Supponendo che il sistema trifase sia non simmetrico e non equi ­
librato, appliCando la proprietà V.A.2 si ottiene: 

(V.A.21) 

tenendo conto che il termine monofase della corrente è nullo in base alla 
prima della (V.A.19), essendo ± lk=O. La (V.A.21) si può semplificare 

••• notevolmente, poiché: 

3 

2: Er!ìk:ì = O; 
k =l I 

Quindi si ottiene: 

(V.A.22) . 

Pertanto la potenza complessa totale ~ par~~lla somma delle po­
tenze trasportate dai due si sterni cri fase simm_etrici . ed equi l i braci' di ret­
to e inverso, essendo nulli tutti i termini mutui nell'espressione (V.- A.21) . 
Si ha p:_:canto la seguente proprietà: \ 

Proprietà V.A.3 - «La potenza complessa trasportata da un sistem a tri-\1 
fase generico è pari alla somma delle potenze complesse traspor tate sin-I 
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V.A.2 Sistemi trifase non simmetrici e ~on equilibrati 49'i 

golarme nte dai due sistemi trifase simmetrici ed equilibrati, diretto ed 
inverso, otteni_bili applicando la proprietà V.A.2 alla terna delle tensio­
ni e alla terna delle correnti ». 

Ovviamente la proprietà V.A.3 dà luogo a due analoghe propne­
tà riguardanti la potenza atti va e reattiva. 

Esempio V.A.1. 

Assegnato il sistemo trifase simmetrico di fig. V.A.6,ricovore con il metodo gra­

fico lo terno delle correnti di fa se . Suddividere quindi tale temo secondo lo proprietà 

V.A.2 ed ottenere lo potenza assorbito dal corico utili zzando lo proprietà V.A.3. 

+ 11 

El 
2R 

o 

13 

•2 
Fig.V.A.6 - Sistema trifase simmetrico e non equilibrato considerato nell'esem­
pio V. A.I, E= 200V, R =IO 0. 

Utilizzando la (V.4 .6) si ottiene la tensione del nodo O' risp e tto al nodo O, Ec. 
Si ha: 

G E1 
El -+ E

2 
G + E

3 
G 

El 2 2 
E - - -=---

X G 5 5 
-+ 2G 
2 2 

Utilizzando il metodo grafico e scegliendo arbitrati amen te pari a 71/2 la fase di 

E
1

, si ottiene il diagramma delle tensioni indicaro in fig. V.A. 7 a; il corrispondente dia­

gramma delle correnti è riportato in fig. V. A. 7 b. 

Dalla fig. V. A. 7 b si ottengono i seguenti valori approssimati per le correnti: 

12 ~ 17' 5 - j 6 ; "' 13 =- 17,5 - . 6 (A) 

Suddividendo la terna delle correnti in base alla proprietà V.A.2, secondo la co­

struzione di fig.V.A.5, si ottiene il diagramma di fig.V.A.7c; dal suddetto diagramma 

si ottengono i seguenti valori approssimati di 3 Id e 3 I i: 
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31 ~ j 48 
d 

d a cui si ottiene Id ~ j 16 e I i ~ - j 4. 

(A) 

V.A.2 

Per quanto riguarda la potenza, si ottiene che l a potenza reattiva è nulla, es­

sendo il c ari co resistivo ed inoltre risulta anche null a l a potenza trasportata dal siste­

ma trifase inve~so delle correnti, essendo il sistema trifase delle tensioni si mmetri co 

e diretto. Pertanto, per la potenza attiva, si ha : 

1--------i 

100 volt 
a) 

p 
a 

~ 

IO A 

3 

b) 

4800 w 

~ 

10 A 

Fig.V.A.7 - Diagrammi utilizzati nell'esempio V.A.I. 
a) diagramma delle tensioni; 
b) diagramma delle correnti ; 
c) diagramma per ricavare i sistemi equ il i braci diretto 

e inverso delle correnti. 

APPENDICE V.B - Programma FREQUENZ A. 

c) 

Ne lla presente appendice viene riporta ta la lista in FORTRAN 
del pro gramma FREQUENZ A, che pe rmette di anali zzare in regi me per­
manente un c i rcuito elettrico con il metodo dei faso ri. Tale programma è 
la traduzione fedele dello schema a blocchi descritto nel § V. 7 (fi gure 
V.7.1 e V.7 .2). 
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Il programma FREQUENZA utilizza le subroutine NODI 1 e GAUSS, 
per la cui descrizione si rimanda all'appendice II.B del cap.II; tuttavia 
tali subroutine devono essere nel caso presente lievemente modifica te, 
allo scopo di permettere l'esecuzione dei calcoli nel campo dei numeri 
complessi. mentre in origi ne. per l'analisi in continua , era necessario 
solo l'analisi nel campo reale. Poi ché tali modifiche riguardano poche 
frasi, riportiamo di seguito solo le frasi da modificare rispe tto alla lis ta 
di istruzioni dell'appendice II.B. 

Modifiche alla subroutine NODll. 

1) Dichiarare complesse le quantità A, B, R. 

2) Eliminare la frase dichiarati va «doppia precisione», che risulta in­

compatibile con l'analisi nel campo complesso. 

Modifiche all a subroutine GAUSS . 

1) Dichiarare complesse le quantità A, B, SUM, PIV. 

2) Eliminare la frase dichiarati va «doppia precisione». 

3) Sostituire le frasi contenenti il calcolo del valore a ssoluto nel cam­
po reale (DABS), con altre contenenti il calcolo del modulo nel campo 
complesso (CABS). 

Di seguito verrà descritto il modo con cui presentare i dati che 
descrivono il circuito da analizzare e le stampe previste in uscita; se­
guirà la lis ta delle istruzioni del programma. 

Nell'appendice V. C. 2 verranno riportati vari esempi di applica­
zione del programma FREQUENZA ; in particolare, per ogni esempio, ver­
ranno indicate le schede di ingresso dei dati e le stampe di uscita. 

V.8.1 ·Dati di ingresso. 

Le schede che formano l'ingresso di ogni problema che si vuole 
risolvere co n il programma FREQUENZA sono, in gran parte, le stesse 
utilizzate per i dati di ingresso del programma TEMPO, riguardante l' a­
nalisi con il metodo alle differenze finite e descritto nell ' appendice 
III. B al cap.III. Facendo riferimento a tale appendice, ed in particolare 
al § III . B. 1 relativo ai dati di ingresso, di seguito verranno riportate so­
lo le differenze del caso presente rispetto a quello citato. 
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Le schede indicate da a) fino ad h), riguardanti la struttura del 
circuito e il valore dei componenti, sono identiche, salvo: 

1) tutti i formati di irigresso relati vi alle variabili reali sono mod ificati 
in El0.3 (semplice precisione) , invece di Dl0.3 (doppia precisione) ; 

2) le schede c), relative agli induttori , e d), re lative ai condensatori, 
devono essere private dei dati relativi alle condizioni inizi a li e pertan­
to il formato di ingresso diviene per ambedue: ElO, 3, 213 . 

Le sc hede indicate con i) e 1), riguardanti le grandezze che in­

te res sa ottenere co me uscita , rimangono invariate e mantengono lo stes­
so signi fica to previsto nel § IILB. l. 

La scheda m) è omes s a e sostituita con la seguente: 

m)- Una scheda dati nella quale è indicato nell'ordine: 

- la frequenza iniziale ; 

- la frequenza finale; 

- il passo di incremento delle frequ enze. 

Il formato di ingresso è il seguente: 3F.10. 3. 

Osservazione V .B.1 

Il programma FREQUENZA è stato e laborato . con finalità d id attiche,allo sco­

po di ot tenere la rispos ta in _ampiezza di una re te per vari valori della frequenza. Esso 

ha pertanto dei limiti di utili zzabi l ità derivanti princip a lmente dalle seguenti osserva-

z1on1: 

1) i calcoli sono eseg uiti in se mplic e prec is ione; ciò re nd e inadatto il pr ogramma per 

analizzare circuiti con un numero di nodi s uperiore alla dec ina e che danno luogo a si­

stemi mal cond izion a ti ; 

2) r iguardo a tutti i ge ner:itori indipendenti , è previs t o l'ingresso solo c on quantità rea­

li ; pertanto t a li ge ne ratori de vono ave re tutti la s tessa fase (questo pera ltro è il c:iso 

più comune quando intere ssa la rispo s ta in ampiezza); 

3) i va lori della frequenza sono in progressione a r itme tica, mentre tn molti casi è r i­

chiesta una dive rsa c!J.sse di valor i . 

{evidente c he, me ntre alcun i Jei limiti suddetti possono essere nmoss1 cJn 

piccole m•;Jifiche ;:1 l progra mma , :iltri necessit:ino modifiche p iù sostanzi·.ili. 
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V . B.2 ·Dati di uscita. 

Prima di presentare i dati relativi alla soluzione del problema 
dell'analisi del circuito, vengono stampati, a scopo di controllo, i dati 
di ingresso relativi al circuito stesso. Seguono le stampe riguardanti la 
soluzione e sono rappresentate da tante righe di stampa quanti sono i 
valori delle frequenze. Ciascuna riga contiene nel! 'ordine le seguenti 
quantità: 

- un numero d'ordine; 

- il valore della frequenza; 

- i valori delle ampiezze delle tensioni richieste dei van nodi rispetto 
al nodo di riferimento. 

V.8.3 ·Lista del programma. 

1 C PROGRAMMA FREQUENZA 
2 COMPLEX A•B•ZZ 
3 OlMENSION A(60•60l•Bl60l 
4 OlMENSION Rl50l•N1l501•N2l501 
S DlMENSIDN Cl5011NC1l50l•NC2l501 
b DlMENSlON TllOl•NT1l10lrNT2l101 
7 DlMENSION ZLl20lrNL1l20l•NL2120) 
8 DlMENSION ZQl20l•NQ1(201rNQ2l20) 
9 DlMENSlON CTl201•NCT1<20l•NCT2(201rNCT3l20l•NC T4(201 

10 OIMENSION NN1120>•NN2120)•NN3l20l•NN4(201 
11 OlMENSION ZZl10011NZ1!10011NZ2ll00)•JUl101•8Ut10 1 
12 e 
o e 
14 e 
15 e 
16 READl5•1lNDrNRrNLrNQrNCrNT•NCTrNN 
17 FORMAT<8 I 3 l 
18 WRlTE(6r 2 1NDrNR•NLrNQrNCrNTrNCT•NN 
19 2 FORMATllHOr5X1 1 CIRCUIT0 ASSEGNATO:NUMERO NODI:•, 13/ 
20 •6Xr'NUMER0 RESISTORI:••I3/ 
21 •b~r'NUMERO INDUTTORI :•rI3/ 
22 •oXr'NUMERO CONDENSATORI :•rI3/ 
2J •6X1' NUMER O GENERATORI DI CORRENTE=••I3/ 
24 •6Xr•NUMERO GENERATORI DI TENSIONE=••I3/ 
25 •6Xr•NUMERO GENERATORI DI CORRENTE CUNTR. IN TE NS.:•113/ 
26 •6X•'NUMERO NULLORl:•rI3//I 
27 I F(NRlllrllr12 
28 12 READ(5r3) lR(L) rNllL> rN21Ll •L=lrNRI 
29 3 FORMAT(El 0 •J•2131 
JO WRlTElbr411LrR(LlrNl(LlrN2(LlrL:11NRI 
31 4 F0RMATllX•'RES·N•'•I31E12.312I41 
32 11 .CONTINUE 
33 lFlNLl23•23•24 
34 24 READ!5rJllZLILl1NLllLl•NL21L11l:l1NLI 
35 WRITE!br221 !LrZLlLI •NLllLI rNL21LI •L=l1NLI 

(segue} 
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(segue) 
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APPENDICE V .C - Esempi cli analisi in regime permanente. 

Riportiamo di seguito alcuni esempi di applicazione dei metodi 
di analisi proposti nel presente capitolo. 

Un primo gruppo di esempi riguarda l'applicazione contempora­
nea, nello stesso esercizio, sia dei metodi considerati in questo capito­
lo, sia di quelli sviluppati nel cap.III. Tale situazione si presenta usual­
mente quando viene variato lo stato elettrico di un circuito eccitato da 
un tempo molto distante da qu ello in cui interviene la variazione. In que­

s ti casi occorre determi nare la situazione elettrica al momento della va-
riazione con i metodi di .ana lisi iri regime P<:rmanente e, successivamen­
te, applicare i metodi sviluppati nel cap.III. 

Un secondo gruppo di esempi riguarda la determinazione della 
risposta in ampiezza utilizzando il programma di calcolo descritto nel 
§ V. 7, per quanto riguarda Io schema a blocchi, e ne l § V. B, per quanto 
riguarda la lista in FORTRAN. 
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V.C.1 ·Primo gruppo di esempi: permanente-transitorio. 

Esempio V .C.1 . 

Nel circuito di fig. V.C. l, l'interruttore si opre oll'iston te t=O. Nell'ipotesi che 

il generotore di ten s ione indipendente sinusoidale agisco do un tempo sufficientemen­

te lontano rispetto o t=O, in modo do poter supporre il circuito o regime nel momento 

dell'apertura dell'interruttore, determinare quanto vole l ' energia immogozzinotonel con­

densatore dr capaci tà c l all'istante t = l sec. 

c=O 

l: I 

Fig.V.C.·l - Circuico consideraco nell'esempio V.C.l. I valori dei componenci , 
espressi in 'l, F, V, sono: 

R1 = 2; R3 =1, C1= 0,5, Vg = 2 sin(2c+ ;) 

R2 = 2; R4 = 3, C 2 = C 3 = I 

li circuico da analizzare può essere consi deraco con buona approssimazione in 

regime permanente sinusoidale ali' i scante t =O, prima dell 'apercura dell 'incerruccore. 

Occorre perciò analizzarlo con il metodo dei fasori. Tenendo conco che la pulsaz ione 

è "' = 2 e che il faso re della cen sione del generacore indipenden ce è 

si occiene il circuico crasformaco nel dominio dei fa so ri moscrato in fig. V.C. 2. 

Ana lizzando cale circuico con il me codo dci nodi, prendendo come nodo d i rife· 

rimenco il nodo 6, occeniamo le segue nci equazioni: 

nodo I: (l t- 2j)E-E~-2jE2 

nodo 2: I 
X 

nodo 3: 2j E 1 
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nodo 4: 

nodo 5: 

A causa della presenza del crasformatore ideale otteniamo le seguenti equ a zioni 

aggiuntive: 

Es '2 
~ 

E4 ~ 1:1 E3 @ • 

~ 
@ 

E 
2 2 2j 

:§:> 

Fig.V.C.2 - Circuito trasformato nel dominio dei fasori a partire da quello di 
fig . V.C.l; accanto ai condensatori ed ai resistori è indicata la relativa am­
mettenza. 

Per la presenza d e l generatore controllato otteniamo ancora: 

Nel nostro caso non occorre analizzare completamente il circuito, ma è sufficien­

te calcolare la tensione E4 ai capi del condensatore C
1

• Utilizzando le equazioni del 

trasformatore, insieme a quelle dei nodi 4 e '\, si ottiene: 

da cui si ha: 

E
4

(2+j) E 

e quindi: 

E 
0;8944 e·i_0,9872 

2 + j 
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Quindi'la tensione a'i capi del condensatore C
1 

all'istante t = O vale: 

v(O) = 0,8944 cos (2t - 0,9872)1 = 0,4928 
t=O 

Dopo l'apertura dell'interruttore la tension e ai capi del condensacore decresce 

in quanto questo si scarica sul resistore R
1

. Per determinare l'andamento nel tempo 

della tensione, utilizziamo i risultati dell'esempio Ill. l.'I, per cui,i n base alla(Ill. l.12), 

si ha: 

V (t) 
e 

(volt) 

Poiché l'energia immagazzinata nel condensatore vale: 

I 
- e v 2 

2 1 e 

1 
- (0,4928) 2 e· 2 t 
4 

all'istante t = 1 sec, st ha un'energia di 8,217 • 10· 3 Joule. 

Esempio V .C.2. 

(Joule) 

Nel circuito di fig.V.C.3, le eccitazioni sinusoidali agiscono do un tempo molto 

distante do quello di apertura dell'interruttore, considerato come t=O. Determinare, se 

esiste, quel valore cp della fase di uno dei due generatori di corrente, per cui è nullo 

lo tensione ai copi del condensatore all'istante t=O. 

V 

~-----------.... 1.._+_c __________ ~ 

+ 
n 

Flg.V.C.3 - Circuito considerato nell'esempio V.C.2. I valori dei componen ti, 
espressi in A, O, F, sono:· . 

ig
1
(t) = 2 cos3t g

2
(t) = cos(t+cp); 

R 1=R2 =1; R
3

=R 4 =2; r=3; C=l 

In base all'ipotesi di applicazione dell'eccitaz ion e da tempo ·molto lontano ri­

spetto a t =O, possiamo analizzare il circuito per t < O con il metodo dei fasori. Per 

determinare la tensione ai capi del condensatore, applichiamo il principio di sovrappo­

sizione degli effetti, essendo i generatori di pulsazione di versa. 
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Nel caso in cui è presente solo il generatore di puls az ione 3, il circuito divie­

ne, nel dominio dei fasori, quello di fig . V.C.4. Appl icando i l metodo delle maglie, se­

condo l e indicazioni di fig. V.C.4, si h a: 

2 Il - 12 - 13 V g 

( 3 + -
1
-) I - 11 + 3 i =O 

j 3 2 

3 13 - '1 - 3 = o 

a cui occorre aggiungere le equazioni: 

2 

Dalla seconda equazion e del sistema si ha: 

e quindi: 

'2 = - 6 j '1 = - j 12 

La tensione a1 capi del condensatore vale perciò: 

yO l 
c 

Fig. V.C.4. Circuito risultante da 
quello di fig.V.C.3 quando: 1) vie­
ne disattivato il generatore di p ul­
sazion e w = l; 2) viene consi de­
rato nel dominio dei fasori per 
Cù = 3. 

e quindi, nel dominio del tempo: 

j 3 

+ 

4 

V g 

4 cos 3 t 

G.MARTINELLI-M.SALERNO: Fondamenti di Elettrotecnica 

i 3 2 

2 

64 

La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it)



506 Primo gruppo di ese mpi: pe rmane nte-transitori o V.C.1 

Nel caso in cui agisca l' altro gen e ratore, i l circuito diviene, n e l relativo domi­

ni o dei fa sori ( w = 1), quello mostrato in fig.V. C. 'i . Scriven do l e equazioni a lle magli e 

s i ha : 

3 11 - 213 + 3i = o 

(3-j) 12 - 213 -3 i = o 

4 1
3 

- 2 1
1 

- 2 1
2 

= V g 

a cui occorre aggiun gere le equ azioni: 

Dall a s econda equazione del sistema si h a: 

(3 - j - 3) I - 2 e i C!l O 
2 

e quindi s1 h a: 

Fig.V.C.5 - Circuito ri sult ante d a que l­
lo di fi g . V.C.3, quando: 1) viene disat­
t ivato il gene ratore di pul sazione w= 3; 
2) vien e cons id e rato nel dominio dei fa­
sori per w = 1. 

l/j 

La tensione ai capi d e l conde ns a tore va le pertanto: 

y(2 ) 
e 

e quindi, n e l dominio del tempo: 

v< 2l(t} = 2cos(t+ql} 
e 

L'andamento nel tempo della ten s ione ve è perciò: 

V (t} 
e 

4 cos 3t + 2 cos ( t +ql} 
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V.C.2 Secondo gruppo di esempi: d e te rminazione della risposta di ampie z za 50 7 

e, per t =O, vale: 

Dalla espressione pre c edente si vede c he non esiste alcun valore di (jJ per cui 

v (0) è nulla. 
e 

V. C .2 ·Secondo gruppo di esempi: determinazione della risposta 
d i ampi e z za . 

Nel presente paragrafo riporti amo alcuni esempi di determinaziO­
ne della rispo sta di ampiezza, util"izzando il programma di ·calcolo de­
scritto nel § V. 7; per chiarimenti riguardanti i for~ati con cui debbono 
essere presentati i dati ·di ingresso, si rimanda all'appendice V.B, ove è 
descritta la lista in FORT RAN del programma stesso. 

Es empio V .C.3 . 

Si consideri il filtro pa sso-basso indicato in fig.V.C.6. Vogliamo determinare lo 

andamen to della rispos ta in am p iezza per vari valori dello fre quenza, sia in bando pos­

sente, si o in ba ndo op a co. 

F ILTRO 
CD R ~ L ~ L ~ 

. "'' ~~-· __ ./\/\,_ ,_ . .f_.__.,_,_'_o_:,_f ___ . ,_,_o_,._,_f __ ~r. "' 
Fig.V.C.6 - Schema del filtro pa ssa- basso norm a lizzato considerato nell'esem· 
pio V.C. 3. [ va lor i dei componenti sono: 
R = l , ~1 = O,~C2 = 0 ,3070, L = O, 1942, 

, -
6

(t) = cos(27T fc) , ('l, F, H, V). 

Il filtro consider a to è lo s te s so pre so in esame nel § 11! .D. l, riguardance l'ana­

lisi nel domin io del cempo ; qui è necessario ricordare c he si tratta di un fil ero normaliz­

za to in fr equ enza, per cui la fr equ e n za di cransiz io ne fra la banJa pa ssant e e ia band.i 

opaca è pari al va lor e norma li zzato unitario. Pertanto sarà nece ssari o sceg li e re un c a m­

po di frequenze in c ui s i a no p re s e nti sia valori inferiori all'u nit à (band.i pass .ince), sia 

va lori superio ri ad essa (banda op a ca) . Un campo di questo tipo si può otce n e re s ce· 

g l i endo: 
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1) fr e quenza iniz i a l e = O,O'i (Fl) 

2) fr e qu e nza final e = '\ (F2) 

3) passo in freq u e nz a=- O,O'i (DF) 

Qui di s eguito s ono riport ate le schede di in g resso ri guardanti il circuito in e­

same , t e nendo presente che la t ensione di ecc it az ion e è stata sce lta di a mpi ezza uni ­

taria e ch e, in uscita, è stata richiest a l a stampa dei moduli della tensione di ingres­

so (nodo 1) e del! a ten si on e di u scita (nodo 4). 

I 2 3 4 I 5 I 6 I 7 , 8 1 9 1I0 1ll 1 12,13,1 4 115 116 117 118 119,20 121 122 123, 24 12S ,26 127 ,28,29 13Q , I 

'5 2 2 3 o o o 

o o o E O o 2 

o o o E o o 4 '5 

I . 9 4 2 E - 2 3 

9 4 2 E - 3 4 

8 7 8 E - 2 'i 

3 o 7 o E - 3 5 

8 7 8 E - 4 '5 

o o o E o o 5 

2 

4 

o 5 o o E - o 'i o o E + o 5 o o E -

Successivamente sono riportati i dati di uscita d el calcol atore . S i può vedere 

che, mentre il modulo della tensione d e l nodo I risu lt a pari ali' unità(rispetto alla ten­

sione d e l nodo d i riferimento) , sul nodo 4 s i otti ene una tensione c h e conserva in mo­

dulo valori molco pros si mi a O, 5 fin o alla fr e que nz a normalizzata unitaria (banda pas­

sante), mentr e tende a z ero per val ori di fr equenza maggior i di uno (banda opaca). 

CIRCUITO ASSEGNATO:NUMER O NODI : 5 
NUMERO RESIST ORI: 2 
~UMERO I NDUTTORI : 2 
NUMERO CONDENSATORI : 3 
NUME RO GE~E RA TOR! DI CORRE NTE: O 
N\ IMER O GENE RAlORI DI TENSIONE: 1 
NUM ERO GE NERA TOR I DI CORRENTE CONTR o I~ TENs , : O 
NUMERO NULLOHI: O 

( se gue) 
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V.C.2 Secondo gruppo di esempi: dete rminazione della risposta di ampiezza 509 

RES•N• l ,lUO•Ol l 2 
RES•N• 2 .1uo•o1 4 5 
lND•N• l .194•00 2 3 
lND•N• 2 .194•00 3 4 
CONO.ti, l .186•00 2 5 
CON O.No 2 .307•00 3 5 
CONO,N. .3 .l8Bt00 4 5 
GEN•TENSIONE: N• l .100+01 5 

RISP OSTA IN FREQUENZA 
E-INIZIALE = ·500-0l• F",FINALE = ,500+01• PASSO = .soo-01 

MODULO TENSIONI fl!SP. AL NODO 5 
FREQUENZE tJODJ: I 4 

l ·500-01 .100 +0 1 ,499+00 
2 •lOO+UO .100+01 ,498•00 
3 •150+00 .l 00+01 .49&•00 
4 ·20 0• 00 .100+01 , 494+0 0 

AV 
I 

5 · 250+(10 • 100 +O l ,492•00 

4. b • 30 0 +00 ,JQ(l+Ol ,490+00 
7 "350+00 .100+01 ,490+00 
8 ·400+00 .100·•01 .491+00 I 
9 ·450 +0 0 .lOO+Ol ,492•00 

~~r-lU ·500+00 .1 00+01 ,495+00 
ll ·550+00 .tOO+Ul ,497+00 

~~~a l I 12 •bOO+ùO .lOO+Ol ,499+00 
D •650+00 .100+01 . soo•oo 
14 •70 0+ UO .100+01 ,499+00 
15 · 750+ 1) 0 .100+01 • •197•00 
l& ·800+00 .1 0 0+01 . 4'14•00 
17 •850+00 .1 00+01 .491•00 
18 •900•UO .100+0 1 .490•00 
19 •950•00 .100+01 ,492+00 
20 ·lOO+Ol .1 00+01 .497+00 
21 •105+Ul . lOO+Ul ,500+00 
22 ·110•01 .1 00+0 1 .49!+00 
23 •115•01 ,lQO+Ol ,454+00 
24 •l20•0l .100+01 .385•00 
25 ,j 25 •0 l • 11)0 t o l .302•00 
26 ·130+01 .100•01 .229•00 
27 ol35+0l . 100+01 .172•00 
28 ·140+01 .100+0 1 .no+oo 
29 •l45+Ul .lOO+Ol .100+00 
30 ol50+01 .100+01 .763-01 p._ 
31 ·155+01 .100+01 .620-01 

ì il i.n ~ t-32 •160+01 .100+01 .498-01 ?.S5t< H è -, .;1 : 
33 ·1&5•01 . 100+01 .405-01 I I 

34 ·1 70 •01 .100+01 . 332-01 
35 •175•01 olUO+Ol .275-01 11041(a 
3& •180+01 olOO • Ol .230 -01 6'3'~ I ~t 
37 •l85•0l .lOO+ Ol .194-01 

) 

38 • 190'•01 .100+01 .1&4-0l 
39 • l95+0l .100+01 .140-01 
40 ·200+01 .lOO+Ol .120-01 
4l ·205•01 .100+ 0 1 .104-01 
42 •2lO• Ol .100+01 .902-02 
43 •215+01 .lOO+Ol .786-02 
44 ·220•01 .100 +01 .&88-02 
45 ·225•01 .100+01 .&04-02 
4& ·230+01 .100+01 .533-02 
4~ ·2"!>5+01 .100+01 • 472-02 
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510 Secondo gruppo di ese mpi: determinazione della risposta di ampiezza V.C.2 

Esempio V .C .4. 

Si consideri il circuito mostrato in fig. V.C.7; t al e circu ito è relativo ad un pre­

omp lificotore per segnali in bando audio, aggiustabile su due curve di equ aliz zazione 

per mezzo di un commutatore ( !>. 

'>,6nF 12k0 

~B ~Q 
I 

50µF 
lnF 

'i000 

A 

'>OOkO 

ingresso 
o---------+ u sci ca 

47k0 

F ig .V.C.7-LCircuito con siderato nell'es: pio V.C~4 .J 

Si vuole ottenere la risposta in ampiezza del circuito nel campo di frequenze 

da 40 fino a ~000 Hz, n e i du e casi in cui i l commutatore si trovi nella posizione A e 

nella posizione B. Sc hematizzando l'amplificatore operaziona l e con un nullore, si ot­

tengono nei due casi suddetti i circuiti indicati nelle figg .V.C.Ba e b . 

Di segui to si riporta nell 'ordi ne : 

a) le schede di i ngresso n e l caso A e l e usci te relative ; 

b) le schede di ingresso nel caso B e le uscite relati ve. 

(1) - Il circuito è stato preso dal testo J. G. Graeme, e Applications of operational am­
plifiers; third generation t echniques>, Mc Graw-Hill, 197 '> , pag.21'> ; si rimanda a tale 
tes to per la descrizione delle caratteristiche applicative del circuito. 
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~ :1) 

~ ~ @ 
~ 

CD 6 o (j) 
+ 

vg(t} V (t) V (t} u g 

~ 

a) b} 

F ig . V .C.8 - Schema e let tri co del c ircuito di fig. V .C. 7 , nel caso in cu i l 'inter­
runore è nella posizion e A ( fi g. a} e nella posizione B ( fi g . b}. I val ori dei 
compon e n t i sono deducibili da fig.V.C:.7, me ntre l' amplificatore operazi on a l e 
è stato sche marizz a co con un nullore . 

- Sch~de di ingresso nPI rnsn ·1. 

'i 11 

+ 

2 3 4 .<; 6 7 8 9 ,10,11,12 ,1 3 , 14 ,1 s. 16, l7 ,l8,l9,20 ,21,22 ,23,24 ,2 5,26 ,27,28 ,29,30 ,31 

~·-6~~_.._4_..___.____.__o__.__~~3 ~~~0..__..__..__..__..__~o~~~~~~~~~~-

o 470E+ 5 6 

o 'i00E + 3 3 2 

o 'i00E+6 2 ') 

o 680E+'5 4 

o O O E - 8 2 ') 

o ~ - O E 8 2 4 

o ll O E 6 

OUOEOO 6 

2 6 . 

I) 4 !) O F - o ·J r, E 
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- Usci ta del c alcolatore ne l cas o A. 

ClRCUITO ASSEGNATO : NUMERO NODI: 6 
NUMERO RESISTORI: '+ 
NUMERO INDUTTORI : O 
NUMERO CONDENSATORI : 3 
NUMERO GENERATORI DI CORRENTE: O 
NUMERO GENERATORI DI TENSIONE: l 
NUMERO GENERATORI 01 CORRENTE CONTR. IN TENS• = O 
NUMERO NULLORl: 1 

RES•N• 1 .i+1o+os 1 6 
RES•N• 2 .500+03 3 2 
RES •N• 3 • 500 +06 2 5 
RES•N• '+ .680+05 5 '+ 
CONO. No l . 100-00 2 5 
CONO .No 2 . '+70-08 2 '+ 
COND . N. 3 .soo-oi+ 3 6 
GEN•TENSIONE: N• 1 .100+01 6 
NULLORE N: l l 2 5 6 

RISPOSTA IN FREQUENZA 
FoINIZIALE : •'+00+02· F.FINALE = . 300 +0'+• PASSO = 
MODULO TENSIONI RISP. AL NODO 6 
FREQUENZE NODI: l 5 

1 •'+00+02 .100+01 -781 +03 
2 •1'+0 +03 .100+01 • 35& • 03 
3 •2'+0+03 .100 +01 . 231 +03 
'+ •3'+0+03 .100+01 .17~ +03 
5 •'+'+0+03 .100+01 .15J +03 
6 •5'+0+03 .100+01 . 137 +03 
7 •6'+0+03 . 100+01 .121+03 
8 • 7'+0+03 .100+01 .121+03 
9 •8'+0+03 .100+01 .116•03 

10 •9'+0+03 .100+01 .112 +03 
11 ·10'++0'+ .100+01 .1oa+o3 
12 •11'++0'+ .100+01 .106+03 
13 • l21HO'+ .100+01 .10 3+03 
1'+ ·13'++0'+ .100+01 .101+03 
15 •1'+'++0'+ . 100+01 .991 +02 
16 ·15'++0'+ .100+01 ·' 7'1.+0 2 
17 ·16'++0'+ .100+01 .954+02 
18 o l 7'++0'+ .100+01 .937 +02 
19 -18'++0'+ .100+01 .9 20+02 
20 ·19'++0'+ .100+01 .904+02 
21 · 20'++0'+ .100+01 .089+02 
22 · 21'++0'+ .100 +01 .573 +02 
ZJ ·22'++0'+ .100+01 ·85 8 +02 
2'+ ·23'++0'+ .100+01 .843 +02 
25 ·2'+'++0'+ .100+01 .8'29+02 
26 ·25'++0'+ .100+01 .01s+o2 
27 ·26'++0'+ .100+01 .801 +02 
28 · 27'++0'+ . 100+01 .787+02 
29 ·28'++0'+ . 100+01 .771+ +02 
30 •29'++0'+ .100+01 .761 +02 
Jl • 30'++0'+ .100+01 . 748+02 

.100+03 

V.C.2 
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V .C.2 Secondo gruppo di esempi: determinazione della risposta di ampiezza 513 

- Schede di ingresso nel caso R. 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14151617 18 19 20 21 22 23 24 

6 4 o 2 o o 
o 4 7 o E + '5 6 

o " o o E + 3 3 2 

o 5 o o E + 6 2 " 
o 2 o E + 5 5 4 

o 5 6 o E - 8 2 4 

o 'i o o E- 4 3 6 

o o o E o o 6 

2 'i 6 

2 

5 

o 4 o I o ,E I+ ,2 I o ,3,0,0,E,+,4, IQ I• 
/ 

I I 

- Uscita del calcolatore nel caso B. 

CIRCUITO ASSEGNATO:NUMERO NODI: 6 
NUMERO RESISTORI: .. 
NUMERO INDUTTORI : O 
NUMERO CONDENSATORI : 2 
NUMERO GENERATORI DI CORRENTE: O 
NUMERO GENERATORI DI TENSIONE: 1 
NUMERO GENERATORI DI CORRENTE CONTR. IN TENS•= O 
NUMERO NULLORl: 1 

RES•N• 1 ... 1o+os 1 6 
RES•N• z .500+03 3 2 
RES•N• 3 . 500+06 2 5 
RES•N• .. .120+05 5 .. 
CONO.N. l .560-08 2 .. 
CONO.No z • soo-o .. 3 6 
GEN•TENSIONE: N• 1 .100+01 6 
NULLORE N: 1 1 2 5 6 

RISPOSTA IN FREQUENZA 

2 5 26 27 28 2 9 30 31 

1 1 0,0,E,+ 1 3, 

F.INlZIAL~ : ... oo +02• F.FINALE : .300+0 .. , PASSO : •l00+03 

1 
2 
3 

MODULO TENSIONI RISP. 
FREQUENZE NODI: 1 

... 00+02 .100+01 
•l .. 0+03 .100+01 
.2 .. 0+03 .10 0+01 

AL NODO 
5 

.002+03 

.369+03 

.227+03 

6 

G.MART!NELL!-M.SALERNO: Fondamenti di Elettrotecnica 

(segue) 

65 
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514 Secondo gruppo di esempi: determinazione della rispos ta di ampiezza V. C.2 

4 ·340+03 .100+01 .163+03 
5 ·440 +03 .100 +01 .128+03 
6 •540+03 .100+01 .105+03 
7 •640+03 .10 0+01 .S99+02 
8 ·740+03 .100+01 .787+02 
9 ·840+03 .100+01 .704 +02 

10 ·940+03 .100+01 .639 +0 2 
11 o104+ù4 .100+01 .567+02 
12 ·114+01; .100+01 .51;5+02 
13 ·121;+01; .100+01 .510+02 
14 ol3H04 .100+01 .481+02 
15 ·144+04 .100+01 . 456 +02 
16 ·154+04 .1 00+01 . 436+02 
17 ·164+04 . 100+01 ,41s +o2 
lB o174+0t; .100+01 , 402 +02 
l '3 olB4+04 .100+01 .3BS+02 
20 o194+04 .100+01 .376+02 
21 ·204+01; .10 0 +01 .366 +02 
22 ·214+04 .100+01 .356 +02 
23 ·224+04 .100+01 , Ji+8+ 02 

"" ·234+04 .100+01 ,31;1+0 2 
25 ·241;+04 . 100+01 ,334+02 
26 ·254+04 .100+01 .328+02 
27 · 264+04 .100+01 .322+02 
2B ·274+04 .100+01 .31B+02 
29 ·281;+01; .100+01 , 313+02 
30 • 294 +01; .100+01 , 309+02 
31 ·304+01; .100+01 .305+02 

Esempio V.C.5. 

Si consideri i I circuito mostrato in fig. V.C.9; t al e circuito è relativo ad un equa­

lizzatore per il controllo de i toni bassi ed alti di un sistema audio ad alta fedeltò( ll . 

Il circui t o contiene due potenz iometri per la regolozione in di penden te dei toni bassi ed 

alti. Si vuole determin·are la risposta in ampiezz a in corrispondenza a varie posizioni 

di tali potenziometri, avendo schematizzato l'amplificatore operaziona le con un nullo-

re . 

Caso a: 50 k o ' R' =5k0, 
1 

R' =5k0 
2 

potenz iometri sono in posizione centrale. La ri sposta del di sposi ti vo in tale 

caso è uniforme a l variare della frequenza. Ciò si rileva chiaramente dall'uscita del 

calcolatore. 

( 1) - li ci rc uito è s tato preso dal testo J. G. GRAEME op. cic. pag.216; si rimanda a 
cale tesco per l a descrizione dell e caratteristiche applicative del circuito. 
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- Dati di i n~rP .<so. 

1 2 3 4 '5 6 7 8 9 IO 11 12 13 14 l'i 16 17 18 19 20 21 22 23 24 2'i 26 27 28 29 30 31 

8 7 o 3 o o 

o o o E + 'i 2 

o o o E + '5 4 7 

o o o E + 4 3 'i 

o 'i o o E + 4 6 

o 'i o o E + 4 6 7 

o '5 o o E + 'i 3 2 

o 'i o o E + 'i 3 4 

o 4 7 o E - 8 'i 6 

o 4 7 o E - 7 3 2 

o 4 7 o E - 7 3 4 

o o o E o o 8 

3 8 7 8 

2 

7 

o 3 o o E + 2 o 1 o o E + 5 o 'i o o E + 3 

-\ 
s BA>s; 

·~ 10o f ' ·- @ IOkO 

ingresso u scita 

Fig.V.C.9 · Circuico consideraco nell'esempio Y.C.~. 
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516 Secondo gruppo di ese mpi : de terminazione della risposta di ampiezza 

- Uscita del calco latore. 

CIRCUITO ASSEGNATO!NUMERO NODI: 8 
NUMERO RESISTORI= 7 
NUM~RO INDUTTORI : ù 
NUMERO CONDENSATORI : 3 
NUMERO GENERATORI DI CORRENTE: O 
NUMERO GENERATORI Ol TENSIONE= l 
NUMERO GENERATORI DI CORRENTE CONTRo IN TENSo: O 
NUMERO NJLLORI: l 

RE.S 0N• 1 .100+ 05 l 2 
RE.S•N• 2 .100+-05 4 7 
RES 0No 3 ol00+04 j 5 
RE S 0No 4 . 500+04 b l 
RES 0No 5 .500+04 6 7 
RES 0N• 6 05 00+05 3 2 
RE. S•N ° 7 0500•05 3 4 
CONO.No l 0470-08 5 6 
CONO.No 2 .470-07 3 2 
CONO.No 3 .470-07 3 4 
GEN•TENSIONE! N• . l . 100+01 8 
NULLORE N: l 3 8 7 8 

RISPOSTA IN FREQUENZA 
F oIN lZIALE = 0300+02. FoFINALE = 0100+05, PASSO = 
MODULO TENSIONI RISPo AL NODO 8 
FREQUENZ E NODI: l 7 

0300+02 olOO+Ol olO O+Ol 
e 0530+03 .100+01 olOO+Ol 
3 •1 03+04 ol OO+Ol olOO+Ol 
4 •153+04 .100+01 olùO+Ol 
5 · 203+04 .100+01 olOO+Ol 
b · 253+il4 .100+01 olOO+Ol 
7 ·303+04 .100+01 olO O+Ol 
8 · 353+04 olO O+Ol olOO+Ol 
9 0403+04 .1 00+01 .100+01 

10 ·453+04 .100+01 .100+01 
11 · 503+04 .10 0 +01 .100+01 
12 ·553+04 .100+01 .10 0+01 
13 •b03+04 .1 00+01 olOO+Ol 
14 ·653+04 .100+01 .100+01 
15 ·703+04 olOO+Ol .100+01 
16 ·753+ù4 .100+01 olOO+Ol 
17 ·803+04 .100+01 .100+01 
18 •853+04 . 100+01 olOO+ Ol 
19 •903+04 .10 0+01 olOO+Ol 
20 •953+o4 .100+01 olOO+Ol 
21 ·100+05 .100+01 .100+01 

·' 

0500+03 

V.C.2 
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V.C.2 Secondo gruppo di esempi: detetminazione della risposta di ampiezza 517 

Coso b: R1 = l k 0. , R 2 = 99k 0., R' = 1000. 1 ' R' = 9 9k0. 
2 ' 

I pocenziomecri sono disposti in modo da esaltare si a i coni bassi che quel !i al-

ci. Ciò si rileva chiaramenre dall'uscira del calcolatore. 

- Dati di ingresso .. 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 ~ 27 28 29 30 31 

8 7 o 3 o o 

o o o E + 5 2 

o o o E + 5 4 7 

o o o E + 4 3 ') 

o o o E + 3 6 

o 9 9 o E + 4 6 7 

o o o E + 4 3 2 

o 9 9 o E + 5 3 4 

o 4 7 o E - 8 " 6 

o 4 7 o E - 7 3 2 

o 4 7 o E - 7 3 4 

o o o E o o 8 

3 8 7 8 

2 

7 

o 3 o o E + 2 o 1 o o E + 5 o 5 o 

- Uscita del calcolatore. 

CIRCUITO ASSEGNATO:NUMERO NODI= 8 
NUMERO RESISTORI= 7 
NUMERO INDUTTORI = O 
NUMERO CONDENSATORI = ~ 

NUMERO GENERATORI DI CORRENTE= O 
NUMERO GENERATORI DI TENSIONE= 1 
NUMERO GENERATORI DI CORRENTE CONTR . IN TENS• = O 
NUMERO NULLORI= 

o E + 3 

(segue) 
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RES•N• 1 .100+05 1 2 
RES•N• 2 .1 00+05 4 7 
RES·N• .3 .100+04 .3 5 
RES• N• 4 .100+0.3 6 1 
RES•N• 5 .990+04 6 7 
RES•N• 6 .100+04 3 2 
RES•N• 7 .990+05 3 4 
COND.N. 1 .470-08 5 6 
COND.N. 2 ·'H0-07 3 2 
COND.N. .3 .470 - 07 3 4 
GE N•TENS IONE : N• 1 .1 00 +01 B 
NULLORE N; l .3 B 7 B 

RISPOSTA IN FREQUENZA 
F . INIZIALE = • .300 +02. F.FINALE = .100+05• PASSO = ·500+03 

MODULO TENSIONI RISP. AL NODO B 
FREQUENZE NOD I: 1 7 

1 0 300+ 02 .100+01 .747 +01 
2 ·5.30+ 03 .1 00 +01 .11.3+01 
3 ·10.3+04 .100+01 .104+01 
4 ·153+04 .100+01 .109+01 
5 ·203+04 .100+01 .117+01 
6 ·25 3+04 .100+ 01 .128+01 
7 • .30 .3 +O'+ .1 00+01 • 139+01 
B .35.3+04 .100+01 .1 51+01 
9 ·40.3+ 04 .100+01 .l64+0L 

10 0 4 5 .3+04 .100+01 .l77+0L 
11 ·503+04 .100 +0 1 .190+01 
12 ·55.3+04 .100+01 .204 • 01 
L5 ·603+ 0 4 .lGO+OI .211+01 
14 ·653+04 .100+01 . 230 +01 
15 ·7 0 3+ 04 .942+00 . 241+ +01 
16 ·75 3+ 04 .10 0 +01 .257+0L 
17 ·803+04 .978+00 .215 +01 
18 ·853+ 04 .100 +01 . 284+01 
19 ·903 +04 .100+01 .291+01 
20 ·953+04 . 999+00 .]08• 0 1 
21 0 100+05 .100+01 . 323+01 

APPENDICE V.O· Riferimenti bibliografici. 

L'analisi in regime permanente è il nucleo fondamentale di qual­
siasi testo riguardante l'analisi dei circuit i lineari. Il metodo dei fasori, 
che ne costituisce la base, ha rappresentato si n dalla sua introduzione, 
:lovuta a Steinmetz (A. E. Kennelly, C. P. Steinmetz , Trans. Amer. Eng., 
voi. 10, 1893), lo st rumento più caratteristico di co lo ro che si sono oc­
cupati dell'analisi dei circuiti . 

È importante sottolineare che hanno rili evo in connessione con 
questo argomento tutti i metodi e gli algoritmi che portino ad una ridu-
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zione del numero di operazioni richieste per il calcolo della trasformata di Fou­
rier. Particolarmente importante ed utile a questo riguardo è la F.F. T. (fast 
Fourier transform). Per dettagli sulla lista e sull'applicazione di tale algorit­
mo si rimanda a: M.Decina, F.Riciniello, A.Roveri, «Esercizi di sistemi digi-
tali», Ed. Siderea, 1976, cap. V. . 

* 
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