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INTRODUZIONE

L'approccio circuitale all’analisi delle strutture
elettriche richiede uno sviluppo bilanciato di vari argo-
menti, quali:il modellamento dei dispositivi e l’introdu-
zione di elementi ideali; 1'individuazione di algoritmi
matematici di analisi; la_caratterizzazione del circuito
01 i1m della sua ut111zzazzone 10 precisazionechiara dei

ze d{lqbbncaz:one de1 dzsposz tivi sul comportamento
globale della struttura; ecc.

T~ Tale sviluppo bilanciato pud essere ottenuto so-
lo se risulta chiara l‘utilizzazione dell’approccio stes=
so nell’ambito del progetto della struttura elettrica e
quindi in particolare il condizionamento che a tale ap-
proccio deriva da altri fattori-di tipo techologico, fisico,
chimico, tecnico-economico, matematico. Questo aspetto
preliminare e chiarificatore dell’approccio circuitale é&
considerato nella successiva premessaal testo,che ren-
de quindi comprensibile la scelta degli argomenti tratta-
ti. Tali argomenti sono raggruppabili in tre parti, riguar-
danti rispettivamente il modellamento, gli algoritmi di a-
nalisi e l'utilizzazione. L'estensione ed il livello di
trattazione di tali parti sono stati volutamente differen-
ziati, tenendo conto delle caratteristiche deqgli studenti,
a cui il testo é rivolto. In particolare il modellamento,
trattato nel Cap.l e nelle Appendici A e B, ha un carat-
tere essenzialmente introduttivo, in quanto & tipicamen-
te sviluppato nell’ambito di testi riguardanti i dispositi-
'vi magnetici. A questo riguardo & messo in evidenza nel-
I*'Appendice B il problema del modellamento circuitale
nel caso di strutture non elettriche di tipo meccanico.

Gli algoritmi di analisi sono trattati in dettaglio
nei Capp. I, III, V rispettivamente nel caso dei circuiti senza
memoria (Cap.1I) e dei circuiti con memoria (Capp. III, V).
E stato tenuto conto in tali capitoli della necessita di
utilizzare il calcolatore numerico, mantenendo perdo la
trattazione a questo riguardo ad un livello elementare,
salvo I'Appendice C, in cui viene esaminata [’'influenza
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Vi Introduzione

della struttura del circuito-sugli errori connessi all’uso
dei metodi alle differenze finite. ['organizzazione di que-
sti capitoli é stata prevista del seguente tipo, per una
preparazione graduale dello studente:

1) posizione del problema di analisi in casi semplici;

2) considerazione di casi via via pit complessi median-
te sviluppo di esempi e derivazione di algoritmi conse-
guenti;

3) svolgimento di esempi riassuntivi in apposite appen-
dici poste‘alla fine dei capitoli; dove possibile tali e-
sempi sono d’interesse concreto, come nel caso dei cir-
cuiti senza memoria, dove si considerano stadi elemen-
tari a transistori con emettitore,collettore, base a massa;

4) discussione dell’uso del calcolatore mediante schemi
a blocchi;

5) sviluppo in opportune appendici dei precedenti schemi
a blocchi secondo liste in FORTRAN,con trattazione det-
tagliata della loro utili zzazione;

6) presentazione di esempi concreti, risolti con i pro-
grammi descritti, come ad esempio la determinazione del
guadagno di amplificatori differenziali controreazionati
in continua, della risposta nel dominio del tempo e del-
la frequenza di filtri reattivi chiusi su resistenze, di
stadi amplificatori video, ecc.

La trattazione dei procedimenti di analisi & ri-
condotta in ogni caso a quella dei circuiti senza memo-
ria, riducendo quindi al minimo lo sforzo necessario per
assimilarli.

La parte riguardante 1'utilizzazione é sviluppata
nei rimanenti capitoli. Precisamente Ilc rappresentazio-
ne esterna del circuito nei suoi molteplici’aspetti & con-
siderata a livello introduttivo nel Cap. IV, riguardante le
funzioni di rete, ed in dettaglio nei Capp. VI e IX. Le
trasformazioni ed equivalenze circuitali, di importanza
notevole in fase di sintesi, sono considerate nel Capi-
tolo VII. L'analisi dell’effetto delle tolleranze dei com-
ponenti é riportata nel Cap. VIII insieme acid che colle-
ga tale argomento con i procedimenti diottimizzazione
circuitale. .

E importante notare che il livello di trattazione
dei Capp. VI, VII, VIII, IX e delle treappendiciA, B, C
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Introduzione Vit

& meno elementare di quello usato negli altri capitoli.In
particolare, sono affrontati nei suddetti capitoli aspetti
dell'analisi dei circuiti, che sono utili in una fase della
preparazione dello studente successivaa quella del solo
apprendimento dei procedimenti fondamentali di analisi.
Per rendere piu evidente taledifferenza di trattazione, il
testo & stato suddiviso in due volumi, nel secondo dei
quali sono appunto riportati i suddetti capitoli ed appen-
dici.

Nella stesura del testo sié presupposta una pre-
parazione di base da parte del lettore del tipo di quella
lornita mediamente nel biennio di ingegneria, oltre alla
conoscenza di alcuni argomenti trattati usualmente nel
terzo anno del corso di laurea in ingegneria elettronica.
A tale riguardo sono stati di grande aiuto per gli autori i
consigli forniti in varie occasioni da molti deiloro col-
leghi della Facolta di Ingegneria di Roma, ai quali essi
esprimono il loro pit vivo ringraziamento.

Gli Autori
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PREMESSA : Teoria dei circuiti come metodologia e suo impiego nel
progetto di una struttura fisica.

La complessita dei fenomeni naturali richiedeperunaloro valuta-
zione quantitativa ed una loro utilizzazione pratica,l'impiego di procedi-
menti che siano nello stesso tempo sufficientemente generali, semplici

ed accurati. Essi debbono avere un carattere generale piuttosto che spe-
cifico in quanto tale carattere:

1) rende possibile una riunione delle attivita di persone che lavorano in
campi diversi; o

2) permette di utilizzare al massimo l'intuizione, in quanto cid che in un
particolare campo puo essere la conseguenza di sole proprieta matemati-
che in un altro é conseguenza di evidenti proprieta fisiche.

Per quanto riguarda la semplicita,essa viene raggiunta usualmente me-
diante una suddivisione del problema d'interesse in sub-problemi parzia-
li. Tale suddivisione ha il vantaggio sia di rendere piu facili ¢ singoli
passi del procedimento sia di non perdere di vista l'obiettivo principale,
cio che potrebbe accadere senza la suddetta organizzazione. A titolo di
esempio basti pensare a cio a cui si andrebbe incontro se volessimo de-
scrivere il funzionamento di un televisore direttamente me diante le equa-
zioni di Maxwell!

Le auspicate caratteristiche di generalita e semplicita sono pos-
sedute in larga misura dall'approccio circuitale alla valutazione quanti-
tativa del comportamento di una struttura fisica ed al suo proporzionamen-
to finalizzato ad uno scopo pratico assegnato. Tale approccioprevedela
riduzione della struttura fisica ad una connessione di elementi idealiz-
zati di pochi tipi. Quindi sono presenti in questo approccio due nozioni
fondamentali: la « connessione», definita tramite un grafo e le «relazioni
costitutives degli elementi componenti, Einteressante osservare che mol-
te proprieta della struttura fisica in questo modo derivano semplicemente
da vincoli di natura topologica legati al grafo. Per esempio tale aspetto
porta a conclusioni molto interessanti nel caso delle strutture biochimi-
che, quali l'osservazione che alcuni comportamenti stabili sono conse-
guenza appunto dei vincoli topologici pig che delle leggi della termodi-
namica (vedere ad es: Morowitz and al., « Passive stability in a metabo-
lic networks, J. Ther. Biol., 1964, 7, 98). Del resto cio non deve meravi-
gliare in quanto nel grafo confluiscono in forma intuitiva parte delle leg-
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2 Premessa

gi che caratterizzano la struttura fisica d'interesse. Ad esempionel caso
delle strutture elettriche a costanti concentrate, l'idealizzazione della
struttura nel senso circuitale comporta la sostituzione delleleggi di Kir-
chhoff a quelle di Maxwell e le leggi di Kirchhoff non sono altro che vin-
coli topologici. La rimanente caratterizzazione dellastruttura fisica con-
fluisce nelle relazioni costitutive dei pochi elementi idealizzati che e-
mergono dal modellamento della struttura stessa.

L'operazione di modellamento si basa sulla possibilita di carat-
terizzare i fenomeni d'interesse mediante coppie di grandezze di due ti-
pi diversi. Il primo tipo corrisponde a grandezze che in viadi principioo
effettivamente richiedono una misura tra due punti(grandezze agli estre-
mi). L 'altro tipo corrisponde a grandezze che richiedono una misura su
un solo punto (grandezze attraverso). Nel caso di elementi definiti da u-
na sola coppia di grandezze, le relazioni costitutive che si trovano in
natura sono quattro, implicando sia il legame diretto trai due tipi di gran-
dezze sia il legame con i relativi integrali nel tempo (tab.1). In partico-
lare per i vari tipi di strutture fisiche sia le grandezze in questione sia
tali integrali corrispondono a ben note grandezze (tab. 2).

Tabella 1
Relazioni costitutive Caso elettrico
(bl (E,F) =0 Resistore
®, (EP) =0 Induttore
(DS (F,Q =0 Condensatore
(D4 (Q,P) =0 Memresistore
Tabella 2
Grandezza at- | Grandezza agli | Integrale gran- | Integrale gran-
Struttura traverso estremi dezzaattraver- | dezza agli e-
so stremi
E F Q
Elettrica Corrente Tensione Carica Flusso
Fluido Flusso di Pressione Volume Momento
volume di pressione
Reazione Velocita di Affinita Avanzamento
chimica reazione della reazione -
Meccanica Coppia Velocita Quantita Spostamento
(rotazione) angolare di moto angolare
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Premessa 3

L'approccio circuitale é basato sulla caratterizzazione di una
struttura fisica come interconnessione di elementiidealizzati di pochi ti-
pi. Ogni particolare campo della fisica e dell'ingegneria é quindi caratte-
rizzato da particolari gruppi di elementi ideali. Lo studio delle proprieta
di aggregati di tali elementi é il campo specifico d'interesse della teoria
dei circuiti. Ai fini del progetto sono tuttavia essenziali anche le disci-
pline che confinano con essa e che pongono i limiti pratici sulla teoria

stessa. Precisamente tali discipline sono:

1) quelle che permettono di derivare modelli significativi degli elementi
idealizzati dalla cui interconnessione deriva il modello globale della
struttura d'interesse. Tali discipline sono quindi quelle che riguardano i
dispositivi, le tecnologie e i materiali con cui i dispositivi vengono rea-
lizzati, le teorie fisiche su cui si basa il funzionamento dei dispositivi,
le teorie chimiche su cui si basano le tecnologie e le misure dei vari fe-
nomeni interess ati;

2) quelle che fissano le prestazioni d'interesse dei circuiti. Si tratta
quindi delle discipline di tipo sistemistico applicativo, che riguardano

l'interconnessione di circuiti di varie caratteristiche ai fini del raggiun-
gimento di un obiettivo tecnico-economico;

3) quelle matematiche che permettono l'organizzazione del progetto so-
prattutto ai fini della sua implementazione sul calcolatore. Importanti da
questo punto di vista sono percio le discipline riguardanti: i linguaggi
con cui comunicare con il calcolatore; la teoriadell'approssimazione con
cui riportare nella forma analitica piu adatta alla sintesi i dati di proget-
to disponibili dal 22 gruppo di discipline; la teoria dell'ottimizzazione
matematica con cui giungere alla scelta pit opportuna dei parametri cir-
cuitali tenendo conto dei vincoli imposti da ambedue i gruppi di discipli-
ne (I0 e 20); l'analisi numerica con cui prevenire i fenomeni dovuti al-
l'uso di lunghezze limitate di parola sul calcolatore; la teoria della si-
mulazione tramite circuiti digitali direttamente i mplementabili sul calco-
latore.

Il primo gruppo di discipline fornisce dati sulleproprietadegli e-
lementi usati per caratterizzare la struttura fisica e sulla validita dei
modelli; il secondo su cio che si vuole ottenere dai circuiti.ll terzo grup-
po fornisce gli strumenti necessari all'esecuzione del progetto, quando
sia assiemato alle metodologie proprie dei circuiti che riguardano speci-
ficamente l'individuazione delle proprieta di aggregati di componenti i-
deali, l'analisi e la sintesi di tali aggregati.

Allo scopo di chiarire quanto detto si riporta di seguito lo sche-

-ma a blocchi del procedimento logico di progetto di una struttura fisica

(fig.1).
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4 Premessa
Teorie | o} Materiali Teorie
chimiche fisiche
Tecnologie s 3w . i
ey ¢ Discipline sistemisti-
che applicative orien-
Dispositivi tate verso un obiettivo
tecnico - economico
Modelli accurati Elementi Dati di
dei dispositivi, ideali progetto

usando gli elemen- * i

ti ideali di base

Sintesi della struttu- Rappresentazione ana-

ra con elementi idea- litica del circuito.

li. (USO DELLA TEO- (USO DELLA TEORIA

r RIA DEI CIRCUITI) DELL'APP ROSSIMA-
ZIONE)

' !

Sostituzione nella struttura sintetizzata
dei modelli accurati dei dispositivi usa-

ti
Analisi o simulazione del circuito nsul-

tante ai fini del calcolo delle prestazio-
ni (USD DELLA TEORIA DEI CIRCUI-

Scelta dei parametri iy

liberi in modo da ot- *
timizzare la funzione
obiettivo. (USO DEL-
LA TEORIA DEL-
L'OTTIMIZZAZIO-
NE)

Calcolo della funzione obiettivo, che
misura quanto la prestazione del circui-
to ottenuto € vicina ai dati di progetto.
(USO DELLA TEORIA DELL'OTTIMIZ.)

NO

Soddiéfacente

Fig.1 - Schema a blocchi del procedimento logico di progetto di una struttura fisica.

L'esame dello schema a blocchi di fig.1 mette in evidenza chia-
ramente il legame tra i vari gruppi di discipline ed il compito specifico
della teoria dei circuiti. A titolo di completamento sono necessari alcu-
ni commenti:

1) svolgendo la teoria dei circuiti un'azione intermedia tra il primo ed il
secondo gruppo di discipline, un suo compito importante é quello di con-
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Premessa 5

dizionarle entrambe nel senso che deve da una parterendere note le pos-
sibilita offerte dai nuovi dispositivi nella realizzazione di sistemi com-
plessi e dall'altra deve stimolare ed indirizzare le tecnologie ai fini di
ottenere particolari dispositivi; '

2) essendo l'utilizzazione del calcolatore determinante ai fini delproget-
to, acquistano grande importanza sia i metodi di simulazione che i meto-
di di ottimizzazione matematica. Per quanto riguarda i primi € importante
osservare che lo schema logico di simulazione sul calcolatore coincide
esattamente con un circuito digitale. Quindi rivestono grande importanza
in questo caso i metodi di sintesi dei circuiti digitali e la conoscenza
dellinfluenza sul loro comportamento della lunghezza finita di parmla e
dell'aritmetica usata. Per quanto riguarda i secondi, é importante rileva-
re che la loro scelta deve essere basata sulle proprieta intrinseche del
circuito. Un esempio notevole in questo senso é costituito dallapossibi-
lita di usufruire, nel caso della grande classe dei circuiti lineari e per-
manenti a costanti concentrate, direttamente delle derivate delle presta-
zioni in funzione del valore dei componenti, a partire dall'analisi del cir
cuito con poco aggravio rispetto alla determinazione della prestazione
stessa. E evidente che concentrando l'attenzione sui metodi di ottimiz-
zazione, estremamente potenti, basati sul gradiente della funzione obiet-
tivo, si ha nel caso dei circuiti suddetti un notevolerisparmio di tempo ed
aumento di precisione.
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CAPITOLO |

INTRODUZIONE Ai CIRCUITI A COSTANTI CONCENTRATE
DI TIPO ELETTRICO

[.1 - Grandezze fisiche considerate.

Nei limiti di validita che verranno discussi in dettaglio nell'ap-
pendice'A, una struttura elettrica pud essere caratterizzata tramite le
grandezze corrente e tensione. Tali grandezze sono variabili reali di-
pendenti dal tempo, appartenentl rxspemvamente la prima alla classe
delle grandezze «attraverso», cioé a quelle grandezze cherichiedono per
l\a_“_l~0m misura l'inserzione dl uno strumento opportuno inun «punto »del-
la struttura; la seconda alla classe delle grandezze «agli estremi», cioé
a quelle grandezze che richiedono 1'inserzione di uno strumento oppor-
tuno tra due «punti» della struttura.

L'unita di misura della corrente & l'«ampere o(” (simbolo A) o
molto spesso i suoi multlph e sotto multipli, come il kllo-ampere (sim-
bolo kA: valore 1000 A) nei sistemi di potenza o il milli e micro-ampere
(simboli mA e wA: valori 10°% e 10-5A) in elettronica.! Nella rappre-
sentazione grafica, la corrente viene indicata con una freccia che pre-
cisa, sia il «punto» della struttura in cui viene considerata, siail verso
da considerare come positivo.

L'unita di misura della tensione & il «volt»'?) (simbolo V) o
molto spesso i suoi multipli e sottomultipli, come il kilo-volt (simbolo

_kV: valore 1000 V) nei sistemi di potenza ed il milli e micro-volt (sim-

(1) - L'ampere ¢é definito come il valore di quella corrente che, percorrendo inmodo con-
corde e contemporaneo due condurtori filiformi, rettilinei, paral eli, infinitamente lun-
%Togssu nel vuoto a distanza di un metro,provoca una forza d'attrazione tra di essi di
newton per metro d1 conduttore

(2) - 11 volté definito come il valore di tensione che si misura agli estremi di una strut-
tura elettrica accessibile solo in corrispondenza a quesn due estremi, quando in essi
fluisce una corrente di 1A e la potenza assorbita édi 1 W
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8 Grandezze fisiche considerate 1.1

boli mV e uV: valori 103 e 107® V) in elettronica.Nellarappresen-
tazione grafica la tensione viene rappresentata con una freccia oppure
con una coppia di segni —+, che individuano i due «punti» tra cui es-
sa viene definita e precisano anche il verso con cui considerarla. Pre-
cisamente il punto con il + oppure verso cui punta la freccia va consi-

derato a tensione| positiva rispetto all'altroﬁ

1.2 - Il circuito elettrico.

Il modello di struttura elettrica che viene definito come circuito
’ld‘b?)’.s‘tami:_’c‘oj_:'g.g_@ga[e € costituito dalla connessione di elementi ideali
privi di dimensioni geometriche e caratterizzati da opportuni legami tra
tensione e corrente ad essi applicate.Ciascuna connessione & considera-
taa tensione costante e priva di dimensioni geometriche; di conseguenza
non ha importanza la sua lunghezza e forma. Per comodita dirappresen-
tazione gli elementi sono indicati con un rettangolo da cui emergono
due o pil terminali filiformi, ciascuno dei quali ha per estremo un punto
(morsetto). Per quanto detto, non ha importanza la dimensione del ret-
tangolo e la posizione e lunghezza dei terminali.

L'elemento fondamentale del circuito & quello a due terminali o
bipolo. Per caratterizzarlo dal punto di vista elettrico sono sufficienti
la tensione tra i suoi morsetti e la corrente che lo attraversa. Tale cor-
rente € univocamente definita in quanto, come vedremo successivamente,
la corrente entrante in corrispondenza ad un morsetto del bipolo & ugua-
le e contraria a quella entrante dall'altro morsetto.

[ versi positivi con cui considerare la corrente e la tensione ap-
plicati al bipolo possono essere scelti arbitrariamente. E usuale pers,
per comodita, di sceglierli coordinati in modo tale che il loro prodotto,
cbgzggm'e_sgrn_amxa_pmcnz&% coincida con la potenza elettrica assot-
E{;@_l_b{igo_l&» Tali versi coordinati sono mostrati in fig [.2.1 e se non

é detto il contrario verranno presupposti nel seguito della trattazione.

+ i
Fig.l.2.1 - Versi coordinati della
corrente e dellatensione applica-
te ad un bipolo. v

(1) - Tenere presente che la definizione di tensione ricordata nel paragrafo precedente
¢ tale che moltiplicandola per una corrente si ottiene una potenza.
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1.2 Il circuito elettrico 9

E importante osservare che la scelta coordinata dei versi positi-)
‘\vi della tensione e della corrente non ha in sé alcuna implicazione fisi#
(Mpa_rcie se scegliessimo la _convenzione contraria, avremmo/
\come risultato di ottenere con il prodotto v -i una potenza cedutal
'dalbipolo. Di conseguenza, se, ad esempio, il bipolo effetivamente as-
|sorbe 1 watt, nel caso coordmato avremmo v *i = W e nell'altro caso

!' _‘};;,LL

3 Osserviamo che, anche nell'ambito della caratterizzazione ester-
na che stiamo facendo. degli qlementi bipolari, & possibile differenziarli
‘dal punto di vista energetico. Precisamente, come vedremo successiva-
mente in detcagho si possono avere tre comportamentl d1versx eventual-

mente presenti in modo combinato in uno stesso bipolo(!

)?‘raﬂsfgnmento irreversibile di erergia elettrica.In questo caso il bi-
po

o assorbe l'energia elettrica trasformandola in un altro tipo, per esem-
pio calore. Si tratta di un processo irreversibile, nel sensochetale ener-
gia esce dal circuito;

%frasfer:menfo reversibile vincolato di energia eletirica. 11 blpolo as-
s\brbe o cede energxa accumulandola in base agli scambi energet1c1 con
il resto del circuito, partendo da un valore iniziale noto di energia) La
quanuta cadi energla contenuta nel bipolo & percio definita in ogni istante
ed in particolare & vincolata a non scendere al di sotto del valore zero,
in quanto valori negativi implicherebbero cessione di energxa interna,
non ricevuta dal bipolo con gli scambi con il resto del circuito;

,)&Ffrasfer:mento reversibile senza vincoli di energia elettrica. Il bipolo

assorbe(o cede energlaﬂsenza alcun vmcolg_JjClmmphca che mternamen-
nel
senso cioé che non & modificata dagli scambi energetici con il resto del
circuito.

3. Le leggi di Kirchhoff.

Le tensioni e correnti presenti in un circuito elettrico debbono
soddisfare due leggi fisiche, che prendono il nome di l(_eggx di Kirchhoff.
Tali leggi sono approssimazioni di quelle di Maxwell nell'ambito dei cir-
cuiti a costanti concentrate e la loro validita & connessa alla validita

dell'ipotesi di «costanti concentrate », che verra discussa in dettaglio

(1) - Per dettagli ulteriori su questi comportamenti si veda: G. Biorci, Fondamenti di
Elettrotecnica, UTET, 1975, Cap.lL

G.MARTINELLI-M.SALERNO: Fondamenti di Elettrotecnica 2
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10 Le leggi di Kirchhoff 1.3

nell'appendiceA. L'approssimazione & dello stesso tipo che si presenta
in aleri rami della fisica; ad esempio si ha una situazione simile a quel-
la della meccanica in cui la legge di Newton & un'approssimazione di
quelle della meccanica relativistica. Occorre ricordare che, anche se ta-
li leggi (Newton e Kirchhoff) sono approssimazioni della realta, esse
possono essere applicate con successo alla soluzione di moltissimi pro-
blemi di grande interesse pratico e teorico. E importante tenere sempre
presenti le ipotesi di validita di tali leggi, perché altrimenti si possono
commettere errori. Cio verra chiarito nell'appendice A, a cui si rimanda.

1.3.1 - Prima legge di Kirchhoff (legge delle correnti).

«La corrente che complessivamente esce da unasup erficie chiu-
sa é uguale a quella che vi entras, L'applicazione di tale legge ad un
circuito, implica 1'utilizzazione di una superﬁcxe chiusae finita che ta-
gli gli elemenu solo in corrispondenza ai terminali. Infatti, come detto
nel paragrafo precedente, 1'elemento & privo di dimensioni ed il rettan-
golo con cui lo rappresennamo ha solo uno scopo di aiuto visivo. Inol-
tre, poiché rappresenuamo i circuiti su un piano, l'utilizzazione della
legge precedente viene praticamente etfettuata facendo riferimento ad
una linea chiusa di dimensioni finite. A titolo di esempio, consideriamo
il circuito di fig.1.3.1. La legge delle correnti per la linea tratteggiata
(chlusa e di dimensioni finite) &, con i simboli di figura;

(1.3.1) (i, Fig =i, * iy +i

Fig.l.3.1 - Esempio di applicazione delle leggi di Kirchhoff.
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.3 Le leggi di Kirchhoff 11

superficie che racchiude un elemento mostra che «la corrente che entra
in un morsetto di un elemento é uguale ed opposta a quella che entra
rell'altro».

Ricordando che la carica elettrica & l'integrale della corrente, la
legge delle correnti 1mp11ca che non si puo accumulare carica entro una

superficie chiusa di un circuito a costanti concentrate.

1.3.2 - Seconda legge di Kirchhoff (legge delle tensioni).

«E nulla la somma algebrica delle tensioni, che s'incontrano in
un circuito spostandoci lungo una linea chiusae finita. Le tensioni van-
no considerate Et_)'.gtwe se concordi con il verso dello spostamento e
negative nel caso contrarioy. L'applicazione di tale legge ad un circui-
to lmfﬂlca ["utilizzazione di una linea chiusa e finita che tagli i compo-
nenti solo in corrispondenza ai loro morsetti, Infatti siai rettangoli che
i terminali degh elementi sono privi di dimensioni ed hanno solo scopo
di aiuto visivo, A titolo di esempio apphchlamo la legge delle tensioni
alla linea chiusa che tocca successivamente i morsetti A,B, C, D, A del
circuito di fig.1.3.1; si ha, indicando con V,, V,, V., V le tensioni
dei morsetti rispetto ad un riferimento qualsiasi:

(1.3.2) (Vg-VO+(V-V)+(V,-VI+(V,-V)) =0
" /'\7_/_

che equivale a:

(I.3.3) v, by~ v, Ty, =0

Osservazione.

Le equazioni che esprimono le leggi di Kirchhoff sono lineari e omogenee nel-
le correnti e nelle tensioni degli elementi del circuito. Esse non dipendono dalla natu-
ra degli elementi, ma solo dal loro numero e dal modo in cui sono collegati, cioé dalla

«topologia del circuitoos.

[.4 - Elementi a pit di due terminali. Definizione di porta.

Gli elementi che compongono un circuito possono_avere pid di
due termxnalu In questo caso si avranno tante correnti quanti sono i ter-
‘minali e tante tensioni quanti sono i morsetti, avendo preso un riferimen-
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12 Elementi a piu di due terminali. Definizione di porta 1.4

to qualsiasi per le tensioni. Le leggi di Kirchhoff, tuttavia, stabilisco-
no dei vincoli tra queste grandezze. Prec1samente considerando una li-
nea chiusa attorno all'elemento e tale da interessare solo i suoi termi-
nali, si ha per la legge delle correnti che & nulla la sommadelle corren-
ti entranti nell'elemento; Cio significa che & sufficiente conoscere le
correnti di M=1 terminali, se M & il numero complessivodei terminali
dell’elemento, per conoscere tutte le correnti. Analogamente, la legge
delle tensioni applicata ad una linea chiusa, che tocchi successivamen-
te 1 morsetti dell'elemento (e solo questi), implica che & sufficiente co-
noscere le tensioni di M-1 morsetti, per conoscerle tutte.

Quanto detto suggerisce per gh elementi a pit di due terminali
il seguente tipo di descrizione:

1) scegliere un morsetto come riferimento;

2) definire le tensioni dei rimanenti morsetti rispetto a questo, localiz-
zando su questo il segno «meno »

3) considerare le correnti di tucti i terminali, escluso quello di riferi-
mento.

Per ragioni di comodita, conviene poi scegliere coordinati i ver-
si positivi delle correnti e tensioni. Cio si ottiene considerando positi-
ve le correnti entranti nell'elemento ed il segno «meno» delle tensioni
localizzato sul morsetto di riferimento. In fig.1.4.1 siriporta un esempio
di elemento a cinque terminali.

E chiaro che con la scelta
fatta, & possibile conoscere laten-
sione di qualunque morsetto rispet-
to ad un altro. Peresempio, laten-
sione del morsetto 3 rispetto al
morsetto 1 vale v, -v,

La scelta fatta per le ten-
sioni e correnti, atte a descrivere
I'elemento, non € ovviamente |'uni- Fig.l.4.1 - Esempio di elemento acin-
ca possdnle In alcuni casi, infat- ?e“ie‘:s';‘::ial‘ l?go‘if;:;ff“d‘“a“ per
ti, & utile procedere in modo diver-
so, come quando, per il modo parti-
colare di accesso all' elemento, sono presenti coppxe di morsetti che co-
stituiscono delle unita a se stanti. E il caso in cuinell'elemento si crei-
no “delle «porte ».

"~ Si definisce come «porta» di un elemento o pit in generale di un
circuito una coppia di morsetti per i quali sussiste la seguente condizio-
I ne «la corrente entrante nell’ 'uno_é uguale ed opposta a quella entrante

| nell’altro».
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1.4 Elementi a piu di due terminali. Definizione di porta 13

Da questa definizione risulta che per una porta & completamence
definita la corrente e la tensione; si ha cioé una situazione del tutto si-

mile a quella di un bipolo./ In Eamcolare un bipolo pud essere conside-

e e Sttt et imaaerts

_rato come un elemento o circuito accessibile soloda una porta) Ritorne-

“remo nel ( Cap VI in dettaglio sulla nozione di porta.

Osservazione.

Il legame tra le tensioni e le correnti di un elemento a piu terminali é rappre-
sentato analiticamente tramite equazioni. Tali equazionidipendono, oltre che dallepro-
prieta fisiche dell'elemento, anche dal morsetto scelto come riferimento. Percio tale
morsetto di riferimento va sempre precisato. Ad esempio, nel casodelle specifiche del-
le case costruttrici di transistori, € sempre chiaramente precisato se il morsetto di ri-

ferimento € l'emettitore, oppure la base o il collettore.

.5 - Proprieta generali dei componenti e dei circuiti.

Nei paragrafi precedenti abbiamo parlato della rappresentazione
grafica degli elementi che compongono il circuito e del modo di sceglie-
re ed orientare le grandezze elettriche che ne definiscono lo stato. Un
passo ulteriore nella caratterizzazione di questi elementi e quindi dei
circuiti elettrici riguarda l'introduzione di alcune proprxeta molto gene-
rali che essi possono possedere. Si tratta della linearita e della perma-
nenza. [ali proprietd si supporranno possedute E:;Ju gli_elementi e

Bl o

cz.rcunz che verranno. conszderau nel seguzto

Verra anche dato un breve cenno di altre proprieta di tipo gene-
rale e e del legame che intercorre tra esse|

{.5.1 - Linearita.

«[l componente o il circuito ¢ lineare se l'effetto dovuto ad una
qualsiasi causa é proporzionale alla stessa». Unaconseguenzaimmedia-
ta di questa proprieta & il principio di sovrapposizione degli effetti che
stabilisce che «l'effetto dovuto a pin cause che agiscono contempora-
neamente ¢ esatiamente la somma degli effetti dovuti a ciascuna causa
considerata come se agisse da sola».

La proprieta di linearita implica che le equazioni costitutive de-
gli elementi componenti il circuito sono lineari e che le rappresentazio-
ni dei circuiti sono costituite da equazioni lineari.
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14 Proprieta generali dei componenti e dei circuiti .5

1.5.2 - Permanenza.

«ll componente o il circuito é permanente (ovvero con altra di-
zione «invariante nel tempo») se l'effetto non dipende dall'istante di ap-
plicazione della causas. Questa proprieta si pud esprimere semplice-
mente nel seguente modo. Supponiamo che e(t) sia l'effetto dovuto al-
la causa c(t); allora se consideriamo la nuova causa c(t +t.),l' effet-
to & uguale a e(t+rt,).

La proprieta di permanenza, associata a quella di linearita im-
plica che i coefficienti delle equazioni lineari costitutive degli elemen-
ti e delle rappresentazioni dei circuiti sono indipendenti dalla variabile

tempo.

L'importanza delle due proprieta di linearita e permanenza risul-
tera chiara successivamente; fin da adesso si pud anticipare che tale
importanza ¢ legata alla possibilita di impiegare metodi di analisi mol-
to potenti e semplici per i circuiti che godono di queste due proprieta.

1.5.3 - Reciprocita.

La reciprocita & una proprieta generale deicircuiti o elementi che
riguarda 1'interazione di due eccitazioni sul circuito stesso. Una misu-
ra intuitiva di questa interazione si ottiene considerando la potenzaen-
trante nel circuito o elemento, supposto accessibile da N porte,come in-
dicato in fig.[.5.1, in due situazioni diverse di eccitazione e poi quan-
do tali eccitazioni agiscono contemporaneamente. Si ha:

X ( (1) S (
— L) s = (2) :(2)
= 3> v : P,= 2 v, 1y

(1.5.1) P
L pai 2 g1
B (1) (2) (1) (2) = (L):(2)
_ . (2 — (2
Plz—k.}l(vk +vk )(1k +lk ) PI+P2+k§1vk iy -+
- (2) : (D)
+ 2 viPj
i
I termini:
- (1) :(2) : (2) : (1)
- 2 -
k%lvk 'k N k:z-:lvk '

rappresentano l'interazione tra le due eccitazioni. Se la rete & reciproca
tali interazioni sono uguali, cioé:
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1.5 Proprieta-generali dei componenti e dei circuiti 15

N N
(1) :(2) — (2):(1)
(I.5.2) k2=1vk i, k2=1vk i

In cio consiste la legge di reciprocita di Lorentz, che pud enun-
ciarsi come segue: « Consm’erate due situazioni-elettriche diverse, indi-
cate rispettivamente con S — - le grandezze elettriche di porta di un
elemento o circuito, accessibile da N-porte, debbono soddisfare la

(I75.2), se esso & reciproco».

Q—N +
O
N v
-5 N
Fig.l.5.1 - Elemento o circuito g
N-porte coi versi delle corren- 5_2+
A 3 % s L—0
ti e delle tensioni di porta co- 2 <
ordinati. —o - 2
-l 4
1 v
Lo "1

Nel caso particolare in cui agisca nel circuito una sola causa e
si consideri un solo effetto, cid che equivale a considerare il circuito
come una rete 2-porte chiusa opportunamente in corrispondenza alle por-
te, la legge di reciprocita di Lorentz equivale al ben noto enunciato:

«L'effetto non si modifica,in un circuito reciproco,se scambiamo
tra di loro la posizione della causa con quella dell'effetto».

L'importanza di questa proprieta per i circuiti che la posseggo-
no verra discussa in dettaglio nel & VL9, quando parleremo dell'effetto
che essa ha sulla rappresentazione delle reti 2-porte.

1.5.4 - Passivita.

o Da un punto di vista intuitivo, possiamo definire come passivo
ilun circuito od un elemento per il quale I'effetto di una qualsiasi _causa a“
di breve durata tende a scomparire con il passare del tempo. Si tratta inl

lquestocaso di un circuito od elemento «passivo in senso_stretto». Una
definizione piu tenue, molto importante dal.punto ¢ d1 vista delle sempll-

/ fficazioni che permette di introdurre, & la seguente «[ «’ e[[etto di una qual-l‘
|

" st mﬁsamﬁata EL‘Ta;r,Tzene limitato al passare del tempo».
lrydremo nel{Cap. IV'le conseguenze della passivita ed in particolare
della definizione intuitiva precedente.
Un'altra definizione di passivita, anch'essa mtultlva,;e 1'i impos- J
sibilita per un circuito od elemento passivo di fomire energia. Cid ov-
viamente non significa che tale circuito od elemento non_ possa erogare
energia per un limitato intervallo-di tempo, ma che tale energia sia gﬁe-
riore od al massimo uguale a,,quellAa_g,c_c&;_r_rl_ul,a.tg_ig‘pgf_c_f.&iwj [ anud | |\ udult ¢ u\ ‘a
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16 Proprieta generali dei componenti e dei circuiti 1.5

. A quest'ultima definizione si pudassociare una definizione quank
@M%Supponiamo che l'elemento o il circuito consﬂ
derato sia accessibile da N porte e che tensione e corrente di porta|

siano definiti nel modo coordinato precisato in precedenza, La E tenza

elettrica entrante ad un generico istante vale:|

N
(I.5.3) p(t) = ‘31 v, ()i, (0

Il componente o il circuito si dice passivo se:

(L.5.4) f p(t) de >0

[oe]

|per ogni t e per ogni tipo di eccxtazxone |E da notare che l'inserimento
di - nell" mtegrale equivale a c 1_1_1 _componente o il circuito
|a partire da un istante remoto, prima del quale si ammette che il circui-
/to sia a riposo, cioé che non agiscano eccitazioni di alcun genere}

1.5.5 | Causalita. |

Hn qualsiasi istante to, l'effetto dipende solo dai valori della

'causaper t < ty» [Tale proprieta potrebbe essere violata dal circuito

“solo per ["inadeguatezza dei modelli usati. Analiticamente, questa pro-
prieta si pud enunciare nel seguente modo. Sia c,(t) ed e, (t) unapar-
ticolare coppia causa-effetto per -®@ <t < + ®  Sia inoltre c,(t) ed
e, (t) un'altra coppia; supponiamo che:

IN
-t

(I.5.9) c,(t) = c,(t) per £
allora,qualunque siano c,(t) e cl(t) per t > t,, siha:
(1.5.6) e,(t) =e,(t) per t <t

Una forma piu semplice di enunciato &possibile nel caso che c'in-
teressa di elementi e circuiti lineari. L'enunciato ¢ il seguente: «L 'ef-
fetto € nullo per t <t, se énullalacausaper t <ty »

E facile rendersi conto che i due enunciati sono equivalenti nel caso lineare
Supponiamo dapprima che sia valido il secondo e facciamo vedere che ne consegue il
primo. A questo scopo, con riferimento alle eccitazioni e cause considerate nelle

(1.5.5) e (I 5.6), consideriamo la causa c(t) = C2(t) - cl(t). Per definizione:
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1.5 Proprieta generali dei componenti e dei circuiti 17

(1.5.7) c(t) =0 per t < to

Poicheé il circuito o elemento & lineare, 1'effetto di c(t) € uguale a e(t) =e2(t)—

= el(t). In base al secondo enunciato risulta:
(1.5.8) e(t) =0 per t < to

Dalla (I1.5.8) consegue la (I.5.6) e quindi la validita del primo enunciato. Inver-
samente supponiamo che sia valido il primo enunciato e facciamo vedere chene conse-
gue il secondo. Come nel caso precedente, consideriamo la causa c(t) =c 2(t)- cq (0.
L'effetto che gli corrisponde €, poiché il circuito € lineare, e(t) = e,(t) - ey (0). Inba-
se al primo enunciato e quindi alle (I.5.5) ed (I.5.6) si ha che c(t) ed e(t) soddisfano
alle (I.5.7) ed (I.5.8), cioé al secondo enunciato.

Osservazione.

Come detto in precedenza la violazione della propriera di causalit2 da parte di
un circuito od elemento € solo conseguenza dell'inadeguatezza dei modelli usati. Tale
inadeguatezza & particolarmente presente nel caso dei circuiti non passivi. Infatei €
stato dimostrato nell'articolo D.C. Youla, L.J. Castriota, H.J.Carlin ¢« Bounded real scat-
tering matrices and the foundation of linear passive network theorys, IRE TRANS.CT-6
(1959) pag.102, che un circuito lineare e passivo & sempre causale e quindi in tale am-
bito l'inadeguatezza dei modelli porta ad errori piu limitati che nel caso attivo.

Una dimostrazione semplice del modo in cui la causalita consegue dalla linea-
rita e passivita nel caso di un bipolo & disponibile in H.J. Carlin, A.B. Giordano,
«Network theory», Prentice - Hall, 1964 pagg. 6- 7.

1.6 - Relazioni costitutive degli elementi bipolari lineari e per-
manenti.

Gli elementi ideali a due terminali (bipoli) che compongono il
circuito elettrico a costanti concentrate lineare e permanente sono di
pochi tipi, che definiremo di seguito, e scaturiscono dal modellamento
di componenti reali. E interessante osservare che gli elementi ideali che
si considerano sono buone approssimazioni dei corrispondenti compo-
nenti reali. Tale situazione & completamente diversa da quella che si
verifica per gli elementi ideali a pid di due terminali, che vedremo nel
paragrafo successivo.

1.6.1 - Resistore.

«[l resistore ideale ¢ un elemento caratterizzato dalla relazione
costitutiva:
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18 Relazioni costitutive degli elementi bipolari lineari e permanenti 1.6

(I.6.1) v(t) = Ri(t)

con R reale e costante, a cui si da il nome dL resistenza. Il simbolo u-

saio € quello dL ftg I. 6 I».
\

Fig.1.6.1 - Simbolo del f,_‘___‘/\v/\,__o
e81store R

La resistenza si misura in ohm (simbolo (1) o spesso nei suoi
multipli (1k O =1000(:; 1M = 1.000 000 Q) e la sua inversa, che

prende il nome. di_conduttanza, in Pl
Risulta percio:

(1.6.2) 1(t) = Gv(t)

Il resistore_passivo & quello per.cui R & una quantitdnonnegativae cor-
risponde con buona approsmmazxone al componente reale corrlsponden-
te. Il resistore passivo & un-puro dissipatore di energia; infatti in qua-
Tunque intervallo di tempo esso assorbe energia, senza mai restituirla,

poiché la potenza elettrica assorbita:

(1.6.3) p(t) =i2(t)-R

& sempre non negativa. In esso ha luogo un trasferimento irreversibile di
energia.

Il componente reale che corrisponde al resistore passivo & carat-
terizzato dal valore della resistenza (valori commerciali comunida qual-
che Q) alle decine di MQ), dalla precisione con cui & realizzato, dal-
la potenza che puo dissipare senza alterarsi (potenza elettrica che si
trasforma in calore).

Il resistore attivo & caratterizzato da una.resistenza negativa.
Percid esso fornisce sempre energia al circuito. Il componentereale che
gll corrisponde & usualmente rappresentato bene da tale modello solo en-
tro limiti piuttosto modesti delle ampiezze di tutte le grandezze elettri-
che ad esso applicate e quando non interessi il comportamento completo
del componente reale. In particolare & facile dimostrare che il resistore
attivo facilmente da origine a circuiti a cui sono associate assurdita di
tipo fisico.

1.6.2 - Condensatore.

«ll condensatore ideale ¢ un elemento caratterizzato dalla rela-

zione costitutiva:
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1.6 Relazioni costitutive degli elementi bipolari lineari e permanenti 19

dv(t)

(L.6.4) i()=C ”

con C costante reale, a cui si da il nome di capacita. [l simbolo usato

¢ quello di fig.1.6.2

Fig.l.6.2 - Simbolo del con- o_.__”___o

densatore.

La capacita si misura in farad (simbolo F) o usualmente nei suoi
sottomultipli (micro-farad = 10~ 6 F, simbolo u F; nano-farad = 10-° F,
simbolo nF; pico-forad = 10~ 12 F, simbolo pF). Le dimensioni della ca-
pacita si deducono dalla (I.6.4), cioé:

d
(1.6.5) farad = Codio il
ohm

fac1Te vedere che il condensatore passwo trasf rlsce energl

«versx ile con il vincolo di cedere ¢ energla al c cu1toacu1 é ollegato in

n modo re-

\quantitad minore o uguale a quella immagazzinata in precedenza. |l valo-
|'re dell’ energla im magazzinata & facilmente deducibile, partendo dalla
(I 6.4); infacti: |

(1.6.6) 8(t)=/!p(7”) d7=fti(7)v(7)d7=

© ©

t
= c/ v(n) -2 dV(T) dr = %— Cvie
- @

nell'ipotesi che, nell'istante remoto indicato con t =-®, il condensato-

re fosse a riposo, cioé senza energla 1mmagazzmata E chiaro quindi

dalla (1.6.6) che il condensatore & passivo nel casodi capacita positiva.
La (1.6.4) pud inoltre interpretarsi come legame tra tensione e

carica elettrica, cioé:

(1.6.7) qf= / i(ndr=Cv()

e la capacita rappresenta in questo caso il coefficiente nella relazione
costitutiva di semplice proporzionalita tra carica e tensione.
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20 Relazioni costitutive degli elementi bipolari lineari e permanenti 1.6

Il componente reale che corrisponde al condensatore passivo &
caratterizzato dal valore della capacita (valori commerciali comuni da
qualche pF a millesimi di F), dalla precisione con cui €& realizzato,
dal valore di tensione che pud sopportare senza danni.

Il condensatore «attivo» & caratterizzato da un valore negativo
di capacita. L'uso di tale elemento ideale € limitato e riguarda circuiti
particolari. Il campo di validita del modello & entro intervalli modesti
delle grandezze elettriche applicate.

1.6.3 - Induttore.

«L'induttore ideale é un elemento caratterizzato dalla relazione
costitutiva:

(1.6.8) v =L |31 ¥
de ;

Tt

P

I 1
con L costante reale, a cui si da il nome di induttanza. Il simbolo usa-

to é quello di fig.1.6.3».

+
Fig.1.6.3 - Simbolo dell 'induttore. o 2009, °

L'induttanza si misura in henry (simbolo H) ousualmente anche
con i suoi sottomultipli (milli - henry = 10-3 H, simbolo mH; micro-henry=
= 10" H, simbolo wH). Le dimensioni dell'induttanza si deducono dal-

la (1.6.8), cioé:
(1.6.9) henry = ohm - secondo

Il componente passivo € quello per cui L & positivaerappresen-
ta con buona approssimazione il corrispondente componente reale. E fa-
cile vedere che l'induttore passivo trasferisce energia in modo reversi-
bile, con il vincolo di cedere energia al circuito a cui €collegato in quan-
tita minore od uguale a quella immagazzinata in precedenza. Il valore di
tale energia immagazzinata & facilmente deducibile,partendo dalla (I.6.8);
infatti:

(1.6.10) €(t) =‘/\! p(7) d'r=\/.l v(ni(n)dr =

[so] fes]

=Lft iy 2 d'r=%Li2(t)

- dr
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1.6 Relazioni costitutive degli elementi bipolari lineari e permanenti 21

E chiaro quindi dalla (I.6.10) che 1'induttore & passivo nel caso d'indut-
tanza positiva,

La (1.6.8) puod inoltre interpretarsi come legame tra flusso d'indu-
zione magnetica e corrente, cioé:

(1.6.11) o (B) :ft v(indr=L1i(t)

@

e l'induttanza rappresenta in questo caso il coefficiente nella relazione
costitutiva di semplice proporzionalita tra flussod'induzione e corrente,

Il componente reale che corrisponde all'induttore passivo viene
realizzato utilizzando i circuiti magnetici.

L'induttore «attivo» & caratterizzato da un valore negativo di
induttanza. L'uso di tale elemento ideale & limitato e riguarda circuiti
particolari. Il campo di validita del modello & entro intervalli modesti
delle grandezze elettriche applicate.

1.6.4 - |l generatore indipendente di tensione.

«Il generatore indipendente di tensione é un elemento caratteriz-
zato dalla relazione costitutiva:

(1.6.12) v(e) = v, ()

con v, una funzione del tempo assegnata, eventualmenie costante. Il
stmbolo usato e quello di fig.1.6.4a)./Nel caso di ampiezza costante,
ctoe vo(t) = E, viene spesso usato il simbolo di fig.1.6.4b)».

+
a) o—-@-——o

Fig.l.6.4 - Simbolo del %, (6)
0

generatore indipenden-
+
b i
E

te di tensione.

Il generatore indipendente di tensione rappresentacon buona ap-
prossimazione il corrispondente componente reale, quale ad esempio una
batteria, la rete di distribuzione dell'energia elettrica in corrispondenza
ad una presa. E facile vedere che il generatore indipendente di tensione
¢ sede di un trasferimento reversibile non vincolato di energia; infatti
la corrente che esso eroga dipende dal circuito a cui & connesso e per-
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cid la potenza istantanea che esso eroga pud assumere qualsiasi valore
e segno. Cio significa che idealmente tale elemento & collegato ad un
accumulatore di energia di capacita infinita, cio& non perturbabile dagli
scambi di energia. Il generatore indipendente di tensione costituisce u-
no dei due modi in cui si pud intervenire dall'esterno su un circuito. Co-
me vedremo nel §1.6.7, si possono avere degli inconvenienti,usando ta-
le modello, in quanto esso non rappresenta in modo completo il corri-
spondente componente reale.

1.6.5 - |l generatore indipendente di corrente.

«ll generatore indipendente di corrente é un elemento caratteriz-
zato dalla relazione costitutiva:

(1.6.13) i(t) =i,(0)

con i, una funzione del tempo assegnata, eventualmente costante. [I
simbolo usato ¢ quello di fig.1.6.5».

i5(c)

Fig.1.6.5 - Simbolo del gene-
ratore indipendente di cor- o_«—m——a

rente.

Il generatore indipendente di corrente, a differenza di quello di
tensione, ha pit importanza come ingrediente di circuiti equivalenti di
componenti reali che come modello di un unico componente reale. E fa-
cile vedere che tale elemento & sede di un trasferimento reversibile non
vincolato di energia; infatti la tensione che si stabilisce tra i suoi mor-
setti dipende dal circuito a cui & connesso e percid la potenza istanta-
nea che esso eroga pud assumere qualsiasi valore e segno. Quindi, co-
me per il generatore indipendente di tensione, si pud pensare che quello
di corrente sia collegato idealmente ad un accumulatore di energia di ca-
pacita infinita,

I due generatori indipendenti costituiscono i due modi in cui si
pud intervenire dall'esterno sul circuito. Nel § 1.6.7, metteremo in evi-
denza alcune incongruenze a cui i modelli dei generatori indipendenti
danno luogo.

1.6.6 - Corto-circuito e circuito aperto.

«ll corto-circuito e un elemento caratterizzato dallarelazione co-

stitutiva:
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(1.6.14) v(t) =0

ed il simbolo con cui viene rappresentato ¢ mostrato in fig.].6.6 a)».

Fig.l.6.6 - Simboli del T
corto-circuito a) e del
circuito aperto b). J

a) b)

Tale elemento ideale & di grande uso nei circuiti, anche se non
corrisponde ad alcun componente reale. Si puo pensare come un caso li-
mite del generatore di tensione.| In particolare, & interessante notare co-
me un » generatore indipendente di tensione che vengadisattivato,cioé la

cut tenszone
bty

pressa siamessa a zero dall’ esterno del czrcut.to Si_ri-.

cessivamente in varie occasioni.
«Il circuito-aperto é un elemento caratterizzato dalla relazione
costitutiva:

(1.6.15) i(t) =

ed il simbolo con cui viene rappresentato é mostrato in fig.l.6.6 b)». Ta-
le elemento ideale & di grande uso nei circuiti, anche se non corrispon-
de ad alcun componente reale. Si pud pensare come un caso limite del
generatore di corrente. | In Eartzcolartif mteressante notare come un ge-
\:zeratore Lndzpe dente d corrente, che v ga disattivato,cioé la cui cor-

ente impressa siamessa a zero dall’esterno del circuito, siriducapro-

prm ad un ctrcuLto aperto l

oo —————

1.6.7 . Incongruenze associate agli elementi ideali e circuiti equivalenti
dei bipoli reali.

Gli elementi introdotti nei paragrafi precedenti sono ideali. La
«storia» che ha portato alla loro definizione non € usualmente fonda-
mentale, ma pud aiutare a capire se hanno un significato fisico. Nel ca-
so dei bipoli il significato fisico & sempre presente, in quanto, a parte
per il generatore indipendente di corrente, la definizione dell'elemento
ideale & scaturita da un processo di «idealizzazione » di qualche compo-
nente reale di uso comune,

L'idealizzazione, perd, a volte puo essere stata eccessiva, con
il che ® possono insorgere 1 "“trrr""'“‘mm’(rdeal‘e) delle incongruenze.. “Ac-
Cenniamo in fig.1.6.7 alle pit macroscopiche ed evidenti, discutendo in
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dettaglio il caso a) dei due generatori indipendenti di tensione. E evi-
dente che se le due tensioni impresse v. e v, sonodiverse, il circui-

. - - 1 2 - .
to di fig.1.6.7 a) non ha senso. D'altra parte se v, =v_, risultaindeter-

2.

iq(o) iy(0)

+ + -— -—

vy (0) v () °_®’—°—<D—°

a) b)

Fig.l.6.7 - Due esempi di incongruenze che possono verificarsi connet-
tendo elementi ideali bipolari.

minata la corrente erogata da ciascun generatore. Inambedue i casi si &
in una situazione «non fisica» D'altra parte che l'incongruenza sia do-
vuta all'idealizzazione & evidente, in quanto & chiaramente identificabi-
le la situazione che si verrebbe ad avere con due generatori di tensione
reali. Cid mette in evidenza che il componente reale richiede di essere
caratterizzato con un circuito equivalente che contiene oltre all'elemen-
to ideale corrispondente anche altri elementi ideali. Ad esempio, gia la
presenza di un resistore elimina I'inconveniente di fig.1.6.7 a), come mo-
strato in fig.1.6.8, dove entro le zone tratteggiate sono riportati i circui-
ti equivalenti dei generatori indipendenti di tensione reali. Ovviamente
il circuito equivalente di fig.1.6.8 non & sufficiente a tenere conto di al-
tri comportamenti del componente reale, come ad esempio la capacita di
seguire rapidamente le variazioni di carico. Sara necessario per questo
scopo e per altri possibili arricchire il circuito equivalente adottato.

Fiy.l.6.8 - Rimozione dell'incon-
gruenza di fig.1.6.7 a) mediante
un circuito equivalente opportu-
no per il generatore indipenden-
te di tensione reale.

Riprenderemo il discorso su questo punto successivamente per i
componenti reali a pid di due terminali. Per quanto riguarda i componen-
ti reali bipolari occorre accennare al fatto che ordinariamente si ha gia
una buona approssimazione con l'elemento ideale corrispondente. L'ag-
giunta di un resistore di valore opportuno all'induttore ed al condensa-
tore porta a circuiti equivalenti assai soddisfacenti per i corrispondenti
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componenti reali. Tali resistori sono usualmente previsti nelle specifi-
che costruttive di tali componenti, tramite un opportuno coefficiente di

merito.
Il coefficiente di merito piu usato & definito/come segue con riferimento a fi-
gura 1.6.9¢ | ) '
wl 1
(1.6.16) Q= — : Qs
R @0 CR!'
s s
oppure:
Rp
(1.6.17) Q = —_— 5 Q =R' wC
wl P

in cui @ é€lapulsazione di funzionamento. Le due definizioni sono praticamente equi-
valenti nelle condizioni usuali di funzionamento, in quanto & richiesto dalle applicazio-

ni per il coefficente di merito Q un valore sufficientemente elevato.

L l
€
= Rp C R;,
R R'
s s

Fig.l.6.9 - Circuiti equivalenti degli induttori e condensatori reali che
tengono conto delle perdite associate.

1.7 - Relazioni costitutive degli elementi ideali a due porte atti-
vi lineari e permanenti.

Da quanto detto nel § 16 edin particolare nel § 1.6.7 il model-
lo di un componente bipolare reale nasce da un compromesso tra due e-
sigenze contrastanti: h

B il modello deve essere sufficientemente completo per rappresentare
convenientemente il componente dal punto di vista d'interesse;

-2) il modello deve essere semplice per evitare che 1'analisi del circui-
to si complichi in modo proibitivo.

G.MARTINELLI-M.SALERNO : Fondamenti di Elettrotecnica 4
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Tale compromesso nel caso dei componenti bipolarireali é stato
risolto, introducendo elementi ideali opportuni tramite un processo di i-
dealizzazione dei componenti reali. | modelli che ne risultano peri com-
ponenti bipolari reali sono assai soddisfacenti, in quanto usualmente ri-
chiedono 1'elemento ideale corrispondente ed eventualmente qualche al-
tro elemento degli altri tipi, con funzione di correzione.

Nel casodei componenti due-porte attivi realila situazione & com-
pletamente diversa. Il processo di idealizzazione si puo applicare, ma
porta ad un elemento ideale molto distante dal componente reale. Per
questa ragione l'elemento ideale in questione, che vedremo nel § 1.7.4
serve essenzialmente per due scopi: analisi grossolana e rapidadei cir-
cuiti contenenti componenti attivi; derivazione di circuiti equivalenti.

La maggioranza degli elementi ideali attivi due-porte si ottiene
mediante dei procedimenti completamente avulsi dalla realta e succes-
sivamente essi vengono utilizzati, insieme agli usuali elementi bipola-
ri ideali nei circuiti equ1valent1 dei componenti reali (1),

A causa di questa tecnica, esistono numerosi elementi ideali at-
tivi, non tutti indispensabili, nel senso cio¢ che si pud rappresentare
I'uno come aggregato di altri. La loro conoscenza & utile, in quanto si
prestano con efficacia diversa al modellamento dei componentirealinel-
le diverse situazioni di impiego.

E infine opportuno mettere in evidenza che le due porte di cia-
scun elemento possano essere completamente separate, come accade
negli elementi «bilanciati» oppure possono avere un terminale in comu-
ne, come accade negli elementi sbilanciati. In fig.1.7.1 sono riportati i
simboli relativi ai due casi.

! L2 . ’
+ — - 4 11 12
Vi 1 2 Vo + o—=11 2 2=o +
= o= ——< = v v
1 T 2
a) b) & G

Fig.l.7.1 - Simboli usati per gli elementi bilanciati a) e sbilanciati b).

1.7.1 - Generatori controllati.

I generatorl controllati sono elementi attivi ideali due-porte ca-
ratterizzati dal fatto che la grandezza impressa ¢ proporzionale tramite

(1) - Per dettagli vedere ad esemplo G. Martinelli, « Sintesi delle reti elettriche: Vol.II»
Ed. Siderea, 1971 pag. 604 - 646.
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una costante che prende il nome di parametro di controllo ad un'altra
grandezza elettrica applicata al loro ingresso, Dipendentemente dal fat-
to che la grandezza impressa e quella di controllo possono essere una
tensione od una corrente, si hanno quattro tipi di generatori controlla-

. Per comodita, si riportano in tab.1.7.1 per ciascuno dei quattro tipi
11 nome particolare usato, le relazioni costitutive con riferimento a fi-
gura I.7.1, il simbolo usato per rappresentarlinel caso bilanciato, le di-
mensioni del parametro di controllo.

TABELLA [.7.1 - Vari tipi di generatori controllati.

1
1 -
Generatore di ten- | v, =r i r T"_c’j +
sione controllato 2 ! i I Q
in corrente (tran- v, = 0 | QD :“1
simpedenza) | L
T o
o |
Generatore di ten-| Y2 =~ 2V | I A
sione controllato i =0 Y1 qD 14V Adimensionale
in tensione 1 | |
SRR [N N SN
| |
. NS e m!
Generatoredi cor- | '2 ~ "1 " I i !
rente controllato | = _ o 1 ‘ 1 Adimensionale
in corrente 1 | |
(O =]
i . ol
Generatore di cor~ i, =gvy v 1 ] -1
rente controllato vyl Ll 8V, Q
in tensione (tran- i1 =0 I |
sammettenza) S J'
Sammettenza T

[ generatori controllati sono tra gli elementi ideali attivi piu u-
sati. E 1mportance notare che ciascuno di essi &sufficiente ad individua-
re il circuito equivalente di qualsla31 componente reale quando venga u-
nito agli elementi bipolari passw1 | In particolare &possibile dedurre tut-
te e quattro i tipi di generaton controllati a partire da uno solo di essi.
Nelle figg.1.7.2, 1.7.3, 1.7.4 viene mostrato un modo possibile perdedur-
re dalla transammettenza gli altri tipi di generatori controllati.
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11 iy
g 6= :"3 '''''' "{ D — 3 o+
I I
V1 I 81V1T L1 v 8gvd I V2
- L1 [ ! S
R o e O e |
[ s bl
I
| |
; |83 V2 |
I
o e e 1

Fig.1.7.2 - Transxmpedenza ottenuta con tre transammettenze | Il parametro di
controllo vale 1/gge vi =0. Tvaloridi g1 e g2 sono arbitrari, purchedi-
versi da zero.

Ly iy
3 1 i o SV oo e L T
I i I b !
| |
Vi 81V1 f | L| lgz"z I Vo
i | I | [ i
TR e ] C_ ST °©
________ =
N by
I |
| v gv* |
| .. |
AP |

Fig.1.7.3 - Generatore di tensione controllato in tensione ottenuto con tre
transammettenze. 1l parametro di controllo vale | g1/gg ed i1 = 0. Il valore
di g € arbitrario, purché diverso da zero.

] iy
e 1
A4 I 82"1T v l jesv | Ve
cerrre e e -
[ B =
: {81y I
= e

Fig.l.7.4 - Generatore di corrente controllato in corrente ottenuto con tre
transammettenze. Il parametro di controllo vale ga/gi1 e vi = 0. Il valore
di go é arbitrario, purché diverso da zero.

1.7.2 - Convertitori d'impedenza negativa.

I convertitori d'impedenza negativa sono caratterizzati dalla lo-
ro capacita di cambiare da passivo in attivo o viceversa un elemento
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yideale bipolare eventualmente alterandone il valore di una quantita co-
|stante. L'elemento di cui si vuole cambiare la natura viene collegato ad
luna delle due porte del convertitore e il blpolo cambiato si vede all'al-

\tra porta, Il cambiamento consiste in una variazione di segnoenella mol-
ftiplicazione per una costante positiva, che, nel caso delleresistenze ed
induttanze prende il nome di coefficiente d1 conversione e nel caso del-

le capacxta é l'inverso di tale coefficiente.

TABELLA 1.7.2 - Convertitori d'impedenza negativa.

- Coefficiente di conversxone
Convertitore di b W .40 dalla porta 1 alla 2]
impedenza ne- . : a o
gativaadinver- 1 =-ky iy o_l VNIC 2_0 12 k,
sione di tensio- - - ==
nel 1k, >0;k, >0 k
Co a Coefficiente di conversione
nvertitore 11: vy =kyv, dalla porta 1 alla 2
impedenza ne-/ 11 o
gativa ad inver-| i = koig INIC k
sione di corren-’ i k2= _L1
te.l k1>0;k2>0 k

TABELLA 1.7.3- Conversioneda passivo ad

attivo degli elementi bipolari.

Resistore di V1:1k1V2—;k1(-Ri2)—
resistenza VNIC
Resistore 2 —| 1 oppure 2 R 1
-k"R INIC et il B i Dedl g
) o =% K1 h
2
I
v1=1k1v2=:kl<-L 12>=
Induttore di de
induttanza VNIC
Induttore k2L —{1 olprgluée 2 L 4/ 1 , di i
o) =tk L —(+—1i, J=k“L
de k2 de
" dv
Condensato- o i1=+k212=4‘k2<-C 2>=
redi capaci- VNIC de
Condensatore |ta —»i1 oppure 2 C g 1 C 4
C INIC _ = Y
- o—4 —:thC— +—V1 —'—-§-——
K2 de k1 k“ dt
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30 Relazioni costitutive degli elementi ideali a due porte .7

I convertitori di impedenza negativa sono di due tipi, a seconda
che passando dalla porta d'ingresso a quella di uscita sihaun'inversio-
ne di corrente o di tensione. In tab.I.7.2 riportiamo il nome, le relazioni
costitutive con riferimento a fig.1.7.1, il simbolo usato per rappresentar-
li nel caso bilanciato ed il valore del coefficiente di conversione. In ta-
bella I.7.3 illustriamo l'azione di conversione esercitata sugli elemen-
ti bipolari. E interessante osservare che lo scambio delle due porte ha
come unico effetto quello di invertire il coefficiente di conversione.

Dal punto di vista energetico si vede chiaramente che i conver-
titori d'impedenza negativa scambiano in modo reversibile non vincola-
to l'energia, in modo analogo ai generatori di tutti i tipi visti.

Infine in fig.I.7.5 viene mostrato lo schema dei due tipi di con-
vertitori, ottenuto con quattro transammettenze.

iy i2
ST RS et T
v | | v | v
1 I gsvll MR 154"2 I 2
. [ i | .
| S ——— e T (N | R S .
St 3 o~ ———— hl
| | : |
]
| f&1v : : g | |
I
| SRR ==Yy S ] s e o s Jd

Fig.l1.7.5 - Convertitore d'impedenza negativa ottenuto con quattro transam-
mettenze. Risulta: vo = (g 3/?4)V1; i2=(f g1 i1. Scegliendo i rapporti
ga/g4 g2/ g1 positivi si ha I'INIC; scegliendoli negativi si ha il VNIC.

1.7.3 - Invertitori d'impedenza negativa.

Gli invertitori d'impedenza negativa sono caratterizzati dalla lo-
ro capacita di cambiare da passivo in attivo o viceversa un elemento i-
deale bipolare, scambiando contemporaneamente la tensione con la cor-
rente. Cid implica ad esempio che un condensatore passivo & cambiato
in un induttore attivo. Le relazioni costitutive dell'invertitore d'impe-
denza negativa sono:

vi=R;i,
(1.7.1)
v, =R,i,

con R,,R, > 0. Il caso usuale & quello in cui R, = R,. Utilizzando le
(1.7.1) si ottiene facilmente |'effetto d'inversione e cambiamento di na-
tura, illustrato in tab.1.7.4.
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E facile rendersi conto che scambiando le due porté il comporta-
mento dell'invertitore rimane inalterato. Dal puntodi vista energetico si
ha lo stesso comportamento degli altri elementi ideali attivi due-porte.

TABELLA 1.7.4 - Inversione e conversione da passivo ad attivo degli
elementi bipolari.

" y R
Resistore di ) = > 2 el i. =
resistenza o ¥y _R112_ Rl R R RZ’I -
Resistore ! R1 R2 —{1 INV 2 R R1R2
R - =" iy
< R
Conglensatq— 3 i = _1_ ” =__1__ (-L di2 > -
:g di capaci- - 1 Rz 2 R2 de
Induttore L —|1 INV 2 L
] o _Ld vy L dv
R: R Ty s B
172 J R2 de Rl R1R2 de
dv2
V= R112 = Rl -C =
!nduttore di o] de
Condensatore induceanza —|1 INV Zr.lc ’
-R.R o d : di
3B a =-R;C —(Ryi;) =-R;R,C —
de de
Infine in fig.1.7.6 viene mo- . i
strato uno schema di invertitore di |, —> Co—--3- -1 < .
impedenza negativa ottenuto con } —v, |
¥ l R, ° | Vo
due transammettenze. : 2 |
. Co—______% 3 o
_________ 7
1.7.4 - Nullore. e .
| 1 I
1l null 1 i LR |
nullore é un elemento i- | 1 |
Ce = 5

deale attivo caratterizzatodalle se-

guenti relazioni costitutive:

v, =0
(1.7.2)

Fig.1.7.6 - Invertitore d'impedenza ne

gativa ottenuto con due transammetten
ze (R1,R2>0).
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E evidente che l'assenza nelle (I.7.2) delle grandezze elettriche della
seconda porta, implica che queste possono assumere qualsiasi valore. Il
simbolo usato & riportato in fig.1.7.7.

+ — - + 11 12
vy 0 ® vy + o——=]0 ® |=, +
e - Vi T Vo
a) b) " e N

Fig.l.7.7 - Simbolo usato per il nullore bilanciato a) e sbilanciato b).

Il nullore & l'unico elemento ideale attivo due-porte che si ottie-
ne mediante un procedimento di idealizzazione. In fig.1. 7.8 sono riporta-
ti i fondamenti di tale procedimento, relativamente all'amplificatore o-
perazionale ed al transistore.

a) b)

Fig.l.7.8 - Procedimento di idealizzazione che porta al nullore: a) Amplifi-
catore operazionale: si ottiene il nullore bilanciato al tendere di it e di i-
a zero e di A all'infinito. b) Transistore (NPN o PNP): si ottiene il nul-
lore sbilanciato con morsetto comune coincidente con l'emettitore, morset-
to contrassegnato dallo O con la base e morsetto contrassegnato con ® con
il collettore al tendere a zero di ib e di Vie:

Mediante il nullore & possibile ottenere qualsiasi altro elemento
'ideale attivo due porte| Per vedere cid, basta mostrare che & possibile
ottenere una transammettenza mediante un circuito contenente nullori e
resistori passivi. Cid & riportato in fig.1.7.9.

a)

Fig.l.7.9 - Schema di una transammettenza sbilanciata ottenuta con nullori sbilan-
ciati e resistori passivi: a) caso del parametro di controllo positivo: b) caso del
parametro di controllo negativo. Il parametro di controllo ha ampiezza 1/R in tut-
te e due i casi.
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E stato detto nell'introduzione al § 1.7 che l'elementoideale ot-
tenuto per idealizzazione di componenti attivi reali, serve essenzialmen-
te per due scopi. Il primo & quello di permettere un'analisi rapida, anche
se grossolana di circuiti contenenti componenti reali attivi, Que sto pun-
to verra sviluppato nel § 2.6 del Cap. IL

Per quanto riguarda il secondo punto, cioé la possnbxhta di deri-
vare circuiti equlvalenn anche se solo da un punto di vista ideale, lo
considereremo qui di seguxto(” La proprieta del nullore cheéfondamen-

‘tale a questo riguarde,er T

1) La possibilita di scinderlo in una coppia di bipoli, di per sé& stessi
anomali ed assurdi, se “considerati separatamente, quali il nullatore ed il
noratore. Tali elemenu ideali sono definiti in fig.1.7.10. Infig.1.7.11,so-
no riportati gli schemi bilanciato e sbilanciato del nullore, ottenuti con
la coppia nullatore-noratore; ‘

' }
) F LP:Iu_Hatore{ + Norotore
1 e N { i peT——cn
‘ v = ‘ v = arbitrario
v { v )
i=0 i = arbitrario

Fig.l.7.11 - Schema bilanciato e sbilanciato del nullore, ottenuto tramite la
coppia nullatore-noratore.

ti_del corto-circuito e del ¢ cxrculco aperto come messo in evxdenza m fi-

e e

gura I 7 12 L
o AN
—0O—00—— —o
S E ; 1
s \ = ( }
Circuito aperto Corto-cucuxto

Fig.1.7.12 - Circuiti equivalenti del corto-circuito e del circuito aperto, ot-
tenuti tramite il nullatore ed il noratore.

(1) - Per ulteriori dettagli vedere G. Martinelli, op. cit., pag. 640 - 646.

G.MARTINELLI-M.SALERNO : Fondamenti di Elettrotecnica 5
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34 Relazioni costitutive degli elementi ideali a due porte attivi 1.7

Il modo di procedere per derivare circuiti equivalenti, dal punto
di vista esterno, ma internamente diversi, consiste nel materializzare nel
circuito di partenza un circuito aperto oppure un corto-circuito o piu di
uno contemporaneamente e quindi nel sostituire agli elementi ideali atti-
vi i nullori nella forma di fig.L.7. 11. A questo punto associando opportu-
namente nullatori e noratori in modo da formare coppie, siottengono nel-
I'interno del circuito sia nullori in posizione diversa da quella di parten-
za sia un numero maggiore di essi. E evidente che il nuovo circuito, se
si cerca di realizzarlo con componenti reali, si comportera usualmente
in modo molto diverso da quello di partenza, in quanto lalontananza de-
gli elementi ideali dai componenti reali gioca un effetto diverso dipen-
dentemente dal circuito considerato.

L'esempio di fig.1.7.13 chiarisce il procedimento di derivazione,
descritto sommariamente in precedenza. Esso riguarda la derivazione

ll Rl R2 i2 C
+ VWV M_T:q + Ry R,
1 kiAo Al 3
v1 v2
0 ™
. ! ) .
a) b)
® 0
Rl RZ
1 1 o——V 1 vV 1
© 0
c) d)

Fig.l.7.13 - Derivazione di uno schema di INIC a due nullori da uno ad
un nullore.

di due schemi noti di convertitori d'impedenza negativa a nullori, 1'uno
‘dall'altro) Precisamente in a) & mostrato lo schema di INIC contenente

un i nullore e due resistori passxvx Il coefficiente k, & uguale ad 1 e

;lf_z a R /R f Lo schema b)' si ottiene usando 1equ1valenza del nul-
“Tore con iy coppla nullatore-noratore di fig1.7.115Si ottiene quindi lo

schema c) aggnungendo in parallelo ad R, un circuito aperto del tipo
considerato in fig.1.7.12. Associando le coppie nullatore-noratore come
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indicato nel tratteggio di c) ed identificandole con nullori sbilanciati si
arriva al nuovo schema di INIC a due nullori sbilanciati e due resisto-
ri, mostrato nella parte d) della figura, esattamente equivalente dall'e-
sterno all INIC di partenza.

1.8 - Relazioni costitutive degli elementi ideali a due porte pas-
sivi lineari e permanenti.

Gli elementi ideali che considereremo sono tre, di cui due pro-
vengono da un procedimento di idealizzazione del tipo di quello che &
usato nel caso degli elementi bipolari passivi. Gli elementi in questio-
ne sono le «induttanze mutuamente accoppiate» ed il «trasformatore i-

deale». Il procedimento di idealizzazione a partire dal componente rea-

[

La cultura

le corrispondente & molto piu spinta per il trasformatore che per gli in-
duttori mutuamente accoppiati. Il terzo elemento che considereremo & il
giratore; anch'esso puo essere ottenuto con un procedimento di idealiz-
zazione di un componente reale. Tuttavia tale idealizzazione € eccessi-
va e percid & piu appropriato pensare tale elemento ideale ottenuto con
un procedimento simile a quello impiegato nel caso attivo, ma applica-
to al caso degli elementi ideali passivi non-reciproci.

I.8.1 - Induttori mutuamente accoppiati e trasformatore ideale.

Gli induttori mutuamente accoppiati costituiscono un elemento

fewf_gl71

di1 d12 e ¢ ’
= — + M — e T o
Y1 1 de de -
(I.8.1) t
y dll i dl2
v —
2 de 2 de B _—

[m cui L, e >
\za_ mutua. Nel cas caso dell'elemento passxvo che & ['unico che mceressa

valg_gqgk_sswm 3 L
(1.8.2) L 0 L{of '\IMlS VL, L,

—
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36 Relazioni costitutive degli elementi ideali a due porte passivi 1.8

Il simbolo usato per rappresentare questo elemento & mostrato
in fig.1.8. 1. E 1mportante rilevare che:

1) nel simbolo usato sono presenti i simboli di due induttoridi induttan-
za L, ed L,. Cio, d'altra parte, non deve meravigliare in quanto l'ele-
mento a due porte, se ridotto ad una, ad esempio aprendo una porta, coin-
cide esattamente con un induttore;

i 1
1 M 2
s ) -
Fig.l.8.1 - Simbolo usato per t o ¢ e ° +
gli induttori mutuamente ac-
coppiati. i Ly Ly vy

2) nel simbolo usato & presente una coppia di punti. Tali punti indicano
_che nel calcolo della tensmne su un induttore, la caduta di tensione
Provocatamd“a“ﬂa corrente che scorre nell alt[o (a.ccopp1ato) ¢ concorde a
quello  provocato dalla corrente propria, se le due correnti si trovano nel-
la stessa posizione rispetto ai suddetti punti, cioé tutte e due entrantio

uscenti. Nel caso contrarlo le due cadute di tenmone sono discordi, co-

me indicato in fig.1.8.2. : 1,
“7:‘*'? [2‘ 41'54

° Ll / \ L2o s S

+ —— A —— - + — A - T 7°

ll v1

Fig.l.8.2 - Induttori mutuamente accoppiati con versi discordi delle cor-
renti. Risulta:

di di di di
vi=L,—-M 2 ; vo=L,—2-M —
dt de dt de

L'elemento «induttori mutuamente accoppiati» ¢analogodal pun-
to di vista energetico ad un induttore, in particolare passivo se le tre
costanti L, L, M soddisfano le (1.8.2). Di conseguenza in esso ha
luogo un trasferimento reversibile di energia vincolato. Facciamo vedere
la necessita e sufficienza delle (1.8.2) per la passivita dell'elemento. A
questo scopo & necessario calcolare 1'energia immagazzinata nell'ele-
mento a partire da un istante remoto (t =-®), in cuil'elemento stesso &
a riposo. Si ha:
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t
(I.8.3) 8(t)=‘/ (v1i1+v2i2)d'r=

t di, di, di, di,
f Lllld + M 2d +11? +1. 12 e dt =

S S SR
—5L111+M1112+-2—L212

Il

Supponiamo che 1'elemento sia passivo, allora €(t) >0 qualun-
que sia il valore di i, ed i, Cid implica:
“per i,=0 L,20

(1.8.4) per i,=0 L, 20

Ll Ll
per i,=ti,\— ; i,#0 => E()=L,i? M i2>0=>
L L,

= M| < YL,L,

Supponiamo quindi che siano soddisfatte le (I.8.2); facciamo ve-
dere che 1'elemento & passivo, cioé €(t) >0 per qualsiasii, ed i, In
particolare, se i, =0 oppure i, =0, la verifica & immediata. Nel ca-
so generale, riscriviamo € (t) come segue:

i, L,[i,)\
(1.8.5) 8(t)-—2— ”[”2T_+—2<-—2”

1 Ly vy
La quantitaentro parentesi vale al minimo, al variare di i,/i,:

MZ
L,L,

(1.8.6)

e quindi & non-negativa per le (1.8.2), cosi come 1/2 L,i}, cidchedi-
mostra che € (t) >0.
Il trasformatore ideale & un elemento passivo due-porte, definito

dalle seguenti relazioni costitutive: ~
YEYLEE

<
Il
=}
<
|\ —~
4

(1.8.7)
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38 Relazioni costitutive degli elementi ideali a due porte passivi 1.8

in cut n prende il nome di rapporto di trasformazione. Il simbolo & ri-
portato in fig.[.8.3. Si vede dalla figura che il simbolo usato &molto si-
mile a quello degli induttori mutuamente accoppiati, tuttavia una diffe-
renza fondamentale & la presenza solo di n al posto delle tre costanti

L, L, M
i iy
— -—
+ o e o o +
Fig.l.8.3 - Simbolo usato
per il trasformatore idea- b Vo
le.
- o =
n:l

Il trasformatore non assorbe o cede potenza e quindi energia; in-

fatti:
. ) 1, .
(1.8.8) p(t) =v, i +v,i,=nv, i, + ¥, =0
1 i2
+ — © 0 > &
@
¥ R R Vo
B 0
a) nR R
0 ™ b)
S R R .:i
+ o—-—ILo _} T lr_ o-liq—-—o +
I
Y1 : gavl? | ¥ ll 184"2 | ¥
L 1 [ M| | -
ST R ] [ Hpi———— _
(= = s 2 e A
T ]
| | |
: jery [ | 827 | |
c) | | | |
| A ] I |

Fig.l.8.4 - Schemi del trasformatore ideale sbilanciato a) ottenuti con nul-
lori sbilanciati in b) e con transammettenze sbilanciate in c). In quest'ul-
timo caso deve essere g,/g, =n e g,/g; =n.
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Le sue proprieta tipiche sono:

1) la capacita di alterare le grandezze elettriche passando da una porta
all'altra;

2) la capacita di alterare il livello degli elementi ideali bipolari, quan-
do chiusi su una sua porta, come messo in evidenza in Tab.L.8.1.

Tali proprieta sono di fondamentale importanza nelle applicazio-.
niidcl,,cogrispgndente componente reale.
- E infine da mettere in evidenza, che, se cid écomodo in qualche
particolare applicazione, & possibile usare schemi del trasformatore i-
deale ottenuti con qualcuno degli eiementi ideali due-porte attivi. In par-
ticolare in fig.1.8.4 riportiamo lo schema ottenuto per un trasformatore
sbilanciato, usando il nullore sbilanciato e la transammettenza.

TABELLA [.8.1 - Variazione di livello degli elementi bipolari ideali
per effetto del trasformatore.

e o
i vl=nv2=n(-Ri2)=—nRi2 =
T 2 - i y=n2Ri
;cIl’\ierse1ssitsotreen_§ ; =-nR(-n 11)—n Rll
Resistore  |lza. .. e
Ty o
,‘..?.———- 5 it v1=-nv2"—n(- Ri2)=nRi2=
= sy 2n:
’ ¢ —nR(ml)—n Rxl
di di
> - V) =nvy=n (—L—2>=-nL—2=
dte de
—_— L .
d di
et TolgCm et
Induttore za :1 : = : <
3] ® d12 d12
'n2L E v,=nv,=-n -L—= |=pL—==
. L dt de
oy d di
. | =aL— @i =n®L L
n:1 de de
.o . 1 1 dv, Cdv2
x,l:_—12=.— - p— —_——
n n de n dt
Condensato- | ™ C
re di capa- g g I =E i(_v_l) =£dv_1
cita 2
Condensatore R n:1 ndt\n n” dt
—C” o __1'_1 dv2 _Cdv2
2.0 i =—iy=—(-c—2%)=-= —2=
in_ 3 - C n n dt n dt
_cd (_3):.% 21
n:l. n dt n n® dt
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1.8.2 - Giratore.
Il giratore & l'unico elemento ideale due-porte passivo non-reci-

proco che si abbia a disposizione. Le sue relazioni costitutive sono, con
riferimento a fig.1.7.1:

(1.8.9)

in cui R @& la resistenza di girazione. Il simbolo comunemente usato &
mostrato in fig.1.8.5.

4 s
. R =
+ i ey A
Fig.l.8.5 - Simbolo per
il giratore. vy D vy

La passivita del giratore & facilmente verificabile, utilizzando la
(1.8.9). Precisamente, si ha, come per il trasformatore ideale:

(1.8.10) p()=v i, +v,i,=-Ri,i, + Riji, =0

Percio il giratore non assorbe ne cede potenza e quindi energia.

Per quanto riguarda la reciprocita, & sufficiente controllare che
esso non soddisfa la legge di reciprocita di Lorentz.

Infatti, applicando le (1.8.9) alla (1.5.2), si ha:

2

(1):(2) I ={ 1).: (2) (1):(2)
kglvk iy RipMider <+ Ril iy =
(1.8.11)

2
(1) 2) = @stl): (2) s(2): (1)
k>=:11k L Rll ig -i-Rx1 iy

E interessante ricordare che il nome di giratore dato a questo e-
lemento deriva dalla sua caratteristica proprieta di scambiare tra loro la
tensione e corrente, per cui tale elemento permette di trasformare un in-
duttore in un condensatore e viceversa. In Tab.1.8.2 viene riassunto lo
effetto del giratore sui bipoli ideali. Particolarmente importante &la tra-
sformazione di un condensatore in un induttore, che é la base dell'im-
piego del giratore nei microcircuiti, dove appunto &del tutto assente lo
induttore reale tradizionale. Ulteriori dettagli su questo punto (uso dei
giratori sbilanciati, realizzazione dei trasformatori con giratori) posso-
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no essere trovati in G. Martinelli, «Sintesi delle reti elettriche », Vol. II

Ed. Siderea 1971.

TABELLA 1.8.2 - Effetto del giratore sui bipoli ideali.

Resistore di
resistenza

Resistore —-
R 2

R

u

Induttore di -

induttanza
Condensatore 122 —

R2C

Condensato-

re di capa-
Induttore cita —
L

RrR?

E infine da mettere in evidenza, che, se cid € comodoin qualche
applicazione parcicolare e possibile usare schemi del giratore ottenuti

portiamo 1o schema di un glratore shilanciato ottenuto medzante nullon

sbilanciati e transammettenze.

i i

iy 2 1 ]
Va2 Y
*Loaad’ T OIR R
AL S
vy 0 % Vg LG

0 {

® AYAY a) b)

T R

Fig.l.8.6 - Schemi del giratore sbilanciato ottenuti con nullori sbilancia-

ti a) e con transammettenze b).

G.MARTINELLI-M.SALERNO : Fondamenti di Elettrotecnica
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Per concludere accenniamo al modo in cui viene realizzato il giratore reale.

Le realizzazioni medi ante strutture passive sono essenzialmente due:

1) giunzioni

riempite di ferrite per applicazioni a microonde; 2) dispositivi ad effetto Hall per fre-

quenze piu basse. Una trattazione di questi dispositivi, con dettagli sulla loro insuf-

ficienza e lontananza dal comportamento ideale, € reperibile in H.J.Carlin, A.B. Gior-

dano, op. cit. Cap.V. Le realizzazioni del giratore mediante componenti attivi, che so-

no le piu usuali in bassa frequenza, sono trattate in dettaglio in G. Martinelli, Sintesi
delle reti elettriche, Vol.II, Ed. Siderea 1971, § IX.11.

1.8.3 - Trasformdtore ideale a piv di due porte.

Un elemento ideale a pil porte passivo lineare e permanente € il
trasformatore di fig.1.8.7, caratterizzato dalle seguenti relazioni costi-

tutive:

(1.8.12)

i, '_:‘“1111’“1212 Ao -nlNIN

che possono pill sinteticamente essere scritte:

(1.8.13)

essendo:

2
(1.8.14) i=| .

I'n

ed indicando t l'operazione di trasposizione per le matrici.

i=-TI

Ve=Ttv
I Va Vi
12 v, V2
I=| . 2 ovo=| . : V= .
Iy VN Vx
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T
——
+
®
¥y g“u
i
- 1
I
+ ? Z o= Jlb - +
L]
Vo P12 ¥
- A A .
N——r] :
L ]
"IN
L
Iy
—
+ [ S, SRS, \S—
L]
VN gn“
S CESEN SN, S i2
—
S 23
L
Ngs V2
R -
| .
°
J 2N
—
L
N1
A h h in
iniPOg ©
[ ]
N2 YN
L~ 4 -
®
NN

Fig.l.8.7 - Il simbolo usato per il trasformatore a piu porte.

La cultura & un bene dell'umanita (fantomasping@libero.it)

43



44 Relazioni costitutive degli elementi ideali a due porte passivi 1.8

E facile vedere che l'elemento ideale definito dalle (I.8.13) &
& passivo e reciproco. Infatti:

N
(L8.15)  p()="3 (VI +v,i,y=V'I+itv =v'TI-I'Ttv =0
k=1

cio che prova la passivita. -
Per quanto riguarda la'legge di reciprocita di Lorentz, si ha:

(Mg (2) 3 1My (2) = (e (2) 4 1(ey(2) = 0
(1.8.16)

1 (2)ey (1) 4 1(2)ey (1) = [Ty () 4 1(2ey(1) =

cid che provala reciprocita dell'elemento.

1.9 - Circuiti equivalenti a costanti concentrate lineari e perma-
nenti dei componenti reali.

Il circuito ideale costituisce un'approssimazione di una struttu-
ra reale costituita da dispositivi a due o piu terminali di pochi tipi con-
nessi in modo qualsiasi tra loro. Esso si ottiene sostituendo a ciascun
dispositivo un circuito equivalente pil o meno complesso a seconda di
cio che si vuole ottenere. Il circuito equivalente di ciascun dispositivo
reale si ottiene tramite un'operazione di modellamento, la cui importan-
za & evidente ai fini di una valutazione esatta delle prestazioni del cir-
cuito stesso. Usualmente 1'approccio al modellamento di un dispositivo
si basa o su una corrispondenza fisica tra elementi ideali componenti il
circuito equivalente e fenomeni che hanno luogo nel dispositivo oppure
su una caratterizzazione esterna forzata. La prima via ha il vantaggio di
portare ad un circuito i cui parametri sono indipendenti dalla frequenza
entro campi molto vasti e la cui dipendenza da altre quantita (tensione
di polarizzazione, temperatura, ecc.) sono prevedibili ed in parte con-
trollabili. Di contro ha lo svantaggio di una difficile misurazione dei pa-
rametri stessi. Vantaggi e svantaggi opposti caratterizzano la seconda
via.

Qualunque sia l'approccio seguito,il circuito equivalente del di-
spositivo lo rappresenta in modo accettabile solo se un certo numero di
condizioni sono soddisfatte e se interessano solo particolari punti di vi-
sta. Per questa ragione ¢ fondamentale tenere conto di tali condizioni e
punti di vista nell'uso del circuito equivalente, eventualmente fornito
dalla casa costruttrice del dispositivo.
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L9 Circuili equivalenti a costanti concentrate lineari e permanenti 45

Nel presente paragrafo, piui che una panoramica dettagliata del-
I'argomento, si vuole dare un'idea degli aspetti pii importanti del mo-
dellamento. A questo scopo la trattazione verralimitata solo ad un com-
ponente reale: il transistore bipolare a giunzione, che verra indicato nel
seguito per brevita con la sua sigla inglese BJT(!) (bipolar junction
transistor).

Come noto il BJT si ottiene introducendo dai due lati opposti
di un cristallo puro di silicio o di germanio impuritadello stesso tipo e,
centralmente, del tipo opposto, come messo in evidenza in fig.1.9.1. Nel
funzionamento normale la giunzione base-emettitore & polarizzata in sen-
so diretto e quella base-collettore in senso inverso. Il dispositivo viene
caratterizzato tramite curve, che si ottengono prendendo uno dei suoi
morsetti come riferimento, ed individuando il legame tra le tensioni de-
gli altri due morsetti rispetto a quello di riferimentoe le correnti entran-
ti in esso. Ad esempio, prendendo l'emettitore come riferimento, una fa-
miglia di curve molto usata & quella che fornisce 1'andamento della cor-
rente di collettore I in funzione della tensione collettore - emettitore
Vg al variare della corrente di base I, come mostrato in fig.1.9.2,
insieme con la famiglia di curve che forniscono I, in funzione della
tensione base-emettitore V. al variare di V

CE"
Base Base
o—{ n|p|n }—o — P |Dn|P
Emettitore Collettore Emettitore Collettore

C C
s 1
E g E

Fig.l1.9.1 - Transistori B]T del tipo NPN e PNP. Le lettere n e p indica-
no la presenza dei due tipi di impurita.

L'esame della fig.1.9.2 mette in evidenza la non-linearita del
transistore, cioé il fatto che il legame tra le grandezze elettriche I,
e Ve Vg € estremamente non lineare. Tuttavia, & facile rendersi
conto che tale legame & approssimativamente lineare trale variazioni di
queste grandezze rispetto ai valori che corrispondono a punti delle due
regioni I_ -V I.-V di fig.1.9.2, scelti opportunamente. Questa

'C " taer A e 41 1 : |
osservazione € la base del circuito equivalente lineare e permanente del

(1) - Per dettagli ulteriori sul BJT e per notizie relative ad altri dispositivi, quali il

triodo, il pentodo il MOSFET, il JFET, l'amplificatore operazionale si veda ad es.:

l{'{,.(l}alsparmli, D. Mirri, « Dispositivi e circuit1 elettronicis, Ed. Calderini Bologna 1976,
ol.I e Vol.II.
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I, 4

Iq IB=60 uA B i ~
(mA) s (A) : o o]
40
30 .
20
10
0 =i

CE =0V

Fig.l.9.2 - Caracteristiche di un BJT.

B]JT. Precisamente, tramite un'operazione fondamentale, che prende il
nome di polarizzazione, il B]JT viene portato a funzionare in punti oppor-
tuni delle suddette regioni, caratterizzati da valori ben definiti delle gran-
dezze elettriche (punto di lavoro). Quindi si vanno a considerare le va-
riazioni di queste grandezze intorno al punto di lavoro.Il legame tra que-
ste variazioni caratterizza il circuito equivalente del B]JT e permette di
individuarlo. Come detto in precedenza si possono seguire due approcci
per effettuare questa determinazione: approccio fisico e approccio ester-
no. Vedremo successivamente in dettaglio i due approcci.

E importante notare che giuoca un ruolo fondamentale il morset-
to preso come riferimento.

1.9.1 - Approccio esterno alla determinazione del circuito equivalente

del BJT.

Preso un morsetto come riferimento, il BJT si presenta come un
circuito due-porte e quindi pud essere caratterizzato esternamente con
le tecniche proprie dei circuiti due-porte che vedremo nel Cap. VI. Per
quanto detto, quello che si ottiene lega le variazioni delle grandezze e-
lettriche.

L'approccio & particolarmente conveniente nelle applicazioni in
bassa frequenza del BJT; in questo caso infatti i parametri del circuito
equivalente sono indipendenti dalla frequenza e coincidono esattamente
con gli elementi ideali resistori e generatori controllati, come messo in
evidenza in fig.1.9.3, che si riferisce al caso che il morsetto di riferi-
mento sia l'emettitore. E necessario sottolineare che:
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+
Dhrev2 ‘ hfeil T Ve

Fig.l.9.3 - Circuito equivalente de! BJT in bassa frequenza.

1) il circuito equivalente dipende dal punto di lavoro,ottenuto con la po-
larizzazione. In fig.1.9.4 si riporta 1'andamento dei quattro parametri del
circuito al variare della I, nel punto di lavoro;

0,1 0,2 0,5 1 2 5 10 I.(mA)

Fig.1.9.4 - Andamento dei parametri del circuito equivalente normalizzati ri-
spetto al valore che si ha per IC =1mA

2) il circuito equivalente vale per ampiezze limitate delle variazioni del-
le grandezze elettriche;

3) il circuito equivalente dipende dalla temperatura interna della giun-
zione, come messo in evidenza in fig.1.9.5. Latemperatura interna a sua
volta dipende dalla temperatura esterna e dalla potenza dissipata nel
BJT. A questo riguardo & nota per ogni BJT la resistenza termica giun-
zione-ambiente k. _ espressa in °C/mW, che fornisce immediatamente
la temperatura della giunzione, nota la potenza dissipatanel transistore
e la temperatura ambiente, cioé:

(1.9.1) T,-T, =k, P,

dove: T. & la temperatura della giunzione; T_ ¢ la temperatura ambien-
te; kja € la resistenza termica; P, ¢la potenzadissipata nel transistore;
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hfe
(hfe) tip
3
24 100°C
. /"_—_\
/’;;C\

0,4

0,2 -

0,1 T T T T
0,01 0,1 1 10 102 I (mA)

Fig.l1.9.5 - Andamento di h; con I; e con la temperatura.

e

4) il circuito equivalente dipende dal morsetto scelto come riferimento.
Ad esempio, prendendo la base invece dell'emettitore,il circuito si mo-
difica come indicato in fig.[.9.6 con i valori degli elementi espressi in
funzione di quelli del circuito di fig.1.9.3 (avendo effettuato delle oppor-
tune semplificazioni nella loro derivazione).

i_l_ 1+hfe i‘Z_.
i iy + VvV +
+ — Ea + vy < hiehoe o ) GD+ T hfeil 1+hfe v,
vy Vo l+hfe re) V2 l+hfe hoe
- L — a——— - o - & -

Fig.l.9.6 - Circuito equivalente del BJT con morsetto di riferimento coin-
cidente con la base.

E interessante tenere presente i campi di valori usuali per i pa-
rametri; precisamente si ha:

h,, qualche decina + qualche centinaio
h,, 1+ 10 (k)

h_, 10-3 + 10°4

h 10 + 100 (u mho)
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E da ricordare inoltre che il costruttore fornisce per ogni dispositivo ol-
tre alle condizioni di misura i valori tipici e per i parametri pil importan-
ti i limiti di variazione minimo e massimo. Ad esempio peril BJT AC125
della Philips Elcoma (PNP al germanio), dalle specifiche si ha:

Condizioni di misura: I =2mA frequenza = 1 kHz

Yep. =3V temperatura = 25°C
Valori tipici: h, =1,7kQ ; h,_=125; h =80 umho ; h _=6,510"*

Variazioni: (hfe)

=80 ; (h,),,, =170

min max

Il costruttore inoltre fornisce famiglie di curve del tipo di fig.[.9.4 e
1.9. 5,

La limitazione maggiore del circuito equivalente considerato &
che esso vale in bassa frequenza. Quando il BJT interessi a frequenze
per le quali é necessario tenere conto della memoria del dispositivo,nel-
I'ambito dell'approccio esterno, occorre introdurre parametri non pii rea-
li ma complessi e variabili con la frequenza. E usuale fare uso in que-
sto caso, per ragioni di comodita, di altre configurazioni legate a tipi
diversi di rappresentazione del circuito 2-porte che & il B]JT. Il costrut-
tore inoltre fornisce per varie frequenze i valori misurati tipici, massi-
mi e minimi dei parametri del circuito. In queste condizioni il circuito
equivalente non contiene piu elementi ideali del tipo visto in preceden-
za ma blocchi funzionali dipendenti dalla frequenza. Il vantaggio dello
approccio esterno in questo caso & la semplicita del circuito equivalen-
te e della misura dei parametri che servono. Lo svantaggio & la dipen-
denza dei parametri dalla frequenza e quindi la necessitadi effettuare la
misura per varie frequenze. Vantaggi e svantaggi opposti sono presenti
nell'approccio fisico.

1.9.2 - Approccio fisico alla determinazione del circuito equivalente: il
circuito a 77-ibrido o di Giacoletto.

Il circuito equivalente del BJT piu usato alle alte frequenze &
quello proposto da Giacoletto, chiamato anche a 7+ibrido (pi-greco-ibri-
do).

Il circuito & mostrato in fig.1.9.7 ed i suoi parametri vengono in-
di viduati analizzando fin dove & possibile il meccanismo di funziona-
mento del dispositivo ed i fenomeni parassiti che lo accompagnano. In
particolare:

G.MARTINELLI-M.SALERNO : Fondamenti di Elettrotecnica 7
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rbb. b' Cb'c
Base VM— l: : Collettore

be

BmV L =
ch'e l m ce Cce

-
A
e

Emettitore

Fig.l.9.7 - Circuito equivalente di Giacoletto.
; { ‘
-r,,, tiene conto della caduta di tensione associata alla diffusione del-
le cariche maggioritarie entro la regione di base;

— . [, tengono conto dell'effetto della tensione di collettore sulla
larghezza della regione di base, che provoca una dipendenza delle cor-
renti di base e di collettore dalla tensione di collettore. In particolare

r,.. € usualmente trascurabile;

—I,e 8, Latensione base-emettitore influisce esponenzialmente a
riposo sulle correnti di base e di collettore. Supponendo che tale dipen-
denza sussista anche se le grandezze elettriche variano nel tempo, si
hanno di conseguenza la resistenza r,, ed il generatore di corrente
controllato. In effetti l'ipotesi precedente vale solo entro certi limiti,
cid che pone un limite alla validita del circuito di Giacoletto;

= Ch,c. In una giunzione, al variare della tensione ai suoi capi varia il
numero delle cariche non neutralizzate ai lati della giunzione stessa. Di
tale effetto tiene conto C,, per la giunzione base-collettore. Tale ca-
pacita preande il nome di capacita di transizione della giunzione base-
- collettore;

- C,... Lacapacita C,,, ¢&somma di due termini, C}, e C}, .Ilpri-
mo ¢ analogoa C,, e prende il nome di capacita di transizione della
giunzione base-emettitore. Il secondo tiene conto della carica minorita-
ria immagazzinata nella base e prende il nome di capacitadi diffusione.
Quest'ultimo termine & nettamente prevalente sul primo;

-C,., C_., C, . sono capacita dovute ai fili ed al contenitore ed usual-

mente possono €ssere trascurate.
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Il valore dei parametri del circuito di Giacoletto dipende oltre
che dal particolare BJT, dal punto di lavoro e dalla temperatura. E im-
portante conoscere, almeno qualitativamente, tale dipendenza. Ad esem-
pio: g_ varia linearmente con I, inversamente con la temperatura e
non dipende da V. .; €,, , relativamente alla sua componente preva-
lente, varia linearmente con I, dipende poco dalla temperatura ed &
indipendente da V.. ;C,, & indipendente da I e dallatemperatura e
decresce con V_..; r,, aumentacon V_ .. ela temperatura e varia
inversamente ad I..

E importante tenere presente che il costruttore non fornisce u-
sualmente tutti i parametri del circuito di Giacoletto; occorre percid ri-
cavarli dai dati disponibili che sono:corrente di polarizzazione del col-
lettore I.; valore in bassa frequenza (usualmente 1 kHz) di h,, in-
dicato come fJ; frequenza di transizione fp, cioé la frequenza in
corrispondenza alla quale il parametro h _ diventaunitarioin modulo‘!;

valore di c,, . Si ricavano da questi dati (peruna temperaturadi 25°C):

gm'_\«401CO

(1.9.3) Fye S —

[l valore di r,,, & difficilmente reperibile; il suo valore tuttavia & del-
I'ordine di 10 + 50Q e pud essere spesso trascurato.

E infine da ricordare che il circuito di Giacoletto & valido fino a
frequenze dell'ordine della meta della frequenza di transizione f,_. Ol-
tre questa frequenza non & pid accettabile, in quanto il modello non tie-
ne conto dei fenomeni parassiti che divengono ptedominanti alle altis-
sime frequenze.

Per concludere questo paragrafo, riportiamo le specifiche del co-
struttore relative ad un BJT della S.G.S, il BC113 NPN al silicio, e
successivamente i calcoli relativi ai parametri pid significativi del cir-
cuito di Giacoletto ad esso relativo.

(1) - Molto spesso il costruttore fornisce invece di f., il valore di Ihle(f)l a qualche
frequenza elevata f,, in corrispondenza ajla quale ‘Ef_ (f0)| & vicino ad uno. Tenendo
conto dell'andamento asintotico di 'hfe (f) | con la frequenza, quando & vicino ad uno,
si ha che:

(19.2) B I ]~ £
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Specifiche del costruttore.
Ve =3V s I =1mé , T = 25°C
=5 valore tipico per f =20 MHz

¢,.. =2,7pF tipico

bl
4 pF  max

B, =350  valore tipico per f = 1kHz
Calcoliamo con le (1.9.3) i parametri £ Eirgs Byres usando ove possibi-
li i valori massimi delle specifiche e tenendo conto per il calcolo di f,

della (1.9.2). Si ha:

g, =40-10"3 = 40 mA/V

350 .
we “20.107% _S0K2 5 f7<5-20-10° = 100 MHz
40 - 10-°
Cb'ezw-‘i. 10'12:’60pF
e

1.9.3 - Paradossi legati all'uso di elementi ideali.

L'operazione di modellamento di un dispositivo o circuito reale, qualunque sia
1'approccio seguito, pud portare ad un circuito ideale che viola alcune leggi fisiche fon-
damentali. Vedremo nel prossimo capitolo che un qualsiasi circuitoideale soddisfa sem-
pre il principio di conservazione della potenza. Tuttavia pu6 accadere che il circuito
violi il principio di causalita oppure la teoria della predizione di Wiener. Esempi detta-
gliati riguardanti questo punto possono essere trovati in G. Martinelli, « Sintesi delle re-
ti electriche» Vol.II, Siderea, 1971, pp. 618- 621 per il convertitore d'impedenza nega-
tiva e pp. 593- 596 per il resistore negativo.

L'esistenza di questi paradossi mette in evidenza che non tutti i risultati che
si ottengono analizzando un circuito ideale sono aderenti al comportamento reale della

struttura fisica che si sta considerando.

1.10 - Grafo di un circuito e sue proprieta topologiche.

Nell'ambito di validita delle ipotesi di linearita, permanenza e
costanti concentrate,un circuito reale pud essere rappresentato mediante
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la connessione di elementi ideali del tipo di quelli visti nei paragrafi
precedenti. Tali elementi sono sempre riconducibili a due terminali me-
diante 1'uso di un generatore controllato oppure del nullore, quando usa-
tg_r_lvella conflgurazxone nullatore-noratore. Di conseguenza il generico
circuito ideale & costituito da un insieme di elementi a due terminali,
connessi in modo qualunque, caratterizzati da due grandezze elettriche
(tensione e corrente).

Se R ¢ il numero degli elementi a due terminali suddetti, le
grandezze elettriche sono rispettivamente R tensioni ed R correnti.
Queste 2R grandezze debbono soddisfare due gruppi di equazioni:

1) quelle che conseguono dalle relazioni costitutive. Si tratta di equa-
zioni che legano tensione e corre'x;'t»e*dx un sc;léne-lémento nel caso che
ta__le elemento rappresentx un componente 2 due terminali, come ad esem-
pxo il resistore, 1'induttore, ecc. Sono invece equazioni che legano ten-
sioni e correnti di due o pilt elementi nel caso che questi elementi rap-
presentmo un componente a tre o pil terminali, come ad esemplo i gene-

ratori controllati, il nullore il giratore, il trastormatore ecc,

2)' quelle che co(gseguono dalle due leggi di Kirchhoff.

In particolare, le equazioni del secondo gruppo sono omogenee e
el tutto indipendenti dalla natura degli elementi] Cié implica che 1'in-
'sieme delle R correnti si pud sempr_g__s_qddxvxdere in_due sottoinsiemi
di cui uno derm 1'altro direttamente. Il sottoinsieme da cui de-
riviamo le correnti di tutti gli “elementi lo indicheremo nel segulto come
]« sottoinsieme delle correnti indipendenti»| »| Esistono numerosi sottoin-
siemi di questo tipo, come vedremo successivamente. In modo del tucto
simile si pud definire un «sottoinsieme delle tensioni indipendenti». La
individuazione dei sottoinsiemi delle tensioni e delle correnti indipen-
denti €di importanza “fondamentale per la soluzione del problema ella
analisi di un circuito.\D'altra parte, tale individuazione & basata sulle
leggi di Kirchhoff; quindi non dipende dalla natura degh elementi, ma
solo dal numero degli elementi presenti e dal modo in cui sonc connes-
si. Per questa ragione accanto al circuito conviene considerare il suo
«grafo», intendendo per grafo cid che si ottiene dal circuito sostituendo
ciascun elemento con un segmento, come mostrato in fig.1.10.1 b).

Molto spesso—'l grafo viene orientato, nel senso. che in ogni suo

ramo si assume assegnato un verso. lale verso 0 coincide usualmente con
quello della corrente che percorre il cornspondente elemento e fornisce
anche il verso positivo della tensione] se si suppone di usare versi po-
sitivi coordinati per le due grandezze elettuche di_ciascun A}elemento
Cid & mostrato in fig.1.10.2 per ["esempio gia ‘considerato.
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A 2 B
6 3
1 5
D G
4
b)
Fig.1.10.1 - Grafo di un circuito.
6
A 2 B
A > C
6 2 5
! & 1 3 d4
3 «
D 4 C D
a) b)

Fig.1.10.2 - Grafi orientati corrispondenti al circuito di fig.I.10.1 a).

Le proprieta del grafo che vengono usate nell'ambito delle leggi
di Kirchhoff sono quelle topologiche, cioé quelle proprieta geometriche
che non vengono alterate da una deformazione continua che trasformi la
configurazione iniziale in un'altra configurazione riferibile alla prima
mediante una corrispondenza biunivoca. Un esempio di deformazione di

questo tipo & quella che fa passare dal grafo orientato di fig.1.10.2 a) a
quello di fig.I1.10.2 b), ambedue corrispondenti al circuitodi fig.I. 10.1a).

Ii]D.’l - Nozioni topologiche fondamentali.
Le nozioni topologiche introdotte implicitamente fino a questo
momento sono quelle di nodo e ramo, essendo il ramo il segmento che

nel grafo corrisponde ad un elemento del circuito ed il nodo il punto del
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rafo in cui sono attaccati due o pid rami.\Le nozioni successive sono
_quelle di maglia e taglio) che scaturiscono direttamente come ausilio al-
“le leggi di Kirchhoff. Infatti nel caso della prima legge di Kirchhoff si
considera 1'equilibrio delle correnti che attraversano una superficie fini-

_ta chiusa o p_ip prec1sé}nente una linea finita chiusa, supponendo di rap-
presentare il circuito su un pxano Le linee chiuse che interessano so-
no quelle che intersecano ciascun elemento non pil di una volta ed in
corrispondenza ad un suo terminale. E evidente che a ciascuna di que-
ste linee chiuse corrisponde un insieme di rami del grafo,cioe quelliche
rappresentano gli elementi toccati dalla linea stessa. Questoinsieme di
rami_pr rende il nome di «tagho» In particolare nel caso dei circuiti con-
nessi, cioé dei circuiti in cui & p0551b11e andare con continuitd da un
nodo a qﬁEfsTasz altro, il «taglio & un insieme di rami tali che 1a loro e-
liminazione rende il grafo risultante non connesso» In fig.1.10.3 viene
mostrata una linea chiusa ed il corrispondente’ tagllo peril circuito con-

nesso di fig.1.10.1.

Fig.l.10.3 - Esempio di taglio.

Nel caso dellaseconda  legge di Kirchhoff si considera nel circuito
1'equilibrio delle tensioni lungo una linea chiusa e ﬁmt_ar Le linee che

Lnte‘ressano sono quelle che intersecano gll ‘elementi éolo in_corrispon-
dEr_lza ai 1oro morsetti (ambedue contemporaneamente) E ev1dente che a
ciascuna di queste linee corrisponde un insieme di rami del grafo, cio
quelli che rappresentano gli elementi toccati dalla linea. Questo insie-
me di rami prende il nome di maglia|In fig.I.10.4 viene mostrata una li-
nea chiusa ela corrispondente maglia per il circuito di fig.I.10. 1

~Lenozioni di taglio e magha sono fondamentali per esprimere le
leggi di Kirchhoff per un circuito| Cid risulta chiaro con riferimento agli
“esempi di fig.1.10.3 e 1.10. 4. Nel primo caso, infatti, I'equazione di e-
quilibrio relariva alla prima legge di Kirchhoff &:
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(1.10.1) i tigt+i,+tig =0

e nel secondo caso, relativamente alla seconda legge di Kirchhoff, é:

(1.10.2) Vi=V,-v,=0
6
25 N A2 B
A B E!
~ =
r by 1
£ .
/ Iy,
/ //
I 3 / CD
| 7/ 5
\ 4 -
N - . D
~ -—’//
Hl
D 4 C

Fig.l.10.4 - Esempio di maglia.

E evidente che nel primo caso le correnti sono state considerate
positive uscenti dalla linea chiusa e nel secondo caso il verso di per-

~

correnza della linea chiusa & stato quello orario.

1.10:2 - Albero e co-albero.

Nel paragrafo precedente abbiamo visto che dalle leggi di Kirch-
hoff consegue che le tensioni e le correnti possono essere suddivise in
due gruppi, da considerarsi dipendenti 1'uno dall'altro. E evidente che
ai fini della soluzione dei problemi di analisi interessaavere a disposi-
zione metodi per individuare tali gruppi di variabiliindipendenti. Questa
individuazione & immediata se si fa uso delle nozioni topologiche di al-
bero e co-albero.

2
1 3 6 5

A
a) b)

Fig.1.10.5 - a) Un albero del circuito di fig.[1.10.1; b) co-albero corrispon-
dente all'albero mostrato in a).
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L 'albero ¢ un insieme connesso di rami che comprende tuttii no-
di del gra/’o senza formare percorsi chiusi.[ In fig.1.10.5 riportiamo un e-
semplo di albero per il circuito di fig.1.10.1. Esistono per uno stesso
circuito numerosi alberi. La determinazione del loro numero e delle loro
conﬂgurazwm & possibile‘!); nel caso presente tale determinazione non
verra trattata in quanto non verranno sviluppati i metodidianalisi esclu-
sivamente topologici ché la richiedono, basati sulla terzae quarta legge
d1 di Kirchhoff 2., 4
"~ Associata alla nozione di albero & quella di co-albero. Il co-al-
bero & l'insieme dei rami del grafo non appgrjenenu all'albero.

E facile rendersi_conto che sé [ R sono 1 rami, N i nodi di un
grafo connesso, allora (N-1)é il numero dei rami el albero e quindi

m"ﬁﬁrdel rami del co-albero. Per vedere cid supponiamo di
costruire 1'albero con i rami del grafo. Prendiamo a questo scopo un pri-
mo ramo; esso implica la considerazione contemporanea di due nodi,
cioé quelli tra cui esso & attaccato. Il secondo ramo da considerare de-
ve necessariamente essere uno di quelli attaccati ad uno qualunque dei
due nodi precedenti, in quanto per definizione l'albero &connesso. D'al-
tra parte tale ramo esiste in quanto per ipotesi anche il circuito & con-
nesso. Procedendo cosi, si potra ogni volta inserire un nuovo ramo, in
modo da conservare la connessione dell'insieme di rami che si sta co-
stituendo, aggiungendo sempre un nuovo nodo. Infacti ogni ramo aggiun-
to non pud essere attaccato tra due nodi gia facenti parti dell'insieme in
questione, altrimenti tale aggiunta provocherebbe un percorso chiuso
contro la definizione di albero. La costruzione precedente termina quan-
do tutti i nodi del grafo sono stati inclusi. E evidente che ogni ramo in-
serlto ha 1mp11cato I 'aggiunta di un nodo ad eccezxone del pnmo che ne

una magha come conseguenza della defimzmne di albero.Esistono per-

cid per un dato-albero R - N + 1 maglie di questo tipo, a2 cui si da il

nome di maglie fondamentali associate all albero] Per il circuito di fi-
‘gura [.10.T e relativamento ati*albero di Fig.1. 10,5, le maglie fondamen-
tali sono quelle mostrate in fig.1.10.6. Per quanto detto una maglia fon-
damentale contiene uno ed un solo ramo del co-albero ed ogni ramo del
co-albero compare in una ed una sola maglia fondamentale. -

(1) - 816veda ad esemplo L. Weinberg, « Network analysis and synthesis», Mc Graw - Hill
Co. 1962

(2) - Si veda L. Wemberg, op. cit. Cap.IV. Si veda anche Percival, «The solution of pas-
sive electrical networks by means of mathematical treess, Proc. I.E. E., Vol. 100, Par-
te III, maggio 1953, p. 143.
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W
—_—— - — —
w

4

Fig.1.10.6 - Le maglie fondamentali associate all'albero di fig.I.10.5 per
il circuito di fig.I.10.1.

Toghendo un ramo dell'albero, questo viene sud@1v1so indue par-
ti. Cio implica che & p0531b11e individuare un taglio costituito da quel
ramo dell'albero e da altri rami appartenenti solo al co-albero. Un taglio
di questo tipo prende il nome di taglio fondamentale; éevidente che, as-
sociati ad un albero, si hanno/ N- 1 ) tagli fondamentali, cioé tanti quan-
ti sono i rami dell’ albero

~ Infig.1.10.7 sono mostrati i tagli fondamentali del circuito di fi-
gura [.10.1 relativi all'albero di fig.1.10.5. Per quanto detto un taglio
fondamentale contiene uno ed un solo ramo dell"albero ed ogniramo del-

[albero compare in uno ed un solo taglio fondamentale.

2
S % |
N\ N
N \\ |
1
\\6 \6 *5
N
\ |
. * \ N
N

Fig.1.10.7 - I tagli fondamentali associati all'albero di fig.I.10.5 per il
circuito di fig.[.10.1. Tratteggiati sono indicati i rami del co-albero.

E facile constatare che le tensioni dei rami dell'albero costitui-
scono un insieme di tensioni indipendenti. Basta far vedere che:

1) non esistono legami tra tali quantita;

2) le tensioni dei rami del co-albero sono esprimibili in funzione di es-
se..

Il punto 1) & conseguenza della definizione di albero, che impli-
ca l'assenza di maglie. Il punto 2) si deduce scrivendo le equazioni di
equilibrio delle tensioni per le maglie fondamentali. Infattitali equazio-
ni contengono ciascuna una ed una sola tensione dei rami del co-albero
e sono in numero uguale al numero di tali rami.

La cultura & un bene dell'umanita (fantomasping@libero.it)



.10 Grafo di un circuito e sue proprieta topologiche 59

Per il circuito di fig.I. 10.1 con 1'albero di fig.I. 10.5, si ha:

(1.10.3) Ve=v,tv, ; v,=v,-v ve=v,+tv,

5
d .
Le correnti dei rami del co-albero costituiscono un insieme di
correnti mdlpendenn Infatti non esistono legami tra tali quantitd, poi-
ché non vi pud essere un taglio costituito solo dai rami del co-albero,
éssendo 1'albero un insieme connesso di rami. Inoltre, le correnti dei ra-
mi dell’ albero sono direttamente esprimibili in funzione di quelle del co-
-albero, come si deduce considerando le equazioni di equilibrio dei tagli
fondamentali. Tali equazxom contengono una ed una sola delle correnti
dei rami dell'albero e sono in numero esattamente uguale al numero deti
rami dell'albero. Per il circuito di fig.1.10.1 con l'albero di fig.1.10.5, |

'si ha:
(1.10.4) i, =-1i,-1 i, =i, -1 1, =-1_-1

[ tagli e le maglie fondamentali relative ad uno stessoalbero go-
dono di alcune proprieta che mettiamo in evidenza di seguito.

Proprieta 1.10.1 - «La maglia fondamentale relativa ad unramo del co-al-
bero comprende tutti e soli i rami dell'albero icuitagli fondamentali com-
prendono quel ramo».

Per verificare questa proprieta consideriamo la maglia fondamen-
tale re 2.ad un ramo del co-albero ¢\ Siano a1 a,,...,a, 1 ra-
mi dell’ albero che fanno parte di questa maglia. Consideriamo qumdl la
linea chiusa che genera il taglio fondamentale relativo a ciascuno di
questi rami. La linea interseca il ramo dell'albero in questione, penetra
nell'interno della maglia fondamentale che si staconsiderando, deve in-
tersecare per uscire il ramo ¢, in quanto non pud toccare gli altri ra-
mi della maglia, che appartengono tutti all'albero. Cid dimostra la_pro-

prieta,

comprende_ ruttl e solii rami delco albero [e cui maglte fendamenta/: con-
prendono quel ramo>.

Per verificare questa proprieta consideriamo il taglio fondamen-
tale relativo ad un ramo dell'albero a, Siano c,, cz, 5565 Bt irami del
co-albero che fanno parte di questo taglio. Consideriamo quindi la linea
chiusa che genera la maglia fondamentale relativa a ciascuno di questi
rami. Con riferimento a fig.I. 10.8, si vede chiaramente che questa linea
€ costituita da una porzione coincidente con il ramo del co-albero d'in-
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Parte 1

Fig.1.10.8 - Taglio fondamen-
ale relativo al ramo dell'al-
bero a,.

Parte 2

teresse, da una porzione di albero inclusa nella parte 1, da una porzio-
ne di albero inclusa nella parte 2, e necessariamente dal ramo a. in
quanto questo rappresenta l'unica parte di albero che collega le due par-
ti 1 e 2 di figura. Cio dimostra la proprieta.

Proprlenr]_ﬂ)/i cSlano a e c; rlspetnvamenfe un ramo dell’albero
c’., allora il segno no della corrente di < nell'equazione diequilibrio del
taglio fondamentale relativo ad a, e opposto a quello della tensione di
a; nell'equazione di equilibrio della maglia fondamentale relativa a c..
Si suppone che le equazioni di equilibrio siano scritte in modo che [a
grandezza elettrica del ramo a cui si riferiscono appaia conil segro po-
sitivos,

La verifica di questa proprieta & immediata se facciamo riferi-
mento a fig.I.10.8, supponendo che c. sia uno dei rami del co-albero
che fanno parte del taglio fondamentafe relativo ad a, Infatti, se c ed
a, sono concordi come verso nell'andare dalla parte lalla parte.2,. aflo—
ra la corrente di c. ha segno positivo nell'equazione di equilibrio. del
‘taglio fondamentale di a,. Contemporaneamente, nell’equazione di e-
“quilibric della-maglia fondamentale relativa a c_ il segnodella tensio-
ne di a, & negativo, perché percorrendo la linea chiusa di questa ma-
glia nel senso concorde con quello di c. s'incontrainsenso opposto il
verso.di_a, Un discorso del tutto simile vale se i versi di c,ed a; so-
no discordi. Cid dimostra la proprieta.

Dalle proprieta precedentl scaturisce come conseguenza pil im-
portante che, note le equazioni di equilibrio relative ai tagli fondamen-

1 tah si possono scrivere direttamente quelle relative alle maghe fonda-

tmentall e viceversa. Per vedere ci¢, scriviamo le equazioni di equili-
“brio, relative ai tagli ed alle maglie fondamentali, come segue:
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(1.10.5) | [1,]+ [A)1 ] =
(1.10.6) [v.]+ [BIV,2]=0

in cui: (1] il vettore la cui k-sima componente & la corrente del k-
-simo ramo dell'albero; '[V_1 & 1"analogo su base tensioni; TiJe (V)]
sono definiti in modo simile per il co-albero; [A] e [B] si ottengono
applicando direttamente le prime due . legg1 di Kirchhoff. Di conseguen-
za, queste matrici hanno come termini solo: * 1;0.

Come conseguenza delle prime due proprieta si deduce che se il

termine a.= 0, allora _ b_H analogamenteﬁs«e_, a. rf 0, allora b.. #
FXY Inoltre ‘in base alla terza propneta risulta che |b,, = ;- Ci di-
mostra che: o

(1.10.7) [B] =- [A)

in cui t indica la trasposizione della matrice [A].
La (I1.10.7) puo essere verificata direttamente sul circuito di fi-
gura 1.10.1, relativamente all'albero di fig.l. 10.5. Infatti, dalla (I.10.4)

si ha:
1 0 1
(1.10.8) [Al]=1]-1 1 o0
0o 1 1

e dalla (1.10.3)

(1.10.9) [B]

Il
=
1 ]
— O =

1
O b=
] L
b O
R

avendo scelto:

[‘1 ' Vi 2 | Va
[Ia] = i'3 ) [Va]z v3 ) [Ic] = iS ) |:Vc]z v5
I-i4 Va ig Ve

La proprieta espressa dalla (I. 10.7) ha una conseguenza assai in-
teressante, cioé che «il sotto-spazio descritto dai vettori aventi come
componenti le tensioni dei rami di un grafo e ortogonale al sotio-spazio
descritto dai vettori aventi come componenti le relative correnti, prese
con versi positivi coordinatis. Infatti ordinando i due vettori in questio-
ne in modo che:
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r 1] [v,]}
(1. 10.10) [I]= [Ic] : [V]= [Vc]

si ha per il loro prodotto scalare:
(L1011 [0 0vI=0 I 0V I+ 00 10 [V 1=-[1 (Al [V ]-
S U, IBILV, ) =-[1 1 [AJ [V, 1401 1[IV ] =0

L'ortogonalita dei due vettori sussiste anche se i due vettori si
riferiscono a circuiti diversi, purché aventi lo stesso grafo.

1.10.3 - Conseguenze topologiche delle leggi di Kirchhoff: principiodel-
la conservazione della potenza e teorema di Tellegen.

Il circuito ideale, senza perdita di generalitd, pud considerarsi
costituito solo da elementi a due terminali. Usando la convenzione coor-
dinata per i versi positivi delle tensioni e delle correnti, si ottiene che
la potenza globalmente assorbita da esso é:

R
(1.10.12) P(t) = kzl v, (i (v)

Poiché ogni scambio e trasformazione di energia étenuta in con-
to nel circuito tramite i suoi elementi, la potenza P (t) deve essere i-
denticamente nulla affinché i! modello usato abbia significato e quindi
soddisfi il fondamentale principio della conservazione della potenza. E
facile accertare che il modello usato, cioé il circuito ideale, & valido da
questo punto di vista. Infatti richiedere !'annullarsi di P(t) equivale a
richiedere che il vettore delie tensioni del circuito sia incondizionata-
mente ortogonale a quello delie correnti. Cid € stato dimostrato con la
(I.10.11) alla fine del paragrafo precedente. D'altra parte & stato messo
in evidenza che la suddetta ortogonalita trascende anche il singolo cir-
cuito, nel senso che & una conseguenza delle leggi di Kirchhoff relative
al solo grafo. Come tale percio pud riferirsi anche a circuiti diversi, pur-
cheé aventi lo stesso grafo. Questa semplice osservazione €il teorema di
Tellegen, di fondamentale importanza nel calcolo dell'effetto delle va-
riazioni del valore degli elementi e nel progetto automatico dei circuiti,
come vedremo nel Cap. VIII. L'enunciato del teorema & il seguente:

Teorema di Tellegen - « Per due circuiti aventi uno stesso grafo orien-
tato, risulta:
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(1,1t Iv,]=0
(1.10.13)

(1,0t v ]=0

Mavendo indicato con [I‘] i [Vl] i vettori delle correnti e delle tensioni

ll ei rami del primo circuito e con “2] e [Vz] gli analoghi vettori del
lsecondo circuitoo.

Esempio 1.10.1

Verificare la validita del tecrema di Tellegen per i due circuiti di fig.l.10.9.

+
3 + + |+
I
v 20 10
| |
+
sv ésﬂ 3 4 I3 1,51@ 250(2
1 * A
1Q 1
2 2
6
Circuito 1 Circuito 2
5
‘ Fig.l1.10.9 - Circuiti dell'esempio 1.10.1
1 Grafo e relativo grafo. Tratteggiato viene in-
dicato il ramo coincidente con un circui-
to aperto.
6

Determinando direttamente le tensioni e le correnti di questi due circuiti,
hanno i risultati seguenti (volt, ampére)

si

ramo 1 ramo 2 ramo 3 ramo 4 ramo S ramo 6
v i v i v i v i v i v . i
circuito 1 5 (-4)]¢ 1| 2 1 2 2 | 2 0 3 3
circuito 2 25 -1,5 | 25 0,5 | 20 0,5 | 20 0 20 0,5 5 1

La prima delle (1.10.13) vale:
-100 +25+20 +40 +15 =0
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La seconda delle (1.10.13) vale:
-75+25+1+1+3=0

Dall'esame della figura si rileva che i due circuiti hanno elementi completa-
mente diversi. In particolare, puo accadere che uno di essi non abbia un ramo; in que-

sto caso si sopperisce alla sua mancanza mediante un circuito aperto.

1.10.4 - Circuiti non connessi.

Il grafo di un circuito pud risultare non-connesso quando il cir-
cuito & costituito di due o pil parti distinte. E ovvio che se queste par-
ti non si influenzano tra di loro & del tutto arbitrario considerare 1'in-
sieme come un circuito. Il caso che ha qualche interesse pratico € quel-
lo in cui le parti si influenzano per la presenza di elementi del tipo ge-
neratore controllato, trasformatore, ecc. con uno dei lororamiinuna par-
te del circuito e 1'altro ramo in una parte differente, come mostratoin fi-
gura [.10.10. La trattazione del grafo del circuito in questo caso & del

Ll - R3 $
NILEY vV
Rl C2

A —

Cy B lanv O - W f@ R, L,

Fig.1.10.10 - Circuito costituito da due parti separate.

tutto simile a quanto fatto nel caso connesso; vale a dire 1'albero & co-
stituito dall'insieme di tanti alberi quante sono le parti separate. Gli in-
siemi indipendenti di grandezze elettriche sono quindi deducibili nella
stessa maniera. Unica osservazione da tenere presente € che cambia il
numero delle variabili indipendenti in relazione al numero dei rami e dei
nodi del circuito. Infatti se R, ed N, ¢ il numero dei rami e dei nodi
della k-sima parte, per essa, essendo connessa, sappiamo che 1'albero
ha N, -1 rami ed il co-albero R, - N + 1. Percio l'alberodell’inte-
ro circuito, se P sono le parti separate che lo costituiscono, ha un nu-
mero di rami uguale a:

P
(1.10.14) = (N-D)=N-P
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ed il co-albero complessivo del circuito ha quindi un numero di rami:

(1.10.15) lR N+P|

Il numero delle tensioni indipendenti del circuito con P parti &
percid dato dalla (I.10.14) e quello delle correnti indipendenti dalla
(1.10.15).

1.11 - Rappresentazione di un circuito sul calcolatere.

L'impiego del calcolatore numerico per l'analisi dei circuiti ri-
chiede che allo stesso siano forniti i dati sufficienti a caratterizzare il
circuito. Da quanto detto nei paragrafi precedenti & facile dedurre che
un qualsiasi circuito reale pud essere rappresentato mediante la connes-
sione di pochi elementi ideali; in particolare, ad esempio, il resistore,
il condensatore ed il nullore. Tuttavia, dal punto di vista pratico, risul-
ta spesso conveniente prevedere sovrabbondante l'insieme degli elemen-
ti ideali da usare e quindi non limitarsi ad un insieme minimo, come il
precedente.

L'insieme che considereremo di seguito & costituito dal resisto-
re, condensatore, induttore, transammettenza, nullore e generatori indi-
pendenti. Gli altri elementi ideali introdotti possono essere rappresenta-
ti mediante circuiti opportuni, costituiti da questi elementi, come in par-
te & stato messo in evidenza nei paragrafi precedenti. Di conseguenza,
assegnato un circuito questo dovra essere preventivamente trasformato
in modo da contenere solo gli elementi ideali previsti. Enecessario pre-
cisare, tuttavia, che tale limitazione puo essere facilmente rimossa, am-
pliando l'insieme degli elementi ideali previsti, se cid fa comodo.

I dati da fornire al calcolatore sono di due tipi: quelli che riguar-
dano il grafo e quelli che riguardano gli elementi. Sviluppando numeri-
camente il solo metodo di analisi su base nodi che vedremo nel Cap.II,
i dati riguardanti il grafo sono impliciti nei secondi. E sufficiente infat-
ti numerare preventivamente i nodi del circuito che si sta considerando,
avendo cura di scegliere quello di riferimento per il metodo dianalisi su
base nodi come ['ultimo. Quindi si fornisce al calcolatore, oltre al nume-
ro dei nodi, il numero degli elementi dei sei tipi previsti presenti nel
circuito. Per ciascuna categoria di elementi a due terminali occorre for-
nire per ogni componente il valore del parametro che lo caratterizza ed
i nodi a cui sono attaccati i suoi morsetti. Per i generatori indipendenti
occorre precisare anche l'orientazione della grandezza elettrica impres-
sa.

G.MARTINELLI-M.SALERNO: Fondamenti di Elettrotecnica 9
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Tabella I.11.1 - Vettori utilizzati per rappresentare nel calcolatore gli
elementi di un circuito.

Elemento Simbolo Defi:llétzti::;e dei Ordine dei vettori N:x:tet;c;idi
n, m, R(K) =r, NR
Resisore| YWV | Nug) =, | (umerdeiresi- |,
r
£ N2K) = m,
Cond i T NQ
saot:x:n- ” NQI(K) =n, (numero dei con- 3
C densatori presenti)
X NQ2(K) = m,
a, m, ZL(K) = L, NL
Induttore —EBOO—— NLKK) =n, (numero degli in- 3
L duttori presenti)
k NL2(K) = my
Generato- ny + €k my T(K) = €k NT
re ‘xjndx- °_e‘——° NTI(K) =n, (numero dei genera- 3
ggn eate tori indipendenti di
n:: tensio n, = morsetto positivo NT2(K) = m tensione presenti)
i -
Generato- n .i my C&K) Iy NC
re indi- z (D 2 NCI(K) =n (numero dei genera- 3
pendente k tori indipendenti di
:i;n::r- n, = morsetto su cui pun- NC2(K) = m, corrente presenti)
ta la corrente
= N
(k) m'k) N ® | ( (;Tu
1l e = = 2 = numero delle tran-
Ir a1 I NCTUK) i sammettenze pre-
+ | senti)
Transam- | o | NCT2K) = alk)
mettenza | 4 ‘gk | %) 1 5
|
"1 - 1”2 NCT3(K) = m'¥’
e = P
) NCT4(K) =n'F)
m, ' =morsetto positivodel 2
ramo di controllo
n(zk) =morsetto su cui pun-
ta lacorrente del ge-
neratore
NNL(K) = m{F) N
(k) (k) :
my my? | NN2g) =a®) | (aumero dei nullo-
Nullori 4
NN3(K) = m'K)
(k) (k)
By "2 | NN4K) =nl
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Nel caso della transammettenza oltre al valore della transcon-
duttanza occorre fornire i quattro nodi a cui sono attaccati i morsetti del-
l'elemento, precisando-te orientazioni. Nella tab.I.11.1 vengono elenca-
ti i vettori utilizzati per rappresentare i vari elementi, precisando il lo-
ro ordine ed il numero necessario per la rappresentazione con}gl,@t.é_.l Nel
caso dei generatori indipendenti e, ed i, sono o numeri realinel ca-
so dell'analisi in continua, o numeri complessi nel caso dell'analisi in
regime sinusoidale o funzioni note del tempo.

L'utilizzazione della tabella & di per se stessa chiara, come ri-
sulta evidente dal seguente esempio‘?).

Esempio I.11.1

Determinare i dati di ingresso del circuito di fig.l.11.1, rappresentante un am-

plificatore di tensione per bassa frequenza impiegante duetransistori AC125, accoppia-
ti a resistenza e capacita e collegati con emetti fore_»cromune(z_‘_g

+VCC

Fig.l.11.1 - Amplificatore con due BJT ad emettitore comune in cascata.

I transistori sono gia stati considerati nel $1 9.1 per condizioni diverse di po-

larizzazione; infatti nel caso presente, supponendo i seguenti valori dei componenti:

(1) - Occorre ricordare che,. oltre ai dati dell'esempio I.II.1, al calcolatore vanno forni-
ti aleri datl riguardanti quello che interessa ottenere, come vedremo successivamente.

(2) - L'amplificatore ¢ dimensionato nell'esempio 9.31 del Vol.2. di M. Gasparini e D.
Mirri, op. cit.
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R, =R_,=330() C,ap =90 uF R; =1k()
R, =R, =2k{} C,o =20 pF Rg =0
C,, =300 uF C,3=165uF Vg=1V
C,, =150 pF

R, ed R, tali che il parallelovalga 1,7 k()
R, =R} ; R, =R}

111

e per una tensione di alimentazione Vee = 9V, siha per il transistore IC =3 mA

VCB =2V, acui corrisponde un circuito equivalente in bassafrequenzacaratterizza-

to con buona approssimazione da:

h. =800 h_ “h To h, =47
e fe

1 re oe

e rappresentato come specificato in fig.I.11.2, dovendo usare transammettenze. Il cir-

cuito'finale, dopo la sostituzione dei circuiti equivalenti dei transistori
strato in fig.I.11.3. L'individuazione dei dati da fornire al calcolatore richiede la nume-

razione preventiva dei nodi, scegliendo per ultimo quello che s'intende prendere come

€ quello mo-

riferimento. La numerazione € riportata in fig.1.11.3. Facendoriferimento ad essa,i da-

ti da fornire al calcolatore sono:

Fig.1.11.2 - Circuito equi-
va?ente dei transistori di
fig. 1.01.1,

i base

—_—

Collettore

+

"
v, 800 ) %lo,osms v, Vg

,‘ -
Emettitore
20 16,5
4 5 8
IH— -
69‘0,0587%1 Vg 0,8 l0,05875v2

2é él

ND
NR

Fig.l,11.3 - Circuito finale dell'esempio I.11.1. Le resistenze sono espresse
in k() e le capacita in g F.

numero dei nodi =9

9

; NL=0 ; NQ=5 ; NCT=2 ; NC=0 ; NT=1

La cultura & un bene dell'umanita (fantomasping@libero.it)



113 Rappresentazione di un circuito sul calcolatore 9

T=1 ; NTl=1 ; NT2=9
1,7 ] M2 97
0,8 2 3
0,33 3 9 90,0 1 2
2,0 4 9 300,0 3 9
R={1,7| ; Nl={5|; N2=|9}|; zQ=| 20,0{;NQi=| 4 |; NQ2 =[5
0,8 5 6 150,0 6 9
0,33 6 9 16,5 7 8
2,0 7 9
L 1,0 | 8 L9 J

58,75 2 3, 47 3
CT = . NCTl=| | NcT2= ; NCT3 = ; NCT4 =
58,75 5 6 7 6

Ulteriori dati da fornire al calcolatore sono le unita di misura delle resisten-

ze (k Q), delle capacita (uF) e delle transconduttanze (mA/ V).

1'\l'l'fﬁ-- Riferimenti bibliografici.

Gli argomenti sviluppati nel presente capitolo sono trattati con
maggiore o minore dettaglio nella maggior parte dei testiriguardantiicir-
cuiti. Non & stato fatto alcun cenno ai circuiti non-lineari, per ragioni di
spazio. Per questa ragione citiamo alcuni testi ed articoli che possono
essere di guida a chi avesse necessita di conoscere questo importante
argomento. In particolare, una trattazione introduttiva,ben coordinata con
gli argomenti del presente capitolo, pud essere trovata in C.A. Desoer,
E.S. Kuh, «Basic circuit theory », Mc Graw-Hill, 1969. Dettagli sui vari
tipi di elementi non-lineari sono riportati in L.O. Chua, «Introduction to
non-linear network theory » Mc Graw-Hill, 1969. In questo testo sono ri-
portate anche le proprieta dei circuiti non-lineari; maggiori dettagli su
questo punto sono tuttavia reperibili in: A. Wilson: «Some aspects of the
theory of non-linear networks », Proc. IEEE, agosto 1973, pp. 1092-1113.
Per quanto riguarda la soluzione numerica del problema dell'analisi dei
circuiti non-lineari, particolarmente interessante si presenta l'approccio
che consiste nel considerare i componenti con caratteristiche lineari a
tracti. Cid implica in particolare che 1'unico elemento non lineare da in-
trodurre accanto a quelli gia visti & il diodo ideale. Un metodo tipico ba-
sato su questo approccio & quello descritto in: F. Blasi, G. Martinelli,
«Simplex approach to the analysis of piecewise-linear networks consi-
sting of transistors, resistors, diodes and independent sources», Alta

Frequenza, agosto 1976, pp. 494- 506.
*
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CAPITOLO 1l

ANALIS! DI CIRCUITI SENZA MEMORIA IN PRESENZA" DI
ECCITAZIONI. COSTANTI NEL _TEMPO

1.1 - Il problema dell'analisi.

L'analisi di un circuito elettrico consiste nella determinazione
del suo comportamento quando sono note le sue caratteristiche (cio& il
tipo ed il valore dei componenn presentl ‘ed il ' modo in cui sono intercon-
nessi) e le sollecitazioni a cui e sottoposto (cioé 1'andamento nel tem-
po delle eccitazioni presenu) E evidente chela complessxta dei metodi
da usare per analizzare un circuito elettrico dipende dal tipo dei ei compo-
nw,,dL andamento nel tempo delle funzioni di eccitazione.

Una classe molto sg_rpphce di metodi & quella relativa ai circuiti conte-
nentx*componentl Hnean éarattenzzatl da una relazione costitutiva in
cui non comgalono egami_integro-differenziali; per quesn circuiti il va-
lore assunto da ciascuna grandezza elettrica in un certo istante di tem-
po non dipende dai valori assunti in altri istanti. In tale caso il circui-
to viene detto senza memoria € la trattazione pud essere limitata, sen-
za perdita di generalita, ad eccitazioni costanti nel tempo.

I circuiti senza memoria, pur corrispondendo a strutture fisiche
di scarsa importanza pratica, rivestono una grande importanza teorica in
quanto ad essi & possibile ricondurre la maggior parte degli altri circui-
ti che interessano in pratica. Per questa ragione il presente capitolo
verra dedicato esclusivamente all'analisi di questi circuiti nell'ipotesi
di eccitazioni costanti nel tempo.

La soluzione del problema dell'analisi richiede l'individuazione
di tutte le grandezze elettriche presenti, utilizzando a questo scopo sia
le relazioni costitutive dei componenti sia le equazioni di equilibrio as-
sociate alle leggi di Kirchhoff. L'utilizzazione razionale delle leggi di
Kirchhoff richiede l'impiego delle nozioni topologiche sviluppate nel
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§ 1.10. Infatti, se non si ricorresse a tali nozioni e si scrivessero le e-
quazioni di equilibrio senza un piano organizzato, si rischierebbe:

1) di arrivare ad un sistema di equazioni risolventi non valido, cioé ta-

2) di considerare un numero di incognite eccessivamente grande rispetto
alla complessita del circuito da analizzare.

I vari metodi di analisi differiscono per il modo in cui vengono
scelte le ig_g__gg)vj._:_._e (dette variabili ausiliarie) e vengono scritte le equa-
zioni lineari del sistema risolvente. Nel presente capitolo la trattazio-

B VU L . s s . . . . » . .
ne verra limitata ai metodi pil noti, importanti di per sé stessi ed in o-

La cultura &

gni caso propedeutici ai metodi pilt complessi richiesti nel caso dei cir-
cuiti di grandi dimensioni e speciali. Verranno considerati inizialmente
circuiti contenenti solo componenti a due terminali e quindi si passera
al caso piu generale.

EII.Z?— Analisi su base maglie di circuiti contenentiresistorie ge-
neratori indipendenti.

4] +1A] 34 -0

. Come messo in evidenza nel § .10, le correnti dei ramidiun co-

i T s s — — . o .
-albero costituiscono un insieme di quantita tra loro indipendenti e tale |

g e

= . . . . et - - - -
da permettere 1'individuazione delle correnti dei rami_ rimanenti_tramite

ta(1-10-5)1 Tale insieme si presta ad essere scelto direttamente come

I"insieme delle incognite,[quando & possibile dedurre la tensione dalla
corrente per ciascun componente del circuito in esame.| Questo & il ca-
so dei circuiti costituiti da resistori e generatori indipendenti di tensio-
ne, di cui ci occuperemo nei § 11.2.1 e 11.2.2.| Nel caso invece che sia-
no presenti anche i generatori indipendenti di corrente, tale scelta non
& pit sufficiente ed occorre introdurre alcune modifiche, come verra di-

%’_s'ﬂgso nel S II.2.3. |

11.2.1 -/'Coso in cui siano presenti generatori indipendenti solo di ten-
[sione. '

Il metodo di analisi su base maglie, nel caso dei circuiti costi-
tuiti da resistori e generatori indipendenti solo di tensione, si basa sul-
la scelta delle correnti dei rami di un co-albero come incognite/ Le e-
quazioni del sistema risolvente si ottengono scrivendo & equazioni di
equilibrio delle tensioni per le maglie fondamentali associate all'albero

| Ve« &7 ] vaTl
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72 Analisi su base maglie 1.2

scelto. Tale insieme di equazioni € valido in quanto, come vedremo di

seguito:
N {
a) il numero di equazioni & pari al numero delle incognite; " " "
. : S W if’
b) le equazioni sono indipendenti tra loro; 1 upuess — O eowx

c) le uniche mcogmte presenti sono le var1ab1h ausiliarie’ scelte, cioé
le correnti dei rami del co-albero.

Il punto a) & conseguenza del fatto che il numero delle equazio-
ni coincide con il numero delle maglie fondamentali e quindi, come mes-
so in evidenza nel § 1.10, con il numero dei rami del co-albero. Tale nu-
mero € un indice della complessité del sistema risolvente ed & dato per
un circuito costituito da R rami, N nodie P pam separate dalla (1. 10.15),
cioé:

(I1.2.1) N, =R-N+P

Il punto b) consegue dall'osservazione che ciascuna equazione
esprime l'equilibrio delle tensioni di una maglia fondamentale. Poicheé
in ogni maglia fondamentale & presente un ramo del co-albero non pre-
sente nelle altre, ne deriva che ciascuna equazione contiene dei termi-
ni sicuramente non presenti nelle altre. 'Cid & sufficiente a garantire la
lore-indipendenza. Infine il punto c) & conseguenza del fatto che ciascu-
na tensione facente parte di un'equazione di equilibrio coincide o con
un termine noto (se il ramo corrispondente € un generatore di tensione)
oppure con una combinazione lineare delle variabili ausiliarie con coef-
ficienti noti. Per dimostrare cié introduciamo le seguenti matrici:

[RC] : matrice diagonale di ordine pari al numero dei rami del co-albe-
ro. Ciascun elemento corrisponde ad un ramo del co-albero nel
seguente modo: ad un resistore corrisponde la relativa resisten-
za; ad un generatore di tensione corrisponde il valore zero;

[R_] : matrice diagonale definita come la [R_], ma per i rami dell'al-
bero;

[V, vettore colonna di ordine pari al numero dei rami del co-albero.
Ciascun elemento corrisponde ad un ramo del co-albero nel se-
guente modo: ad un resistore corrisponde il valore zero; ad un
generatore di tensione corrisponde il valore della relativa ten-
sione impressa,

[Vga]: vettore colonna definito come il vettore [V ] ma per i rami
dell'albero.
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Utilizzando le matrici precedenti e le relazioni costitutive, otte-
niamo le seguenti espressioni per le tensioni dei componenti:

(R {1+ [V )

(I1.2.2) rami del co-albero [Vc]

(11.2.3) rami dell'albero [Va] [Ra] [Ia] + [V‘a]

La (I1.2.3) d1v1ene tenendo conto della (I.10.5):

e i

(11.2.4) [v ] =- [RIA)[I]+ [v,,)

L'esame delle (I1.2.2) e (II.2.4) dimostra il punto c).
Quanto detto & sufficiente per enunciare il seguente procedimen-
to di analisi:

i it e &

Primo procedlmento di analisi su base muglle.f = .

e
i(Vahdo per circuiti contenenn solo resxston e generatori indipendenti di tensxone)

R e ——

-

1) Scegliere un albero sul grafo orientato del c1rcu1tol

2) Prendere come variabili au5111ar1e le correnti dei rami del /co-albero 3]
con le rispettive orientazioni!

3) Scrivere le equazioni di equilibrio delle tensioni per le maglie fonda-
mentali associate all 'albero scelto. ]

4) Esprimere le tensioni dej rami resistivi in funzione delle correnti dei
rami del co-albero, facendo uso delle resistenze dei rami; assegnare al-
le tensioni dei rami contenenti generatori. di tensione il valore _imposto
dai generatori. E bene sottolineare che le resistenze dei rami resistivi
ed i valori delle tensioni dei generatori sono quantita note.

5) the nel punto 4) nelle equazioni di e-

qu111brloﬂ ttenute.nel punto._3). Il sistema rlsultante deve _avere come
quantita incognite solo le var1ab111 ausnllane [I ]

6) Risolvere il sistema ottenuto al punto 9) e determmare le correnti

).

7) Determinare le altre grandezze elettriche del circuito‘!). In partico-
lare, le altre correnti del circuito si ottengono mediante la (I.10.5) e le
tensioni mediante le relazioni costitutive dei componenti.

(1) - In molti casi non sono richieste tutte le grandezze elettrlche del circuito, ma solo
qualche tensione o qualche corrente. In tal caso il punto 7) viene sviluppato solo par-
zialmente.

G.MARTINELLI-M.SALERNO : Fondamenti di Elettrotecnica 10
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Esempio 11.2.1

Applicare passo per passo il primo procedimento di analisi su base maglie al

circuito mostrato in fig.l1.2. 1.

Fig.l1.2.1 - Circuito considerato nello
esempio II.2.1. I valori dei componen-
ti sono:

R;=0,5 ; Ry=R,=R,=1; R,=1/3

E =1 &,V

Passi 1 e 2 : Disegnato il grafo orientato del circuito, scegliamo 1'albero indicato in

fig.I1.2.2 b). Le variabili ausiliarie sono le correnti il e is.

aC a 2

’N
>
©

a) b)

Fig.11.2.2 - a) Grafo orientato del circuito mostrato in fig.1I.2.1; b) albe-
ro scelto.

Passo 3 : Le equazioni di equilibrio delle tensioni delle maglie fond amentali (che si ot-

tengono aggiungendo i rami 1 e 3) sono:

ramo 1 "1'V2'V4'V5'V6=0

ramo 3 v3“’4"’5'v6=0

Passo 4 : Esprimiamo le tensioni dei rami del circuito in funzione delle correnti dei ra-
mi del co-albero i, e i, e delle grandezze note: resistenze dei rami resistivi e tensio-

ni dei generatori di tensione. Si ha:

v1=R111 v4=-R4(11+13)
v2=-RZil i Rs(i1+13)
v3=R313 V6=Eg

Passo 5 : Sostituendo le espressioni delle tensioni trovate nel passo 4 nelle equazioni

di equilibrio scritte nel passo 3 si ha:
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[R1+R2+R4+R5 R, + Rg ][il] [E‘]
R4+R5 R3+R4+R5 i3 E‘
Sostituendo i valori numerici indicati in fig.I1.2.1 si ottiene:

3,5 2 iy : 1
2 173 ] Li, 1
Passo 6 : Risolvendo il sistema ottenuto nel passo 5, si ottengono i seguenti valori del-
le variabili ausiliarie:
2 9
i= — ; i, = —

< (A)
L g5 3 25

Passo 7 : Le correnti dei rami dell'albero si ottengono mediante le seguenti relazioni:

ig=-i;=-2/25 ig=-ij-ig=-11/25

. N (A)
ig=-iy-ig=-11/25 ig=-iy-ig=-11/25
Le tensioni dei rami resistivi si ottengono moltiplicando le correnti per le re-

lative resistenze:

vy=R,i; =1/25 vg=R,i;=-11/25
vy=Ryi, =-2/25 ve=Rgi =-11/25 V)
vy=R,i, =3/25

11,2.2 - Correnti fittizie di maglia e loro uso nell'analisi su base maglie
dei circuiti costituiti da resistori e generatori indipendenti di
tensione.

Il procedimento di analisi su base maglie visto nel § I.2.1 pué
essere notevolmente semplificato, se si esamina ed interpreta opportu-
namente il sistema risolvente nella sua forma finale. Facciamo cid ini-
zialmente per il circuito considerato nell'esempio II.2.1. Vediamo che
per la maglia fondamentale associata al ramo. 1 (maglia 1), 1'equazione
risolvente relativa é (passo 5):

(I11.2.5) (R1+R2+R4+R5).il+(R4+R5)i3=E‘

Dall'esame della (II.2.5) si pud dedurre che le tensioni presenti
nella maglia 1 sono dovute: 1) alla corrente del ramo 1, che circola in
tutti i resistori facenti parte della maglia 1; 2) alla corrente del ramo 3
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che circola nei resistori facenti parte contemporaneamente della maglia
1 e della maglia 2 (maglia associata al ramo 3). Queste tensioni sono di
segno uguale tra loro ed opposto a quello della tensione del generatore
presente nella maglia 1. I risultati di questo esame possono essere in-
terpretati nel senso che l'equazione (I1.2.5) & «come se fosse dovuta al-
la presenza nella maglia 1 di una corrente fittizia coincidente con la
corrente i, del ramo 1 e nella maglia 2 di una corrente fittizia coinci-
dente con la corrente i, del ramo 3». E facile controllare che anche la
equazione risolvente associata alla maglia 2 & in accordo contale inter-
pretazione.

Passiamo ora a considerare il caso generale. A questo scopo so-
stituiamo nelle equazioni di equilibrio (I.10.6) l'espressione di [B] da-
ta dalla (I.10.7) e le espressioni delle tensioni dei rami del circuito for-
nite dalle (II.2.2) e (II.2.4). Si ottiene:

(1.2.6)  [RI[1J+[V _1+[AJ[R,][AT[I ]-[A][V,] =0

Mettendo in evidenza [Ic] e portando a secondo membro i termi-
ni noti, si ha:

(1.2.7) {IR_J+[AJ[R JIAIMI) = [V ]+ [AF[V,]

Detta [R,, ] la matrice dei coefficienti e [VM] il vettore dei ter-
mini noti del sistema (II.2.7), si ottiene il sistema risolvente nella sua
forma finale:

(11.2.8) R ] = [V, ]
In base a quanto detto nel § .10 si deduce dalla (I1.2.7) che:

1) il termine (k, k) della matrice [RM] coincide con la somma delle re-
sistenze dei rami resistivi che fanno parte della maglia fondamentale k-
-esima;

2) il termine (k, j) della matrice [RM] coincide con la somma algebrica
delle resistenze dei rami resistivi che fanno parte contemporaneamente
della maglia fondamentale k-sima e j-sima. Tali resistenze vanno consi-
derate con il segno positivo se i versi di percorrenza delle maglie, sta-
biliti dalle correnti dei relativi rami del co-albero, sono concordi; nega-
tivo in caso contrario.

Le deduzioni precedenti giustificano in generale la nozione di
correnti fittizie di maglia.

E opportuno discutere in qualche dettaglio le implicazioni della nuova nozio-

ne introdotra. Cio viene fatto in fig I1.2.3. In tale figura viene mostrato il grafo orien-
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tato di un circuito nel quale i rami dell'albero sono indicati con tratto continuo, mentre
quelli del co-albero con linee tratteggiate. Le tre maglie individuate dai rami del co-al-
bero sono formate dai rami (1, 4, 5, 6) per la maglia 1, dai rami (2, 5, 7)perlamaglia 2,
dai rami (3, 6, 7) per la maglia 3; si puo allora pensare chele suddette maglie sianoper-

corse da tre correnti | . Tali correnti non coincidono con le correnti di ra-

ml 'm2 'm3
mo, salvo che per i rami del co-albero; infatti nel ramo 1 scorre solo la corrente i
nel ramo 2 solo la corrente im2 e nel ramo 3 solo la corrente i 4. Per tale motivo i
versi delle correnti di maglia sono stati scelti concordi con quelli dei ramidel co-albe-
ro. D'altra parte le correnti dei rami dell'albero si possono considerare come dovuti al-
la sovrapposizione delle correnti delle maglie che contengono tali rami. Ad esempio per

il ramo 6 del grafo di fig.I1.2.3 si ha:
(11.2.9) i6 =i -1

Inoltre 1'equilibrio delle tensioni in una maglia si ottiene immediatamente e-
splicitando le cadute di tensione sui rami resistivi in funzione delle correnti di maglia.
Ad esempio per la maglia 1 del grafo di fig.II.2.3, nell'ipotesi che i rami 1, 5, 6 siano
resistivi e che il ramo 4 sia un generatore di tensione Vs con morsetto positivo tale

che im1 sia uscente da esso, si ha:

(11.2.10) (Rg+Rg+Ry)i_1-Rgi o-Rgi 5=V

P
e

Fig.11.2.3 - Grafo orientato in cui sono messe in evidenza le correnti fit-
tizie di maglia.

Quanto detto permette di giustificare il seguente procedimento
semplificato di analisi su base maglie, eseguibile semplicemente per i-
spezione visiva del circuito da analizzare.

Secondo procedimento-di-analisi su base maghe.\

(Valido per circuiti contenenti solo resistori e generatori indipendenti di tensione)

1) Scegliere un albero sul grafo orientato del circuito‘?,

(1) - La scelta dell'albero ¢ arbitraria. Si ottiene, tuttavia, una notevole economia di
termini nelle equazioni risolventi se lo si sceghe in modo che le maglie si sovrappon-
gano il meno possibile.
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2) Prendere come variabili ausiliarie le correnti di maglia, che risulta-
no uguali a quelle dei rami del co-albero con le rispettive orientazioni.

3) Scrivere il sistema risolvente determinando la matrice dei coefficien-
ti ed il vettore dei termini noti nel modo seguente:

a) il termine (k, k) della matrice dei coefficienti coincide con la somma
delle resistenze dei rami resistivi della maglia k-sima ‘!,

b

b) il termine (k, i) della matrice dei coefficienti coincide con la somma
algebrica delle resistenze dei rami resistivi comuni alle maglie k ed i.
Il segno da mettere dinanzi a ciascuna di queste resistenze & positivo
o negativo a seconda che su quel ramo le correnti delle maglie k ed i
siano concordi ovvero discordi(!);

~

c) la componente k-sima del vettore dei termini noti é uguale alla som-
ma algebrica delle tensioni dei generatori di tensione presenti nella ma-
glia k-sima. Il segno con cui considerare ciascuna di queste tensioni &
positivo o negativo a seconda che la corrente della maglia k-sima esca
ovvero entri dal morsetto positivo del generatore onsiderato.

4) Risolvere il sistema ottenuto al punto 3) e determinare le correnti di
maglia.

5) Determinare le altre correnti e tensioni del circuito.

Osservazione 11.2.1

Dall'esame della matrice dei coefficienti [RM], quale risulta dalla (11.2.7),

si deduce che essa é simmetrica. Infatti si ottiene che:
a.2an (R Jt=[R ) + {[a) [R J[A]} = [R )+ [At[R J[A] = [Ry,]

Di tale risultato, che riassumiamo di seguito sotto forma di una proprieta dei
circuiti, va tenuto conto per introdurre semplificazioni nel procedimento di analisi pre-

cedente.

Proprieta 11.2.1 - « La matrice dei coefficienti del sistema di equazioni
risolventi su base maglie per circuiti contenenti resistori e generatori di
tensione € simmetrica.

(1) - Per il modo in cui & stato ottenuto 1'elemento (k, k) della matrice dei coefficienti
viene anche detto resistenza totale della maglia k-sima, mentre l'elemento (k, i) viene
detto resistenza mutua tra le maglie k-sima ed i-sima.
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Esempio 11.2.2

Applicare il secondo procedimento di andlisi su base maglie al circuito di fi-

gura 11.2.4, sviluppando in dettaglio i singoli passi.

Fif.ll.2.4 - Circuito considerato RS
nell'esempio 11.2.2. 1 valori dei a VA -
componenti sono: @
Ry Ry
R,=R,=2 ; R,=R,=R,=1; N R,
_ R

E‘ =2,V E, 4

®

Passi 1 e 2 : Scegliamo 1'albero indicato a tratto pieno in fig.I1.2.5, in cui i rami del
co-albero sono indicati tratteggiati. Le variabili ausiliarie sono le correnti fittizie di

maglia iml' imz, ims coincidenti con le correnti dei rami del co-albero. Si ha rispet-

tivamente:
Im1 %% 2 lm2=1_4 » n3 =13
5
o e TS ey, ~
-7 C sl T
Fvi.ll.2.5 - Albero e co-albero s = A ol N
del circuito di fig.I1.2.4. ~ ‘ 7
N 7
N i i 7
\\ ml m2
N 3 » a
6\ /4

Passo 3 : Scriviamo le equazioni di equilibrio delle tensioni su base maglie, si ha:

maglia 1 (Ry+Rg i ;+Rgi o-Ryi 5 =- E‘
maglia 2 Rgi 1 +(Ry+Ry+R) i _,+Ryi 5=0
maglia 3 -Rliml+R2im2+(Rl+R2+R5) im3=0
Sostituendo i valori numerici di fig.I[.2.4, si ha:
3 1 -2 i -2
1 4 1 i = 0
-2 1 4 i 0
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Passc 4 : Risolvendo il sistema di equazioni si ha:

10 4 6
1 = — 1 = e— 1 = e —
ml 7 m2 7 m3 7
Passo 5: Le altre correnti del circuito valgono:

. . . 4 - . 2 6
l'l—_lml-{-lm.'i—T 1= tho ™ ins 7 13—-_1m'l.lm2=7
. . 4 . . 6 . - 10
‘4“m2‘_7‘ ‘s=‘m3*‘7 ‘6=‘m1="7 (4)

Le tensioni dei rami resistivi si ottengono moltiplicando le correnti preceden-

ti per le rispettive resistenze.

11.2.3 - Analisi su base maglie in presenza di generatori indipendenti di
corrente.

La presenza di generatori di corrente in un circuitorende impos-
sibile 1'applicazione diretta del metodo di analisi su base maglie, in
quanto le variabili ausiliarie usate in questo caso, cioé le correnti del
co-albero, non sono sufficienti ad esprimere le tensioni ai capi di cia-
scun generatore di corrente presente. Per tali componenti infacti la ten-
sione ai capi € indipendente dalla corrente che liattraversae quindi de-
ve essere considerata come una grandezza incognita.

Pertanto, in tale caso devono considerarsi inizialmente come in-
cognite sia le variabili ausiliarie precedenti sia le tensioni ai capi dei
generatori di corrente; a tale aumento del numero delle incognite corri-
sponde tuttavia un uguale aumento del numero delle equazioni, in quan-
to ogni generatore di corrente introduce un vincolo fra le correnti del
circuito e quindi una nuova equazione. Da quanto detto potrebbe sembra-
re che la presenza dei generatori di corrente dia luogo sempre a sistemi
risolutivi di maggiore complessita; tale fatto € invece non vero nella
maggioranza dei casi, se si ha l'accortezza di sceglierel'albero del cir-
cuito opportunamente, come verra detto in seguito.

Per risolvere un circuito su base maglie in presenza di genera-
tori di corrente si possono seguire due vie differenti a seconda che si
operi direttamente sul circuito assegnato ovvero si effettuino delle tra-
sformazioni circuitali che permettono di ottenere unnuovo circuito equi-
valente al primo ma privo di generatori di correate. Nel primo caso si
parla di metodo misto in quanto sono presenti come incognite sia corren-
ti che tensioni; nel secondo caso si parla di metodo diretto, in quanto,
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dopo aver effettuato le opportune trasformazioni circuitali, si pud usare
il metodo introdotto nei paragrafi precedenti senza alcuna modifica.

11.2.4 - Metodo misto di analisi su base maglie.

Si ha il metodo misto di analisi su base maglie quando si effet-
tua l'analisi del circuito con il metodo delle maglie senza effettuare tra-
sformazioni circuitali. Il procedimento considerato nel paragrafo prece-
dente puo essere seguito fino al passo 3b. Successivamente occorre in-
trodurre le nuove incognite, coincidenti con le tensioni ai capi dei gene-
ratori indipendenti di corrente presenti e le ulteriori equazioni che espri-
mono i vincoli sulle correnti del circuito, dovuti a questi generatori. Pre-
cisamente per ogni generatore di corrente occorre scrivere un'equazione
in cui compaiono le correnti incognite di maglia e come termine noto la
sua corrente impressa.

Prima di procedere ulteriormente, applichiamo quantodetto al cir-
cuito di fig.IL. 2.6. -

Esempio 11.2.3 10 %04

Analizzare con il procedimento abbozzato in precedenza il circuito di figura

11.2.6.
@,
Fig.11.2.6 - Circuito considerato
nell'esempio 11.2.3. I valori dei & A4S R AA )
componenti sono: R + R
R 2 Qv ¢ R
Ry=R,=2 ; Ry=Rg=1; 1 . 3
V.=-1;1=2 (Q,V,A)
g g

Passi 1 e 2 : Scegliamo l'albero indicato a tratto pieno in fig.II.2.7, in cui i rami del

co-albero sono indicati tratteggiati. Le variabili ausiliarie sono le correnti di maglia

Fig.I.2.7 - Albero e co-albero &
de? circuito di fig.I.2.6.

G.MARTINELLI-M.SALERNO : Fondamenti di Elettrotecnica 11
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-

i 1 ing 14 mentre risulta anche incognita la tensione ai capi del generatore di cor-
rente, che verra rappresentata come mostrato in fig.I1.2.8.

Fig.i1.2.8 - Scelta del verso
della tensione incognita del
generatore di corrente del
circuito di fig.I1.2.6.

Passo 3 : Scriviamo il sistema di equazioni di equilibrio delle tensioniperle varie ma-
glie, trattando il generatore di corrente come se fosse un generatore di tensione di va-

lore v _.; siha:
gi

maglia 1 (R1+R4)iml-R4im2-R4im3=vgi-vg
maglia 2 -R4im1+(R2+R4) im2+R4im3 == Vo
maglia 3 'R4im1+R4im2+(R3+R4)im3=Vg

Scriviamo quindi l'equazione del vincolo imposto dal generatore di corrente; si
ha:

Equazione del vincolo iy ige= Ig

Sostituendo ai coefficienti ed alle grandezze impresse nelle equazioni prece-

denti i valori riportati in fig.I1.2.6, si ha:

+4 -2 -2 -1 iy +1
m

-2 +3  +2 +1 m2 _ 0

-2 +2 =3 0 im3 -1

11 -1 0 0 v 2
g1

Passo 4 : Risolvendo il sistema precedente si ottiene:
im1=1 s im2=-1 : im3=l 5 v‘i=3 (A, V)

Passo 5: Le altre grandezze elettriche del circuito valgono:

-1 =1 v1=2 v3=1
(A, V)

..
|
+
i
Il
o
<
)
|
'
—
<
-
1]
N
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Il sistema risolvente nell'esempio precedente € pit complessodiquello che si
avrebbe nel caso che i generatori fossero tutti di tensione, per la presenzadiuna nuova
incognita (la tensione v‘ .) e di una nuova equazione (l'equazione del vincolo) . Si_puo
perd osservare che con un'opportuna scelta dell'albero, cioé sceglzendo il generatore di

corrente su un ramo del co- -albero (invece che Su un ramo dell albeto come fatto nello

A —— -
esempio), 1' equazxone del vincolo dlvxene un 1dent1ta nella quale una vanabxlc au5111a-
\_—/— T —

NS e e

nwne ldenglf_%cata con 1 rrente 1mpressa del generatore. ICon tale scelta si ha i-
noltre un secondo vantaggio: la tensione ma;;:a Vi compare in una sola delle e-
quazioni risolventi (invece che in due, come nell'esempio visto). In conclusione il si-
stema si riduce da quattro equazioni in quattro incognite, ad un sistema di due equazio-
ni in due incognite. Risolviamo percio lo stesso circuito dell'esempio 11.2.3 seguendo

le osservazioni precedenti.

Esempio 11.2.4

Per il circuito di fig.11.2.6 scegliomo |'albero come indicato a tratto pieno in
9 g

fig.11.2.9, in modo tale che il generatore di corrente sia presente su un ramo del co-al-

bero.

Fig.l1.2.5 - Albero e co-albero
del circuito di fig.I1.2.6 con-
siderati nell'esempio I1.2.4.

ariabili ausiliarie s ¢ ; ¢ <
Le variabili ausiliarie sono le correnti i, i m2 i3 fralequali i . & una
quantita nota poiché si identifica con la corrente del generatore di corrente. L'ulterio-
re incognita Vi ¢ scelta con le stesse modalita indicate in fig.II.2.8.

Le equazioni risultanti sono le seguenti:

maglia I (R1+R2+R3+R4)iml-(R3+R4)im2-(R2+R4)im3=O
maglia 2 -(R3+R4)im1+(R3+R4)im2+R4im3 =- VB
maglia 3 -(R2+R4)im1+R4im2+(R2+R4)im3=vgi

Sostituendo i valori numerici riportati in fig.II.2.6, si ha:

6 -3 0 ‘-i 1 6
m

-3 3 0 L im2 = -3

-3 2 -1 v . -6
gi
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Le prime due equazioni del sistema precedente, corrispondenti alle maglie in
cui non ¢ presente il generatore di corrente, contengono solo le due incognite corrispon-
denti alle variabili ausiliarie iml ed i_, mentre la terza equazione & la sola a con-
tenere l'incognita Vit Risolvendo il sistema costituito dalle prime due equazioni si
ha:

i =1 i ,=0 (A)

ml

Quindi il valore di Vi vale:
Vi =3V
Tale soluzione coincide con quella trovata nell'esempio I1.2.3 risolvendo un

sistema di quattro equazioni in quattro incognite.

Quanto detto permette di giustificare il seguente procedimento di
analisi.

Terzo procedimento di analisi su base maglie (metodo misto).

(Valido per circuiti contenenti resistori e generatori indipendenti dei due tipi)

1) Scegliere, se possibile, un albero del circuito tale che i generatori di
corrente presenti siano contenuti tutti nel co-albero (si veda l'osserva-
zione 11.2.2).

2) Prendere come variabili ausiliarie le correnti di maglia, che risulta-
no uguali a quelle del co-albero con le rispettive orientazioni. Tali va-
riabili sono note per le maglie aventi un generatore di corrente come ra-
mo di chiusura, per cui le incognite sono le rimanenti.

3) Introdurre come ulteriori incognite le tensioni ai capi dei generatori
di corrente.

4) Scrivere il sistema risolvente secondo le modalita indicate al punto
3) del secondo procedimento di analisi su base maglie, con l'avverten-
za che il punto c) diviene come segue:

c) la componente k-sima del vettore dei termini noti € uguale alla som-
ma algebrica delle tensioni ai capi di tutti i generatori sia di tensione
che di corrente presenti nella maglia k-sima. Il segno con cui conside-
rare ciascuna di queste tensioni € positivo o negativo a seconda che la
corrente della maglia k-sima esca oppure entri nel morsetto positivo del
generatore considerato.

5) Scrivere le equazioni di vincolo per quei generatori di corrente che
eventualmente si trovassero sui rami dell'albero (tale eventualita deve
essere evitata in base al punto 1).
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6) Risolvere il sistema di equazioni ottenute nel punto 4)e nel punto 5),
le cui incognite sono:

a) le correnti delle maglie nei cui rami di chiusura non sono presenti
generatori di corrente;

b) le tensioni ai capi dei generatori di corrente.

7) Determinare le altre correnti e tensioni del circuito.

Esempio 11.2.5

Risolvere con il metodo misto di analisi su base maglie il circuito di figura

11.2.10.

AAY

» R, Re R
esempio I1.2.5. I valori dei ) AYAY

; : T YA
component!l sono: 4 4 &
lxl=2 2 ls2=l ! v¢=l lgl 1evgl IZZT%VBZ i l(]Dvﬁ

R,=R =1, Rg=2 (4, v, )

5

Fi?.l|.2.10 - Circuito considerato
nell'

5

1) Scegliamo un albero del circuito in modo che i generatori di corrente presenti siano
sul co-albero (fig.II.2.11).

e e \6
- . RS
;e - ) 'm3 5\ ~
. ~i & \\.
Fig.11.2.11 - A tratto pieno € in- < % <
dicato l'albero del circuito di \\ N
fig.I1.2.10. 0 \\2 i 3
~
b X Ill = N g2
1 S

2) Le variabili ausiliarie sono tre e precisamente: Igl ed 1‘2 (correnti relative alle

maglie 1 e 2), di valore noto; i corrente incognita della maglia 3.

m3’
3) Uleeriori incognite sono le tensioni ai capi dei due generatori di corrente. Indichia-

mo tali tensioni con Vgl € Vgo con il verso indicato in fig.I1.2.10.

4) Scriviamo il sistema risolvente:

maglia 1 (R4+R5) I¢I+RSI¢2_(R4 +RS) ims=v‘l-Vg

maglic 2 R Igl + Ry IgZ_RSimS =v‘2-Vg

maglia 3 -(Ry +RYIL -RyI, +(Ry+Ry+RQi 5 =0
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Sostituiamo i valori numerici alle grandezze note; si ha:

4+1-21m3=v¢1-1

2+1-1 -1
m

3=vg2

-4-1+4im3=0

5) Poicheé tutti i generatori di corrente si trovano sul co-albero non occorre aggiungere
alcuna equazione di vincolo e quindi il sistema precedente é il sistema risolvente com-

pleto per il circuito considerato.

6) La soluzione di tale sistema & molto semplice in quanto i 5 pud essere calcolata
direttamente dall'ultima equazione. Il valore ottenuto pud essere quindi sostituito nel-

le prime due equazioni ottenendo le altre incognite, cioé:

im3=5/4 v¢l=7/2 VZ2:11/4 (A, v)

7) le altre grandezze elettriche del circuito valgono:

=l tlp=3 VRg = Ry ig, =3/4
igg =Ig1-ing=3/4 vRs = Rsips = 7/4 (4, V)
lps =Tt 1 i3 =7/4 VRe = Rgigg =5/2

Osservazione 11.2.2

Al punto 1) del metodo misto di analisi su base maglie é stata posta una ri-
serva sulla possibilita di scegliere un albero del circuito tale che tutti i generatori
di corrente presenti siano contenuti nel co-albero. Pud infatti accadere che in qualche
caso non sia possibile scegliere un albero siffatto e che qualche generatore di corren-
te debba di conseguenza coincidere con un ramo dell'albero; in tal caso non sara pos-
sibile evitare di scrivere le equazioni aggiuntive di vincolo indicate al punto 5), con
conseguente complicazione del sistema risolvente. I casi in cui non & possibile evita-

re tale situazione sono messi in evidenza dalla seguente proprieta:

Proprieta 11.2.2 - « Non esiste un albero del circuito tale che tuttii gene-
ratori di corrente siano contenuti sul co-albero, se e solo se € presente
nel circuito un taglio costituito da soli generatori di corrente.

La proprieta precedente consegue dalle seguenti osservazioni. Se & presente
nel circuito un taglio di soli generatori di corrente e questi fanno parte tutti del co-al-

bero si ha l'assurdo che dalla loro eliminazione consegue la separazione del circuito

S

<
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in due parti. Sappiamo infatti che per separare in due parti un circuito occorre elimina-
re sempre almeno un ramo dell'albero ($ 1.10). D'altra parte se non & presente untaglio
di soli generatoﬁ di corrente & sempre possibile scegliere un albero che non contiene
alcuno di essi. Un modo semplice per ottenere cio & quello di eliminare preliminarmen-
te tutti i generatori di corrente, cio che non provoca la separazione in due parti del cir-
cuito, e quindi scegliere sul circuito rimanente 1'albero.

I circuiti contenenti taglx costituiti da soli generatori di corrente sono anoma-
li,i\nquanto le correnti 1mpresse da tali generatori debbono soddisfare la prima legge
di Kirchhoff. Percid

Percio s s1 possono avere due eventualita:

a) Le correnti impresse non soddisfano la prima legge di Kirchhoff. In tal caso il cir-
cuito considerato non € valido e va riesaminato il procedimento dimodellamento da cui

€ derivato dalla struttura fisica che vuol rappresentare.

b) Le correnti impresse soddisfano la prima legge di Kirchhoff. In tal caso il problema’
di analisi ha soluzione indeterminata, in quanto & possibile sostituire uno qualunque
dei generatori di corrente considerati con un generatore di tensione di valore arbitrario,
senza alterare il resto del circuito ( la corrente nel generatore suddettoditensione, per
la legge di Kirchhoff delle correnti, € proprio uguale alla corrente del generatore sosti-

tuito di corrente, come & messo chiaramente in evidenza in fig.I1.2.12),

Si puo quindi concludere che, salvo i casi anomali indicati, la riserva effet~
tuata al punto 1) del metodo misto di analisi su base maglie si pudsciogliere in senso

affermativo e quindi il punto 5) del suddetto procedimento puo essere evitato.

Illustriamo quanto detto con un esempio.

Esempio 11.2.6

Risolvere con il metodo misto di analisi su base maglie il circuito di figura

1172, 13:
—‘\ ‘182 13 J IEN Taglio di soli
Te1 S generatori di
et e bt s corrente
+ R
Equivalente a (181 IS2+IB3 IEN @
I
Te1 x% IX‘ ‘ &3 ‘IEN
P U LN (S —
(g + L 4T gt Ty = 0)

Fig.11.2.12 - Equivalenza di un generatore di tensione ad un generatore di
corrente in un taglio di soli generatori di corrente.
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Il circuito in esame si trova nella situazione anomala b) considerata nell'os-
servazione II.2.2; infatti c'é un taglio di soli generatori di corrente (I‘l, 122, 134) ele
relative correnti impresse soddisfano la prima legge di Kirchhoff.

Applichiamo il metodo misto di analisi passo per passo.

1) Non & possibile trovare un albero i cui rami non contengano i generatori di corrente.

Scegliamolo allora come in fig.Il.2.14, con il generatore 1‘2 presente.

vV

R
Fifl.'||.2.13 - Cirzcuéito conTidere:ito R, ° 8 IgS
nell'esempio 11.2.6. I valori dei =g
componenti sono: @ VvV, : G <D-—+———< @
v

= = = = + + x3 ¥
Iy=-1, I,=13=2, I ,=-1 I I 1 6}

_ _ _ _ Q Yx1 T gl 321 Yx2 g4? 7 Vx4
Ry=Rg=2 , Rg=R,=1 (4, Q) - R, - R, -

vV :
o 5 A'AY ®

2) Le variabili ausiliarie sono tutte note e ugualia I ,, I ., 1 ,.
gl’ g3 g4

3) Sono incognite le tensioni ai capi dei generatori di corrente; indichiamole con Vols
4 (fig.I1.2.13).

v v v
x2) ".x3” "x

4) Le equazioni di equilibrio delle tensioni per le tre maglie sono:

(Rg+R) Ly +RyI g+ Ryl =v (- v,

Ryl + (Ry+Re) [ g+ (Ry + R I, =v 4
RyIy + Ry + R I3+ (Rg+ Ry + R I g =v (-v
5) L'equazione aggiuntiva relativa al vincolo imposto dal generatore di corrente Iz2 é:

I I ,=-1

gl ¥ g4 g2

6) Il sistema risolvente contiene le equazioni ottenute nei passi 4) e 5), cioé:

R,I

(Rg + Ry) I‘1 + R7Iz3 TR, =Vt Ve

1 (R, + Rs)Iga + (R, + Ry) 134 =v,3

R7I¢
R7Igl + (R, + Ry) I‘;3 + (Rg + Ry + Ry) I“ =V 4" Vo

| P N =-1

gl g4 g2

Le incognite sono v_,, k =1, 2, 3, 4. Fino a questo punto del procedimento,
xk
il sistema contiene un numero di incognite uguale al numero di equazioni. Sostituiamo

ora i valori numerici; si ha:
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~r2-1= Yx1 7 Vx2
-l+6-3=vx3
-1+ 6-4 ik PR )
11 =43

Si vede che la quarta equazione € un'identita e quindi il sistema risolvente ¢é
indeterminato. Per renderlo determinato possiamo seguire 1'accorgimento proposto nel-
l'osservazione I1.2.2 e sostituire un generatore di tensione di valore assegnato (in mo-
do arbitrario) al posto di uno dei tre generatori di corrente I‘l, 182, 1‘4. Cio equivale
ad assegnare un valore ad una delle tre tensioni VoD Ve Vg4 Ad esempio sceglien-
do Voo = 100 Volt, si ha:

-2=v__-100
x1
2= x3
1=v_, -100
Fig.11.2.14 - Albero (a trat-
to pieno) del circuito di fi-
gura 11.2.13
Quindi risolvendo, risulta:
v_. =98 v o, =2 v_, =101
x1 x3 x4 %)
(v 5= 100)

Le altre grandezze elettriche del circuito possono essere facilmente indivi-

duate.

11.2.5 - Metodo diretto di analisi su base maglie.

Un modo molto semplice per ovviare all'inconveniente dovuto al-
la presenza dei generatori di corrente & quello di sostituire quest'ultimi
con generatori di tensione tramite opportune trasformazioni. Si riduce in
questo modo il circuito da analizzare ad uno avente solo resistori e ge-
neratori di tensione. Unico svantaggio & che il circuito ottenuto & diver-
so da quello assegnato, in corrispondenza ad alcuni suoi rami e percio

G.MARTINELLI- M.SALERNO : Fondamenti di Elettrotecnica 12
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occorre sempre tenere presente tale fatto nella determinazione finale
delle tensioni e correnti del circuito iniziale.

La trasformazione viene effettuata in due passi successivi. Dap-
prima si sostituisce al generico generatoré di corrente un opportuno nu-
mero di generaton di corrente aventi in parallelo uno ed un solo ramo. 1
Cid si pud sempre fare, considerando una maglia che comprende il gene-'
ratore di corrente che si vuole eliminare, come indicatoinfig.I.2.15 ed
osservando che | equlhbno delle correnti nei nodi A , k =1, 2,... N+1
rimane invariato. E ovvio che tale passo non & necessario se il genera-
tore di corrente gia si trova in parallelo o ad una resistenza o ad un ge-
neratore di tensione.

a) b)

Fig.11.2.15 - 2) Circuito in cui & messo in evidenza il generatore di corren-
te che si vuole eliminare. b) Circuito trasformato, in cui_ il generatore di
corrente di partenza € stato sostituito da N generaton di corrente di ugua-
le valore, essendo N il numero dei rami della maglia.

Successivameate si utilizzano le equivalenze di fig.I1.2.16 per
eliminare definitivamente i generatori di corrente introdotti, come indi-
cato esplicitamente in fig.I1.2.17. La trasformazione globale,mostrata in
fig.11.2.17 porta ad un circuito equivalente a quello di partenza dal pun-
to di vista elettrico con 1'esclusione della maglia interessata dalla tra-
sformazione. E inoltre evidente che viene eliminato mediante essa un
generatore di corrente alla volta; percio,se € necessario, occorre appli-
carlo ripetutamente per eliminare tutti i generatori di corrente presenti.

In conclusione con la trasformazione precedente possiamo sem-
pre ricondurre un circuito assegnato, contenente generatoridi corrente e
tensione, ad uno contenente solo generatori di tensione equivalente a
quello di partenza, fatta eccezione per alcune parti. Il problema dell'a-
nalisi, percio, risolto su quest'ultimo va completato, individuando suc-
cessivamente le tensioni e correnti dei rami del circuito di partenza, e-
liminati dalla trasformazione.
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I
L IKR+ R
1 2 1 2
e
I, +1;
[ e = o o
1 2 1 —D 2
— I
S
g
$ +
o——rp & — o = o- % 2e)
1 ot 2 1 v 2
Uvo 0

Fig.!11.2.16 - Equivalenze che si utilizzano per eliminare un generatore di cor-
rente I da un circuito. Le equivalenze sono valide solo dal punto di vista
elettrico esterno ai nodi 1 e 2

Fig.11.2.17 - Trasformazione fimale per 1'eliminazione del generatore di cor-
rente Ig.

In base a quanto detto & possibile enunciare il seguente proce-
dimento di analisi su base maglie:

Quarto procedimento di analisi su base maglie (metodo diretto).
(Valido per circuiti contenenti resistori e generatori indipendenti dei due tipi)

1) Applicare ripetutamente le trasformazioni indicate nelle fig.I.2.15 e
I1.2.16, fino ad ottenere un circuito privo di generatori di corrente. Sia
T tale circuito.
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2) Effettuare l'analisi del circuito T, applicando il secondo procedi-
mento di analisi su base maglie.

3) Determinare le tensioni e le correnti dei rami contenuti nelle parti del
circuito di partenza distrutte dalle trasformazioni, utilizzando i risultati
ottenuti in 2) e le trasformazioni in senso inverso.

Esempio [1.2.7

Applicare passo per passo il quarto procedimento di analisi subase maglie al
circuito di fig.11.2.18.

Fi?.||.2.18 - Circuito considerato . - Ig
nell'esempio I1.2.7. I valori dei T
componenti sono: @ % . VIV ©
* ®
Ry=Ry=2 , Ry=R, =1, Ve ® Rs
R, Ry Ry

I =2 , v.=1 (,A WV
g 4

©

1) 1l circuito assegnato contiene un solo generatore di corrente Is , il quale fa parte
di una maglia contenente due ulteriori rami: un generatore di tensione ed un resistore.
Applicando le trasformazioni indicate nelle fig.II.2.15 e I11.2.16 a tale maglia, si ottiene

il circuito equivalente di fig.Il1.2.19 (circuito T).

Fig.11.2.19 - Circuito trasfor-
mato dell'esempio I1.2.7 (cir-
cuito T).

2) Analizziamo il circuito di fig.II.2.19 con il secondo procedimento di analisi su base
maglie, scegliendo 1'albero indicato a tratto pieno in fig.II.2.20. Si ottiene:

2'm2 = Vg

= R2im1 + (R2 + R3 + R4)im2 = R3IE

(R, +Rpi_,-R

i
m

Sostituendo i valori numerici si ha:

3lm1- 'm2 =1
-1 +41m2 =4
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Fig.11.2.20 - Albero (a tratto
pieno) del circuito di figura
11.2.19.

Da cui si ottiene:
iml =8/11 im2=13/11 (A)

In conclusione si ottengono i seguenti valori per le grandezze elettriche del

circuito T:

igy =ig, =8/11 vpy = 16/11

igg Sigg-igy =5/11 VR = 5/11

igg =ige =13/11 vps = 26/11 S
iy =ing=13/11 Ve = 13/11

i, “igy =8/11

i, =i ,=13/11

3) Ricaviamo le tensioni e le correnti dei rami del circuito di partenza. Le grandezze
el iche v i i i i ia i

ettric R1’ 'R1’ VR2 'R2 VR4’ ‘R4 SOPO uguali a quelle gia calcolate, in quanto
relative a rami non interessati dalle trasformazioni. Per quantoriguardala corrente i'

del generatore di tensione, si ha dalla fig.II1.2.21:

vg Is = (ivz)T
e quindi:
8 14
1 —Jr=——s B =SS
Ve 11 11
I
&
: (lvg)T
—=vg - 4
® A ® ——®
\Y% \Y%
g g
Circuito di partenza Circuito T

Fig.11.2.21 - Derivazione della corrente del generatore di tensione dell'esem-
pio M.2.7; =
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Per quanto riguarda la corrente i si ha dalla fig.Il1.2.22:

R3

igg t 1, =(igay

e quindi:
13 > 9
1 —— = e —
B3 1 11
) 18
VR3 = Raipj =- 1
\‘I8
Lo ligg)y
—— —_— +
— M\ © —MN——— ©
R, Vo= Ral‘
Circuito di partenza Circuito T

Fig.11.2.22 - Derivazione della corrente del resistore R, dell'esempio II.2.7.
Infine la tensione di capi del generatore di corrente Is risulta pari a:

13 16 29
v =v +v 1 vl e s N
¢ Re" "Rl "5y 1

11.3 - Analisi su base tagli di circuiti contenenti resistori e ge-
neratori indipendenti.

Come messo in evidenza nel § I 10 le tensioni deirami di un al-
bero costituiscono un insieme di quantita tra loro indipendenti e tale da
permettere l'individuazione delle tensioni dei rami rimanenti tramite le
(I.10.6). Tale insieme si présfa ad essere sceltodirettamente come 1'in-
sieme delle incognite, quando & possibile dedurre la corrente dalla ten-
sione per ciascun componente del circuito in esame. Questo & il caso
dei circuiti costituiti da resistori e generatori indipendenti di corrente,
di cui ci occuperemo nei §11.3.1e1l.3.2. Nel caso invece che siano pre-
senti anche i generatori indipendenti di tensione, tale scelta non & pit
sufficiente ed occorre introdurre alcune modifiche, come vedremo nel

§ 11.3.3.

11.3.1 - Casoincui siano presenti generatori indipendenti solo di corrente.

Il metodo di analisi su base tagli, nel caso dei circuiti costitui-
ti da resistori e generatori indipendenti solo di corrente, si basa sulla
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scelta delle tensioni dei rami di un albero come incognite.\|Le equazio-
ni del sistema risolvente si ottengono scrivendo le equazioni di equili-
brio delle correnti per i tagli fondamentali associati all'albero scelto.
Tale insieme di equazioni & valido in quanto, come vedremo di seguito:

a) il numero di equazioni & pari al numero delle incognite;
b) le equazioni sono indipendenti tra loro;

¢} le uniche incognite presenti sono le variabili ausiliarie scelte, cioe
le tensioni dei rami dell'albero.

Il punto a) & conseguenza del fatto che il numero delle equazio-
ni coincide con il numero dei tagli fondamentali e quindi, come messoin
evidenza nel § 1.10, con il numero dei rami dell'albero.! Tale numero &
un indice della complessita del sistema risolvente ed & dato per un cir-
cuito costituito da N nodi e P parti separate dalla (I. 10. 14), cioé:

(IL3.1) N =N-P

Il punto b) consegue dall'osservazione che ciascuna equazione
esprime l'equilibrio delle correnti di un taglio fondamentale. Poiché in
ogni taglio fondamentale & presente un ramo dell'albero non presente ne-
gli altri, ne deriva che ciascuna equazione contiene dei termini sicura-
mente non presenti nelle altre. Cio & sufficiente a garantire la loro in-
dipendenza. Infine il punto ¢) & conseguenza del fatto che ciascuna
corrente facente parte di un'equazione di equilibric coincide o con un
termine noto (se il ramo corrispondente & un generatore di corrente) op-
pure con una combinazione lineare delle variabili ausiliarie con coeffi-
ficienti noti. Per dimostrare cid introduciamo le seguenti matrici:’

[G,] matrice diagonale di ordine pari al numero dei rami dell'albero.
Ciascun elemento corrisponde ad un ramo dell'albero nel seguen-
te modo: ad un resistore corrisponde la relativa conduttanza; ad
un generatore di corrente corrisponde il valore zero;

[G_] matrice diagonale definita come la [G_], ma per i rami del co-
-albero;

[I“] vettore colonna di ordine pari al numero dei rami dell 'albero.
Ciascun elemento corrisponde ad un ramo dell'alberonel seguen-
te modo: ad un resistore corrisponde il valore zero; ad un gene-
ratore di corrente corrisponde il valore della relativa corrente
impressa.

[I 1 vettore colonna definito come il vettore [I“], ma per i rami
del co-albero.
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Utilizzando le matrici precedenti e le relazioni costitutive, otte-
niamo le seguenti espressioni per le correnti dei componenti:

(I11.3.2) rami dell'albero [Ia]= [Ga][Va]-i-[I“]
(11.3.3) rami del co-albero [Ic = [Gc] [Vc] -+ [I‘c]

La (II.3.3) diviene, tenendo conto della (I.10.6) e (I.10.7)
(1. 3.4) [Ic] =[Gc][A]'[Va]+[Igc]

L'esame delle (II.3.2) e (II.3.4) dimostra il punto c).
Quanto detto & sufficiente per enunciare il seguente procedimen-
to di analisi:

Primo procedimento di analisi su base tagli.

(Valido per circuiti contenenti solo resistori e generatori indipendenti di corrente)

1) Scegliere un aibero sul grafo orientato del circuito.

2) Prendere come variabili ausiliarie le tensioni dei rami dell'albero,
con le rispettive orientazioni.

3) Scrivere le equazioni di equilibrio delle correnti peritagli fondamen-
tali associati all'albero scelto.

4) Esprimere le correnti dei rami resistivi in funzione delle tensioni dei
rami dell'albero, facendo uso delle conduttanze dei rami; assegnare alle
correnti dei rami contenenti generatori di corrente il valore imposto dai
generatori. E bene sottolineare che le conduttanze dei rami resistivi ed
i valori delle correnti dei generatori sono quantita note.

5) Sostituire le espressioni ottenute al punto 4) nelle equazioni di equi-
librio ottenute ne! punto 3). Il sistema risultante deve avere come quan-
tita incognite solo le variabili ausiliarie V.

6) Risolvere il sistema ottenuto nel punto 5) e determinare le tensioni

A%

o
7) Determinare le altre grandezze elettriche del circuito!). In partico-

lare, le altre tensioni del circuito si ottengono mediante le (1.10.6) e
(1.10.7) e le correnti mediante le relazioni costitutive dei componenti.

(1) - In molti casi non sono richieste tutte le grandezze elettriche del circuito, ma solo
qualche tensione o qualche corrente. In tal caso il punto 7) viene sviluppato solo par-
zialmente.
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Osservazione 11.3.1

Se si effettua un confronto tra quanto detto nel presente paragrafo e quantodet-
to nel § II.2.1, relativo al metodo di analisi su base maglie, si nota una notevole ana-
logia formale. Tale analogia pud essere inquadrata nel principio di dualita dei circuiti
elettrici. In base a tale principio si ottengono enunciati e proprieta equivalenti, sosti-
tuendo nel discorso alle grandezze elettriche e topologiche le duali. Una lista di corri-

spondenze € la seguente:

Grandezze elettriche e topologiche Grandezze duali
Tensione Corrente

Corrente  *t ottt Tensione

Resistenza Conduttanza
Conduttanza =~ * """ttt Resistenza

Albero Co-albero

Co-albero """ttt Albers

Maglia Taglio

Taglio *:* rrrresEriesaaes Maglia

Matrice topologica A Matrice topologica B
Matrice topologica B~ """ Matrice topologica A
Generatore di tensione Generatore di corrente
Generatore di corrente  * ° "t T Generatore di tensione

Applicando le corrispondenze previste in questa lista & possibile derivare il

metodo di analisi su base tagli da quello su base maglie.

Esempio 11.3.1

Applicare il primo procedimento di analisi su base tagli al circuito di figura

11.3:1.

@ o

Fig.11.3.1 - Circuito considera-
to nell'esempio II.3.1. I valori
dei componenti sono:

I[,=2, Ry =05, Ry=Ry=

=R,=1, Ry=1/3 (A, ) [\

Passi 1 e 2 : Scegliamo 1'albero nel modo mostrato in fig.II.3.2. Le variabili ausiliarie

sono v,, v 5 orientate secondo i versi indicati in fig.II.3.2a.

4V

G.MARTINELLI-M.SALERNO : Fondamenti di Elettrotecnica 13
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b)

Fig.11.3.2 - a) Grafo orientato del circuito di fig.II.3.1; b) Albero scelto.

Passo 3 : Scriviamo le equazioni di equilibrio delle correnti per i tre tagli fondamenta-
li, con la convenzione di supporre positivo il verso di attraversamento delle superfici

di taglio stabilito dal relativo ramo dell'albero (fig.11.3.3):

taglio a i2+i1+i6=0
taglio b 14+13+11+16=0
taglio c fgtigtip+ig=0

Fig.l11.3.3 - Tagli fondamen-
tali considerati nell'esem-
pio I.3.1.

Passo 4 : Esprimiamo le correnti dei rami del circuito in funzione delle tensionidei ra-

mi dell'albero Vg, V4 Vg € delle grandezze note (conduttanze e correnti impresse):

11=G1(v2+v4+v5) 14=G4v4
i, =Gyvy ig=Ggvg
i3 =G3(vy t vy ig =1,

Passo 5 : Sostituendo le espressioni ricavate nel passo 4 nelle equazioni di equilibrio,

si ottiene il seguente sistema di equazioni risolventi:

G, *+ G, G, G, vy -IR]
G, G,+Gy+G, G,+Gy, vw | = | -1,
G, G +G; G, + G, +Gg v -I‘J
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Considerando i valori numerici dei componenti, si ha:

3 2 2 vy -2
2 6 5 \ = -2
2 5 6 ve -2

14 2 2

v Sie senas v SRS (V)

v —
& 25
Passo 7 : Le. tensioni dei rami del co-albero v, e v, si ottengono tramite le relazio-

ni:
v,=v,+v, +v,=-18/25
{ 1 2 4 5 )

v, = + =-4/2
3=Vt v, /25
Le correnti dei rami resistivi si ottengono moltiplicando le tensioni per le re-

lative conduttanze:

i, =G, v, =-36/25 {14=G4v4 =-2/25
iy=Gyv,=-14/25 ig=Ggvg =-2/25 (4)
iy =Gyvy =-12/25

11.3.2 - Espressioni esplicite delle equazioni risolventi nel metodo di a-
nalisi su base tagli, nel caso di circuiti contenenti resistori e
generatori di corrente.

Il procedimento di analisi su base tagli pué essere semplificato,
se si riesce ad esprimere direttamente il sistema risolvente .nella sua
forma definitiva. Tale forma & quella ottenuta nel passo 5 del primo pro-
cedimento di analisi dopo, aver determinato le equazioni di equilibrio del-
le correnti nei tagli fondamentali (passo 3) ed aver espresso tali corren-
ti in funzione delle variabili ausiliarie (passo.4). Si veda per maggiori
dettagli I'esempio II.3. 1.

L'espressione esplicita del sistema risolvente in cui compaiono
le sole variabili ausiliarie pud essere facilmente ottenuto. E sufficien-
te a tale scopo sostituire nelle equazioni di equilibrio (I.10.5)le espres-
sioni delle correnti (II.3.2) e (II.3.4); si ha:

135 (6,1 [V, 1+ 0+ [A)[6 I [AIIV ]+ AT 1) =0
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Dalla (II.3.5), mettendo in evidenza [Va] e portando a secondo
membro i termini noti, si ha:

(IL.3.6) {16,1+ [AJ[G, I [AI}V ) =-11_]- [A] I ]

Detta [G,] la matrice dei coefficienti ed [I,] il vettore dei
termini noti del sistema di equazioni (II.3.6),si ottiene il sistema risol-

vente su base tagli nel modo seguente:
(I13.7) [6,]IV,]=[1,]

Dall'esame della matrice [G ], quale risulta dalla (I1.3.6), si
pud ricavare una prima importante propneta

Proprieta 11.3.1 - «La matrice dei coefficienti del sistema di equazioni
su base tagli per i circuiti costituiti da resistori e generatori di corren-
te € simmetrica».

La proprieta puo essere verificata direttamente andando a calco-
lare la trasposta della matrice [Gg], cioé:

(1L3.8)  [G,.)' =[G, 1 +{[AI[G J[A]): =

= [6,] + [A][G,][A)t = [G,]

La semplificazione maggiore del procedimento di analisi conse-
gue tuttavia dall' mterpretazxone fisica degh elementi della matrice [G ]
edel termine noto [I,]. Tale interpretazione, infatti, permette di lega-
re i valori di detti elementi alla struttura del circuito da analizzare. Da
cid consegue la possibilita di determinare direttamente il sistema (II. 3.7)
per semplice ispezione visiva, evitando di effettuare i passi 3, 4, 5 del
primo procedimento di analisi gia descritto.

Tali legami sono i seguenti:

a) il termine (k, k) della matrice [GT] ¢ uguale alla somma delle con-
duttanze dei rami resistivi che attraversano la linea tagliante del taglio
k-simo;

b) il termine (i, k) della matrice ] & uguale alla somma algebrica
delle conduttanze dei rami resistivi c%e attraversano contemporaneamen-
te le linee taglianti dei tagli i-simo e k-simo. Il segnoda mettere dinan-
zi a ciascuna conduttanza & positivo, se il ramo relativo & nelle stesse
condizioni rispetto alle due linee taglianti (concorde o discorde in am-

bedue i casi). Il segno & negativo nel caso contrario. Inoltre il termine
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(i, k) & nullo se nessun ramo resistivo & attraversato contemporaneamen-
te dalle linee taglianti i-sima e k-sima;

¢) il termine k-simo del vettore dei termini noti coincide con la somma
delle correnti impresse dai generatori, che fluiscono attraverso la linea
tagliante del taglio k-simo, in senso opposto a quello considerato posi-
tivo.

Le propneta plecedentl si possono facilmente dedurre, andando
d interpretare ciascun termine nelle singole equazioni del sistema
(113 7). Consideriamo pertanto la k-sima equazmne relativa al taglio
fondamentale k-simo. In fig.Il.3.4 sonc indicati i rami interessati a tale
itaglio; in particolare il resistore di resistenza R, & supposto coinci-
i - ] . - - v v - —
5dente con il ramo dell'albero di cui si sta considerando il taglio. |

Fig.ll.3.4 - Interpretazione fisica dei termini delle equazioni risolven=
ti nel metodo di analisi su base tagli.

La k-sima equazione esprime 1'equilibrio delle correnti che at-
traversano la linea tagliante k-sima, cioé che lasommadelle correnti dei
rami resistivi che attraversano la linea tagliante in senso concorde con
quello del resistore R, & uguale alla somma delle correnti impresse dai
generatori in senso opposto Cié rende conto del punto c).ll'termine pro-
'wporz‘ioﬁale alla rensione v, (tensione del ramo k-simodell'albero)coin-
cide con la corrente, che attraversa la linea tagliante k-sima quando agi-

sce | solo v,, Cio& quando le tensioni di tutti glialtrirami dell"albero so-
no nulle e non agxscono i generaton di corrente. Intale caso la tensione
v, ¢ applicata a tutti i rami del taglio e nello stesso senso. CiO rende
conto del punto a)~

Per quanto riguarda il punto b), vediamo che il termine propor-
zionale alla tensione v, sempre nell’ equazione k-sima, coincide con

la corrente che attraversa la linea tagliante k-sima, qyando agl‘:ce solo

la tensione v, e cioe quando sono soggetti a tale tensione i rami resi-
stivi tagliati contemporaneamente dalle linee taglianti k-sima ed i-sima.
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Il verso di tale corrente & concorde con quello dellalineatagliante k-si-
ma, ovvero discorde, a seconda che i versi associati con le linee ta-
glianti k-sima ed i-sima siano congruenti o meno nell'attraversare il ra-
mo considerato.

Quanto detto permette di enunciare il seguente procedimento sem-

plificato di analisi su base tagli.

Secondo procedimento di analisi su base tagli.

(Valido per circuiti contenenti resistori e generatori di corrente)

1) Scegliere un albero sul grafo orientato del circuito;

2) Prendere come variabili ausiliarie le tensioni deiramidell'albero con
le relative orientazioni;

3) Scrivere il sistema risolvente determinando la matrice dei coefficien-
ti ed il vettore dei termini noti nel modo precisato nei punti a), b), e c),
sviluppati precedentemente nel presente paragrafo;

4) Risolvere il sistema ottenuto nel punto 3) e determinare le tensioni
dei rami dell'albero;

5) Determinare le altre correnti e tensioni del circuito.

Esempio 11.3.2

Applicare il procedimento semplificato di analisi su base tagli al circuito mo-

strato in fig.1l.3.5.

O
Fisl3s - Cicuo onsidere: @ L AA——7—M——1 @
dei componenti sono: R,y Ry
I‘1=2 ’ I‘2=1 , Ry=R,=1 Rlé 132 l 2}14
R,=0,5 , Ry,=1/3 (A, D)
®

Passi 1 e 2 : Scegliamo un albero del circuito come indicato in fig.I[.3.6. In tale figura
sono chiaramente messe in evidenza le linee taglianti dei tre tagli fondamentali ed i
versi da considerare positivi per i rami. Le variabili ausiliarie sono le tensioni v, ve

e V6.
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Fig.11.3.6 - Albero (a tratto
pieno), co-alberoe linee ta-
glianti del circuito di figu-
ta [1.3:5; a

Passo 3 : Scriviamo il sistema risolvente nel modo precisato nei punti a, b, ¢ del pre-

sente paragrafo, cioé:

taglio a (G +Gy+Gy+G)vy- (G +G)ve-(Gy+G)vg = 0
taglio b “(G+GY vy (G +GYvg + Gyvg =1,
taglio ¢ “(G+GY vy + Gyv  +(Gy+G,) vy =-I¢1

Sostituiamo i valori numerici alle grandezze note; si ottiene:

7 -2 -4 A0 0
-2 +2 +1 Vg = 1
-4 +1 +4 Ve -2
Passo 4 : Risolvendo il sistema si ottiene:
\2) =-8/17 v5=10/17 Vg =% 19/17 v)

Passo 5: Le altre grandezze elettriche del circuito valgono:

Vi T e S5 18/17 i1=G1v1 =-18/17 i2=G2v2=- 16/17
v3=-v2+v6=-11/17 i3=G3v3=- 33/17
V4=vé—v5-v6=1/l7 i =Gyv, =1/17 (V, A)

11.3.3 - Analisi su base tagli in presenza di generatori indipendenti di
tensione.

La presenza dei generatori indipendenti di tensione inun circui-
to rende impossibile l'applicazione diretta del metodo di analisi su ba-
se tagli cosi come é stato descritto in precedenza. In tale caso valgono
considerazioni analoghe a quelle fatte all'inizio del §11.2.3 per il caso
dell'analisi su base maglie in presenza dei generatori di corrente.
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Sono pertanto possibili sue casi:

a) metodo misto di analisi su base tagli, quando il metodo di analisi &
sviluppato sul circuito assegnato senza trasformazioni preventive;

b) metodo diretto di analisi su base tagli, quando vengono effettuate del-
le trasformazioni circuitali che hanno lo scopo di eliminare tutti i gene-
ratori di tensione presenti nel circuito.

A - Merodo misto di analisi su base tagli.

Si ha il metodo misto di analisi su base tagli quando si effettua
'analisi del circuito con il metodo dei tagli senza effettuare trasforma-
zioni circuitali. Il procedimento considerato nel paragrafo precedente
puo essere seguito purché s'introducano le seguenti modifiche:

1) si tiene conto della corrente (incognita) di ciascun generatore di ten-
sione, considerandola alla stessa stregua della corrente di un generato-
re di corrente nel relativo contributo al vettore dei termini noti;

2) si aggiunge una nuova equazione per ogni generatore di tensione, in
modo da esprimere il legame da esso imposto alle variabili ausiliarie.

Prima di procedere ulteriormente, applichiamo quanto detto al se-
guente circuito.

Esempio 11.3.3

Analizzare con il procedimento abbozzato in precedenza il circuito di figura

11.3.7.
Fig.11.3.7 - Circuito considera- ®
to nell' esemplo 11.3.3. I valori a WA VV [©)
dei componenti sono:
R, R,
+

1=2,V =2, R =R.=I . v, Dt 2“4

R,=0,5 , Ry;=0,5 (4, V,{])

Scegliamo un albero del circuito come indicato in fig.II.3.8 e fissiamo arbitra-
riamente i versi dei rami del grafo. Con linee tratteggiate sono statiindicati i rami del
co-albero, mentre a tratto e punto le linee taglianti. Le variabiliausiliarie sono le ten-
sioni v, v, e v, Introduciamo come ulteriore incognita la corrente i_ delgenerato-

ce di tensione, orientata come messo in evidenza in fig.I1.3.7.
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Fig.11.3.8 - Albero (a tratto pieno), co-albero e linee taglianti del cir-
cuito di fig.I1.3.7.

Scriviamo le equazioni risolventi come precisato nel punto 3) del secondo pro-
cedimento di analisi su base tagli e tenendo conto della corrente ix come se fosse la

corrente impressa di un generatore di corrente. Si ha:

taglio a (G1+G4)vl+G4v2‘i'G4'v3 =-ix
taglio b G4vl+(G2+G4)v2+G4v3 =- Iz—ix
taglio c G4'vl+G4v2+(G4'+G3)v3 =-Iz

L'equazione del vincolo imposto dal generatore di tensione é:

Vi T g == V‘

Il sistema risolvente, costituito dalle equazioni di equilibrio e dall'equazione

del vincolo, &, dopo aver sostituito i valori numerici dei componenti:

2 1 1 1 A 0
1 31 1 Vg _ |- 2
1 1 3 0 Vg -2
1 1.0 0 i -2
x
Risolvendo il sistema si ha:
v, =-2/3 v, =0
; ® (v, &)
v2=-4/3 1x=8/3
Le altre grandezze elettriche del circuito valgono:
V,=v,tv,tv,=-2 i.=G,v, =-2/3 i,=G,v, =0
4 1 2 3 1 171 .3 3°3 (v, A)
Ve=vytv, =-4/3 i2=G2v2=-8/3 ig=Gyv, =-2
G.MARTINELLI-M.SALERNO : Fondamenti di Elettrotecnica 14
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[l sistema risolvente nell'esempio precedente € piicomplesso di
quello che si avrebbe nel caso che i generatori fossero tutti di corrente,
per la presenza di una nuova incognita (i ) e di una nuova equazione
(l'equazione del vincolo). Si pud perd osservare che con un'opportuna

iscelta dell'albero, cioé scegliendo il generatore di tensione su un ramo

! dell"albero (invece che su un ramo del co-albero, come fatto nell'esem-

| pio), l'equazione del vincolo diviene un'identita; nella quale una varia-
'bile ausiliaria viene identificata con la tensione impressa del generato-
re—Con tale scelta si ha inoltre un secondo vantaggio: la corrente inco-
gnita i compare in una sola delle equazioni risolventi (invece che in
due, come nell'esempio visto). In conclusione il sistema si riduce da
quattro equazioni in quattro incognite, ad un sistema di due equazioni in
due incognite.

Quanto detto giustifica il seguente procedimento di analisi.

Terzo procedimento di analisi su base tagli (metodo misto).

(Valido per circuiti contenenti resistori e generatori indipendenti dei due tipi)

1) Scegliere, se possibile, un albero del circuito tale che i generatori di
tensione siano contenuti tutti sull'albero.

2) Prendere come variabili ausiliarie le tensioni deirami dell'albero; per
i rami dell'albero. coincidenti con generatori di tensione tali variabili so-
no note.

3) Introdurre come ulteriori grandezze incognite le correnti che scorrono
nei generatori di tensione.

4) Scrivere il sistema risolvente secondo le modalita indicate nel punto
3) del secondo procedimento di analisi su base tagli, con 1'avvertenza
che il punto ¢) deve essere modificato nel modo seguente:

¢) il termine k-simo del vettore dei termini noti coincide con la somma
delle correnti dei generatori sia di tensione sia di corrente, che flui-
scono attraverso la linea tagliante del taglio k-simo in senso opposto
a quello considerato positivo.

5) Scrivere le equazioni di vincolo per quei generatori di tensione che
eventualmente si trovassero sui rami del co-albero (tale eventualita de-
ve essere evitata in base al punto 1).

6) Risolvere il sistema ottenuto considerando tutte le equazioni ottenu-
te nei punti 4) e 5), le cui incognite sono:
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a) le tensioni dei rami dell'albero non contenenti dei generatori di ten-
sione;
b) le correnti dei generatori di tensione.

7) Determinare le altre grandezze del circuito.

Esempio 11.3.4

Analizzare lo stesso circuito considerato nell'esempio 11.3.3 con il terzo pro-
cedimento di analisi su base tagli. (Si noti la semplificazione del sistema risclvente

che deriva da una scelta opportuna dell'albero).

Passo 1 : Scegliamo un albero che contenga in un suo ramo il generatore di tensione,

come in fig.II.3.9.

= _ — S \\ -

; A @ /~
Fig.11.3.9 - Albero (a trat- T &— . ‘ - Y

to pieno), co-albero e li- \/ 2 3 )(

nee di taglio relative al- a) _5° B
'esempio 11.3.4. — \1\ ’/ st

% @ s 4
. 7
AN
/ @ i\c\

Passo 2 : Le variabili ausiliarie sono Vo Vg Vz, di cui solo le prime due sono inco-
gnite.

Passo 3 : Introduciamo come ulteriore incognita la corrente i_ del generatore di ten-
sione, orientata come in fig.I1.3.7.

Passo 4 : Scriviamo le equazioni di equilibrio delle correnti:

taglio a (G1+ Gz) Vo + GIV‘ =- Ig
taglio b (Ga+G4) Vg~ (;4 V‘ = 12
taglio c G1v2-G4v3+(Gl+G4)Vg=ix

Passo 5 : Non € necessario scrivere alcuna equazione di vincolo, poiché non vi sono

generatori di tensione sui rami del co-albero;

Passo 6 : Il sistema risolvente ¢ quello individuatc nel passo 4). Sostituendo i valori

numerici, si ha:

3v2+2=-2
3v3-2=-2
v2-v3+4=ix
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Si puo notare che il sistema risolvente ottenuto & suddivisibile in:

a) un sistema di due equazioni nelle due variabili ausiliarie incognite;

b) un'equazione per il calcolo della corrente del generatore di tensione.
Risolvendo il sistema, si ha:
v2=—4/3 Vg =0 ix=8/3 (V, A)

Tali valori coincidono ovviamente con quelli ottenuti nell'esempio II.3.3.

Osservazione §1.3.2

Al punto 1) del metodo misto di analisi su base tagli € stata posta una riserva
sulla possibilita di scegliere un albero contenente tucti i generatoriditensione presenti.
Puo infatti accadere che in qualche caso non sia possibile scegliere un albero siffatto
e che qualche generatore di tensione debba di conseguenza coincidere con un ramo del
co-albero; in tal caso non sara possibile evitare di scrivere le equazioniaggiuntive di
vincolo indicate al punto 5), con conseguente complicazione del sistema risolvente. I
casli in cui non € possibile evitare tale situazione sono messi in evidenza dalla se-
guente proprieta, dimostrabile con considerazioni analoghe a quelle fatte in occasione

dell'osservazione 11.2.2:

Proprieta 11.3.2 - « Non esiste un.albero del circuito tale da contenere
tutti i generatori di tensione presenti se e solo se épresente una maglia
}r_,-l.,ﬁ..i costituita di soli generatori di tensione».

I circuiti che non soddisfano il punto 1) del metodo misto sono anomali, in
quanto le tensioni impresse dai generatori di tensione facenti parte della maglia di so-
li generatori di tensione debbono soddisfare la seconda legge di Kirchhoff. Percio si

possono avere le due seguenti possibilita:

a) le tensioni impresse non soddisfano la seconda legge di Kirrchhoff. Intal casoil cir-
cuito considerato non é valido e va riesaminato il procedimento di modellamento da

cui esso ¢ derivato dalla struttura fisica che vuol rappresentare;

b) le tensioni impresse soddisfano la seconda legge di Kirchhoff. In tel caso il pro-
blema di analisi ha soluzione indeterminata, in quanto € possibile sostituire uno qua-
lunque dei generatori di tensione considerati con un generatore di corrente di valore
arbitrario, senza alterare il resto del circuito (la tensione del generatore suddetto di
corrente, per la seconda legge di Kirchhoff, & proprio uguale alla tensione del genera-

tore di tensione sostituito).

Si pud quindi concludere che, salvo i casi anomali indicati, la riserva effet-
tuata al punto 1) del metodo misto di analisi su base maglie,si puo sciogliere in sen-

so affermativo e quindi il punto 5) del suddetto procedimento pud essere evitato.
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Illustriamo quanto detto con un esempio.

Esempio 11.3.5

Analizzare con il metodo di analisi su base tagli il circuito di fig.11.3.10.

o>
v T+

. . . 5 19 g4
Fig.11.3.10 - Circuito considerato e o
ne?l'esempio 11.3.5. I valori dei ® ~ T AA ¥e)
componenti sono: -

- Va2 Ry
V=2, V=3, Vi g=5, V=5, ¢ - ] §
vgl QD1‘xl Vga qD1lx3 éRG
1 1

Rg=—, Rg=— (v,(D)

5 B 6 3 |

1,00 @ - /

Si pud notare che i generatori di tensione Vxl’ V82 e Vg3 formano una maglia;
percio per la seconda legge di Kirchhoff deve essere:

-V =0

VoatV¥a-Y 5

g 2

d
& % . & P % 5 s 3 ML Of e L .
Tale relazione € soddisfatta dai valori delle tensioni impresse dai tre genera-\' "/ cis

tori.

1) Non e possibile trovare un albero contenente tutti i generatori di tensione. Sceglia-

mo allora 1'albero indicato a tratto pieno in fig.II.3.11.

@
Fig.11.3.11 - Albero (a trat-
to pieno), co-albero e linee
ditagliodell'esempio II.3.5.

Il generatore di tensione V83 si trova su un ramo del co-albero.
2) Le variabili ausiliarie sono tutte note e pari a:

Vv ,VgZ,V

gl g4

3 : R .. . aria i i . -
3) Sono incognite le correnti dei generatori di tensione e sono pari Lopigpii gy
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4) Le equazioni di equilibrio delle correnti nei tagli sono:

taglio a G6Vgl +GGVg4=ix1 +ix3
taglio b GSVgZ- GSVg4=ix2+ix3
taglio ¢ GGVgl- G5V52+(G5+G6) Vg4=ix4

5) L'equazione aggiuntiva relativa al vincolo del generatore di tensione V83 risulta:

V. +V =V

£l g2 g3

6) 1l sistema risolvente & costituito dalle equazioni ottenute nei passi 4) e 5), cioé:

GgVe1+GgV,q =iy +iyg
GV o-GgVag =igatig
GgV,1- G5V, p+ (Gg+ GOV, =i
Vgl + ng = ng

x4

Le incognite sono quattro e pari a ixl' i:z, ix 3 ix4; sostituiamo i valori nu-

merici. Si ha:

6+ 15 =i ;+i,
6-10=i ,+i,
6-6+25=ix“
243=5

Sk vede che la quarta equazione risulta essere una identita. Pertanto, dato il
carattere anomalo del circuito considerato, il sistema risolvente € indeterminato. Si pud
allora assegnare un valore arbitrario ad una delle tre correnti incognite i_,, i i g
Cio equivale a sostituire un generatore di corrente al posto di uno det tre generatori di
tensione, facenti parte della maglia di soli generatori di tensione. Ponendo ad esempio:

ix3 =300 A
si ha:
21

ixl + 300 25 =ix4

-4

i+
i o 1300
Di conseguenza si ottiene:

i, =-279 g =25
i g =- 304 (i 4 = 300)

(A)

Le altre grandezze elettriche del circuito si possono facilmente determinare.
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B - Metodo diretto di analisi su base tagli.

Un modo molto semplice per ovviare all'inconveniente dovutoal-
la presenza dei generatori di tensione & quello di sostituire quest'ultimi
con generatori di corrente tramite opportune trasformazioni. Si riduce in
questo modo il circuito da gmahzzare ad uno avente solo r¢51stot1 e ge-

quello assegnato, in comspoqdenza ad alcuni suoi ramie percm occor-
re sempre tenere present_e“tale fatto nella determinazione finale delle
tensioni e correnti del circuito iniziale.

La trasformazione di un circuito contenente generatori dei due
tipi in uno contenente generatori solo di corrente pud essere effettuata

in due passi successivi. Dapprima si sostituisceal generico generatore

di tensione tanti generatori di tensione quanti sono i rami che conflui-
scono in uno dei due di posti ai suoi estremi, come indicato in det-

a) Circuito di partenza, in cui € iso- b) Eliminazione del nodo B e ridu-
lato il generatore di tensione, che si zione del generatore di partenza ad
vuole eliminare. M generatori di tensione, ciascuno
in serie ad un solo ramo.
Fig.11.3.12

In questa fase si elimina uno d_g_Lchj; del circuito di partenza
per ogni generatore di tensione e nel circuito risultante i generatori di
tensione sono-tutti collegati in -serie ad un selo ramo.

Successivamente si utilizzano le equivalenze di fig.11.3,13 per
eliminare definitivamente i generatori di tensione introdotti, come indi-

cato in flg 11.3.14.

ta agjwlgggg_@lﬁgumo di vista elettrico aquello di par-
tenza con l'esclusione della parte compresa tra i nodi A, C;, C,... C,,
cioé della parte racchiusa entro le zone tratteggxate Eanche Chiaro che
la trasformazione elimina un generatore di tensione alla volta e percio
€ necessario applicarla ripetutamente, se & il caso, per eliminare tutti i
generatori di tensione presenti.
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i
l

p—
+
+
N
1l
—
+
N

I
ol

Fig.l1.3.13 - Equivalenze che si utilizzano per eliminare un generatore di
tensione V_ da un circuito. Le equivalenze sono valide solo dal punto
di vista eleftrico esterno ai nodi 1 e 2

a) b)

Fig.11.3.14 - Trasformazione finale per l'eliminazione del generatore di
tensione Vg.

In conclusione con la trasformazione precedente possiamo sem-
pre ricondurre un circuito assegnato,contenente generatori di tensione e
corrente,ad uno contenente solo generatori di corrente, equivalente a
quello di partenza, fatta eccezione per alcune parti. Il problema dell'a-
nalisi, percid, risolto su quest'ultimo va completato, individuando suc-
cessivamente le tensioni e correnti dei rami del circuitodi partenza,eli-
minati dalla trasformazione. Riassumiamo di seguito il procedimento di
analisi risultante.
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]Quarfo procodlmenfo di unollsl su base fagll (mﬂodo dlrono) d —
’ (Valido per circuiti contenenti re51ston e generaton 1nd1pcndent1 de1 due t1 1) ;\

‘gure 11.3.12, 11.3. 13 I1.3.14, fino ad ottenere un circuito privo dei gene-
racon di tensione. S\la_l__*talecxrculto |

I1) Applicare ripetutamente al circuito le trasformazioni indicate nelle fi-

/Z)JEffettuare 1'analisi del circuito T, éppllcando il secondo proq edi-|

!v_'men@_d,lin_all_sj._&hase tagli. |

3) Determinare le tensioni e le correnti dei rami contenuti nelle partl

del circuito di pa'rt-enza distrutte dalle trasformazioni, utilizzando i ri-

sultati ricavati in )J e le trasformazioni in_ senso_in?'érlé.a N

Esempio 11.3.6

Applicare il quarto procedimento di analisi su base tagli al circuito di figura
11.3.15.

Fig.11.3.15 - Circuito con- 7 VvV, f VN
siderato nell'es. 11.3.6. 1 R R
componenti valgono: 2

R;=0,5, R,=R,=R.=1 R ®
1 2= 58 % lea 1 R,
8

1
R3=?, VB=1' 5

I =2 Q, v, A) : !
®
1) Eliminiamo il generatore di tensione, applicando le trasformazioni indicate in figura

11.3.13. Tali trasformazioni si possono applicare direttamente, poiché nel caso presen-

te il generatore di tensione & gia in serie al ramo R.. Si ottiene il circuito di figura

I1.3.16.
@ @ ®
M $ vM
R, R,
I R R R Vz
g ‘ 1 3 5 et—_
RS
®
Fig.11.3.16 - Circuito ottenuto dopo la trasformazione (circuito T).
G.MARTINELLI-M.SALERNO: Fondamenti di Elettrotecuica 15
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2) Scegliendo l'albero di fig.I1.3.17, si ottiene il seguente sistema risolvente di equa-

zioni:
taglio a (Gy+Gy vy + Gy v3=-Ig
taglio b le2+(G1+G3+G5)v$-G5'~'4=V8/RE‘-I8
taglio ¢ -Ggvy t(Gy + Gy vy =- Vg/R5
% P
@ ] , o i e
V/(' 5 (.7
N 3 /\Q
N \ X AT
a) N1 5 i
N N r s <)
N N . arei
Fae 2N
/% i

Fig.i1.3.17 - Albero (a tratto pieno), co-albero e linee di taglio dello
esempio I1.3.6.

Sostituendo i valori numerici, si ottiene:

3v2+2v3=-2
2v2+6v3—v4=-l

-v +2v4=-1

3

Risolvendo il sistema, si ha:

16 1 13
=- — Vg, T = v, =- — V)

v
A 25 25 B
Le altre tensioni valgono:

17 12
Yy = Vg T Wy S&i== Ve = B T
1 2 3 25 5 3 4 25

Q%)

3) Le tensioni e le correnti dei rami del circuito di partenza coincidono con quelle del
circuito trasformato per tutti i rami, eccetto che per il resistore R5 ed il generatore tra-

sformato. Per questi due componenti si ha nel circuito di partenza:

VRs T (vs)trasf.- Vg =-13/25
igs = Ggvgps =~ 13/25

(V, A)
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i1.4 - Caso limite del metodo dei tagli: mctodo dei nodi.

il.4.1 -( Il circuito aumentato. |
P J———— S |

Quando si analizza un circuito su base tagli la scelta dell'albe-
ro & arbitraria, se si eccettuano le considerazioni fatte nel caso della

|| presenza dei generatori di tensione, Scelto comunque I’ albero si pud ot-

“tenere il sistema risolvente di equazioni mediante uno dei procedlmentl

di analisi su base tagli visti in precedenza. In ogm caso il sistema ri-
solvente & strettamente legato ad un albero del circuito.| E p0551bue
tuttavia, evitare tale dipendenza, utilizzando la nozione di circuito au-
mentato. Introduciamo tale nozione in un esempio considerandoalla sco-
po il circuito di fig.Il.4.1. In tale circuito si pud notare che le coppie di

Eo L. L
nodi 1-3, 1-4, 2-4 e 3-5 non sono connesse direttamente fra loro con

dei bipoli, a differenza di quanto accade per le altre coppie di nodi. Si
pud allora considerare un nuovo circuito in cui anche tali coppie di nodi
sono collegate, utilizzando dei rami resistivi a conduttanza nulla. Tale
nuovo. c1rcm I.4.2 viene detto circuito aumentato ed &
equlvalepte al precedente dal punto di vista elettrico, ‘poiché i rami a

conduttanza nulla non contribuiscono agli equilibri di corrente.

) @ ®
q
Fig.l1.4.1 - Circuito consi-

derato per 1 incroduzione

della nozione di «circuito qD
aumentatos.

G=0

Fig.11.4.2 - Circuito aumentato di quello mostrato in fig.[[. 4. 1.
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Il grafo del circuito aumentato, a differenza di quello del circui-
to originale, gode della proprieta che tutte le coppie di nodi sono fra lo-
ro connesse; un tale grafo si dice a maglie complete. Quanto detto nel
caso del circuito di fig.Il.4.1 pud essere facilmente estesoal caso di un
circuito qualsiasi. Vale quindi la seguente definizione:

Definizione [1.4.1 - «Si definisce come circuito aumentato di uno asse-
gnato, il circuito ottenuto da quello assegnato aggiungendo a questo tan-
ti rami resistivi a conduttanza nulla quanti sono necessari per connette-
re direttamente tutti i suoi nodi».

E importante osservare che:
a) nell'analisi del circuito aumentato si pud ignorare il contributo dei
rami fittizi aggiunti;
b) la soluzione del problema dell'analisi per il circuito aumentato coin-
cide con quella del circuito di partenza;

c) il sistema risolvente ottenuto analizzando su base tagli il circuito
aumentato pud non coincidere con alcun sistema risolvente su base ta-
gli per il circuito di partenza. Cio accade quando ['albero scelto per il
circuito aumentato non é un albero del circuito di partenza.

Esempio 11.4.1

Applicare quanto detto ali’analisi del circuito di fig.11.4.3.

Fig.li.4.3 - Circuito conside-
rato nell'esempio I1.4.1. I va-
lori dei componenti sono:
R,=0,5, R,=Ry=Rg=1,
R4=1/3 " ng =2,

Ve =1 €, v)

Consideriamo il grafo del circuito aumentato, nel quale i rami fittizi sono in-
dicati tratteggiati (fig.I1.4.4). Scegliamo per tale circuito l'albero di fig.II.4.5, formato
dai rami 2, 3, 10 e 5.

Si pud notare che 1'albero scelto non € un albero del grafo del circuito di par-
tenza, poiché in tale circuito non & presente il ramo 10. Per la stessa ragione l'insie-
me delle linee di taglio e quindi il corrispondente sistema diequazioni non avrebbe po-

tuto essere scritto con riferimento al circuito originale.
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=Ty ~
Pl
0L = 5@
. 2 N 4 A
Fig.il.4.4 - Circuito au- \ < v
mentato di quello mo- \ 9N 7 10
strato in fig.11.4.3. 1 3 e 6
\ N
N8 'S <
N P4 5 N
N @
N e @ T
= e - -~
N\ RO
e - it
\ = B e
P TN
Fig.i1.4.5 - Albero (a é 7 ' K7 — = —— 4
tratto pieno) e linee )7\ AN -\__)_,
di taglio considerati ; \\ s N |
per il circuito aumen- a) N\ ~ ; N |
tato. -~ \ N4 A N |
N AN N _
\/ ~ N <‘[l
/ N = - ‘/ >
/b) S - Ry \C)_—‘

Applichiamo il terzo procedimento di analisi su base tagli. Le variabili ausi-
liarie sono ng, Vg, Vge vy In particolare V_, € nota per la presenza del genera-
tore di tensione sul ramo 2 e Yo ¢ la tensione del ramo fittizio 10, corrispondente
alla differenza di potenziale fra i nodi 3 e 5 del circuito originale. Ulteriori incognite
sono le correnti dei generatori di tensione ig e ix6'

Il sistema, che si ottiene considerando le equazioni di equilibriodelle corren-

ti attraverso le linee di taglio di fig.I.4.5 eé:
Gy Vyp+Gyvg=ig,
Gy V,5+(Gy + Gy + Gvy-G,vyg=0
Gsvs = iye
“Gyvg + Gyvyg =-igg

A tale sistema occorre aggiungere l'equazione del vincolo imposto dal genera-

tore di tensione ng’ che vale:
Vg~ Vi = Vgﬁ

Sostituendo i valori numerici si ha:
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4+2v3=112

4+6v3-3v10=0

Vs Tl
“3vgt vy =-ig
Ve~V = 1
Risolvendo il sistema, si ottiene:
vy =-19/15 vy =-6/5 ig=-1/5

) (v, A)

vg S 1/5 1x2=22/l5

Occorre notare che la tensione vip Ron € una tensione di ramo del circuito

originale, ma coincide con la tensione esistente fra una coppia di nodi. Tutte le altre

grandezze elettriche del circuito possono essere ricavate facilmente:
V1=V ptvy= 11/15 i;=Gyv;= 22/15 iz=Gyvy=-19/15

(v, A)
Vg TV e¥yo == 1/15 i4=G4v4=-1/5 ig=Ggvg=-1/5

11.4.2 - || metodo dei nodi.

Il metodo di analisi su base nodi si pud ottenere come caso par-
ticolare del metodo dei tagli applicato al circuito aumentato. Per ottene-
re tale metodo occorre scegliere in modo opportuno l'albero del circuito.
Precisamente, posta 1'attenzione su un generico nodo, dettonodo di rife-
rimento, occorre scegliere l'albero formato dai rami che congiungono ta-
le nodo con tutti gli altri del circuito. Considerando, ad esempio, il cir-
cuito di fig.II.4.6, si consideri 1'albero mostrato in fig.11.4.7. Come nodo
di riferimento & stato scelto il nodo 5 e come rami dell‘albero i rami a,
b, ¢, d, tutti connessi al nodo 5 (il nodo di riferimento & a volte con-
trassegnato con il simbolo di massa (fig.II.4.7)).

¥

4

A'A

" R, R,
vgqu

@ @ ®
——A\N VAAY; 3 NV
%Rz
®

Fig.il.4.6 - Circuito considerato nell'introduzione al metodo dei nodi.
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b \ e

77

Fig.il.4.7 - Albero scelto sul circuito aumentato del circuito di fig.IL. 4.6.

Si vede dalle due precedenti figure che, mentre i rami a, b, d cor-
n‘pondono a rami del circuito assegnato (rispettivamente il generatore
‘V g1 1l resistore R, ed il generatore V ,), ilramo & non corrisponde ad

lalcun ramo del circuito di fig.IL. 4.6; esso pertanto & stato_ottenuto sce-
}gmfra i rami del cxrculco aumentato.|

Caratterizziamo|ora ieme delle !meeHﬁtagh_g_qq_rr;_sponden-
‘u a tale particolare scelta dell'albero.| Tali linee, nel caso dell'esem-
\pio di fig.I1.4.6, sono indicate tratteggiate in_ ngJI 4.8.\Si vede che es-
e rappresentano delle linee che racchiudono ciascun nodo del circuito,
eccetto il nodo di riferimento.| a_&vélg'rﬂrger{eﬁ]e rtanto se si sce-
-ghe “Ta convenzione di orientare i rami dell'albero verso il nodo di rife-
\r_l_mento, le equazioni di equilibrio che si utilizzano nel caso presente|

sono quelle delle correnti uscenti da ctascun nodo del circuito, eccetto
il nodo di riferimento| Per tale motivo esse prendono il nome di equa-

tZi:O:ﬂ?l:fl nodi. ]

®

Fig.11.4.8 - Linee di taglio associate all'albero di fig.11.4.7.

Si pud ancora notare che, per le equazioni ai nodi, le variabili au-
siliarie risultano coincidenti con le tensioni dei nodi delcircuitorispet-
‘to al nodo di riferimento; ¢cid vale in generale; sia che il nodo sia real-
mente connesso con un ramo al nodo di riferimento, sia che vi sia con-
nesso con un ramo fittizio a conduttanza nulla. lnqlt»r_q_,__ngllo scrivere le
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fequazioni risolventi & facnle rendersi conto che: 1) i termini della dia-
5onale principale della matrice dei coefficienti, , del cxpo (k k), rappre-
il sem&_smg_dﬂ%ﬂuttanze dei rami resistivi connessxmdo
(k -simo; /2) i termini del tipo (k, i) coincidono con la somma delle con-
duttanze cambiate di segno dei rami resistivi che congiungono i nodi k
ed i. II cambiamento di segno & conseguenza del fatto che il ramo che
congiunge due nodi, qualunque sia la sua orientazione, risulta uscente
da un nodo ed entrante nell'altro, come messo in ev1denza in fig.I1.4.9;
3) il termine k-simo del vettore dei termini noti coincide con la somma
delle correnti entranti nel nodo k-simo.

/7 Pl
; }__’ ; \

Fig.ll.4.9 - Determina-
zione del segnodelter-
mine (k, i) della matri-
ce dei coefficienti.

Quanto detto permette di formulare direttamente il seguente pro-
cedimento di analisi.

Primo procedimento di analisi su base nodi.

(Valido per circuiti contenenti resistori e generatori di corrente)

1) Scegliere un nodo del circuito come nodo di riferimento.

2) Prendere come variabili ausiliarie le tensioni degli altri nodi E

E, .. E rispetto al nodo di riferimento.

1’
N-1>

3) Scrivere il sistema risolvente determinando la matrice dei coefficien-
ti ed il vettore dei termini noti nel modo seguente:

a) il termine (k, k) della matrice dei coefficienti coincide con la som-
ma delle conduttanze dei rami resistivi connessi al nodo k, per tutti
i nodi salvo quello di riferimento;

b) il termine (k, i) della matrice dei coefficienti & pari alla somma cam-
biata di segno di tutte le conduttanze dei rami resistivi che congiun-
gono i nodi k ed i (per tutte le coppie salvo quelle che contengono
il nodo di riferimento);

¢) il componente k-simo del vettore dei termini noti & uguale alla som-
ma algebrica delle correnti dei generatori di corrente entranti nel no-
do k-simo (per tutti i nodi salvo quello di riferimento).
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4) Risolvere il sistema ottenuto al punto 3) e determinare le tensioni dei
nodi rispetto al nodo di riferimento.

5) Determinare le tensioni degli altri rami del circuito come differenza
fra le tensioni dei nodi a cui tali rami sono connessi.Determinare le cor-
renti del circuito in base alle relazioni costitutive dei componenti.

Osservazione 11.4.1

Si pud notare che nel procedimento di analisi su base nodi le nozioni topolo-
giche del circuito sono ridotte al minimo e sono inoltre molto facilitate le scelte dei
segni dei coefficienti del sistema risolvente. Essendo ancora valida la proprieta IL3.1,
la matrice dei coefficienti del sistema risolvente su base nodi &€ simmetrica; cidé puo
essere verificato anche direttamente, osservando che il termine (k, i) é sempre uguale
al termine (i, k) della matrice dei coefficienti in conseguenza del punto 3b del proce-
dimento precedente.

Esempio 11.4.2

Analizzare con il primo procedimento di analisi su base nodi il circuito di fi-

gura 11.4.10.

Fig.l11.4.10 - Circuito consi-
derato nell'esempio 11.4.2. I
valori dei componenti sono:

Ry=Rg=R, =1, R2=1/3

Is=3 ., Ig=2 (A

Passi 1 ¢ 2 : Scegliamo il nodo 4 come nodo di riferimento e prendiamo come variabili
ausiliarie le tensioni E;, E,, E, deinodi 1, 2, 3 rispetto al nodo 4. (Si puo notare
che in questo semplice caso non ¢ stato necessario considerare alcun ramo fittizio per
determinare 1'albero, cosi che le tensioni El' E2’ Es sono anche tensioni ai capi di

tre componenti del circuito).

Passo 3 : Scriviamo le tre equazioni ai nodi:

nodo 1 G, Ey =-1

G.MARTINELLI-M.SALERNO : Fondamenti di Elettrotecnica 16
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nodo 2 (G2+G4)E2-G4133=Ig5

e G By +(Gg+ G Ey =1 g

Sostituendo i valori numerici, si ha:

E; =5
4E,-E, =3
-E, + 2E, =2

Passo 4 : Risolvendo il sistema si ottiene:
E, =-5 E2=8/7 E3=11/7 (V)

Passo 5: Le tre tensioni trovate nel passo precedente coincidono conletensioniai ca-

pi dei tre resistori Ry, Ry, Rg; le altre grandezze elettriche del circuito valgono:

vy=E,-Ez =-3/7 iy =Gyv, =-3/7
ves = Ey-E, = 43/7 ig = GyE, =11/7 o
Vg6 = E4-E; = 46/7 iy = GyE, = 24/7

i} =GE; =-5

11.4.3 - Analisi su base nodi in presenza di generatori indipendenti di
tensione.

La presenza dei generatori indipendenti di tensione in un circui-
to rende impossibile 1'applicazione diretta del metodo di analisi su ba-
se nodi, cosi come ¢ stato descritto in precedenza. In tale caso valgo-
no considerazioni del tutto simili a quelle fatte nel § I1.3.3 per il caso
dell'analisi su base tagli in presenza dei generatori di tensione.

Sono pertanto possibili due casi:

a) metodo misto di analisi su base nodi, quando il metodo di analisi &
sviluppato sul circuito assegnato senza trasformazioni preventive;

b) metodo diretto di analisi su base nodi, quando vengono effettuate del-
le trasformazioni circuitali che hanno lo scopo di eliminare tutti i gene-
ratori di tensione presenti nel circuito.

I due procedimenti di analisi vengono riportati di seguito senza
ulteriori commenti, a parte 1'osservazione I1.4.2, essendo la situazione
identica a quella che si ha per il metodo di analisi su base tagli.
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Secondo procedimento di analisi su base nodi (metodo misto).
(Valido per circuiti contenenti resistori e generatori indipendenti dei due tipi)

1) Scegliere un nodo del circuito come nodo di riferimento, facendo in
modo di scegliere quel nodo a cui converge il massimo numero di gene-
ratori d1 tensione) R B

| 2) Prendere come variabili ausiliarie le tensioni degli aleri nod1 rispet-
to al nodo di riferimento. Alcune di queste variabili ausili

' te.|Cid accade per quei nodi collegati direttamente con il nodo di riferi-
‘mentoWﬁ?wngemmWne,ﬂ la variabile ausiliaria re-
lativa ha il valore uguale alla tensione impressa dal generatore, se il
relativo morsetto positivo coincide con il nodo considerato ovvero il va-
lore con segno opposto se il morsetto positivo del generatore coincide
con il nodo di riferimento.

3) Aggiungere, come ulteriori incognite, le correnti dei generatori di
tensione.

4) Scrivere il sistema risolvente con le stesse modalitd del punto 3 del
primo procedimento di analisi su base nodi. Tenere presente che al pun-
to ¢) occorre sommare ai termini noti le correnti incognite dei genera-
tori di tensione.

5) Aggiungere le equazioni di vincolo per quei generatori di tensione
che non sono connessi al nodo di riferimento. Tali equazioni esprimono
il fatto che la differenza fra due variabili ausiliarie € pari al valore del-
la tensione del generatore in questione.

6) Risolvere il sistema e determinare le grandezze incognite. Notare
che le equazioni relative ai nodi direttamente connessi al nodo di rife-
rimento da un generatore di tensione possono essere risolte dopo il re-
sto del sistema, poiché ciascuna di esse ha il solo scopo di determina-
re la corrente nel suddetto generatore di tensione.

7) Determinare le rimanenti grandezze elettriche del circuito.

Osservazione 11.4.2

E necessario notare che quanto detto nell'osservazione 11.3.2 ora non & pid
applicabile. In tale osservazione era stato fatto notare che, salvo i casi dei circuiti
anomali, era sempre possibile scegliere un albero contenente tutti i generatori di ten-
sione, come era auspicato al punto 1) del terzo procedimento di analisi su base tagli
e quindi era possibile evitare di aggiungere le equazioni di vincolo al punto 35) dello
stesso procedimento. Nel caso delle equazioni ai nodi, infatti, la scelta dell'albero &
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vincolata alla presenza del nodo di riferimento e quindi, salvo casi fortunati, qualche
generatore di tensione compare sempre sui rami del co-albero. Sipuodtuttavia fare in mo-
do che la maggior parte possibile dei generatori di tensione sia presente sull'albero e
cio si puo ottenere seguendo il suggerimento detto al punto 1) del procedimento di ana-

lisi su base nodi qui descritto.

Esempio 11.4.3

Analizzare con il metodo misto di analisi su basenodiil circuitodi fig.11.4.11.

L4 ; \Y
e X
O —WM—¥ ot o
Fig.11.4.11 - Circuito consi- Ry =
derato nell'esempio 11.4.3. 1 + 1x2
valori dei componenti sono: . Vv R
Ig71e 113 *GD g3 é 3
Ry=Rg=1, R, =1/2 R R,
- - = ©) _ @
R,=1/3,L.=3, ¥ =1 YMN———WV
V. 3=2,V =1 Q, A V) aixﬁ
N +
Vg

Passo 1: Conviene scegliere come nodo di riferimento il nodo 2, a cui sono connessi

due generatori di tensione.

Passo 2: Le variabili ausiliarie sono E,, Eg, E, Eg Eg cioé le tensioni dei rima-
nenti nodi rispetto al nodo 2. Le tensioni E, ed E; sono gia note poiché ai nodi 3
e 5 sono connessi due generatori di tensione con l'altro capo collegato al nodo 2. Ri-

sulta percio:

E,=V ,=1 Eg =-V g=-2 %)

3 g2 5 3

Notare che le tensioni E4 ed EG non corrispondono ad alcun ramo del circuito dato,

ma a rami del circuito aumentato.

Passo 3 : Le ulteriori incognite sono le correnti che scorrono nei generatori di tensio-
08 i : -
ne, cioe i o i 4,1 ¢

Passo 4 : Scriviamo il sistema di equazioni su base nodi; si ha:

nodo 1 \6_1 E1;= [g_]

nodo 3 G3Eg-GgE =i 4

nodo 4 ~GaE3 +(G3+ G E -G,Eg =i ¢
nodo 5 -G,E, + (G, + Gg) Eg- GgE¢ =-1i_4
nodo 6 -G Eg + GgEg =- ix6'1g7
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Passo 5 : Scriviamo 1'equazione relativa al vincolo introdotto dal generatore Vgs‘ Si ha:

Passo 6 : Il sistema risolvente si ottiene considerando 1'insieme delle equazioni otte-

nute nei passi 4 e 5. Sostituendo i valori numerici, si ha:

Ey=3 -3E,-8-E¢=-i_,
2-2E, =i, 2+Eg=-i_-3
-2+5E, +6=i_ E,-Eg =1

La seconda e quarta equazione possono essere inizialmente trascurate poiché sono le
sole a contenere le incognite ix2 ed i g

Risolviamo le altre equazioni. Si ottiene:

E, =3 E¢ =~ 7/3

, (v, A)
E4=-4/3 1x6=-8/3

Sostituendo tali valori nella seconda e nella quarta equazione si ha:
iog. = 14/3 g =5/3 (A)

Passo 7 : Le altre grandezze elettriche del circuito valgono:

vRs = E3-E4=7/3 ipg = Ggvgy = 14/3
VRe = B4~ Eg=2/3 iRy = G4vpyg = 2
vps = Eg- Eg =-1/3 ips = Ggvps =- 1/3
v =Ey-Eg=16/3 ig; = Gy E; =3

Terzo procedimente di analisi su bose nodi (metodo diretto).
(Valido per circuiti contenenti resistori e generatori indipendenti dei due tipi)

1) Applicare ripetutamente al circuito le trasformazioni circuitali indica-
te nelle figg.I1.3.12, 11.3.13, 11.3.14, fino ad ottenere un circuito privo di
generatori di tensione. Sia T tale circuito.

e N

-

2) Effettuare 1'analisi del circuito T, applicando il primo procedimen-
to di analisi su base nodi. '

3) Determinare le tensioni e le correnti dei rami contenutinelle parti del
circuito di partenza distrutte dalle trasformazioni, utilizzando i risulta-
ti ricavati in 2) e le trasformazioni in senso inverso.
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| I A f i
Esempio I1.4.4 | [/ / \
Analizzare ?on il metodo diretto di analisi su base nodi il circuite di figura
11.4.12,
E
T M MMN—2 g
Ry R, i
vg
Iy | éRl éRs ng
®

Fig.l11.4,12 - Circuito considerato nell'esempio II.4.4. I valori dei componenti sono:
R;=0,5 , Ry=R,=Rg=1, Ry=1/3, =2 , E =1 €, A, V).
Passo 1 : Utilizzando le trasformazioni circuitali, otteniamo il nuovo circuito privo di

generatori di tensione mostrato in fig.[I.4.13 (circuito T).

xlm
vt ;™

Fig.11.4,13 - Circuito trasformato ottenuto da quello di fig.[1.4.12.

Passo 2 : Analizziamo il circuito di fig.II.4.13 con il primo procedimento di analisi su

base nodi, prendendo come nodo di riferimento il nodo 4. Si ottiene il seguente sistema:

- =]
(Gy+GQE - GyEy=-1,
-GaE| +(Gy+Gy+G)E,- G,E; =0
-G4E, +(G,+GQEy = E /Ry

Sostituendo i valori numerici, si ha:

3E;- Ey=-2
~E +5Ey-E, =0
-E,+2E, =1

La soluzione del sistema precedente &:
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E,=-17/25 E, =- 1/25 E3=12/25 V)

Le tensioni e le correnti del circuito T sono uguali alle tensioni e correnti
del circuito assegnato, salvo che per i rami coincidenti con il resistore Ry edil gene-

ratore di tensione trasformato. Si ottiene per i primi:

vR2=E1—E2=-16/25 iR2=G2vR2='16/25 iRI=GlEl=-34/25
vR4=Ez-E3=-13/25 iR4=G4vR4 =-13/25 iR3=G3E2=-3/25
Per i rami trasformati, nell'ambito del circuito T, si ottiene:

(vpe)p =E3=12/25 (i) =Csvys =12/25

(vIg)T = 12/25 (V, A)

Passo 3 : Le grandezze elettriche dei rami del circuito originale implicatinelle trasfor-

mazioni valgono:

vps = Eg-E, =- 13/25
ips = Ggvgs == 13/25 v, &)
iVs =13/25

1.5 - Estensione del metodo delle maglie e del metodo dei nodi
all'analisi dei circuiti contenenti generatori controllati.

i1.5.1 - Introduzione.

In questo paragrafo alcuni dei metodi di analisi descritti prece-
dentemente verranno estesi al caso dei circuiti contenenti generatori
controllati accanto ai componenti fin qui considerati. I generatori con-
trollati sono stati definiti nel § 1.7.1, a cui si rimanda sia per le defini-
zioni sia per i simboli usati. In particolare, ricordiamo che ciascuno dei
generatori controllati & caratterizzato da un parametro di controllo, le
cui dimensioni dipendono dal particolare tipo di generatore considerato.
Tale parametro di controllo & una quantita reale indipendente dal tem-
po. Quindi l'aggiunta dei generatori controllati ai circuiti fin qui consi-
derati conserva ad essi il carattere di essere «senza memoria», proprio
del presente capitolo. Si deve tuttavia osservare che l'aggiunta dei ge-
neratori controllati amplia notevolmente la classe el'importanza dei cir-
cuiti che si possono considerare. Infatti molti dispositivi elettronici am-
mettono sotto certe condizioni dei circuiti equivalenti contenenti tali
componenti, come & stato gia accennato nel Cap.I; d'altra parte median-
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128 Estensione dei metodi delle maglie e dei nodi 1.5

te tali componenti & possibile tener conto di eventuali blocchia pit ter-
minali ovvero a piu porte presenti nel circuito, come si vedrain dettaglio
nel § VI1.10.2.

La presenza in un circuito elettrico di un generatore controllato
apre inoltre la possibilita concreta di analizzare circuiti costituiti da
pil parti separate, ma legate elettricamente fra loro. E infatti sufficien-
te che una parte del circuito contenga il ramo controllato, mentre un'al-
tra parte contenga il ramo di controllo per stabilire il legame elettrico
fra di esse. Cio non era evidentemente possibile con circuiti contenenti
unicamente resistori e generatori indipendenti.

Tutti i metodi di analisi descritti precedentemente possono es-
sere facilmente estesi al caso dei circuiti contenenti generatori control-
lati; la via da seguire consiste in generale nei due seguenti punti:

1) Scrivere il sistema risolvente considerando i generatori controllati
come se fossero dei generatori indipendenti.

2) Aggiungere una ulteriore equazione per ogni generatore controllato
presente, per esprimere il vincolo da esso introdotto fra le variabili del
sistema precedente.

E bene osservare che l'ipotesi fatta al punto 1),di considerare i
generatori controllati come se fossero indipendenti, & del tutto provviso-
ria ed ha il solo scopo di facilitare l'impostazione del problema. Infatti
mentre un generatore indipendente & caratterizzato da una grandezza e-
lettrica impressa fissa e quindi introduce un termine notonelle equazio-
ni risolventi, in un generatore controllato la grandezza elettrica impres-
sa dipende da altre grandezze elettriche del circuito (e quindi dalle va-
riabili ausiliarie scelte per l'analisi del circuito). Pertanto un generato-
re controllato non introduce termini noti, ma contribuisce alla matrice
dei coefficienti del sistema. Si pud quindi dire che, in generale, in pre-
senza di generatori controllati non valgono pil le proprietall.2.1ell.3.1
e che di conseguenza la matrice dei coefficienti non & pid simmetrica.

Per l'importanza che assumono nelle applicazioni, verranno di
seguito estesi esplicitamente al caso dei circuiti contenenti generatori
controllati il metodo di analisi su base maglie e quello su base nodi.

11.5.2 - Estensione del metodo delle maglie.

Nel caso che siano presenti generatoricontrollati ¢ possibile ap-
plicare il metodo di analisi su base maglie nelle due versioni mistoe di-
retto. In quest'ultimo caso occorre tenere presente che la trasformazione
del circuito non deve coinvolgere nella porzione modificata del circuito
i rami di controllo dei generatori. Il procedimento risultante &il seguente.
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;".Quinto__p_rocedimenfo di analisi su base maglic;

(Valido per circuiti contenenti resistori e generatori di tensione e corrente sia dipen-
denti che indipendenti) :

1) Scrivere il sistema risolvente su base maglie seguendounodei proce-
dimenti visti in precedenza, come se i generatori controllati fossero dei
generatori indipendenti.

2) Aggiungere per ogni generatore controllato un'equazione di vincolo.
Per i generatori di tensione controllati, tale equazione assume la se-
guente forma:

(IL5.1) V. =kf(,, V, R)

in cui: V_ & la tensione controllata; k é il parametro di controllo;
f( ) & una funzione lineare che esprime la grandezza elettrica di con-
trollo (tensione o corrente) in funzione delle correnti di maglia im, delle
tensioni dei generatori indipendenti presenti V . edelle resistenze R,
dei resistori. Per i generatori di corrente controllati, tale equazione di
vincolo assume la forma seguente:

(11.5.2) fG,) =kEG,, V, R)

in cui: la funzione lineare fl( ) espriine la corrente controllata in fun-
zione delle correnti di maglia i_; k & il parametro dicontrollo; la fun-
zione lineare f( ) esprime la grandezza elettrica di controllo in modo
analogo a quanto visto per I'espressione II.5.1.

3) Risolvere il sistema complessivo e determinare le grandezze elettri-
che desiderate. Se & stato usato il metodo diretto di analisi, effettuare
la trasformazione inversa.

Esempio li.5.1

Applicare il metodo esteso di analisi su base maglie al circuito di fig.il.5.1.

v 0
v YRs 4 VRys -Xylw,
Fig.1l.5.1 - Circuito considera- y R3 (—7;:
to nell'esempio II.5.1. I valori —u=tR2 ~
dei componenti sono: —ANA———+——— ANN—4
=B = - - R R
R,=R,=1, Ry=2, V;=3, N 2 " 4
> A%

vs=2igy . vg=3vpy (LV,4) ! ) Ds CD+"6
G.MARTINELLI-M.SALERNO : Fondamenti di Elettrotecnica 17
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Passo 1 : Scegliamo 1'albero e quindi le maglie come indicato in fig.IL.5.2.Scriviamo le
equazioni di equilibrio delle tensioni di maglia, considerando i generatori controllati

come se fossero indipendenti. Si ha:

(Ry +R3 +RYi 1 -Ryi o-Ryi =0
“Ryi g *Ryi ,=Vy-v,
“Ryipy *Rylpg =vgtvg
- - A T\ e
- i S
. J ml ~
Fig.11.5.2 - Albero, co-al- < >
. . . . /
bero e maglie del circuito X ia
di fig.IL.5.1. X ) R
\
\\ i 9 //
m s
\\ 7
-
\\ P
~"

Passo 2 : Le tensioni Vg e Vg non sono note, ma sono controllate da altre grandezze
elettriche del circuito, come risulta dalle specifiche del circuito date in fig.II.5.1. Ii
generatore di tensione v, ¢ controllato dalla corrente ipg che scorre nel resistore

R, esprimendo tale corrente in funzione delle correnti di maglia si ha:
b 2 (lm2 P lml)

che ¢é la prima equazione di vincolo cercata.

Il generatore di tensione v, & controllato dalla tensione ai capi del resisto-
re R,. Tale tensione si pud esprimere a sua volta in funzione delle correnti di maglia
e della resistenza R,. Si ha:

ve =3 (R, lml)
che € la seconda equazione di vincolo cercata.
Passo 3 : Il sistemarisolvente si ottiene considerando l'insieme delle equazioni otte-

nute nei passi 1 e 2. Sostituendo i valori numerici si ha:

41ml-lm2_lm3=0 v5=2(1m2-1m1)
“iny g™ 8-y Ve =7 Oim
-1m1+1m3=v5+v6

Sostituendo le ultime due equazioni nelle prime tre si ha:

B -1 =1 im1 0

-3 3 0 i, |=]3
7 -2 1 i 4 0
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Si vede da quest'ultimo sistema di equazioni che la presenza dei generatori
controllati ha distrutto la simmetria della matrice dei coefficienti del sistema di equa-

zioni alle maglie. Risolvendo il sistema si ha:

im1=3/8 v5=2
im2 =11/8 Ve =-9/4 (A, V)
ig= 1/8

Le altre grandezze elettriche del circuito possono essere facilmente determi-
nate.

Esempio 11.5.2

Analizzare con il metodo esteso delle maglie il circuito di fig.!l.5.3.

Be

Fig.11.5.3 - Circuito corsidera- R -
to nell'esempio II.5.2. I valori 4 + RS

dei componenti sono: VN ‘ WA—

- - - - R:
Ry =25 R =Ro=i; V=2, . s + s
: . . v

i1=3i,,,i,=2vpg «Q, v, A) lltevxl ‘2' Vx2 'v3 TGD 3

Passo 1 : Scegliamo 1'albero e le maglie come indicato in fig.II.5.4. Scriviamo ie equa=-
zioni alle maglie considerando i generatori controllati come se fossero indipendenti. A
tale scopo occorre introdurre le tensioni incognite ai loro capi, scelte come indicato in
fig.I.5.3. Il sistema di equazioni di equilibrio delle tensioni di maglia e il seguente:
R

aim1 "Ryl 3 = v vy

Roig-Rging =v,9-V,

“R, i - Rgi o+ (R, +Rg+Rgi =0

— - =~
P i ~
e D m3 \\
Fig.11.5.4 - Albero, co-albe- ig . >
ro e maglie del circuito di N ; //
fig.I1.5.3. % J )im2
N g 7/
N m P
N
N //
~ | -
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Passo 2 : Occorre ora introdurre le equazicni di vincolo imposte dai generatori control-
laci. Il generatore di corrente iy € controllato dalla corrente che scorre nel generatore
indipendente V4. Il vincolo che si ottiene, espresso in termini delle correntidi maglia,
é il seguente:
i =31
3( 'm 2)

ml

Il generatore di corrente i, ¢ controllato dalla tensione ai capi del resistore

R.. Il vincolo in questo caso & il seguente:
ln2 " m1© 2 RS (,'m?. - lm3)

Passo 3 : Sostituendo i valori numerici, si ottiene il seguente sistema:

2y Ty = Yy ™ Ve
2" ing T Ve~ ?
=24 q=i o F4i 53=0
ig=-31_ 5
ig-i 1 =20 _o-i_4)
Risolvendo il sistema, si ha:
iml=0 vx1=2
im2=0 veg=2 (A, V)
i =0

Le tensioni e le correnti dei rami resistivi sono tutte nulle.

11.5.3 - Estensione del metodo dei nodi.

Nel caso che siano presenti generatori controllati & possibile ap-
plicare il metodo di analisi su base nodi nelle due versioni misto e di-
retto. In quest'ultimo caso occorre tenere presente che la trasformazio-
ne del circuito non deve coinvolgere nella sua porzione modificata i
rami di controllo dei generatori. Il procedimento risultante & il se-
guente.

Quarto procedimento di analisi su base nodi.
(Valido per circuiti contenenti resistori e generatori di tensione e corrente sia dipen-
denti che indipendenti)

1) Scrivere il sistema risolvente su base nodi seguendouno dei procedi-
menti visti in precedenza e considerando i generatori ccntrollati come se
fossero dei_generatori indipendenti.
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2) Aggxungele per ogni generatore controllato un equazmne di vincolo.
Per i generatori di corrente controllati tale equazione assume la - forma
sE@’éﬁt—é

(IL.5.3) , I, =kf(E,1,G)

in cui: I~ ¢&la corrente controllata; k éil parametrodi controllo; f( )
¢ la funzione lineare che esprime la grandezza elettrica di controllo (ten-
sione o corrente) in funzione delle tensioni di nodo, delle correnti dei
generatori indipendenti e delle conduttanze dei resistori. Nel caso dei
generatori di tensione controllati, tale equazione di vincolo assume la
forma_seguente: - i

(IL5.4) f, (E) =k f(E, 1 G)

gi’
in cui: f, (Ei) é la funzione lineare che esprime la tensione controlla-
ta in funzione delle tensioni di nodo; k & il parametro dicontrollo; f( )
é la funzione lineare che esprime la grandezza elettrica di controllo in
modo analogo a quanto visto per la (II.5.3).

3) Risolvere il sistema e determinare le grandezze elettriche desidera-
te. Se & stato usato un metodo diretto di analisi effettuare la trasforma-
zione inversa.

Esempio 11.5.3

Analizzare con il metodo estesoc dei nodi il circuito di fig.1l1.5.5.

Fig.l1.5.5 - Circuito conside-
rato nell'esempio I1.5.3. I va-
lori dei componenti sono:

R,=1,Rg=0,5,Rg=1/3,

\Y =l,i1=2v

3 R5

iy = Fige €, v, 4)

Passo 1: Scegliamo come nodo di riferimento il nodo 4; le variabili ausiliarie sono le
tre tensioni El’ EQ, Ea. Scriviamo le equazioni ai nodi, considerando i generatori di
corrente come se fossero indipendenti ed introducendo la corrente incognita che scorre

nel generatore di tensione V,. Il sistema su base nodi risultante & il seguente:
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(G + Gg)E - G4 Ey- G5 Eg =1

"G E  + G Eg=-ip-i,

-G, E, + (Gg+Gg) Eg =i 4

E;-E, =V,
Passo Z : Occorre ora introdurre le equazioni di vincolo imposte dai generatori control-
lati. Il generatore di corrente iy & controllato dalla tensione ai capi del resistore R,

con il verso indicato in fig.I.5.5. Il vincolo che si ottiene, espresso in-termini di ten-

sioni di nodo, € il seguente:
i, =2(E,- Ey

Il generatore di corrente i, & controllato dalla corrente del resistore R con

il verso indicato in fig.II.5.5. L'equazione di vincolo in questo caso assume la forma
seguente:

Lo

Passo 3 : Il sistema risolvente complessivo si ottiene considerando le equazioni otte-

nute nei passi 1 e 2. Sostituendo i valori numerici si ottiene:
3E;-Ey,-2E; =1,
“Ep+Eg=-ig-igg
2By +5Ey 3L,

E3—E2=1
i, =2(E;-Ey
ip=9E,

Per risolvere il sistema conviene sostituire subito le due ultime equazioni ri-

spettivamente nella prima e nella seconda equazione. Si ottiene:
3E1-E2- 2E3 =2(El- Es)
“E)+Ey;=-9E;-ig,
"2E; +5E3 =i,

ES - E2 =1
Risolvendo si ha:
El =-7/6 ix3=3/2
E, =-7/6 i; =-2 v, A)
E,=-1/6 iy =-3/2

Da queste grandezze elettriche si possono ricavare gli altri valori delle ten-

sioni e delle correnti del circuito.
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Esempio 11.5.4

Analizzare con il metodo esteso dei nodi il circuito di fig.ll.5.6.
RS
AA
Fig.l1.5.6 - Circuito Zorisideira- IL]. ® 1_3’
to nell'esempio II.5.4. T valori +
dei componenti sono: @ % {I} ®

R

+ +
I =2 ; 9730 4 & R4$ ivsz"z VR6$R6

@

Passo 1 : Scegliamo come nodo di riferimento il nodo 4; le variabili ausiliarie sono le
tensioni degli altri tre nodi. Ulteriori incognite sono le correnti che scorrono nei gene-
ratori di tensione. E opportuno notare che la variabile ausiliariarelativa al secondo no-
do coincide con la tensione del generatore v, mentre la corrente incognita i o ¢una
grandezza di controllo.

Scriviamo le equazioni ai nodi, considerando tutti i generatori come se fosse-
ro indipendenti. Si ha:

(Gy+ G E; -G Eg =-1i

x17 g2 13

-GSEI +(GS+G6)E3=I

0 =i
3

Passo 2 : Scriviamo l'equazione di vincolo del generatore controllato vy; si ha:
2~ Ep=3i,,

Per il secondo generatore controllato vg siha:

vy = 2 Eg
Passo 3 : Sostituendo i valori numerici nel sistema complessivo si ottiene il seguente

sistema di equazioni:

3E1_E3=_ix1
0=ix1-iv2-2
-E1+3E =2

Risolvendo il sistema si ottiene:
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E, =- 16/23 igq = 58/23
E, = =20/23 i,9=12/23 v, A)
E, =10/23

Dalle grandezze ottenute si possono calcolare tutte le altre tensioni e corren-

ti del circuito.

11.6 - Estensione del metodo dei nodiall'analisidei circuiti con-
tenenti nullori.

11.6.1 - Introduzione.

Nel § 1.7.4 & stato introdotto 1'elemento ideale «nullore». Tale
elemento costituisce cio che si ottiene idealizzando il comportamento di
dxsposmvx quali il transistore,| I amphflcatore operazionale, ecc, Percid
esso si presta ad un esame rap1do dei circuiti che contengono tali dispo-
sitivi, quando venga sostituito ad essi direttamente] D'altra parte, &
‘sempre possibile una rappresentazione accurata dei dlSpOblthl stessi,
inserendo accanto al nullore gli elementi ideali bipolari del tipo resisto-
re e generatore mdlpendente E da tenere presente che in quest'ultimo
caso, i parametri caratteristici del dispositivoreale verranno a dipende-
re dai valori delle resistenze dei resistori del circuitoequivalente e non
dal nullore che non possiede parametri caracteristici e la cui caratteriz-
zazione & puramente topologica.

Due sono pertanto i casi in cul interessano i circuiti contenenti
nullori: '

a) analisi approssimata di un circuito contenente amplificatori operazio-
nali, transistori, ecc. In questo caso & possibile ottenere un procedimen-
to estremamente rapido, efficace e semplice per avere immediatamente
un'idea di massima del funzionamento del circuito stesso. Il procedi-
‘mento si presta sia ad essere usato direttamente per ispezione visiva
sia sul calcolatore;

b) analisi accurata di circuiti contenenti i suddetti dispositivi. In que-
sto caso si utilizzano i circuiti equivalenti dei dispositivi, costituiti da
nullori ed altri elementi ideali bipolari. Come vedremo successivamente
in questo paragrafo, la presenza dei nullori rende molto semplici ed ele-
ganti le procedure di analisi che li contengono.

Come messo in evidenza nel § 1.7.4, 11comportamento del nullo-
re in corrispondenza alle sue due porte d'ingresso € del tutto differente.
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Per questa ragione conviene scinderio nei due componenti singolarmen-
te anomali detti nullatore e noratore, secondo quanto indicato in figura
[.7.11 In particolare il nullatore impone contemporaneamente tensione e}
corrente nulle ai suoi capi, mentre il noratore non da alcunaindicazione
sulla tensione e corrente da esso erogate. Si pud inoltre osservare che
ciascun nullatore pud essere interpretato come un corto-circuito nel qua-
le & stata imposta la condizione aggiuntiva di corrente nulla, ovvero un
circuito aperto nel quale & stata imposta la condizione aggiuntiva di ten-
sione nulla. D'altra parte il noratore pud essere interpretato come un ge-
‘neratore di tensione, nel quale non & stara data alcuna indicazione del-
la tensione impressa, ovvero un generatore di corrente nel quale non &
stata data alcuna indicazione sulla corrente impressa.

Le considerazioni precedenti suggeriscono la possibilita di ana-

lizzare un circuito contenente nullori nel modo seguente: |

pe

a) Sostituire a ciascun nullore la coppia di bipoli noratore e nullatore
(se cio non & gia stato fatto nel circuito assegnato).

b) Sostituire a ciascun nullatore un ramo in corto-circuito ovveroun cir-
_c_u_igg:%e{_t_o_(per i nullatori sostituiti da corti-circuiti & bene considera-
re distinti i nodi tra i quali il nullatore & inserito, anche dopo la sosti-
tuzione).

c) Sostitituire a ciascun noratore un generatore di tensione ovvero di
corrente con grandezza impressa di valore incognito.

d) Scrivere il sistema risolvente con uno qualunque dei metodi discus-
si nei paragrafi precedenti. Tale sistema non pud essere risolto poiché
contiene un numero di incognite superiore a quello delle equazioni, es-
sendo presente una grandezza impressa incognita per ogni noratore pre-
sente.

e) Scrivere per ogni nullatore presente un'equazione aggiuativa di vin-
colo. Precisamente: Ve

1) se il nullatore & stato sostituito da un corto-circuito, imporre la con-
dizione di corrente nulla attraverso di esso; <=

2) se il nullatore & stato sostituito da un circuito aperto,imporre la con-
dizione di tensione nulla ai suoi capi.

f) Risolvere il sistema di equazioni, che dopo 1'aggiunta delle equa-
ioni di vincolo, considerate ngl__ggpﬂgqﬁe)_.pm_cedfmg,_ha..m.aumem_di

Wi equazioni uguale al numero delle incognite’ ).

(1) - Cio € sempre vero in quanto le equazioni mancanti in d) sono in numero uguale al

(Segue)

G.MARTINELLI-M.SALERNO : Fondamenti di Elettrotecnica 18
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Sebbene il metodo descritto non presenti difficolta, qualunque sia
il procedimento di analisi utilizzato (maglie, nodi, tagli), nel seguito
verra sviluppato in dettaglio in connessione con il metodo dei nodi, che
€ quello pil usato nelle applicazioni.

[1.6.2 - Estensione del metodo dei nodi ai circuiti contenenti nullori.

E possibile estendere al caso dei circuiti contenenti nullori sia
il metodo misto che il metodo diretto; in quest'ultimo caso tuttavia la
trasformazione del circuito non deve coinvolgere nella porzione modifi-
cata i noratori e nullatori presenti.

Il procedimento risultante & il seguente:

Quinto procedimento di analisi su base nodi.

(Valido per circuiti contenenti resistori, generatori dipendenti ed indipendenti dei due
tipi, nullori)

1) Sostituire a ciascun nullore i due bipoli nullatore e noratore.

2) Sostituire a ciascun nullatore un circuito aperto ed a ciascun norato-
re un generatore di corrente avente una corrente impressa incognita.

3) Scrivere il sistema risolvente su base nodi per il circuito in esame,
seguendo uno dei procedimenti visti nel § I11.4; se in partenza i nullori
sono N, tale sistema contiene N incognite aggiuntive, pari alle corren-
ti dei noratori.

4) Scrivere altre N equazioni, una per ogni nullatore, esprimente il fat-
to che la tensione ai capi di ciascuno di essi € uguale a zero. Tali e-
quazioni di vincolo hanno la forma:

(I.6.1) E. =E

se il nullatore & connesso frainodi i e j, ovvero

(11.6.2) E. =0

se il nullatore & connesso fra il nodo i e quello di riferimento.

5) Risolvere il sistema, determinando tutte le grandezze elettriche del
circuito.

numero dei noratori presenti e le equazioni aggiuntive in e) sono innumerouguale al nu-
mero dei nullatori. Infatti entrambi questi due numeri sono uguali al numero dei nullori
presenti nel circuito che si sta considerando.
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Si pud notare che il metodo & di grande semplicitd e che il siste-
ma che occorre risolvere al punto 5) del procedimento & in definitiva pid
semplice di quello ai nodi scritto al punto 3), in quanto le equazioni di
vincolo esprimono 1'identita fra tensioni di nodo ovvero ne stabiliscono
il valore nullo.

Esempio 11.6.1

Analizzare con il quinto procedimenio di analisi su base nodi il circuito di fi-
gura 11.6.1.

Fig.1l.6.1 - Circuito conside- ——AA/ ; ® 0 ‘—l
rato nell'esempio I1.6.1. I va- R
lori dei componenti sono: + 1

= = = v R
Ry=1,R,=1/3,R;=1/10 10 2 Rs

¥, = 2 «Q, v

Passo 1 : Sostituiamo il nullore presente con la coppia nullatore - noratore. Siottiene il
circuito di fig.IL.6.2.

> =
—0
Fig.11.6.2 - Circuito ottenuto
da quello di fig.11.6.1, sosti- AR O0—¢
tuendo al nullore la coppia Ry
nullatore - noratore. +
vg qD R2 §R3

Passo 2 : Sostituiamo al posto del nullatore un circuito aperto ed al posto del noratore
un generatore di corrente di valore incognito iy (fig.I1.6.3); nella stessa figura & an-

che indicata la corrente incognita iy _, che scorre nel generatore di tensione.

Fig.11.6.3 - Circuito ottenuto da
quello fig.II.6.2, ponendo al po-
sto del nullatore e del noratore
rispettivamente un circuito aper-
to ed un generatore di corrente.
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Passo 3 : Scegliamo come nodo di riferimento quello indicato in fig.11.6.3; pertanto le

tensioni deinodi sono: Vg, E,, E, Il sistema di equazioni ai nodi ¢ il seguente:
G1 Vg-GI E2=1Vx
-G, Vg + (G + G Ey=-iy,
GS ES = iNx

Nel sistema precedente le grandezze incognite sono: E, Eg iy, ediy . Di

conseguenza € necessaria un'ulteriore equazione.

Passo 4 : Scriviamo l'equazione di vincolo per il nullatore. Essa impone che sia nulla

la differenza di tensione ail suoi estremi, cioé:

Passo 5 : Sostituendo i valori numerici, si ha:

2-E, =1

2~ lvx
“2 4 4B, ==y
10 Ey =iy
E, =2

Risolvendo il sistema si ottiene:

13/2

EZ =-9/2 iVx
E,=2 iNx=2O

(v, A)

Le altre grandezze elettriche del circuito si ricavano immediatamente. Ad e-

sempio la tensione ai capi del noratore vale:

vy =Eg-E,=13/2V

11.7 - Analisi automatica di un circuito elettrico senza memoria:

programma NODI.

11.7.1 - Generalita.

L'analisi dei circuiti elettrici mediante il calcolatore numerico
riveste una grande importanza da molti punti di vista. E infatti evidente
che, appena un circuito elettrico raggiunge la complessitadi una decina
di nodi connessi fra loro da qualche decina di componenti,diviene estre-
mamente onerosa e poco affidabile la relativa analisi,effettuata con mez-
zi manuali. D'altra parte circuiti della complessita suddetta o anche mol-
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to maggiore si incontrano usualmente nelle applicazioni, sia quando &
assegnato direttamente un circuito di grandi dimensioni, |.sia quando si
-voglia tenere conto in un circuito strutturalmente di plccole dimensioni
degli schemi c—quxvalentl molto accurati dei componenti e dispositivi_in
esso contenuti.

L'utilizzazione del calcolatore per 1'analisi dei circuiti elettri-
ci diviene assolutamente necessaria quando l'analisi stessa costituisce
un passo del procedimento di progetto, come messo inevidenza nella fi-
gural della premessa al presente testo. In questo caso infatti 1'operazio-
ne di analisi pud essere richiesta nell'ambito dell'algoritmo di ottimiz-
zazione del circuito innumerevoli volte.

Nel presente paragrafo il problema dell'analisi automatica ver-
ra sviluppato ad un livello elementare ed introduttivo, rimandando ai te-
sti specifici, citati nell'appendice 2D, per un approfondimento. In par-
ticolare, limiteremo la trattazione al metodo dei nodi nella sua formula-
zione piu estesa riguardante i circuiti che contengono resistori, genera-
tori indipendenti dei due tipi, generatori di corrente controllati in ten-
sione e nullori. i

I.a descrizione di un metodo automatico di analisi, adatto ad es-
sere implementato sul calcolatore, pud essere effettuata in vari modi. Il
modo pil vicino all'applicazione consiste ovviamente nell'assegnare il
programma di calcolo, cioé la sequenza delle istruzioni che devono es-
sere eseguite dal calcolatore. Tale modo tuttavia presuppone l'utilizza-
zione di un linguaggio simbolico e quindi la conoscenza del medesimo
da parte del lettore. Per evitare cio si € preferito descrivere il metodo
automatico mediante diagrammi di flusso, che prescindono dal linguaggio
utilizzato e che sono di immediata comprensione. Essiconsistonodi pil
blocchi funzionali eseguiti in sequenza. I blocchi sono di due tipi:

a) blocchi logici, caratterizzati da un ingresso e due uscite. Si haun'u-
scita oppure l'altra a seconda che sia verificata o meno la relazione in-
dicata nel blocco (fig.I1.7.1);

no si
Fig.1l.7.1 - Blocco logico.

b) blocchi operativi. In essi viene effettvato il calcolo dell'espressione
indicata a destra del segno di «uguale» ed il suo valore viene assegna-
to alla variabile a sinistra di detto segno (fig.11.7.2).

!

A=A+B

Fig.l1.7.2 - Blocco operativo.
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Occorre prestare molta attenzione al fatto che in nessun caso le
relazioni indicate nei blocchi funzionali devono essere interpretate nel-
nell'usuale senso algebrico di uguaglianza. Ad esempio nel caso di fi-
gura II.7.1 la variabile A puo anche non essere uguale ad uno, poiche
l'espressione A =1 ha in tal caso un carattere interrogativo, mentre
nel caso di fig.Il.7.2 la variabile A é stata incrementata della quantita
B (nell'usuale linguaggio algebrico da A = A + B si ricaverebbe B =
=0).

La traduzione del diagramma di flusso in un linguaggio simboli-
co é immediata. A titolo di esempio verra data in appendice II.B la tra-
duzione in linguaggio FORTRAN del metodo di analisi descritto di se-
guito.

11.7.2 - Analisi automatica dei circuiti senza memoria con il metodo dei
(1)
nodi "',

Nel presente paragrafo verra sviluppato in dettaglio un metodo
per l'analisi automatica dei circuiti elettrici, limitatamente ai circuiti
senza memoria a cui & dedicato il presente capitolo ed al metodo dei no-
di.

Lo schema a grandi linee

del programma di calcolo automa- I - Ingresso dati

tico sviluppato & quello mostrato i
in fig.11.7.3. s b . )

Per quanto riguarda il bloc- N vte  hn MREERA
co I (ingresso dati), per esso si [a)[x])=[B]
rimanda al $1.11 con l'avverten-
za che nel nosto caso non sono !
presi in considerazione gli ele- R - Risoluzione del sistema
menti con memoria, cioé conden- [x]=[a])1[B]
satori ed induttori. [ componenti I
previsti sono percio: resistori,
generatori indipendenti dei due U - Uscita e stampa risuleati
tipi, generatori di corrente con- (verrore [X])

trollati in tensione e nullori.
Fig.11.7.3 - Schema a grandi linee del

P‘er quant_o r}guarda 11 programma di calcolo automatico con-
blocco S (determinazione del si- siderato.

(1) - Nell'appendice II.B viene foraita la traduzione in FORTRAN del programma pre-
sentato in quesco paragrafo mediante schemi a blccchi. Inoltre numerosi esempi numeri-
ci, ottenuti con tale programma, sono riportati nell'appendice II.C.
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1.7 Analisi automatica di un circuito elettrico senza memoria 143

stema risolvente), esso rappresenta la parte centrale del metodo di ana-
lisi e verra sviluppato di seguito, mentre per il blocco R (risoluzio-
ne del sistema) si rimanda all'appendice II. A. Il blocco U, infine, non
presenta difficolta.

Per ottenere il sistema risolvente su base nodi occorre inizial-
mente scegliere il nodo di riferimento. Per un circuito avente ND nodi,
numerati da 1 fino ad ND, tale problema equivale a scegliere uno qua-
lunque di tali nodi ed, essendo la numerazione arbitraria, prenderemo nel
segulto come nodo di riferimento quello indicato con il numero piu alto,
cioé ND. Tale scelta da la possibilita di fissare a priori il nodo di ri-
ferimento quando si effettua 1'i ingresso dei dati.

Il numero delle incognite & uguale al numero delle tensioni dei
nodi e escluso quello di rxferlmento cioé:

(IL7.1) N =’-.ND T 1]

Il numero delle equazioni € anch'esso pari ad N e corrisponde
alle equazioni di equilibrio delle correnti uscenti dai vari nodi con la
esclusione di quello di riferimento.

In presenza di generatori di tensione 1'ordine del sistema deve
essere aumentato. Precisamente, per ogni generatore di_tensione occor-
re aggiungere una mcogmta (corrente nel generatore di tensione) ed una
equazione (equazione di vincolo). Detto pertanto NT il numero dei ge-
neratori di tensione, 'ordine del sistema & in questo caso:

(11.7.2) NA =N + NT

Un ulteriore incremento all'ordine del sistema deve essere con-
siderato in presenza di nullori. Precisamente ogni nullore da luogo ad
una ulteriore incognita (corrente nel noratore) ed a un ulteriore vincolo
(tensione nulla ai capi del nullatore). Detto pertanto NN il numero dei

5

nullori, 1'ordine totale del sistema ¢ pari a:
(I.7.3) NB = NA + NN

Il sistema risolvente ha di conseguenza la struttura indicata in
fig.11.7.4. Esso verra determinato operando riga per riga e procedendo
secondo lo schema di flusso mostrato in fig.II.7.5, che rappresenta una
descrizione dettagliata del blocco S di fig.I.7.3. Tale schema consi-
ste in un ciclo percorso N volte (K =1, 2,... N) nel quale vengono
determinate le N‘—Ed'uazmm relative all’ equlhbrlo delle correnti nei no-
di ed in due blocchi aggiuntivi, nei quali sono determinate le equazioni
di vincolo. Da notare che & stata prevista l'esclusione dei blocchi S2 ed
S4, relativi ai generatori di tensione,in assenzaditali componenti (NT =
=0) e l'esclusione dei blocchi S3 ed S5, relativi ai nullori,in assen-
za di tali componenti (NN = 0).
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Termini | Incognite uguali alle tensioni | Incognite uguali alle correnti | Incognite uguali alle correnti
noti ei nodi dei generatori di tensione de1 noratori
Equazioni di equilibrio B, = AI,IEI+' AI,NEN + Ay n+ITp+e- Ay NAITNT+ Al,NA+lINl+ AI.NBINNN
correnti nei nodi
By = AN,1E1+ AN,NEN + Ay N+1IT1+"'AN,NA1TNT+ AN,NA+IIN1+'”AN,NBINNN
Equazioni di vincolo VT, = E -E
s a3 s 1 31 K, 1
generatori di tensione
VIny= Epnt Ex,nT
Equazioni di vincolo 0= El,l - F‘M,l
nullori
ks ELnn By, NN

Fig.i1.7.4 - Sistema di equazioni, in cui: E_, K =1, ...N sono le tensioni dei nodi indipendenti; IT,, K=1,...
...NT, sono le correnti dei generatori di tensioni e VTK le relative tensioni impresse; INK' K=1, 5, ... NN so-

no le correnti dei noratori.




S1 - Determinazione dei
coefficienti A(K, L) e
del termine noto B (K)
con L =1,2,...N
no
si

¢_

S2 - Dererminazione dei
coefficienti A(K, L) 1
con L=N+1,...NA

1
no
NN #0
si

S3 - Determinazione dei
coefficienti A(K, L)
con L=NA+1,...NB K=K+1

S4 - Determinazione delle
equaz. di vincolo dei
gen. di tensione

- Fig.11.7.5 - Descrizione del
NN 40 blocco S di fig.I1.7.3.
si

S5 - Determinazione delle
equaz. di vincolo dei
nullori
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Vediamo in dettaglio la struttura dei vari blocchi presenti nello

schema di fig.I1.7.5.

Blocco S1.

Tale blocco & sempre presente nel diagramma di flusso. Ad es-
so contribuiscono i seguenti componenti: resistori, generatori indipen-
denti di corrente, generatori di corrente controllati in tensione.

a) Resistori. Occorre prevedere un ciclo che prendain esame unresisto-
re per volta. Consideriamo il resistore L-simo (fig.II.7.6). Si possono a-
vere tre casi:

NI(L) N2(L)

Fig.11.7.6 - Resistore generico. —N\A
R(L)

1) NI(L) =K

Il resistore L-simo € connesso al nodo k-simo e quindi contribui-
sce alla k-sima equazione, che corrisponde all'equilibrio delle correnti
uscenti dal nodo k-simo. I contributi in questione sono:

(11.7.4) AK, K) = A(K, K) + 1/R(L)

per la diagonale principale; inoltre, detto K1 Il'altro nodo a cui & con-
nesso il resistore L-simo, cioé:

(IL.7.9) K1=N2(L)

si ha, nel caso in cui K1# ND (nodo di riferimento):
(11.7.6) AK,K1)=-1/R(L)+A(K,K1)

2) N2(L) =K

Il resistore & ancora connesso al nodo k-simo. In tal caso si han-
no dei contributi analoghi a quelli gia visti e cioé:

(I1.7.7) A(K, K) = A(K, K) + 1/R(L)
e posto:

(I1.7.8) K2 = NI(L)

se K2 #ND

(11.7.9) A(K,K2)=-1/R(L)+A(K, K2)

3) NI(L) #K e N2(L)#K
In tal caso il resistore non & connesso al nodo k-simo e quindi
non vi sono contributi alla k-sima equazione.
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Nella fig.I1.7.9 & riportato lo schema di calcolo completo per il
caso dei resistori (blocco indicato con S11).

b) Generatori di corrente indipendenti. Occorre prevedere un ciclo che
prenda in esame un generatore per volta. Consideriamo il generatore L-
-simo (fig.I1.7.7). Si possono avere tre casi:

C(L)
Fig.ll.7.7 - Generatore indi- -

pendente di corrente generi-

co. NCI1(L) NC2(L)
1) NCI1(L) =K

In tal caso la corrente C(L) entra nel nodo k-simo ed allora ri-
sulta:
(I1.7.10) B(K) = B(K) + C(L)
2) NC2(L) =K

In tal caso la corrente C(L) esce dal nodo k-simo e quindi ri-
sulta:
(IL.7.11) B(K) = B(K) - C(L)

3) NCI(L) #K e NC2(L) #K

In questo caso il generatore L-simo non contribuisce alla k-sima
equazione.

Nella fig.II.7.9 & riportato lo schema di calcolo completo per il
caso dei generatori di corrente (blocco S12).

¢) Generatori di corrente controllati in tensione. Occorre prevedere un
ciclo che prenda in esame un generatore controllato per volta. Conside-
riamo il generatore controllato L-simo (fig.11.7.8). Si possono avere tre

casi:
——o NCTI1(L) NCT3(L)
+
Fig.11.7.8 - Generatore di .
corrente controllato in ten- v ‘ i=CT(L)v
sione generico.
——o NCT2(L) NCT4 (L)

1) NCT3(L) =K

In tal caso la corrente i esce dal nodo k-simo. Quindi detti:

(11.7.12) K1 =NCT1(L) K2 = NCT2(L)
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K1 =NCTI(L)
K2 =NCT2(L)

K1=NCTI(L)
no K2=NCT2L)

AK K1) = AK, Kl) CT(L) J

4@»

S1
[ AK,K2) = AK,K2) + CT(L)

,T

no

Fig.11.7.9 - Descrizione del blocco Sl di fig.II.7.5.
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i nodi a cui & connesso il ramo di controllo, la corrente i vale:
(I1.7.13) i=CT(L) E(X1)- CT(L) E(K2)

e pertanto vi sono dei contributi alla matrice dei coefficienti [A]; pre-
cisamente, se K1 # ND, si ha:

(11.7.14) A(K, K1) = A(K, K1) + CT(L)
se K2 #ND, siha:
(11.7.15) A(K, K2) = A(K, K2) - CT(L)

2) NCT4(L) =K

In tal caso la corrente i entra nel nodo k-simo. Analogamente
al caso precedente, posto:

(I1.7.16) K1 =NCTI1(L) K2 = NCT2(L)
se K1 #=ND, si ha:

(I.7.17) A(K, K1) = A(K, K1) - CT(L)
se K2 # ND, si ha: '
(11.7.18) A(K, K2) = A(K, K2) + CT(L)
3) NCT3(L) #K e NCT4(L) #K

In questo caso il generatore controllato considerato non da con-
tributo all'equazione k-sima.

Nella fig.I1.7.9 é riportato lo schema di calcelo completo per il
caso dei generatori di corrente controllati in tensione (blocco S13).

Nel diagramma di flusso di fig.I1.7.9 sono anche riportate delle
parti accessorie, per verificare l'effettiva presenza dei resistori ovvero
dei generatori indipendenti di corrente ovvero dei generatori controllati.
Tali controlli sono effettuati, verificando che sia diverso da zero il nu-
mero di tali componenti, prima di entrare nel blocco relativo.

Blocco S2.

Tale blocco viene eseguito solo in presenzadi generatori di ten-
sione, come ¢ indicato in fig.I1.7.5. Occorre prevedere un ciclo che con-
sideri ciascun generatore di tensione, uno per volta. Consideriamo il ge-
neratore di tensione L-simo (fig.I.7.10). Nella fig.II.7.10 & indicato il
verso convenzionale della corrente incognita i, , che percorre tale ge-

; : L’
neratore. Si possono avere tre casi:

La cultura &€ un bene dell'umanita (fantomasping@libero.it)



150 Analisi automatica di un circuito elettrico senza memoria 1.7

, T(L)
Fig.11.7.10 - Generatore di ten-
sione generico. NTI1(L) — NT2(L)
i
L

a) NTI(L) =K

In questo caso la corrente i, esce dal nodo k-simoe vi & quin-
di un contributo alla k-sima equazione. La corrente i, rappresenta una
nuova incognita e pertanto va posta dopo le N incognite coincidenti con
le tensioni di nodo. A tale incognita assegniamo la colonna (N +L)-esi-
ma della matrice dei coefficienti. Percid, posto:

(11.7.19) NL=N+L
si ha:

(IL.7. 26) A(K, NL) =1
b) NT2(L) =K

Tale caso & del tutto analogo a quello precedente, salvo che la
corrente i, entra nel nodo k-simo. Percio, si ha:

(I1.7.21) A(K, NL) =-1
¢) NTI(L) #K e NT2(L) #K

In tal caso non vi & contributo all'equazione k-sima ed & nullo
di conseguenza il coefficiente dell'incognita i;, posto in posizione

Fig.l11.7.11 - Descrizione del blocco S2 di fig.IL.7.5.
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A(K, NL); si supporra implicitamente verificato tale fatto, avendo prov-
veduto all'azzeramento preliminare di tutta la matrice A. Il diagramma di
flusso completo del blocco S2 é riportato in fig. I1.7.11.

Blocco $3.

Tale blocco viene eseguito solo in presenza di nullori. Occorre
prevedere un ciclo che prenda in esame un nullore per volta. Conside-
riamo pertanto il nullore L-simo (fig.I.7.12). Nella fig.I1.7.12 & anche
indicato il verso positivo per la corrente i, incognita, che scorre nel
noratore. Si possono avere tre casi:

L

& S NN3(L)

NNI1(L)
i
Fig.11.7.12 - Nullore generico. @) l L

NN2(L)

o— | NN4(L)

N0 \
udoica QT AT

a) NN3(L) =K

In questo caso la corrente i, esce dal nodo k-simo. Si deve
quindi portare in conto un contributo alla matrice [A] simile a quanto
fatto nel caso dei generatori di tensione. La posizione dell'incognita i
deve essere considerata al di la delle N tensioni incognite di nodo e
delle NT correnti incognite dei generatori di tensione. Percio, posto:

(

(I1.7.22) NL)=NA +L
si ha: ’

(I1.7.23) A(K, NL) =1
b) NN4(L) =K

Analogamente al caso precedente, si ha:
(I1.7.24) A(K, NL) =-1

c) NN3(L) #K e NN4(L) #K

In questo caso non vi & alcun contributo alla matrice [A].

Il diagramma di flusso del blocco S3 & riportato in figura
I1.7.13.
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NL=NA+L
A(K,NL) =-1

NL=NA+L

A(K,NL) =1

no

si

Fig.l11.7.13 - Descrizione del blocco S3 di fig.I.7.5.

Blocco $4.

Il blocco S4 & relativo alla L=1
determinazione delle equazioni di vin- l
colo imposte dai generatori di tensio-

. ; NL =N +L L=L+1
ne. Considerando un ciclo esteso a l ] I j
tutti questi generatori, esaminiamo in K1=NTI(L)
dettaglio l'equazione relativa al ge- K2 =NT2(L)

nerato L-simo (fig.II. 7.10). Tale equa-
zione corrisponde alla riga NL = N +
+ L della matrice A ed all'elemento
NL del vettore deitermini noti B. In-
dicando con:

no

é

S1

[ aNLxn =1 |

K1 = NTI1 (L) no
(11.7.25) <K2AND >
K2 =NT2(L) <
i nodi a cui & connesso il generatore, [A(NL,KZ) == ]
I'equazione di vincolo corrispondente 1—
assume una delle tre seguenti forme, [ BNL) = T(L)J

a seconda che K1 e K2 siano ugua-
li o diversi dal nododiriferimento ND.
Precisamente, si ha:

-se KI1#ND e K2 #ND
Fig.11.7.14 - Descrizione del blocco
(I1.7.26) E(K1) - E(K2) = T(L) S4 di fig.11.7.5.

:

S1
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-se Ki=ND
(IL7.27)  E(K2) =-T(L) i
-se K2=ND
]
(I.7.28)  E(K1) = T(L) [NL=NA+L | [L=L+1]
i

Con T(L) siéindicatoil va- K1 =NNI(L
lore della tensione impressa. Tenen- K2 ZNN2(D)
do conto delle equazioni (IL.7.26), o
(1L.7.27), (IL7.28), il diagramma di @
flusso del blocco S4risulta quello ri-
portato in fig.IL.7.14. LA(NL Kl) = 1‘|

Blocco §5

: no
Il blocco S5 & relativo alla
S1

determinazione delle equazioni di vin-
colo imposte dai nullori. Tali equa- [ ANLK2) =-1 |
zioni esprimono il fatto chelatensio-
ne ai capi di ciascun nullatore & u- no
guale a zero. In uncicloestesoa tut-
ti i nullori, esaminiamo 1'equazione si

di vincolo relativaal nullore L-simo.

Tale equazione corrisponde alla riga Fig.11.7.15 - Descrizione del
NL=NA+ L della matrice A ed al- ARG Bl TR0
l'elemento NL del vettore B dei ter-

mini noti.

La struttura delle equazioni & identica a quella vista nel caso
dei generatori di tensione (eq.I1.7.26 - I1.7.28), salvoil fattoche in que-
sto caso T(L) =0.

Pertanto il diagramma di flusso relativoal blocco S5 & quello ri-
portato in fig.II.7.15, essendo sottinteso l'azzeramento preliminare del
vettore B.

G.MARTINELLI-M.SAL ERNO : Fondamenti di Elettrotecnica 20
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APPENDICI AL CAPITOLO i

APPENDICE II.A — introduzione alla soluzione dei sistemi di equazio-

ni lineari.

L'analisi di un circuito resistivo prevede sempre come ultimo
passo la soluzione di un sistema di N equazioni lineari a coefficienti
reali in N incognite! La soluzione del sistema di equazioni pud risul-
tare di difficile ed incerta determinazione per ragioni numeriche, legate
essenzialmente al numero di cifre utilizzate per rappresentare le quan-
tita in gioco.| Cio dipende da due fattori: 1) malcondizionamento della™
matrice dei coefficienti; 2) valore eccessivo di N. Nel seguito esporre-
mo alcune nozioni preliminari ed introduttive relative all'uso del calco-
latore in questo ambito, rimandando ai testi citati nell'appendice IL.D
per l'eventuale approfondimento.

11.A.1 - Descrizione dello schema a blocchi del metodo di elimi-
nazione di Gauss.

Tenendo conto del carattere introduttivo di questa appendice, li-
mitiamo 1'attenzione al noto metodo di eliminazione di Gauss per la so-
luzione di un sistema di equazioni lineari. Esso consiste nelridurre pas-
so per passo le incognite presenti, eliminandole una dopo l'altra. Sia il
sistema in esame rappresentato mediante la:

Xy Tagx,+. . Fagx, = b,

By TlgR, .o Tl XL = by
(IT.A. 1)

ag Xy tay,x, + tagyxy T b
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11.LA.1 Descrizione dello schema a blocchi del metodo di eliminazione di Gauss 155

Supponendo a,, #0, ricaviamo dalla prima equazione:

by~ay,X,~a,,X a

g " 3y3X3... A X

N

(I1.A.2) x, =

an

Sostituendo tale valore nelle utime N - 1 equazioni, si ottiene

il nuovo sistema di N-1 equazioni nelle incognite x,...x,, cioé:

a1z 21N b,
A da, X2t e Bt I XNT P28

11 1 1

(ILA.BY woiomanmsssmaams 66 © Gakssmmsaissdossssis

Ay 21N ay1 b,

dn2", M1 Xgt... 0 XN_bN-‘_;_
1 1 11

Eliminando quindi una alla volta leincognite, si giunge al siste-
ma equivalente di equazioni:

(1) (1) (1) = K(1)
xytaj’x,ta i, tal Uxy = b
(2) (2) =HKH(2)
(I1. A.4) %, FaLs xe‘...+a‘12N xN—b2
e = p)
+xy =by
in cui il coefficiente (j, k) del sistema di equazioniottenuto nel passo

i-esiino vale, indicando con lo zero il sistema iniziale (II. A.1):

:

(i-1) (i-1) .
. ik b i=1,2..N
al’l= : bg‘)=
ko Gen PLGeD j,k=i+1i+2 ... N
ii ii
ali-l)
(i) =4 G-1)_ 11 (i-1)
(II.A.9S) a;’'=aj oD a.
aii
ali-D
bl =pli-1.— _ pli-1)
! ! ali-n !

ii

Mettiamo sotto forma di schema a blocchi il procedimento prece-
dente (fig.II.A.1). I dati di ingresso sono la matrice dei coefficienti [A]
e il vettore dei termini noti [B]. Dall'esame dello schema a blocchi si
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156 Descrizione dello schema a blocchi del metodo di eliminazione di Gauss II.A.1

vede che dopo l'esecuzione risulta: [A] coincidente, a parte gli elemen-
ti sulla diagonale principale, con la matrice dei coefficienti dell'ultimo
sistema di equazioni, cioé il (I1.A.4), e [B] contiene la soluzione, cioé

Bk) =x,, k=12..N

[ B =Bm/aqn]

y=11

I

[ B =BD)=Ssum |

no si @ .
| BU)=B()-BO * AU,D |

no S1

Fig.ll.A.1 - Schema a blocchi del metodo di eliminazione di Gauss per la
soluzione di un sistema di equazioni lineari.
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I1.A.2 - Inconvenienti connessi con il metodo di eliminazione di
Gauss.

Il calcolatore lavora con un numero limitato di cifre; quindi le o-
perazioni aritmetiche effettuate sono affette da errore. Ad esempiorisol-
vendo il seguente sistema di equazioni con cinque cifre significative in
virgola fissa:

0,00034x, + 56,231x, = 0,0647

1,0112x, + 3,1334){2 =-10,7259
si ottiene:
x, =0,09150 x2=0,00113

al posto della soluzione esatta:
%y == 0,55527 x, =0,001151066

che si ottiene lavorando in doppia precisione (quindici cifre significati-
ve). Una riduzione dell'effetto della limitatezza delle cifre si ottiene
riordinando le equazioni nel sistema assegnato in modo da evitare la di-
visione per numeri piccoli (nello schema di fig.II.A.2 & stato scelto u-
guale a 107" il limite inferiore oltre il quale non andare con le divisio-
ni).

& Le equazioni sono li-
nearmente dipendenti

si

Fig.l1l.A.2 - Schema a bloc-
chi per evitare la divisione
per quantita troppo piccole.

[x=k+1 | | PIv=aapiv,x) | aapiv,K)=a0x) |

A(I,K)=PIV

| PIv=BaPIv) |+ BaPIV)=B() | BD)=PIV |

Io
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Tale riordinamento & assolutamente necessario quando il coeffi-
ciente per cui occorre dividere & nullo. Occorre inoltre notare cheil rior-
dinamento ¢ sempre possibile, eccetto il caso in cuile equazioni non so-
no linearmente indipendenti.

Le osservazioni precedenti vanno incorporate nel programma, che
di conseguenza si modifica come appresso indicato. La modificanel sot-
toprogramma GAUSS viene introdotta inserendo in un ramo dello schema
di fig.II.A.1 un opportuno insieme di blocchi. Nel ramo in questione so-
no indicati esplicitamente i punti P e Q terminali del nuovo insieme
di blocchi, riportato in fig.II. A.2, che va perciéesaminato congiuntamen-
te con quello di fig.IL A.1.

La traduzione in FORTRAN degli schemi a blocchi considerati
nella presente appendice é riportata nell'appendice II.B. L'utilizzazio-
ne di tale programma in esempi numerici & fatta in connessione con l'ap-
plicazione del programma di analisi descritto in tale appendice. I risul-
tati sono riportati in dettaglio nell'appendice II.C.

APPENDICE II.B - Programma NODI ‘1),

Nella presente appendice viene riportata la lista in FORTRAN
del programma NODI, che permette di analizzare un circuito senza me-
moria costituito da resistori, generatori indipendenti dei due tipi, gene-
ratori di corrente controllati in tensione e nullori, nell'ipotesi che le
grandezze impresse siano indipendenti dal tempo e coincidenti con quan-
tita reali. Tale programma é la traduzione fedele del metodo automatico
di analisi descritto nel $1I.7 mediante schemi a blocchi‘?). La subrouti-
ne GAUSS, chiamata in questo programma per la soluzione del sistema
risolvente di equazioni, & a sua volta la traduzione fedele del metodo di
eliminazione di Gauss, descritto mediante uno schemaa blocchi nell'ap-
pendice IL. A.

Di seguito precisiamo: 1) il modo in cui debbono essere presen-
ti al calcolatore i dati che descrivono il circuito; 2) le stampedi uscita
del calcolatore.

(1) - E importante tenere presente che il programma descritto in questa appendice ¢ ad
un livello elementare ed introduttivo. In particolare, la forma in cuid ebbono essere pre-
sentati i dati di ingresso € intuitiva ma onerosa. Per un approfondimento su questo pun-
to si rimanda ai testi specializzati elencati in appendice II.D.

(2) - Per comodita di programmazione, le istruzioni relative al presente metodo di ana-
lisi sono state suddivise in un programma principale, denominato ¢« NODI» ed una sub-
routine denominata « NODI 1».
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I.B Programma NODI 159

Nell'appendice II.C verranno riportati vari esemp1 di applicazio-
ne di questo programma; in particolare per ogni esempio verranno mo-
strate le schede di ingresso dati e le stampe di uscita.

I1.B.1 - Dati di ingresso 3.

Le schede che formano 1'ingresso di ogni problema che si vuole
risolvere con il programma NODI sono nell'ordine:

a) Una scheda dati nella quale vengono assegnate nell'ordine le seguen-
ti quantita:

il numero dei nodi ND

il numero dei resistori NR

il numero dei generatori di corrente NC

il numero dei generatori di tensione NT

il numero dei generatori controllati NCT

il numero dei nullori NN

|

Il formato d'ingresso & il seguente: 6I3.
b) Una scheda dati per ogni resistore, nella quale viene indicato, nel-
'ordine:

— il valore della resistenza;
- il primo nodo a cui il resistore & connesso;
- il secondo nodo a cui il resistore & connesso.

Il formato d'ingresso & il seguente: D10.3, 2I3.

c) Una scheda dati per ogni generatore di corrente, nella quale viene in-
dicato, nell'ordine:

- il valore della corrente impressa;
- il nodo in cui entra la corrente impressa;
- il nodo da cui esce la corrente impressa.

Il formato d'ingresso & il seguente: D10.3, 2I3.

d) Una scheda dati per ogni generatore di tensione, nella quale viene in-
dicato, nell'ordine:

(3) - Per maggior chiarezza si consiglia di esaminare contemporaneamente alla lettura
di questo paragrafo uno degli esempi riportati nel $ I1.C.2.
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160 Dati di ingresso il.B.1

- il valore della tensione impressa;
- il nodo corrispondente al morsetto positivo;
— il secondo nodo a cui & connesso il generatore.

Il formato d'ingresso & il seguente: D10.3, 2I3.

e) Una scheda dati per ogni generatore di corrente controllato in tensio-
ne, nella quale viene indicato, nell'ordine:

— il valore della conduttanza di trasferimento;

— il nodo corrispondente al morsetto positivo del controllo;
— il nodo corrispondente al morsetto negativo del controllo;
il nodo da cui esce la corrente del generatore;

il nodo in cui entra la corrente del generatore,

|

Il formato d'ingresso & il seguente: D10.3, 413,

f) Una scheda dati per ogni nullore, nella quale sono indicati nell'ordi-
ne i1 seguenti nodi:

- primo nodo a cui € connesso il nullatore;

- secondo nodo a cui é connesso il nullatore;

- primo nodo a cui & connesso il noratore;

— secondo nodo a cui & connesso il noratore.

Il formato d'ingresso & il seguente: 4I3.

Uno o piu settori relativi ai dati d'ingresso, indicati nei punti
b), ¢), d), e), f) possono essere omessi, qualora non siapresente alcun
componente del tipo considerato.

i1.B.2 - Dati in uscita.

Prima di presentare i dati relativi alla soluzione del circuito,
vengono stampati, a scopo di controllo, i dati d'ingresso relativi al cir-

cuito stesso.
[ dati di uscita, relativi alla soluzione del circuito sono i se-

guenti:

a) tensioni dei nodi del circuito, rispetto al nodo di riferimento (nodo
ND);

b) correnti relative ai generatori di tensione eventualmente presenti. Il
verso di ognuna di tali correnti & scelto convenzionalmente dal morsetto
positivo verso l'altro morsetto (fig.Il.7.10);
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11.B.2 Programma NODI 161

c) correnti relative ai noratori eventualmente presenti. Il verso di tale
corrente & scelto convenzionalmente dal primo al secondo morsettoa cui
é connesso il noratore stesso (fig.I1.7.12).

Nel caso in cui si verificassero inconvenientinel corsodella so-
luzione del sistema di equazioni da parte del sottoprogramma GAUSS,
viene interrotta l'elaborazione e viene effettuata la stampa di controllo:

LE EQUAZIONI SONO LINEARMENTE DIPENDENTI

II.LB.3 - Lista del programma.

1 Cc PROGRAMMA NODI

2 IMPLICIT DOUSLE PRECISION (A=H»0=2)

3 DIMENSION A(60960).8(60)

4 DIMENSION R(100)s,N1(100)sN2(100)

5 DIMENSION C(10)»NC1(10)sNC2(10)

6 DIMENSION T(10)sNTL1(10)eNT2(10)

7 DIMENSION CT(20)+NCTL1(20)+sNCT2(203NCT3(20)NCT4(20)
8 OIMENSION NN1(20)+NN2(20)NN3(20)¢NN4(20)

9 c
10 Cc
11 c
12 [
13 RZAD(Ss1) NDOeNReNCo>NT,NCTsNN
14 1 FORVAT(613)

15 WRITE(6,2) NDeNRoNCoNT¢NCT#NN .
16 2 FORMAT(1HO»5Xe *CIRCUITO ASSEGNATOINUMERQ NODI=',I3/
17 *5Xs *NUMERO RESISTORI=¢»13/

18 *65X» *"NUMERO GENERATORI DI CORRENTE='rI3/

19 #65X» '"NUMERO GENZRATORI DI TENSIONE='*»1I3/
20 *6X» 'NUMERO GENEZRATORI DI CORRENTE CONTR, IN TENSe=',I13/
21 #6Xo "NUMERO NULLORI=',»13//)
22 IF(NR)L1s11012
23 ) 74 READ(523) (R(L) #N1(L)+sN2(L) s L=1eNR)
24 3 FORMAT (D10.3,213)

25 WRITE(6,4) (LeR(L) #NLIL) #N2(L)»L=12NK)

26 4 FORMAT (1X» "RESeNe*»13,012.3+21%)
27 11 CONTINUE
28 IF(NC)13,13014

29 14 READ(5¢3) (C(L)»NCL(L)»NC2(L)L=1sNC)

30 WRITE(6,5) (L2 C(L)#NCL(L) /NC2(L)»L=1?NC)
31 S FORMAT(1X¢'GeCORReN."»13,312.3,218)
32 13 CONTINUE

33 IF(NT)15¢15916

34 1o READ(S»3) (TCL) oNTL(L) »NT2(L) P L=1eNT)

35 WRITE(6,6) (LoT(L) »NTL(L) eNT2(L),L=12NT)

36 ) FORMAT(1Xs "GENTENSIONE: Ne*¢13¢,012.3,214)

37 15 CONTINUE
38 IF(NCT)17+17018

39 18 READ(Se7) (CTIL) o NCTL(L) #NCT2(L) o NCTI(L) »NCTH (L) »L=1»NCT)
40 7 FORMAT(D10.32413)

41 WRITE(6,3) (Lo TT(L) »NCTL(L) »NCT2CL) pNCT3I(L) PNCTU (L) »L=1»NCT)
42 8 FORMAT(1X» *GENeCONTR.TENS.N:2'sI13¢212,.3.413)
43 17 CONTINUE
44 IF(NN)20,20:19

45 13 RZAD(59,9) (NNL(L) s NN2(L)»NN3(L) #NNU (L) »L=1+sNN)

45 9 FORMAT(413)

47 WRITE(6510) (LoNNLIIL) »NN2C(L) »NNI(L) o NNGU (L) »L=1,NN)
48 20 CONTINUE
49 10 FORMAT(1X» "NULLORE N:7»I3+2X0413)

50 N=ND=1

S1 NAZN+NT

52 NB=NA+NN (segue)

G.MARTINELLI-M.SALERNO : Fondamenti di Elettrotecnica 21
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162 Programma NODI 11.B.3

w
w
Rl

Se CALL NODII(A'S'NINAvNBoNDvRer!NZ'NRlCTvVC'erCTZvNCTSr
S5 ® NCT4eNCToToNTLoNT2oNTeCoNC1oNC20NC»NNL/NN2»
Ss = NN3»NNGoNN)

57 c

58 (= STAMPA DEI RISULTATI

59 WRITE(6,210)ND

60 210 FORMAT (1HO»5X» 'SOLUZIONE DEL CIRCUITO ASSEGNATO®/
61 #6Xs ' TENSIONI DEI NODI,» RISP. AL NODO *.13)

62 DO212L=1/N

63 WRITE(60214)L»B(L)

64 214 FORMAT(1Xr*TENSIONE NODO *+I3¢* = *»D15.5!)

65 212 CONTINUE

66 IF(NT)21692160218

67 218 WRITE(6,220)

68 220 FORMAT(1HO¢5X,"CORRENTI NEI GEN. DI TENSIONE®)
69 DJ222L=NDrNA

70 LL=L=N

71 WRITE(6,224)LL,B(L)

72 224 FORMAT(1X°*CORRENTE GEN. °»I3¢' = ',D15.5)

73 222 CONTINUE

T4 216 IF(NN)226¢2260228

75 228 WRITE(6,230)

76 230 FORMAT(1HO+5X: *CORRENTI NEI NORATORL®)

77 NYZNA+1

78 D0232L=NY+N8B

79 LL=L=-NA

80 WRITE(6e234)LLeB(L)

81 234 FORMAT(1X» *CORRENTE NOR. '¢I3¢' = ‘»D15,5)

82 232 CONTINUE

83 226 CONTINUE

84 C

85 C

86 SToP

87 END

1 SUBROUTINE NOJI1(A,8sNsNAsNSsNDsReN1sN2,NR*CTsNCT1,NCT2,NCT3¢
2 * NCT4sNCTeToNTL/NT2¢NT»C,NC1sNC2+NC»NN1,NN2»
3 b NN3» NNG e NN)

4 IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A=HsJ=Z)

S DIMENSION A(60¢60)8(60)

6 DIMENSION R(1)eNL(1)sN2(1)

F DIMENSION C(L)eNC1(1),NC2(1)

8 DIMENSION T(L)eNT1(1),NT2(1)

9 DIMENSION CT(1)¢NCTL1(1)sNCT2(1) NCT3(1),NCT4(1)
10 DIMENSTION NNL(1)eNN2(1)eNN3(1)sNNG(1)

11 [«

12 [ AZZERAMENTI

13 DO 30 L=1.N3

14 DO 31 LL=1/NB

15 31 A(LeLL)=0.D0

16 B(L)=0.D0

17 30 CONTINUE

18 C CICLO Sul NODI

19 QO 40 K=1«N
20 C RESISTORI
21 C
22 IF(NRIU2,42743

23 43 DO u4 L=1/NR

24 IF(N1(L)=-K)130r460130
25 46 A(KsK)=A(KesX)+1.00/R(L)
26 K1=N2 (L)

27 IF(K1.LT.ND) A(KsK1)==1.DO/R(LI+A(KsK 1)

28 GO TO 45

29 130 IF(N2(L)=K)45,47s45

(segue)
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11.B.3 SUBROUTINE NODI 1 163

30 47  A(KsK)=A(KeK)+1.D0/R(L)

31 K2=N1(L) -
32 IF(K2.LT.ND) A(K?K2)==1,0D0/R(LI+A (K k2)
33 45 CONTINUE

34 44  CONTINUE

35 w2 CONTINUE

36 c GEN<CORR.CONTR.IN TENSIONE
37 Cc

38 IF(NCT)48s48249

39 49 DO 50 L=1.NCT

40 KL=NCT1(L)

41 K2=NCT2(L)

42 IF(NCT3(L)=K)52¢51,52

43 51  IF(KL1.LT.ND) A(KeK1)ZA(KeK1)#CTI(L)
4y IF(K2oLT.ND) A(KeK2)=A(KeK2)=CT(L)
45 52  IF(NCT4(L)=K)54,53.54

46 - 53 IF(K1.LT.ND) A{KsK1)=A(KsK1)=CT(L)
47 IF(K2.LT.ND) A(KsK2)=A(KeK2)+CT(L)
48 54  CONTINUE

49 S0  CONTINUE

50 48  CONTINUE

51 c GEN. TENSIONE

S2 c

53 IF(NT)58:58+59

54 59 DO 60 L=1eNT

S5 IF(NTL(L)=K)62r61e62

56 61  Nu=N+L

57 ALKsNL) =100

58 62  IF(NT2(L)=K)6Lr63:64

59 63  NL=N+L

60 A(KsNL)==1.00

61 64  CONTINUE

62 60  CONTINUE

63 58 CONTINUE

o4 c NJLLORI

65 c

66 IF(NN)68+658969

67 69 00 70 L=1sNN

68 IF(NN3(L)=K) 72071072

69 71 NL=NA+L

70 . A(KeNL)=1.00

71 72 IF(NN4(L)=K)T74:73,74

72 73  NLZNA+L

73 A(KoNL)==1.D00

T4 T4 CONTINUE

75 70  CONTINUE

76 68  CONTINUE

77 c GENe. DI CORRENTE

78 c

79 IF(NC) 78478979

80 79 00 80 L=1»NC

81 IF(NC1(L)=K)82,81,82

82 81 B(K)=B(K)+C(L)

83 82  IF(NC2(L)=K)B4:83,84

84 83 B(K)=3(K)=-C(L)

85 84  CONTINUE

86 80  CONTINUE

87 78 CONTINUE

a8 ¢

89 40  CONTINUE

90 c EQUAZIONI AGGIUNTIVE GENERATORI TENSIONE
91 IF(NT)110,1100111

92 111 DO 112 L=1+NT

(segue)
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164 SUBROUTINE NODI 1 11.B.3

93 NL=N+L
94 KL=NT1(L)
95 K2z=NT2(L)
96 IF(KleLToND) A(NL,K1)=1.D0
97 IF(K2+LT.ND) A(NLsK2)==-1.00
98 BINL)=T(L)
99 112 CONTINUE
100 110 CONTINUE
lgl C EQUAZIONI AGGIUNTIVE NULLORI
102 o
103 IF(NN)120,120,121
104 121 DO 123 L=1sNN
105 NL=NA+L
106 K1=NN1(L)
107 K2=NN2(L)
108 IF(K1.LT.ND) A(NL¢K1)=1.D0
109 IF(K2.LT.ND} A(NL,K2)==1.D0
110 123 CONTINUE
111 120 CONTINUE
112 CALL GAUSS(NBrA.B)
113 ¢ _
114 RETURN
115 END
1 SUBROUTINE GAUSS(N:A«B)
2 DIMENSION A(60¢60),8(60)
3 IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A=H,0=2)
4 c WRITE (60103) NsC((ACLoJd) e I=1eN) #JZ1rN) 2 (B(L) s IZ1eN)
S 103 FORMAT(5X»*'SISTEMA DI EQUAZIONI*//SX,tORDINE N=*:12//
6 #5X, *MATRICE DZ1 COEFFICIENTI'//(1X.4D015.5))
7 IF(N.GT.560) STOP
8 I=1
5 8 A3=DA3S(A(I.I))
10 IlzI+1
11 IF(AB.LE.1.00~10) GO TO 20
12 9 DO 11 JI=I1«N
13 11 A(I,JI)=A(INJI)/A(II)
14 B(I)=3(I)/A(L.I)
15 DO 10 J=I1l»N
16 DJ 12 K=I1.N
17 12 A(JeK)ZA(JrK) =A(Js 1) #A(I0K)
18 10 B(J)=8(J)=B(1)*A(J,I)
19 I=I+1
20 IF (I.LT.N) GO TO 8
21 A3=DA3S(A(NsN))
22 ‘IF(ABsLE«1.00-10)GOTO4O
23 BIN)=B(N)/A(NsN)
24 DO 30 K=2«N
25 I=N=-K+1
26 L=I+1
27 SUM=0.0
28 DO 31 J=L«N
29 31 SUM=SUM+A(IJ)=B(J)
30 30 8(1)=3(I)=-SuM
31 C WRITE (60101) (B(I)pI=1,N)
32 101 FORMAT(5Xs 'SOLUZIONE®//(1X+4D15.5))
33 RZTURN

(segue)
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1.B.3 SUBROUTINE GAUSS 165

34 20 IF (I1.GE.N) GO TO 40
35 00 41 J=ILsN

36 A3=DA3S(A(Jr 1))

37 IF(AB=1.0D=10)42,42043
38 42 IF (J.EQ.N) GO TO 40
39 41 CONTINUE

40 43 DO 4y K=IsN

41 PIvz=A(JeK)

42 AlJrK)I=A(INK)

43 44 A(I,K)=PIV

by PIv=B(J)

45 B8(J)=8I(I)

46 B(I)=PIV

47 GO TO 9

48 40 WRITE (60102)

49 102 FORMAT(5Xs"LE EQUAZIONI SONO LINEARMENTE DIPENDENTI')
S0 STOP

51 END

APPENDICE II.C - Esempi.

Nella presente appendice riportiamo vari esempi di applicazione
dei metodi descritti in questo capitolo. La maggior parte degli esempi ri-
guarda circuiti contenenti transistori, considerati nel loro funzionamento
lineare ed in assenza di elementi reattivi. I transistori s'intendono pola-
rizzati opportunamente e sostituibili con il loro circuito equivalente in
bassa frequenza. (Nei casi considerati si prescinde usualmente dal cir-
cuito di polarizzazione).

Gli eseinpi sono divisi in due gruppi. Il primo gruppo riguarda i
circuiti analizzati manualmente ed in cui interessa l'espressione espli-
cita delle grandezze incognite in funzione dei valori dei componenti, in-
dicati simbolicamente. Il secondo gruppo riguarda circuiti piti complessi,
in cui si utilizza il programma di analisi riportato in appendice 1L B.

11.C.1 - Esempi del primo gruppo‘'’.

Negli esempi considerati si suppone che il transistore sia pola-
rizzato opportunamente e sia sostituibile con lo schema di fig.1.9.3, che
si riporta per comodita in fig.II.C.1. I valori numerici di tale figura si ri-
feriscono ai valori tipici del transistore AC 125 della Philips Elcona
nelle condizioni di polarizzazione considerate nel §1.9.

(1) - I tre esempi di questo gruppo forniscono gli elementi di base degli schemi amplifi-
catori a transistori. Si veda ad esempio il § XI.6 di J. Millman, C.C. Halkias, « Electro-
nic devices and circuits», Mc Graw-Hill, 1967.
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166 Esempi del primo gruppo iH.c.1

In ogni esempio considereremo sial'espressione simbolica esat-
ta della grandezza elettrica richiesta, sia l'eventuale espressione ap-
prossimata, sia il valore numerico relativo al casodel transistore AC125

suddetto.

RI
Base Collettore
i S +
Kyv ‘ K,yi Ry v

Emettitore

Fig.ll.C.1 - Schema equivalente del transistore. I valori dei componenti so-
no nel caso dell'AC 125 della Philips Elcona: Rl =1,7 K{Z, R, = 100/8
K, K, =6,5 104, K, =125.

Esempio [1.C.1

Determinare nello stadio amplificatore in bassa frequenza costituito da un
transistore con emettitore a massa le resistenze di ingresso e di uscita, i guadagni di

tensione e di corrente, definiti come precisato in tab.Il.C.1.

Per ricavare le grandezze richieste consideriamo il circuito di fig.II.C.2, ot-
tenuto sostituendo al transistore lo schema di fig.II.C.1 e chiudendo opportunamente

i lati di base e collettore.
R R, .
— A\~ VAYA% ' VA
i b 4 R
+
v, @ @ O SR Pv.
’)il ’) iy ?ia

Fig.1l.C.2 - Circuito relativo al transistore con emettitore a massa.

Analizziamo tale circuito su base maglie, introducendo le relazioni costitutive
dei generatori controllati:
Vg=K1v+(R1+Rg)11 iy =-K211
-V =Ry(ig-ip + Ry i
v = R2 (12 = 13)

Eliminando i2 e v, siottiene:
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1.c.1
~V8=i1(R1+Rg-KIK2R2) - K Ryig
VL =- K2R2i1 -(Ry + RL) ig
Risolvendo il sistema si ha:
' Ryt Ry KiRy
iy == 7 Vg+ A VL i ig=

TABELLA I1.C.1 - Schemi per il calcolo delle grandezze caratteristiche

)

store.

di uno stadio amplificatore costituito da un transi-

Formula di

Grandezza . . . .
dlinteresse Schema di calcolo definizione Tipo di connessione
Resistenza d'in- i Emettitore a massa
gresso P o
Yo base
(Ri) R, =— 2 collettore
= s
0 RL o emettitore
Guadagno di ten-
sione
vu
(A) N A =
v v V
g Base a massa
1  emettitore
2 collettore
Resistenza di usci- 3 base
ta vy
R =—
(R &y
0
Guadagno di cor-
rente 17 Collettore a massa
A =—
(Ap 1 1, 1 base

2  emettitore

3 collettore
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168 Esempi del primo gruppo 1.C.1

in cui:

_ 2
O =- {K;KyR3 + (Ry + R (R +R - K K, Ry}
Calcoliamo ora le varie grandezze richieste. .
— Resistenza d'ingresso (tab.II.C.1).
Nel circuito di fig.II.C.2 poniamo VL =0, Vg =1. Si ha:
o Ry + R, . K, R,

Vediamo inoltre che:

i =i, ; vo =K v+ Rpiyp =K Ry (- Kyip-ip) + Ryig

Quindi risulea:

Vo < is) RoRL
R.=— =R, +K,R,|-K,-—)=R,-K, K, ——
§ = 17K Ry 27" 17K Ky

iy iy R2+RL

Usualmente il termine dipendente da RL conta poco; per esempio per il tran-

sistore ACI125 risulta, per R =1 KQ:

8,125+ 10°2

————— =1700- 75,2 > 1625 Q)
10°% + 810"

R =1,7-10°-

— Resistenza di uscita (tab.II.C.1).

Nel circuito di fig.II.C.2 poniamo Vg =0, VvV, =1; siha:

Il

(R +R_- K K,Ry)

|
>
> =

=v =- Ry(Kyi; +iy

K K, R, > Ry(Ry +R)

v < 11> <
R =— = 1+K,—)=R, [ 1+
. 2 2. 2
Wy Ry +R_-K K,R,

La conduttanza di uscita vale percio:

R1+RS-K1K2R2
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Nel cas§ del transistore AC125, per Rg = 1K, risulca:

-6

8,125+10"2
= B0 ¥ Y70 = s

1700 + 1000

1
— ~ 50+ 1075 Q!
R\.\

— Guadagno di tensione (tab.II.C.1).

Nel circuito di fig.II.C.2 poniamo VL =0, Vg =1; siha
R, + RL . K, R,
i =- A : iy = T
Vediamo inoltre che:
v, =V =- Ry (Kgiy + i3)

Percio risulta:

Yu KyRyRy Ky
A S — =

A%
Vg (R2+RL)(R1+Rg)- K;KyRoRy (G2+GL)(Ri+Rg)

Con i valori usuali, dell'ordine di 1 K {2, per Rg ed R;, si ha:

KyRp,

AL Yo —
V7 R +R
g

Nel caso del transistore AC 125, con Rg = RL = IKQ, si ha:

125
Ay =- =y T4
(8-1075+1073) (1625 + 1000)

Con la formula approssimata si ottiene:

v

125-10°
Koo N
v 1700 + 1000

— Guadagno di corrente (tab.II.C.1).
Siamo in condizioni simili a quelle considerate per il guadagno di tensione.

Precisamente poniamo VL =0, Vg = Rg Ig, Ig = 1. In queste condizioni si ha:

RLiL = Ay RgIg

G.MARTINELLI- M.SALERNO : Fondamenti di Elettrotecnica 22
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170 Esempi del primo gruppo H.C.1

Quindi risulta:

wl:u
L]

Esempio I1.C.2

Determinare nello stadio amplificatore in bassa frequenza, costituito da un
transistore con base a massa, le resistenze di ingresso e di uscita, i guadagni di ten-

sione e di corrente, definiti come precisato in tab.Il.C. 1.

K,i

s

P = v + c
N ORI .
+

Ve Ry

Fig.ll.C.3 - Circuito relativo al transistore con base a massa.

Applichiamo il metodo diretto di analisi su base maglie; a questo scopo tra-

sformiamo il circuito come mostrato in fig.II.C.4, eliminando il generatore di corrente.

KR4

—v\\V
R

g Klv

M) /Dil ; Ry

1

Fig.11.C.4 - Circuito trasformato di quello di fig.II.C.3.

Le equazioni di equilibrio delle tensioni delle maglie e le relazioni costituti-

ve dei generatori controllati sono:

{vg+K1v=Rgil+Rl(i]+iz) {v=R2i2—K2R2i

V) +K,R,yi + Kqv = Ryip + Ry(iy+ip) + Ry i, P=-(ig +iy

Eliminando v ed i, si ottiene il sistema risolvente:
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1n.c.1 Esempi del primo gruppo
[RE+R1-K1K2R2 Ri-K;R,y-K;KyR, ] [ il] _ [Vg]
R;-K KRy +KyRy Ry +Ry+Ry-K Ry-K KyRy+KoRy I L iy v

La soluzione vale:

1
A

iy=— [(R +Ry+R-K Ry-K KyRy+K ROV, +(K Ry +K KyRy- R Vy ]

1
PRN [(R,+Ry-K KyR) V| +(K KyRy-Ry-KyRpV ]
A= RyRy+R (R{-K K R, +Ry-K Ry +KyRo) + Ry (R +Ry-K KyR )

Calcoliamo le varie grandezze richieste.

— Resistenza d'ingresso (tab.IL.C.1).

Nel circuito di fig.II.C. 4 poniamo Vi, =0, Vg =1; si ha:
: 1 [ 1
by e Ry +Ro+Ry-K Ro-K KRy +E, R “ 5 iy =K[K1K2R2-R1-K2R2]

Vediamo inoltre che:

ip =i, ; vo = V-Rip =1-R i
Quindi risulta
Ry (R +R K KyR)+RRy+HR (R1-K KR y+R ;K R+ R )

Ri =._. =‘_—_Rg= -Rg_
Ry +R,+R-K R ;K K R, +K R,

R R,+R; (RyK K R,

R +R,+R K R,K KRy +K R,

Tenendo conto che K, >> K, ed R, >> R,, siha:

R;R, + R (R - K,K,R))

ne

R.
1
Ry(1 +K,) + Ry
L'influenza di RL nei casi usuali € molto modesta e quindi:
Ry :

Ry —— .
1+K2 '

Per esempio nel caso del transistore AC125 con RL =1K(, siha:

La cultura &€ un bene dell'umanita (fantomasping@libero.it)



Esempi del primo gruppo

f1.C:.1
R1R2+RL(R1-K1K2R2) R,
B = =139k0 ; R =13,5K (2
R2(1+K2)+RL 1+K2
— Resistenza di uscita (tab.11.C.1).
Nel circuito di fig.II.C.4 poniamo Vg =0, Vi = 1; siha:
. K1R2+K]K2R2-R1 Rg+R1-K1K2R2
iy = A ; ig = A
Vediamo inoltre che:
ig =iy : ve=Vp-Rpi,=1-Ry i,
Quindi risulta:
) 1 R1R2+Rg(Rl-K1K2R2+R2-K1R2+K2R2+RL(RE+R1-K1K2R2)
L Sl S *By=
i i, Rg+R1-K]K2R2

RyRy+R (R1-K K Ry +R K Ry +K 5R o)
R_*R; - K K,R,

Tenendo conto che K2 >> K, ed R, >> RI’ si ha:

RiR,+ Rng(l +K,)
R ¥

u

Rg+RI-K1K2R2
Nel caso del transistore ACI25 con Rg =1K(), siha:
R 948 KQ

— Guadagno di tensione (tab.IL.C.1).

Nel circuito di fig.II.C.4 poniamo Vg =1, Vi =0; siottengono per iy ed i,
i valori gia visti nel caso della resistenza d'ingresso. Inoltre si ha:

Percio risulta:

A K1K2R2'R1‘K2R2
!

=-R
/ L
RyR, +R (R K KRy PR K RyvK g R )Ry (R +R K K R )

Tenendo conto che K, >> K, ed R, >> Ry, siha:
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RLKZRZ

~

A
V—
RyRy+R Ry(1+Kp) + R (R +R;-K;K,Ry)

Ad esempio nel caso del transistore AC125 con Rg =680() ed RL 6,8 KQ,

si ha:
1,0625- 1010
A = =9,65
Voo 2125-107+1,071+10° +9,2777+ 106
Con buona approssimazione si ha con i valori usuali di Rg ed RL:
B,
A, ~—
VTR

g

Nel caso dell'esempio precedente tale formula approssimata fornisce:

A, 210
— Guadagno di corrente (tab.I1.C.1).

Nel circuito di fig.II.C.4 poniamo Vg =RgIg, Ig =1, V; =(0. Siamo in condi-

zioni simili a quelle considerate nel caso della resistenza d'ingresso, salvo che i, ed
1

i, sono moltiplicate per Rg. Quindi risulta:

Utilizzando la formula approssimata si vede che:

A] ~1
al posto dell'espressione piu accurata:
RngR2

A, =
I .
RyRy+ R Ry(1+ Ky +Ry (R +Ry-K KyRy)

Nel caso del transistore ACI25 con Rg =680 () ed Ry, =6,8 K(1, si ha:

C
)

9,65
[ =—— =0,965
10

Esempio [I.C.3
Determinare nello stadio amplificatore in bassa frequenza, costituito da un
transistore con collettore a massa, le resistenze di ingresso e di uscita, i guadagni di

tensione e di corrente, definiti come precisato in tab.ll.C. 1.
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174 Esempi del primo gruppo 1.c.1

Per ricavare le grandezze richieste consideriamo il circuito di fig.II.C.5, otte-
nuto sostituendo al transistore lo schema equivalente di fig.II.C.1 e chiudendo opportu-
namente i lati di emettitore e base.

Fig.ll.C.5 - Circuito considerato nell'esempio II.C.3 e relativo al transi-
store con collettore a massa.

Applichiamo il metodo diretto di analisi su base maglie; a questo scopo tra-

sformiamo il circuito in esame come mostrato in fig.II.C.5, eliminando il generatore di
corrente.

Le equazioni di equilibrio delle tensioni delle maglie e le relazioni costituti-
ve dei generatori controllati sono:

Vg- KoRyi-Kyv = R1i1+Rgi1+R2(il+i2)
Vi - KyRyi = Ryiy + Ryliy +iy)
v=- K2R2i - R2(i1 ti,)

1=11

Eliminando v ed i, si ottiene il sistema risolvente:
Rl+Rg+R2+K2R2-K1R2-K1K2R2 RZ'K1R2]|: ilil |: Vg]
|:R2+K2R2 Ry + Ry i ) v
La soluzione vale:
1
Lgers [(Ry+RV, +(K Ry-Rp V]

1
by s [-(R,+ KRV +(Ry +R_+Ry+KyRy-K Ry-K KRy Vy ]

A=Rp(Ry+R_+Ry+ K Ry-K Ry-K KyRy) + Ry(Ry+R)

Calcoliamo ora le varie grandezze richieste.
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— Resistenza d'ingresso (tab.II.C.1).

Nel circuito di fig.IL.C.6 poniamo VL =0, Vg = 1; si ha:

1 1
1y = Z—(R2+RL) 5 1y =-E(R2+K2R2)
Klv
&
i + + :
& Re Ry KoR,i R
L
\'4
g 2 v (]
P /ID R, @ y
Vi,

Fig.ll1.C.6 - Circuito trasformato di quello di fig.II.C.5.

Vediamo inoltre che:

iy =i : v0=Vg—Rgi1=1-Rgi1
Quindi risulta:
RL(R1+RB+R2+K2R2-K1R2-K 1K2R2)+R2(R]+Rg)

Ri=._-=-—_Rg= -Rg=
i R2+RL

R (Ry+R,+K,Ry-K Ry-K K, R) +R R,

R, +R

2 L

Tenendo conto che K, >> K; ed R, >> Ry, siha:
R R,(1+K,)

R. %

i
R+RL

Nei casi usvali R << R, e quindi:

R, ¥R (I +K,)
Nel caso del transistore AC125 con RL = 1K), siha:
Ry Ry(1+K,)

R, = ——— = 116,7 K{)

R. >R, (1 +K,) =126 K}
i R2+RL i L 2

)

— Resistenza di uscita (tab.I1.C.1).

Nel circuito di fig.II.C.6 poniamo Vg =0, VL =1; si ha:

La cultura & un bene dell'umanita (fantomasping@libero.it)



176 Esempi del primo gruppo 1.cC.1

1 1
11=Z (Kle-Rz) ; 12=Z(R1+R5+R2+K2R2-K1R2~KIKZRZ)
Vediamo inoltre che:
i0=12 2 VO=VL'RLi2
Quindi risulta:
1 RL(R1+RE+R2+R2K2-K1R2-K1K2R2)+R2(R1+Rg)
Ru =".—' RL = - RL =
iy R1+ Rg+R2+K2R2-KIR2-KIK2R2
R, (R, +Rg)

Ry +R_+Ry(1 +K oK =K K
Tenendo conto che K, >> K, ed R, B2 Ry, siha:
Ry(Ry +R)

R ~—rrov——
S
Rg+R2(1+K2)

Usualmente & Rg << Ro(1+K,), per cui:

Ry +R
g
R me——

u
1+K2

Nel caso del transistore AC125 con Rg = 1K), si ha:

R,(R; +R) R, +R
281 g 1 g
= 21,410 R e .= =721 430)

R 3 B
1+K,

u T
R, +R,y(1+Ky)

- Guadagno di tensione (tab.IL.C. D).

Nel circuito di fig.II.C.6 poniamo Vg =1, V; =0; si ottengono per i, ed i,
i valori gia visti nel caso della determinazione della resistenza d'ingresso. Vediamo

che si ha:

Percio risulta:
[{2(1 + K2)

A\,=R

L s o1
RL(R1+-Rg+R2+K2R2-K1R.Z-l\ll\,_,Rz) e RQ(R1 + Rg)

Tenendo conto che K, >> K, ed Ry >> Ry, si ha:

- R Ry(1 +Ky) i 1

Ky .
RLR.Z(1+-K2)+R2(RI+Rg) » R+ Rg

RL(I + Ky
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11.C.1 Esempi del primo gruppo 177

Con i valori usuali di Rg ed Ry, si ha:
Ayl
Nel caso del transistore AC125 con RL =10 K() ed Rg = 1K) siha:

A 1
Ay = ———=10,9979
R1 + R
I s
RL(1+K2)

— Guadagno di corrente (tab.II.C.1).
Nel circuito di fig.II.C.6 poniamo Vg = Rg Ig, Ig= 1, VI =0. Siamo in con-

dizioni simili a quelle considerate nel caso della resistenzadi ingresso, salvo la mol-

tiplicazione di i; ed i, per Rg. Quindi risulta:

AI=AV&=__§LRL—
R R, +R

L gt &

R; (14K )

Con i valori usuali di Rg ed Ry, si ha con buona approssimazione:

I1.C.2 - Esempi del secondo gruppo.

In questo paragrafo riportiamo i risultati ottenuti analizzando va-
ri circuiti con il programma NODI illustrato nell'appendice II.B.Per ogni
esempio si riporta lo schema del circuito con i valori dei componenti in
ohm, volt, ampere (quando non sia esplicitamente indicato un multiplo o
sottomultiplo di tali unita), le schede di ingressoal calcolatore, la stam-
pa di uscita. E necessario precisare che quando viene riportato nel cir-
cuito un transistore, s'intende usare lo schemadi fig.I[.C.7,ottenuto!!) da
quello di fig.II.C. 1, utilizzando solo i componenti permessi dal program-
ma NODI. I valori dei componenti di questo circuito sono, in funzione di

quelli del circuito di fig.II.C. 1: 1 1 K.K,
P =Rl ;;zbr\:-Tln

K1 Kz

MR " TR,

(1) - La derivazione dello schema di fig.II.C.7 da quello di fig.II.C.1 & immediata con
le tecniche sviluppate nel Cap.VI.

G.MARTINELLI-M.SALERNO: Fondamenti di Elettrotecnica 23
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178 Esempi del secondo gruppo 11.C.2

Base Collettore
o - o
i +
vy Py fhyv AR Py v
O & o O
Emettitore

Fig.ll.C.7 - Schema equivalente del transistore, ottenuto da quello mostrato
in fig.II.C.1 mediante l'utilizzazione Jei soli generatoridi corrente control-
lati 1n tensione, oltre ai resistori.

Nel caso particolare del transistore AC125 della Philips Elcona,
che si supporra di usare, i valori di questi componenti sono:

Il
Il

P 3,10 - 1040
h, =382-107Q"! h,=735-102Q"!

1,7 KQ Py

Il

Tali valori verranno utilizzati per ogni transistore indicato negli
schemi successivi (sia NPN che PNP).

Esempio 11.C.4

Analizzare con il programma NODI il circuito di fig.l11.C.8, comprendente so-

lo resistori e generatori indipendenti di corrente.

g2

o R,

16 Sh

1 1 1 1 1
Ry == Rym—3% Ra=—% Ri=—% Re=—; R:=1 3 Ry=1 5 Ry4y=
1 2 2 3 3 4 4 3 5 7
g1:=l g Ig2=2 5 [g3=6

Fig.11.C.8 - Circuito considerato nell'esempio II.C.4.
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— Schede di ingresso.

Esempi del secondo gruppo

123 45 67 891011121314151617 18
1 1 1 1 1 1 1 I 1 1 1 1 3 1 1 1 L 1 1
5 8 3 0 0 0
—d 1+ ¥ 0 & ¥ 3 3 1.2 p ¥ o W T g 4
L 500 D + q 00 1 5
1 1 1. 1 1 1 ue 1 1 1 1 1 1 1 1
333 D+000 1 2
| SR S AT P SR SO (S [, P, DU SNOUS OSSN NGRS (RN (S LSO |
> 2 0 D 000 2 5
RO S (RO N DR, (SO (WO, DO DD WO SRR S (A | OO VO | SO I, |
- 333D+ 0 2 4
i & ¢ w9 9 i i ¥ o & o g 5§ F
200D + 00 3 5
1 1 1 1 1 1 1 1 1 L i 1 ! 1 1 I 1 1
100D+ 00 1 3 4
Jk 1 1 1 1 1 11 1 L 1 1 1 1 L 1 1
100D+ 001 4 5
1 1 1 1 1 L i | 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
250D+000 4 5
1 1 1 1 1 1 S L 1 1 S (I} 1 1 1 1 1
100D +001 1 5
(| COUENE T (A |(BOis: LORTES, WO WS, DS SNiar DU SO S Y (NG TR (N WO
200D +001 L 5
s [N AT SN (NN TN SO TN NN N SRS TR S TR SN SH U S |
600DG+001 3 2
i 1 1 1 1 1 1 11 1 1 ] 1 1 1 1 1 1
— Uscita del programma.
CIRCUITO ASSEGNATO:NUMERO NODI=
NUMERO RESISTORI= 8
NUMERO GENERATORI OI CORRENTE= 3
NUMERO GENERATORI Ol TENSIONE= 0
NUMERO GENERATORI DI CORRENTE CONTR. IN TENS.=

NUMERO NULLORI= o0

RESeNe
RESeNe
RESeNe
RESeNe
RESeNe
RESeNe
RESsNe
RESeNe
G.CORReNs L
G.CORReNe 2
G.CORReN. 3

®~NOUFUN-

.500+000
«333+000
+250+000
«333+000
.200+000
+10Q+001
«100+001
+250+000
«100+001
«200+001
«500+001

EFUGNDN -

U FEFnELNU

1
1
3

N G;

SOLUZIONE DEL CIRCUITO ASSZIGNATO
RISP. AL NODO

TENSIONI
TENSIONE NODO
TENSIONE NODO
TENSIONE NODO
TENSIONE NODO

OEI NQOI»

FOUNF-
niaun

La cultura & un bene dell'umanita (fantomasping@libero.it)

+26756+000
-+55308+000
«64731+000
-.11252+000

S

0

179



180 Esempi del secondo gruppo 11.C.2

Esempio II.C.5

Analizzare con il programma NODI il circuito di fig.11.C.9, comprendente gene-

ratori indipendenti dei due tipi, resistori, ed un generatore di corrente controllato in

tensione.

R,

R 1

1~ %4 7 Y
“R = e L ®

Rp =Ry =2 C W\ o o

vg:z , Ig=1 Ry

K =2 kv 1 Rs éf’g Ry v

@

Fig.ll.C.9 - Circuito considerato nell'esempio I1.C.5.

— Schede di ingresso.

1 2 3 4 6 7 8 910111213 1415161718 192021 22
1 1 1 - | 1 1 1 1 1 1 1 1 ? N W | 1 1 L 1 1 1
4 4 1 1 1 0
1 1 1 1 1 1 1 1 i 1 1 1 1 1 1 L 1 1 1 It I
«+ 100D+ 001 1 2
| SN (SN LS [ SO TN P (=N JUSNNT NN (NN N USSS TN [N (N TS (NSO ST N
200D+ 001 1 3
T S S (SN [T T D S SIS TN N (N (SO (OIS [P | | WY (SN S Y
200D+ 001 2 4
1 1 1 1 1 1 1 1 1} 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
- 100D+ 001 3 4
1 1 1 1 1 { - 1 1 y | ] 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
+ 100D+ 001 3 4
) H | 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 S S T 1 - 1 1 1
200D+ 001 3 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 L 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
+ 200D +001 3 4 4 1

~ Uscita del programma.

CIRCUITO ASSESNATO:INUMERO NODI= 4

NUMERD REZSISTORI= 4

NUMERO GENERATORI DI CORRENTE= 1

NUMERQ GZINERATORI DI TENSIONE= 1

NUMERO GENERATORI OI CORRENTE CONTRe. IN TENS.= 1
NUMERO NULLORI= 0

RESeNe 1 .100+4001 1 2
RESeNs 2 .200+001 1 3

RESeNs 3 22004001 2 4

RES<Ns & .1004001 3 4

53.CORReNs 1 21004001 3 &4
GEN.TENSIONE: N. 1 .200+001 3 2
GEN<CONTR.TENS.N: 1 .200+#001 3 4 4 1

(segue)
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SOLUZIONE DEL CIRCUITO ASSZGNATO

TENSIONI DEL NODI» RISP. AL NODO u
TENSIONE NODO 1= -.10667+002

TENSIONE NODO 2 = -.60000+001
TENSIONE NODO 3 = ~:.40000+001

CORRENTI NEI GENe DI TENSIONE
CORRENTE GEN. 1= «16657+001

Esempio I1.C.6

Andlizzare con il programma NODI il circuito di fig.Il.C.10 comprendente ge-
neratori indipendenti dei due tipi, resistori, un generatore di corrente controllato in ten-

sione ed un nullore.

- ¥ £
WA =
RS
/'
Ry=1,R,=1,Ry=2 J}/\' I, R,
2
R,=3,Rg=4,R =3 . -
1
K—Z,Vg——l,]g-—l r__M ) 0 ® — NV ®
+ Rl R4
ngD R3 *Kv
®

Fig.11.C.10 - Circuito considerato nell'esempio II.C.G.

— Schede di ingresso.

123456 78 9101112131415161718 1920 2122
1 1 1 1 1 | S 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
6 6 1 1 1 1
1 1 N [ S ] | 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 VI B
100D+ 001 1 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 { S I 11 g L 1 1 1 1 L 1
100D+ 001 2 3
{ PO, S SU (Serey |Du (NSNS S | SRS (RN (R S Sy SN (S SO (SRS | DU (e R |
200D+ 001 3 6
L 1 1 1 1 1 Il 1 1 ] 1 i 1 1 1 1 { V. L ) 1 1 L
- 300D+ 001 3 5
{ I T ¢ | S 1 y N} 1 i L L 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
400D+ 001 2 4
E - | 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ! 1 1 1 1 1 1 1
300D+ 001 4 5
1 1 1 1 1 Il y 1 1 1 1 1 1 1 1 7 I 1 i 1
- 100D+ 001 4 3
1 Il i ! S 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 | 1 1 1 1
100D+ 001 1 6
[ ST PSS S N PRSI (SO SN JOU N (ST (SRR (SSNE, (SO [N [ (S SRR SR | S
200D + 001 4 2 5 6
1 ] 1 I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ) 1 1 L
2 6 3 6
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— Uscita del programma.

CIRCUITO ASSEGNATO:NUMERO NODI= ¢

NUMERO RZSISTORI= ¢

NUMERO GENERATORI DI CORRINTE= 1

NUMERD GENERATORI OI TENSIONE= 1

NUMERO GENERATORI DI CORRINTE CONTR. IN TENS.= 1
NUMERO NULLORI= 1

RZSeNe 1 «100+001 1 2

RISeNe 2 «100+001 2 3

RESeNe 3 +2004001 3 &

RZISeNs 4 .3004001 3 5

RZSeNe 5 «400+001 2 4

RZIS«N. & .300+001 4 S

5.CORR«N. 1 «100+001 4 3
GENeTENSIONZ: N« 1 .100+001 1 6
GENeCONTR.TENS.N: 1 +200+001 4 2 S 6

NULLORE N: 1 2 6 3 6

SOLUZIONE DEL CIRCUITO ASSEGNATO
TENSIONI DEIL NODI+ RISP. AL NODO 6

TENSIONE NODO L = .10000+001
TENSIONE NODO 2 = -.26021-017
TENSIONE NODO 3 = -.11423+001
TENSIONE NODO 4 = «57143+000
TENSIONE NODO 5 = -.20000+001

Ne OI TENSIONE

CORRENTI NEI
1 -.10000+001

CORRENTE GZN.

"o
m

CORRENTI NEI NORATORI

CORRENTE NOR. 1 -42857+000

Esempio 1I.C.7

Determinare il guadagno di tensione vu/Vg e laresistenza d'ingresso V /i,
4

per |'amplificatore a due stadi di fig.11.C.11.

Fig.1.C.11 - Amplificato-
re a due stadi. [valori dei
componenti sono:

R, = 12k}
R, =10 k(2
R, =120
R, =570 Q
R¢ =3,5k{)
Vg =1mV

Sostituiamo ai transistori il circuito equivalente di fig.I.C.7, eliminando le

pz)larizzazione. Si ha lo schema di fig.I[I.C.12, in cui risulta:
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Fig.l1l.C.12 - Schema equivalente di quello di fig.II.C.11.

Rs<Rg=py ; R.=R =Py Ky=Kg=h; ; Ky=K =h

Applichiamo il programma NODI, ponendo per comodita V_=1;cioimplica che

le tensioni dei nodi sono espresse in mV ¢ la corrente del generatore in mA.

— Schede di ingresso.

1. 2.3 4% 7 9 1011121314 15161718 1920 2122
1 1 1 1L 1 L L 1 1 1 1) " L 1 L 1 1 1 1 [
7 9 0 1 4 0

{ [ O T OO (NS NN (S| VAU OO AN SO TSN S SN (N [N, TR (NS, TR N |
*1 20D +005 1

(OSSO, S [ NS | SO (VA O SN [T, RS W e (SSPU SO Y | SO (S [ B |
100D+ 005 4 7

1 1 1 1 1 1 L 1 1 1 L 1 1 1 1 i 1 | R | (I IS e—
-1 2 D+ 003 5 7

(R SN WV, SR RSN (SUS AN U OO | TN T W ) | N () PR TR, NN O |
*570D+ 00 3 3 i

1y it b X &y A 3 v 2 L ¥ ot n_a q 4
350D + 00 4 6 7

1 1 | S TR | 1 1 1 1 1 Il L 1 1 1 1 1 1 1 1
1 70D + 00 4 2 3

1 1 1 1 1 1 1 1 ¢ 1 1 A 1 1 1 1 1 L 1 1
*3 10D+ 00 5 4 3

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 L T
*1 70D+ 00 4 4 5

] 1 1 1l L __1 1 L 1 1 1 1 1 1 I | O 1 1 it
310D+ 005 6 3

s S S R 1 1 1 1 1 1 1 - ) . 1 1 1 1 L 1 L

. 100D+ 001 1 7

1 1 1 1 1 1 ] =i 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 it L
*382D-006 4 3 3 2

{ SN (S DS (TN VSN OSSNSO W T SN S P (R (NS N SR N N SN SN B
* 735D~ 001 2 3 4 3

L 1 1 1 1 1 1 I 1 1 1 1 1 1 1 1 Il S (YP | £
*382D+-002%6 6 5 5 4

i — 1 1 1 1 ! 1 1 1 A . | 1 Il 1 1 1 1 1 L Il
* 735D =001 4 > 6 5

1 | 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 i L 1 1 i d
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- Uscita del programma.

CIRCUITO ASSEGNATO:INUMERO NODI= 7

NUMERO RESISTORI= 9

NUMERO GENERATORI DI CORIRINTE= 0

NJUMERO GENERATORI DI TEINSIONE= 1

NJUMERO GENERATORI OI CORRINTE CONTRe IN TENS«= 4
NUMERO NULLORIz 0

RESeNe 1 .120+#005 1 2

RESeNe 2 21004005 4 7

ReSeNe 3 .1204003 5 7

RESeNe 4 «570+4003 3 7

RZSeNe S 23504004 6 7

RESsNe 6 1704004 2 3

RESeNes ~ 7 3104005 4 3

RZSeNe 38 1704004 4 5

RESeNe 9 «3104005 6 5

GENSTENSIONE: No 1 +100+001 1 T
GENsCONTR.TENSN: 1 .382-006 4 3 3 2
GINeCONTR.TENS.N: 2 +735-001 2 3 4 3
GEN-CONTR.TENS<N: 3 .382-006 6 S5 5 &4
GEN-CONTR.TENS.N: & «735-001 4 S5 6 5

SOLUZIONE DEL CIRCUITO ASSEZGNATO
TENSIONI DEI NODI» RISP. AL NODO 7

TENSIONE NOOO 1= .10000+001
TENSIONE NODO . 2 = +80445+000
TENSIONE NODO 3 = +782256+000
TENSIONE NODO & = ~e77204+001
TENSIONE NODO 5 = ~.68605+001
TZNSIONE NODO 6 = .19805+003

Ne. OI TENSIONE

CORRENTI NEI
1 -.16296-004

CORRENTE GEN.

"o
m

Il guadagno di tensione vale:

Vu 198,05 ~

v 1
g

La resistenza d'ingresso vale:
Vg 1
R, == ’;61,4 k{2
bosip 1,62960107
Esempio I1.C.8

Determinare il guadagno di tensione vu/(Vgl- VgZ)pe' I'"amplificatore diffe-

renziale controreazionato di fig.l1.C.13.

Sostituiamo ai transistori il circuito equivalente di fig.II.C.7, eliminando le

polarizzazioni. Si ha lo schema di fig.II.C.14 in cui risulta:
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Ky =K, =K =K, =3,82:1077 ("
K, =K, =K, =K, =7,35-10"2("!
R, =R, =Re =Ry, =1700 Q0

Ry =Rg =R =Ry = 3,1-10% Q)
Ve =2mVo 5 Vo, =1lmV
R, =12kl ; R, =12kQ

Ry = 4,5 kQ Ry = 12kf2

Ry, =100k() ; Rl3=12kQ
Ry, =12k 5 Ry =50kQ
R, =150 k{2

Fig.11.C.13 - Circuito considerato nell'esempio II.C.8. I valori dei compo-

nenti sono:

R, =R, =Ry3 =Ry, R10=12kQ ; R8=4,5kQ

Rm-—-som ; By

1

. 150k V,=2mV ;
g

G.MARTINELLI-M.SALERNO: Fondamenti di Elettrotecnica
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R“=100kQ

2 =1lmV.
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Vglq

@ Y 4
¢ V3, 2 Rig
+ + =
v, RI K1v1 sz]l R5 3v21 4\,31 Vo R

- . Ry
s
D Ry; QD"gz R1o

Fig.l1l.C.14 - Schema equivalente di quello di fig.II.C.13.
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11.C.2

Applichiamo il programma NODI.

— Schede di ingresso.

9 29 2.1 22
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~ Uscita del programma.

CIRCUITO

Esempi del secondo gruppo

ASSESNATOINUMERO NODI= 10

NJUMERO RESISTORI= 17
NUMERO GEZNERATORI DI CORREINTE= 0
NUMERD GENERATORI DI TENSIONE= 2

NUMERO G

ENERATORI DI CORRINTE CONTR.

NUMERO NULLORI= 0 :

RESeNe 1 21704004 1 3
RESsNe 2 .3104005 2 3

RESsNe 3 .1204005 2 10

RESeNe 4 .120+005 4 10

RESeNe 5 «3104005 4 3

RESsNe 6 .1704¢004 2 6

RESsNe 7 21704004 5 3

RESsNe 8 4504004 & 10

RESeNe 9 .310+005 7 6

RESeNe 10 21204005 5 10

RESeNe 11 .1004006 5 8

RESeN+ 12 .1704004 7 8

RESeNe 13 21204005 8 10

RES+N« 14 «120+#005 9 10

RESeNs 15 .310+005 8 9

RESeNe 16 .500+4005 7 10

RESeNe 17 .150+4006 3 10
GENeTENSIONE: N. 1 .200-002 1 10
GEN.TENSIONE: No 2 .100-002 5 10
GEN+CONTR.TENS.N: 1 .382-006 2 3 |3
GEN<CONTR.TENS.N: 2 .735=001 1 3 |2
GEN-CONTR.TENS.N: 3 .382-006 4 3 |3
GENsCONTR.TENS.N: 4 .735-001 5 3 4
GENeCONTR.TENS<N: 5 .382-006 7 & |6
GEN.CONTR.TENS.N: 6 .735-001 2 6 |7
GEN<CONTR.TENS.N: 7 .382-006 9 8 8
GENeCONTR.TENS,N: 8 .735-001L 7 8|9

SOLUZIONE DEL CIRCUITO ASSEGNATO

TENSIONI
TENSIONE NODO
TENSIONE NODO
TENSIONE NODO
TENSIONE NODO
TENSIONE NODO
TENSIONE NODO
TENSIONE NODO
TENSIONE NODO
TENSIONE NODO

CORRENTI
CORRENTE GEN.
CORRENTE GEN.

DEL NODI» RISP. AL NODO 10
.20006-002
=-229247+000
+15056~002
+32192+4000
.10000-002
-+29026+4000
+28106+001
.28045+001
-.30712+001

OVENOWUNFE GNP
novunepannn

NEI GEN. DI TENSIONE
1= -.40311-006
2= .28372=-004

11 guadagno di tensione vale:

u 2,8045

Vgl

Esempio 11.C.9

=V

= = 2804,5
g2 10-3

IN TENS.=

NN WO L

8

I.C.2

Determinare il guadagno di tensione e la resistenza d'ingresso dell'amplifica-

tore a due stadi controreazionato di fig.1l.C.15.
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[Ei,g:_l|.C.1§;,Aminficg;9r_e\ a
due stadi controreazionato.\l
valori deéi component! sono:

R =12kf2, R, =18k
Ro =Ry =Ry = 12 k() &

V =1V
g

Sostituiamo ali transistori il circuito equivalente di fig.II.C.7, eliminando le

polarizzazioni. Si ha lo schema di fig.II.C.16 in cui risulta:

R, =1,2k0 Ky =Ky= 382107 01 1 /
R, =R, = 17000 K, =K, =73510"2Q"!

Ry =R, =31-10%0 v,=1V

R4=18kQ

Ry =Rg =Ry =12k}

Fig.ll.C.16 - Schema equivalente di quello di fig.II.C.15.
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Applichiamo il programma NODI.

— Schede d'ingresso.

1 234 56 7 89101112131415161718 1920 21 22
R W IS F A LT D W VA o Wl WG S (O SR, ol (D T I
6 9 0 1 4 0
L4 & @ ¢ o F F P 4 f ¥ ¢ 4 f 4 g F g g
+ 120D+ 00 4 1 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 Il 1 1 1 1 ] 1 1 1 1 1
170D +00 4 2 6
1 1 1 1 ] N S | 1 1 1 1 L L 1 I 1 1 1 1 1 1
310D +00S5 3 6
] 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 L ff 1 1 1 1 1 T8
180D +00 2 4
(OSSO D N cOUONE! TR ARNNLI (O VSGA! WS TR SN TR Y CHNNNS' TN [ (S SONE VNN N |
170D +00 4 4 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 L
120D +005 3 6
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 : L
310D +00 S5 S 4
oo fo e G TR LI R e e e B e Y M
120D +00S5S 5 6
1 1 1 1 1 1 1 ! 1 1 1 1 1 1 1 1 1 i 1 1 1
120D+ 0 5 4 6
U SN (SO (U (R G| LA US| (N S G GRS SUNN, (NN GO, (O (NN FOSNNN TN MU' T |
100D +001 1 6
1 1 1 1 1 1| 1 1 1 ] 1 i | - 1 1 1 1 1 1 1
- 382D-006 3 6 6 2
1 1 1 1 1 1 { H J I 1 1 1 L L 1 1 1 1 1 1
- 735D-001 2 6 3 6
TN i | M | A T RSV S (SN N SV SN SN | M S P W IS POSS ST |
382D-006 5 4 4 3
o 1 1 1 ] 1 ] 1 1 L 1 1 L 1 1 ] 1 1 1 1 1 1
- 735D-001 3 4 5 4
1 1 1 Il L - 1 1 1 1 (| L 1 1 1 1 L1 1 L
— Uscita del programma.
CIRCUITO ASSEGNATO:NUMERO NODI= &
NUMERQ REZSISTORI= 9
NUMERO GENERATORI DI CORRINTZI= 0
NUMERO GENERATORI DI TENSIONE= 1
NUMERO GENERATORI DI CORRINTE CONTR. IN TENS.= &
NUMERO NULLORI= 0
RESeNe 1 .120+004 1 2
RESeNe 2 «170+C0y 2 6
RESeNe 3 +310+005 3 5
RESeNes 4 «180+005 2 4
RESeNe S +170+004 4 3
RESeNs 6 «120+005 3 6
RESeNs 7 «310+005 5 4
RESeNe 8 +1204005 5 6 ™
RESeNe 9 +120+005 4 6
GENTENSIONE: No 1 .100+001 1 6
GEN.CONTRW.TENS.N: 1 .382-006 3 6.6 2
GENeCONTReTENSeN: 2 e735-001 2 &6 3 6
GENsCONTR,TENS.N: 3 .382~-006 S5 4 4 3
GEN<CONTR.TENS.N: 4 .735-001 3 4 5 4
ry A
W (segue)
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SOLUZIONE DEL CIRCUITO ASSEGNATO
TENSIONI DEI NODIr RISP. AL NODO 6

TENSIONE NODO 1 = .10000+001
TENSIONE NODO 2 = 223077=001
TENSIONE NODO 3 = -.14331+002
TENSIONE NODO 4 = T-e14288+002
TENSIONE NODO 5 = +23352+002

CORRENTI NEI GEN. DI TENSIONE
CORRENTE GEN. 1= ~+81410-003

I guadagni di tensione corrispondenti alle due uscite valgono:

v v v'i-v
Ay=— - 23,25 Al =—=-143 A, +—— 27,7
\'s v g \% v ¥ d v ?

g 4 g

La resistenza d'ingresso vale:
A
g 1

R = = — = 1228()

corrente generatore tensione  0,81410°10 8

Esempio 11.C.10 SIRHTD

(]
i

Verificare per due valori della resistenza di carico (10 k{) e 100 k{)) che la
resistenza di ingresso del giratore di Riordan, mostrato in fig.l11.C.17, soddisfa la for-
mula:

Ry R Ry

i
RBRS

0\
D
Le—s

-

R. — =
1

Ingresso
: =
O )

Fig.ll.C.17 - Giratore di Riordan. I va ori-dei componenti sono: R;=Ry=
=R31R4=1k ;

Sostituiamo agli amplificatori operazionali gli schemi equivalenti approssima-
tF costituiti dai nullori ed a questi le coppie nullatore-noratore. Si ha lo schema equi-
valente approssimato di fig.II.C.18, in cui R assume i valori 10 ke 100k, Oc-

corre percio applicare due volte il programma NODI.
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®

Fig.11.C.18 - Circuito equivalente al giratore di Riordan in presenza del-
l'eccitazione e del carico; Vg =

Si riportano di seguito le schede di ingresso e le uscite del programma nei due
casi R, =10 k() e R, =100 k(). Per quanto riguarda le schede di ingresso i due ca-

si differiscono solo per una scheda.

— Schede di ingresso.

Rg = 10k()
1 23 45 67 8 91011121314151617181
A i 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
6 5 0 1 0 2
=1 1 1 1 L 1 1 1 | 1 1 L 1 L 1 1 Il S GO
100D+ 00 4 1 2
U SN S (O] SUO) COPE U] (O [N SUNEY NN WS S (ST ] ST G S |
- 100D+ 00 4 3 4
] 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 [ N I 1 1
100D+ 00 4 4 3
PR ST SR (SO (NS ([ SN, (VS [EIO0S S, SNV JORIN WYY (BN | RPN (RSN (S LR 1
- 100D+ 00 4 5 6
NN Y S O S N IO, PN RUPES RSN PO SN N [V SO PO NS |
-+ 100D+ 005 2 3
1 1 1 1 ! 1 1 1 1 1 | T ; 1 1 1 1 1 1 L
-+ 100D +001 1 6
B boooife Sk G g JNL L g e 18 e R g g B ]
3 1 2 6
O (NN (AN N (AR | O LA SN WU S SN | N (AN AN S ([N |
5 1 4 6
1 1 1 Lt 1 11 ] 1 L 1 i 1 1 1 1 1 1
Ry = 100k()
12345 6 78 91011121314151617 18
O QN VIO N, N, IS, (NN DRGSO SN OO N R (RN (A |
-1 00D+ 006 2 3
OO (PN M DN, AU WAL WO RN NN NS NN (AU [N (U COORS] I, N ¢
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— Uscita del programma.
R, = 10k(

CIRCUITO ASSEGNATO:NJMERO NODI= &

NUMERD RESISTORI= §

NUMERO GENERATORI DI CORRENTE= 0

NUMERO GENERATORI DI TENSIONE= 1

NUMERO GENERATORI DI CORRENTE CONTR. IN TENS.= 0
NUMERO NULLORI= 2

RESeN+ 1 .100+4006 1 2

RESeN. 2 «100+0Qu 3 4

RES+N+ 3 .1004004 &% 5

RESeNe 4 .1004004. S5 &

RES+N. 5 .100+4005) 2 3
GEN-TENSIONE: No 1 .100+001 1 6
NULLORE N: 1 301 2 6

NULLORE N: 2 S 1 4% 6

SOLUZIONE DEL CIRCUITO ASSEGNATO
TENSIONI DEI NODI. RISP. AL NODO 6

TENSIONE NODO 1= 100004001
TENSIONE NODO 2 = -.30000+001
TENSIONE NODO 3 = 100004001
TENSIONE NJDO 4 = .20000+001
TENSIONE NODO S = «10000+001

@
m
z
.

OI TENSIONE
-.10000-001

CORRENTI NEI
CORRENTE GEN.

=
"

CORRENTI NEI NORATORI

CORRENTE NOR. 1 = .11000-001
CORRENTE NOR. 2 = -.20000-002
iR5=100kQ )
)
CIRCUITO ASSZ3VATO:INUMERO NODIZ 6 7 5

NJMERQ RESISTORI= 5

NUMERO GENERATORI DI CORRENTE= @

NUMERO GENERATORI DI TENSIONE= L

NUMERO GENERATORI OI CORRENTE CONTR. IN TENS.= 0
NUMERO NULLORI= 2

RESeNs 1 «100+00y 1 2
RESeNe 2 «100+004 3 4
RESeNe 3 «100+004 4 5
RESeNe & 1004004 5 6
RESeNe S .100+#006 2 3
GENeTENSIONE: Ne 1 21004001 1 6

0
NULLORE N: 1 3 1 2 6
NULLORE N: 2 S 1 4 6

SOLUZIONE DEL CIRCUITO ASSEGNATO
TENSIONI DEI NODI» RISP. AL NODO 6

TENSIONE NODO 1 = .10000+001
TENSIONE NODO 2 = =-.99000+002
TENSIONE NODO 3= .10000+001
TENSIONE NODO 4 = .20000+001
TENSIONE NODO S = .10000+001

CORRENTI NEI GENe. DI TENSIONE
CORRENTE GEN. 1= -.10000+000

CORRENTI NEI NORATORI
1

CORRENTE NOR. = 101004000
CORRENTE NOR. 2 = -.20000-002
G.MARTINELLI-M.SALERNO: Fondamenti di Elettrotecnica 25
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1l valore della resistenza d'ingresso nei due casi é:

tensione impressa del generatore di tensione

R. =
corrente del generatore di tensione cambiata di segno
Rg =10 k) Rg =100 k ()
R, = 1000} R, = 10()

APPENDICE II.D - Bibliografia.

I metodi di analisi descritti nel presente capitolo costituiscono
la base dell'analisi dei circuiti lineari, permanenti a costanti concentra-
te. Con maggiore o minore dettaglio essi sono trattati in innumerevoli te-
sti, disponibili nella letteratura tecnica e facilmente reperibili. Per que-
sta ragione limiteremo di seguito le citazioni bibliografiche solo a quetl
metodi non considerati per il loro carattere specialistico oppure trattati
ad un livello introduttivo, come & stato fatto per i metodi basati sull'uso
del calcolatore.

Metodi topologici.

La base dei metodi topologici sono la terza e quarta legge di
Kirchhoff. Le nozioni fondamentali a questo riguardo sono reperibili in:

- L.Weinberg, «Network analysis and synthesis», Mc Graw-Hill, 1962,
Cap. IV.

Una trattazione esauriente nel caso dei circuiti reciproci e non -
-reciproci & disponibile in:
- W.S.Percival, « The solution of passive electrical networks by means

of mathematical trees», J. Inst. Elec. Engrs, Vol. 100, Parte III, mag-
gio 1953, p. 143.

- S.J. Mason, « Topological analysis of linear non-reciprocal networks»,
Proc. IRE, Vol. 45, giugno 1957, p. 829.

- A. Talbot, « Topological analysis of general linear networks» IEEE
Trans. Circuit Theory, Vol. CT- 12, giugno 1965, p. 170.
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Metodi basati sull'uso del calcolatore.

L'utilizzazione del calcolatore nell'analisi deicircuiti &l'ogget-
to specifico dei seguenti testi, scelti tra i molti riguardanti questa ma-
teria. In essi vengono trattati quindi anche gli argomenti considerati nel
presente capitolo. I testi sono citati in ordine di difficolta crescente:

— J.Staudhammer, «Circuit analysis by digital computer», Prentice-Hall,
1975.

- L.P. Huelsman, «Basic circuit theory with digital computations », Pren-
tice-Hall, 1972,

- S.¥W. Director, «Circuit theory: a computational approach», ]. Wiley,

1975.

- L.O. Chua e Pen-Min Lin, « Computer-aided analysis of electronic cir-
cuits», Prentice-Hall, 1975.

L'utilizzazione del calcolatore éassolutamente necessaria quan-
do i circuiti sono di grandi dimensioni. In questo caso per¢ diviene in-
dispensabile 1'osservazione che le matrici dei coefficienti dei sistemi
di equazioni a cui si perviene con i metodi di analisi sono sparse, cioé
hanno uguali a zero la maggior parte dei loro termini. Cié & conseguenza
del fatto che i vari nodi di un circuito sono usualmente collegati solo a
pochi nodi posti nelle vicinanze. La soluzione del problema dell'analisi
nel caso dei circuiti di grandi dimensioni & affrontabile solo con algo-
ritmi particolari, che sfruttano le proprieta delle matrici «sparse». Si ci-
tano di seguito alcuni testi ed articoli significativi al riguardo:

- D.]J. Rose e R.A. Villoughby, «Sparse matrices and theirapplications »,
New York: Plenum 1972.

- R.D.Berry, «An optimal ordering of electronic circuit equations for a
sparse matrix solution», IEEE Trans. Circuit Theory, Vol. CT-18, gen-
naio 1971, p. 40.

- H.Y.Hsieh e M.S.Ghausi, «A probabilistic approach to optimal pivo-
ting and prediction of fill-in for random sparse matrices », IEEE Trans.

Circuit Theory, Vol. CT-19, luglio 1972, p.329.

- G.D. Hatchel, R.K. Brayton e F.G. Gustavson, « The sparse tableau ap-
proach to network analysis and design», IEEE Trans. Circuit Theory,
Vol. CT-18, gennaio 1971, p. 101.

Metodi iterativi.

La soluzione di un sistema di equazioni lineari mediante i pro-
cedimenti iterativi & molto interessante dal punto di vista della sempli-
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cita degli schemi di calcolo a cui si perviene. Tali procedimenti posso-
no essere facilmente associati ai metodi di analisi di un circuito.

[ fondamenti dei procedimenti iterativi classici possono essere
trovati in:

- V.N. Faddeeva, « Computational methods of linearalgebra », Dover Pub.

1959.
Una trattazione approfondita con molte applicazioni é reperibile
in:

-~ D.H. Young, «lterative solution of large linear systems» Academic
Press, 1971

Alcune notizie relative all'applicazione specifica di tali metodi
all'analisi dei circuiti sono disponibili in:

- G. Martinelli e M. Salerno, «Metodo iterativo convergente per l'analisi
di reti lineari», N.R.N., Vol. 20, maggio 1971, p. 478.

Infine si citano due altre vie possibili seguite nell'analisi dei
circuiti, basate rispettivamente sull'applicazione del calcolo tensoriale
e dei metodi matematici di ottimizzazione. Per la prima via si rimanda
al testo fondamentale:

- G. Kron, «Tensor analysis of networks», J. Wiléy, 1939.
Per la seconda via, alcuni risultati sono disponibili in:

- G. Martinelli, F. Riciniello e M. Salerno, «Possibilitad'impiego dei me-
todi di ottimizzazione nell'analisi delle reti elettriche», Alta Freq.,

Vol. 42, dic. 1973, p. 674.
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CAPITOLO i

ANALISI DE! CIRCUITI CON MEMORIA

1i.1 - La presenza della variabile tempo nell'analisi dei circuiti
lineari e permanenti.

N

Nel capitolo secondo ¢é stato affrontato il problema dell'analisi
dei circuiti elettrici costituiti da componenti senza memoria, cioé da
quei componenti nella cui relazione costitutiva non intervengono lega-
mi integro-differenziali. lo tal caso & stato visto che il valore assunto
da ciascuna grandezza elettrica (tensione o corrente) non dipende dai
valori assunti in istanti precedenti dalla stessa o da altre grandezze e-
[ettriche del circuito. \Come conseguenza di_tale fatto accade che, dato
un circuito lineare senza memoria,contenente una sola grandezza impres-
sa il cui andamento nel tempo & descritto dalla funzione' f(t)) tuttele al-
tre grandezze elettriche avranno un andamento nel tempo del tipo A f(t),
in cul A & una costante reale che puo essere determinata analizzando
il circuito ed il cui valore non cambia,qualunque sia l'andamento della

| funzione di eccitazione f(t).|lilustriamo 1'affermazione precedente con
“un esempio. ‘

Esempio I11.1.1

Analizzare il circuito di fig.lll.1.1 nell'ipotesi che la tensione impressa del

generatore abbia I'andamento di fig.111.1.2.

Applichiamo il primo procedimento di analisi su base maglie. Riferendoci al
grafo di fig.1I1.1.3, si ha:

vl+v2+v3=0
-v3+v4+v5=0
—v4-v2—v6‘0
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&F
A,
g
YWA——WM—
2 R4
R, % R, %RS
t
Fig.l11.1.1 - Circuito considerato nell'esem- Fig.l11.1.2 - Andamento nel tempo
piolll.1.1. I valori dei componenti sono: della tensione impressa del gene-
R,=R =2, R, =R, =R_.= l(ﬁ). ratore del circuito di figuralIILl. 1.1
1 4 2 3 5 (V,S)

dove tutte le grandezze v; sono funzioni
del tempo(l). 6

Esprimendo quindi le tensioni dei /)III
rami del circuito in funzione delle cor- - ) j

renti di maglia, si ottiene:

[ vi TRy ip
vy =R, G =i )

| g =Ryl =5
. i R"(.lmz g Fig.lll.1.3 - Grafo del circuito di
vy “Rely fig.1IL1.1.

L v S vs(t)

Sostituendo le espressioni precedenti nelle eguazioni di ecuilibrio ed assegnan-
do i valori numerici alle resistenze, si ricava il sistema risolvente su base maglie:

4i -1 -1 ,=0

ml m2 m3

= 1m1+41m2—21m3=0

= bz 24 3 i

ml m2

m3 vg(t)

(1) - Salvo avviso contrario, nel presente capitolo tutte le grandezze funzioni del tempo
verranno indicate con le lettere minuscole.
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P p

La soluzione di questo sistema non presenta difficolta e si ottiene:

2 3 5
i = — v (0 ; i =— v (1); : i = — v (v)
7 & 7 & 7 8

ml m2 m3

Pertanto considerando una qualsiasi tensione o corrente del circuito, essa avea
lo stesso. andamento nel tempo della tensione v (t), a meno di una costante moltiplica-

uva Ad esemplo la tensxone m capx del resistore R vale:

1

R = - — v (r) (V)
7 g

VRa(®) = Ryl = i)
il cui andamento é indicato in fig.II1.1.4.

Le considerazioni 'precedenti mostrano che pEL i circuiti senza
memoria il problema dell'analisi in presenza di un'eccitazione, avente
andamento qualsiasi in funzione del tempo, eequxvalente al problema del-
I'analisi in presenza di eccitazioni costanti. Un risultato analogo vale
quando sono presenti pili eccitazioni variabili nel tempo. Infatti, in base
al principio di sovrapposizione degli effetti, che vale peril circuito con-

Fig.l11.1.4 - Andamento della
t tensione ai capi del resisto-
re R3 vV, 8)

~

siderato in quanto per ipotesi & lineare, qualsiasi grandezza elettrica &
la somma degli effetti delle singole eccitazioni considerate come se a-
glssero da sole e non contemporaneamente.. Percig, se le eccitazioni pre-
senti sono ei(t), 1=1,...N, la generica grandezza elettrica u(t) avra una
SEprESSione

(IIT.1.1) u(t) = Z A, e(t)
i=1

dove le costanti A, possono essere determinate come fatto nell'esempio
[I1.1.1, supponendo presente un'eccitazione alla volta.
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La presenza della variabile tempo modifica sostanzialmente il
problema dell'analisi dei circuiti quando siano presenti componenti con
‘memoria, cioé componenti che presentmo nelle loro relazioni costituti-
ve operazmm di derivazione ed integrazione rispetto al tempo: Tali com-
ponenti sono il condensatore ideale, 1 induttore ideale e gli induttori mu-
tuamente accoppnatl gia definiti nei §$1.6.2 1.6.3 ed 1.8.1 e le cui rela-
zioni costitutive si riportano per comodita in Tab.IIl.1.1.

TABELLA [l1.1.1 - Componenti con memoria(l).

Componente Simbolo Relazioni costitutive
T dv
iy =C —
1 S
+ e _—
Condensatore i(t) l e}
(G 1 ft
v(t) = — i(r)d T+ v(0)
Cdo
di
v(t) =L —
L @t
Induttore i(r) v(t) '1 .
= i(t) =—/ v(7)dr + i(0)
L * LJo
dil d12
X M vi(t) =L, — +M —
Induttori 11(0 Z N de de
mutuamente % +
accoppiati v, v, i2(t) di1 di2
_ N \'2(t) =M-—+ L,
L dec de
1 2

La presenza di operazioni di derivazione rispetto al tempo fa si
che le grandezze elettriche dipendano non solo dai valori attuali delle
eccitazioni ma anche dalla loro rapidita di variazione nel tempo. ‘Analo-

(1) - Nella tabella si riporta solo 1'elemento costituito da due induttori accoppiati.
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gamente le operazmm di integrazione estendono tale dipendenza anche
a tutti gll istanti precedentx a quello attuale! E quindi evidente che se
in un circuito con memoria & presente una funzione di eccitazione f(1),
qualunque altra grandezza del circuito avra un andamento nel tempo che,
salvo casi molto particolari, & del tutto differente rispetto a f(t). Viene
percid a cadere la semplice proprieté. valida per i circuiti .senza memo-
ria, che ogni grandezza elettrica del circuito & proporzionale ad f(t),

" Quanto detto in precedenza si pud esprimere analiticamente, af-
fermando che, mentre per un circuito senza memoria il sistema risolutivo
& di tipo_ algebnco nel caso dei circuiti con memoria il sistema risoluti-
vo & di tipo mtegro dlfferenzlalef L'analisi di un circuito con memoria
richiede qu1nd1 ésecuzmne dei due seguenti passi:

a) mdwlduazmne del ststema 1ntegro -differenziale risolvente;

M
b) risoluzione del sistema mtegro-dlfferer_lmale.

Esaminiamo separatamente i due punti precedenti.

Punto a: individuazione del sistema integro-differenziale risolvente.

[l sistema risolvente nel caso presente pud essere individuato
impiegando i metodi viSti nel capitolo secondo con semplici modifiche

1) scelta delle grandezze eletcriche incognite e scrittura delle equazio-
ni di equilibrio in base alla prima od alla seconda legge di Kirchhoff, ap-
pllcate ad opportune linee chiuse;

2) esp11c1ta210ne delle grandezze elettriche note ed mcogmte nelle e-
quazioni di equilibrio precedenti, utlllzzando le relazioni costitutive dei

] componentl }

La prima fase pud essere applicata senza modifiche nel caso
presente, in quanto basata sulle leggi di Kirchhoff che sonoindipenden-
ti dalla natura dei componerm La seconda fase va opportunamente mo-
dificata per tenere conto del carattere integro-differenziale delle relazio-
ni costitutive dei componenn Tale modifica risulta del tutto intuitiva,
chnle_g_Ehlaramente messo in evidenza dal seguente esempio.

Esempio Il.1.2.

Determinare il sistema risolvente del circuito di fig.l11.1.5, dove la tensione im-

pressa dal generatore ha |'andamento di fig.1I1.1.6.

G.MARTINELLI-M.SALERNO: Fondamenti di Elettrotecnica 26
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Ny 2
by pt .
) oullh £3 8 Faa Wl
: g

Fig.l1i.1.5 - Circuito considerato L C
nell'esempio III.1.2. I valori dei 2 4
componenti sono: R;=2, Re=1, R] C

Ly=1, Cy=1, C,=21(f], H, F).

Applichiamo il primo procedimento di analisi su base maglie.

Riferendoci al
grafo di fig.III.1.7, si ha:

vl+v2+v3=0
-v,;+v4+v5=0
“Vy TV —v6=0

ove tutte le tensioni indicate devono essere considerate funzioni del tempo. Si puo no-
tare che fino a duesto punto il procedimento € identico a quello seguito nell'esempio
II1.1.1, relativo ad un circuito senza memoria, avente lo stesso grafo del circuito oui

considerato.

Esprimiamo ora le tensioni dei rami del circuito in funzione delle correnti di
maglia; si ha:

vi =R
d
\P) LzI ['mx"s] ‘
1| t
e i (M- i, (M) dr + v 40
} 3v o
= [ By iy,
By ™= = xmz(T)- 1m3('r) dr + vc4(0)
490
| Ve = R5 im2 ; Vg = vg(t)

v (t)
g

Fig.ll1.1.6 - Andamento nel tempo della 3 ==
tensione impressa dal generatore del

circuito di fig.I11.1.5 (V,S).

ot e —

La cultura & un bene dell'umanita (fantomasping@libero.it)



1.1 Variabile tempo nell’analisi dei circuiti lineari e permanenti 203

Fig.l11.1.7 - Grafo del circuito di
fig.1I1.1.5.

Sostituendo le equazioni precedenti nelle equazioni di equilibrio ed i valor: nu-

merici ai componenti, si ottiene il sistema risolvente su base maglie:

d £
21y ¥ iy = i) +f i (m=-i (M7 +v 0 =0
0

t 1t
—/ [iml(-r)—imz('r)] dv’-vc3(0)+-;/‘ [imz('r)—ims(r)]d'r+ vc4(0) +im2=0
0 ; 0

m3) = Vg(t)

1 ' [. & ] d : A
y p2(T) —iga(m)ldr =v (0) - & Gy~ 1
0

In tale sistema sono incognite le funzioni del tempo i ed i mentre

mi? g m3’
sono note le guantita vc3(0) e v, (0), che rappresentano i valori delle tensioni ai ca-

pi dei condensatori all'istante t= 0

Punto b: risoluzione del sistema integro-differenziale.

Il sistema integro-differenziale a cui si giunge nell'analisi dei
circuiti lineari permanenti a costanti concentrate, che stiamo conside-
rando, gode delle seguenti proprieta:

P

1) 1'unica variabile presente & il tempo e quindi tutte le derivate pre-
senti sono derivate totali. Cia & conseguenza dell'ipotesi «costanti con-
centrate», che permette di escludere dalla trattazione del circuito ogni
variabile spazmle ed ogni dimensione;

2) il sistema ¢ lineare, nel senso che le funzioni incognite compalono
sempre alla prima potenza ed i coefficienti non dlpendono da tali inco-
gnite. Cio & conseguenza del carattere lineare del circuito;
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3) i coefficienti delle equazioni che compongono il ‘sistema sono indi-
pendenti dal tempo; quindi essi sono costanti e reali. Cio & conseguen-j
za del carattere Eermanente (o tempo mvanante) del _circuito.

il numero delle funzioni incognite e quindi delle equazxom dlspombllt
Tale numero & Iegato alla complessita topologica' del circuito, cioe al
numero dei rami dell'albero e del co-albero; 2) 1'ordine del sistema dif-
ferenziale, definito come la somma degli ordini "di deri vazione nspetto

alle smgole mcogmte dopo aver eliminato le operazioni di integrazione
(derivando le equaznom che le contengono) e tuttele relazioni istantanee
che sussistono fra le incognite (effettuando le opportune sostituzioni).
L'importanza di questo fattore é conseguenza delle seguenti proprieta,
per la cui dimostrazione si rimanda alla teoria dei sistemi differenziali

ordman

» a) la soluzione di un sistema differenziale di ordine n pua essere ricon-
dotta alla risoluzione d1 una singola equazione differenziale dello stes-
so. ordine;

Ib) la soluzione di un sistema differenziale di ordine n (mteglale gene-

'rale)dipende da n costanti arbitrarie.

-~

E importante mettere in ev1denza che 1’ ‘ordine del sistema diffe-
renziale risolvente non & mai supenore al numero degli elementi con me-
moria presenti nel circuito. Infatti il sistema risolvente pus essere sem-
pre scritto come un insieme di equazioni algebriche (relative alle leggi
di Kirchhoff ed ai componenti senza memoria) pid n equazioni differen-
ziali del primo ordine, relative ciascuna ad un smgolo componente con
memoria. L'ordine & 1nfer10re ad n solo se il circuito presenta una con-
figurazione particolare dei componenti con memoria, come discusso in
dettaglio nel capitolo nono, a cui si rimanda.

Per una trattazione in generale della risoluzione dei sistemi di
equazioni differenziali ordinari si rimanda ai testi di analisi matematica.
Nel seguito del presente paragrafo tale problema verra trattato con rife-
rimento-ad alcuni esempi tipici di particolare importanza e semplicita.

i1f.1.1 - Esempi del primo ordine.

[l caso piu semplice da trattare & quello in cui il sistema risol-
vente & costituito da un'unica equazione del primo ordine. Tale situazio-
ne si ha ad esempio per un circuito composto da un resistore, un con-
densatore ed un generatore di tensione. Tratteremo in dettaglio questo
tipo di circuito, iniziando dal caso in cui il generatore di tensione & di-
sattivato!l), -

(1) - E importante notare che nei circuiti con memoria ha senso considerare ancheil ca-
(segue)
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Esempio il1.1.3.

Effettuare |'analisi del circuito di fig.lll.1.8 supponendo che I'interruttore si

chiuda all'istante t=0 ed il condensatore sia carico ad una certa tensione vc(O).

*_]_ ‘74 +

v
Fig.111.1.8 - Circuito considerato nel- VC(O) i(0) R R
I'esempio III.1.3. - e

Il comportamento elettrico del circuito considerato pud essere facilmente previ-
sto analizzando il problema dal punto di vista fisico. All'atto della chiusura dell'inter-
ruttore, la tensione vc(O) presente ai capi del condensatore provoca un passaggio di
corrente attraverso il resistore; tale corrente a sua volta provoca una diminuzione del-
la carica del condensatore e quindi della sua tensione. Percid, al passare del tempo, la
carica del condensatore tendera a zero, cosi come la tensione ai suoi capi ela corren-
te nel circuito. Il fenomeno si esaurisce in un tempo infinito quando tuttal’energia ini-
zialmente immagazzinata nel condensatore e stata dissipata nel resistore.

Effettuiamo ora 1'analisi del circuito operando con il metodo delle equazioni
differenziali. Il circuito si compone di una sola maglia, per cui si ottiene la seguente
equazione di equilibrio delle tensioni:

(II1.1.2) -v (t) + v (t) =0
- R

Le relazioni costitutive dei componenti sono:
1
(II1.1.3) vR(t) = Ri(t) ; v (1) == — i(r)dr + v (0)
c C c

in cui il segno negativo nella (III.1.3) & dovuto al fatto che la corrente i(t) esce dal

morsetto positivo del condensatore. Sostituendo le relazioni costitutive nell'equazione
di equilibrio, si ha:

(I11.1.4) — i(r)dT + v (0) + Ri(t)=0
Cdo €

so in cui sono assenti le eccitazioni, a differenza dei circuiti senza memoria, in cui
una tale situazione corrisponde alla soluzione banale di avere tuttele grandezze elet-
triche nulle.
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L'ebuazione precedente, a causa della presenza dell'interruttore, descrive il
circuito in esame solo per gli istanti t 2> 0 (1,
Derivando la (III.1.4) rispetto al tempo e ricordando che la quancita v (0) & una
costante, si ottiene la seguente equazione differenziale:
di
(II1.1.5) RC I +i=0 t> 0

Osserviamo che la (III.1.5) e lineare, a coefficienti costanti, del primo ordine
ed omogenea, non essendo presente nel circuito alcuna eccitazione. Per risolvere la
(II1.1.5) occorre determinare l'integrale generale, che e del tipo seguente:

(I 1.6) i) = A ™ iy f7

I

\
|

ove la quantita A € una costante arbitraria dipendente dalle condizioni iniziali ed a si

determina risolvendo la seguente equazione caratteristica associata all'equazione
(11.1.5)(2);

(II.1.7) RCa +1=0

Si ottiene:

1
(1I1.1.8) @ =% —
RC

Per quanto riguarda la quantita A, occorre ricordare che per t =0, essendo il

condensatore carico alla tensicne vc(O), la corrente risulta pari a:

v (0)
[

(I11.1.9) i(0) =
R

Confrontando la (III.1.9) con la (III.1.6) si ha:

v (0)
(II1.1.10) i(0) = A =

R

(1) - Per t < 0, essendo aperto l'interruttore si ha ovviamente i(c) = 0. -

(2) - L'equazione caratteristica si ottiene sostituendo l'integrale generale (II1.1.6) nel-
1'equazione omogenea (III.1.5), cioe:

at

RC aA e®™ + A% =0

ed osservando che tale relazione deve essere valida per ogni t.
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Quindi la soluzione deil'equazione differenziale (III.1.5) diviene:

v, (0)

(111.1.11) (o) = et/RC

t> 0
R

Dalla (1I1.1.11) appare chiaramente che la corrente di scarica di un condensato-

re attraverso un resistore R ha un andamento esponenziale (fig.IlI.1.9). Un andamento

simile (fig.I11.1.10) ha la tensione ai capi del condensatore, data da:

(111.1.12) vc(() = Ri(t) = vc(o) e-l/RC t> 0

4i(c)
v (0)

R

Fig.l11.1.9 - Andamento della corrente nel circuito di fig.III1.1.8. Il segmento
BD é uguale alla costante di tempo del circuito e CB e tangente in C alla
curva.

Osservazione I11.1.1.

La cuantita RC che compare nelle espressioni (III.1.11) e (III.1.12) ha le di-
mensioni di un tempo; essa € chiamata la «costante di tempo» del circuito e viene co-

munemente indicata con la lettera 7.

v (0

v (0)

e e |

Fig.111.1.10 - Andamento della tensione ai capi del condensatore del circuito
di fig.II.1.8.
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Dalla (III.1.12) vediamo che:

1
(I1.1.13) v (t) = v (0) —
c c e

quindi la costante di tempo rappresenta l'intervallo di tempo necessario per ridurre la
tensione ad 1/c del suo valore iniziale. Il valore della costante di tempo & facilmente
deducibile per via grafica, disegnando la retta tangente in un punto qualsiasialla curva
della corrente o della tensione e poi considerando il segmento intercettato sull'asse del-

le ascisse, come mostrato in fig.III.1.9.

Esempio Ili.1.4.

Effettuare |'analisi del circuito di fig.l11.1.11, supponendo che I'interruttore si

chiuda all'istante t=0 e che il condensatore sia scarico.

t=0

+.>V "‘;{"l

Fig.l11.1.11 - Circuito considerato EGD i(tD cC -l—_vc

nell'esempio III.1.4.

Il comportamento del circuito di fig.III.1.11 puo essere facilmente analizzato
da un punto di vista fisico. All'istante iniziale, essendo il condensatore scarico, la
corrente che scorre nel circuito & pari ad E/R. Tale corrente provoca la carica del
condensatore e conseguentemente da luogo ad una tensione v, che sioppone alla ten-
sione del generatore. Pertanto la corrente diminuisce con il passare del tempo, tenden-
do a zero. Dopo un tempo infinito non scorre piu corrente e la tensione del condensato-

re risulta pari ad E.
Effettuiamo ora 1'analisi del circuito operando con il metodo delle equazioni

differenziali. Il circuito si compone di una sola maglia, per cui si ottiene la seguente

equazione di equilibrio delle tensioni:

(II1.1.14) vx(t) = VR([) + vc(t)

avendo indicato con v (t) la tensione del generatore.
Sostituendo nella (III.1.14) le relazioni costitutive dei componenti, si ottiene
la seguente equazione differenziale lineare, del primo ordine, con coefficienti costan-

ti:
dv
c

v
(=]

(I1. 1.15) ' RC L E t

dt
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[.'equazione (III.1.15) non &€ omogenea, per la presenza a secondo membro della
tensione di eccitazione, che nel caso presente € supposta costante nel tempo. Determi-
niamo l'integrale generale dell'equazione (IIl.1.15), che verra poi particolarizzato im-

ponendo la seguente condizione iniziale:

(I11.1.16) VC(O) =0

L'integrale generale deil'equazione (III.1.15) si puo determinare con il seguen-
te procedimento, valido per ogni equazione differenziale lineare ordinaria non omoge-

nea:

a) si considera l'integrale generale v((t) dell'equazione omogenea associa-

ta, ottenuta dall'equazione data ponendo a zero l'eccitazione;

b) si somma a vo(t) un integrale particolare vp(t) che soddisfi l'equazione data.
Nel nostro caso l'equazione omogenea associata ha |'espressione seguente:

dv
c

(I11.1.17) RC tov, = 0

dt

L'integrale generale vo(t) della (III.1.17) e il seguente:

at

(III.1.18) vo(t) =Ae
1

con == —

RC
Occorre ora determinare un integrale particolare dell'equazione (III.1.15). Tale

determinazione risulta in generale piu o meno complicata a seconda della forma della

funzione di eccitazione!l), Essendo nel nostro caso costante, si vede facilmente che

la funzione:

(II1.1.19) vp(t) = E

soddisfa l'equazione data e costituisce quindi l'integrale particolare cercato.

In conclusione l'integrale generale dell'equazione (III.1.15) é:
-t/RC

(II1.1.20) vi()=v (t)+v () =Ae + E
c 0 p

(1) - Un metodo che puo essere seguito in ogni caso & quello del nucleo risolvente,
per il quale si rimanda ai testi di analisi matematica.
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Per particolarizzare 1'integrale generale al circuito in esame, occorre conosce-
re come ulteriore dato del problema la tensione del condensatore in un qualsiasi istante

di tempo. Nel caso presente sappiamo che vc(O) = 0; quindi si ha:
(II1.1.21) vc(O) =A+E=0

da cui si ricava:

(II1.1.22) A =-E

I.a tensione del condensatore risulta uguale a (fig.II1.1.12):

(11.1.23) v () = E (1-¢'/RC) t> 0
ROK

I

SEC=EE

Fig.l11.1.12 - Andamento della tensione ai capi del condensatore del circuito
di fig.I1I.1.11.

Da questa espressione si ricava la corrente che scorre nel condensatore tramite

la:
dv
c

(I11.1.24) i) =C e t/RC >0

E
de R

il cui andamento nel tempo & mostrato in fig.IH.1.13.

i(t)

Fig.111.1.13 - Andamento della corrente che scorre nel condensatore del circuito
di fig.III.1.11.
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111.1.2 - Esempi del secondo ordine.

Esaminiamo nel seguente paragrafo il caso dei circuiti caratte-
rizzati da un'equazione risolvente del secondo ordine. Tale situazione
si ha ad esempio per un circuito composto da un resistore, un condensa-
tore, un induttore ed un generatore di tensione. Questo circuito tipico,
mostrato in fig.I[.1.14, verra analizzato in dettaglio di seguito nell'ipo-
tesi che l'interruttore si chiuda all'istante t=0 e chelatensioneimpres-
sa sia costante.

=0 R L
VAVAV: 000
+ YR VL

e i) =,

Fig.l11.1.14 - Circuito considerato nel § II1.1.2.

Analizziamo il circuito su base maglie; l'equazione di equilibrio
delle tensioni per l'unica maglia presente é:

(II1.1.25) v.+v,+vy =E

E da notare che tale equazione vale solo per t > 0, cioé quando
& chiuso l'interruttore.

Le relazioni costitutive dei i ndo_conto che

sogigefcoréi dalla stessg_gg_u.enm\igt):]

; t
vc(t) = %[) i(n)dr + vc(O)
(II1.1.26)
di

L de R

Sostituendo le (I[1.1.26) nella (III.1.25),si ottiene la seguente e-
quazione integro-differenziale:

1 p* di
(Il1.1.27) —/ () d7+ v (O)+L—l+Ri=E t>0
E " c dt
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Derivando tale equazione rispetto al tempo, tenendo conto che
vC(O) ed E sono quantita costanti, si ha:

d2i R di 1 .
(I11.1.28) _ +t— — + —1 =0 t> 0
dt2 L dt LG

Per gli istanti t < 0, essendo aperto l'interruttore, l'equazione
(I11.1.28) non & pid valida e deve essere sostituita con la seguente:

(I11.1.29) 1(t) =0 t <0

Determiniamo ora l'integrale generale della (II1.1.28). L'equazio-
ne caratteristica associata é:

(111.1.30) a2 +—a +—=0

Le due radici di tale equazione valgono:

% ,3 a =

Nell'ipotesi in cui le due radici a
te, cioé quando:

; ed a, siano fra loro distin-

R* 1

I1.1.32
(I11.1.32) — * g

l'integrale generale dell'equazione (III.1.28) assume la forma:

a

(I11.1.33) i()= A, e + Aje ?

t

in cut Al ed A2 sono due costanti arbitrarie da determinarsi in base al-
le condizioni iniziali. Nel caso invece di radici coincidenti a =a,=a=
=- R/2L, cioé quando:

R? 1

(I11.1.34) 4—L; =1cC
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l'integrale generale dell;equazi(jne (I11.1.28) assume la forma:

(II1.1.35) i() = A, e™ +Afte™

Tale integrale dipende anch'esso da due costanti arbitrarie (1),

Si puo osservare che l'espressione della soluzione considerata
fino a questo punto & del tutto generale, a prescindere da qualsiasi ipo-
tesi sulle condizioni iniziali nelle quali si trovi il circuito all'istante
t=0. Tali condizioni dipendono dall'azione di eventuali eccitazioni agen-
ti nel periodo di tempo t <0, in conseguenza delle quali si ha un imma-
gazzinamento prima dell'istante t=0 di energia negli elementi con me-
moria e cioé nel condensatore e nell'induttore. Come é stato messo in e-
videnza nei § 1.6.2 ed 1.6.3, l'energia immagazzinata in un condensato-
re & legata direttamente alla tensione presente ai suoi capi, mentre l'e-
nergia immagazzinata in un induttore é legata direttamente alla corrente
che lo percorre. Percid lo stato iniziale del circuito éindividuato fisica-
mente dalle due seguenti quantita:

(I11.1.36) v_(0) i,.(0)

che devono essere considerate come dati del problema ().

(1) - La presenza di due costanti arbitrarie nell'integrale generale & conseguenza del
fatto che 1' equazione differenziale che si sta considerando & del secondo ordine.

(2) - Occorre fare attenzione al fatto che le grandezze elettriche (II1.1.36) sono presenti
nel circuito per cause che esulano dal fenomeno elettrico in esame e quindi dal compor-
tamento del circuito di fig.I11.1.14 dopo la chiusura dell'interruttore. Esse possono es-
sere assegnate in modo arbitrario, come € stato precisato; tuttavia i loro valori devono
soddisfare le leggi di Kirchhoff. Si puo ad esempio osservare che la quantita i; (t) per
t<0 deve essere nulla nel circuito considerato, essendo l'interruttore aperto. Di con-
seguenza deve essere iy (0)=0. Valori di iL(O) diversi da zero possono tuttavia es-
sere ancora giustificati nei due modi seguenti:

t=0

:

Fig.l11.1.15 - Circuito che permette la circolazione di corrente nell'induttore per t<0.

( segue)
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Le quantita (II[.1.36) permettono di determinare le costanti arbi-
trarie A, ed A, tramite le seguenti operazioni:

a) a partire dalle grandezze elettriche iniziali(Ill.1.36),determinare i va-
lori iniziali di Cauchy associati all'equazione differenziale (II1.1.28).
Per un'equazione differenziale di ordine n, detti valori sono rappresen-
tati dalla variabile e dalle sue prime n-1 derivate, calcolate nel punto
t=0. Nel caso presente i valori iniziali di Cauchy sonole seguenti quan-
tita:

di

de

t=0

(II1.1.37) i(0) ;

b) risolvere il problema delle condizioni iniziali di Cauchy, cio& con ri-
ferimento al caso generico di un'equazione di ordine n, determinare le n
costanti arbitrarie in funzione dei valori iniziali di Cauchy.

Applichiamo le operazioni precedenti al caso in esame. In rela-

zione al passo a) otteniamo il seguente sistema di equazioni,in cui so-
no incognite le quantita (II1.1.37):

.
(.1.38)  i(0)=i (0); L d—ii +Ri(0) + v (0)=E

Risolvendo le (III.1.38), si ottiene:

di

(Il1.1.39)  i(0)=i,(0) ; i

1
e {E-Ri (0) -v _(0)}

In relazione al passo b) le equazioni che siottengono dipendono
dalla natura delle radici a ed a, dell'equazione caratteristica (III.1.30).
E necessario percio a questo punto distinguere tre casi.

a) si puo supporre l'esistenza di una causa esterna che carica istantaneamente 1'indut-
tore proprio quando l'interruttore viene chiuso;

b) si suppone ip (t) #0 per t<0, sostituendo al circuito in esame quello di fig.IlI.1.15,
in cui é presente un secondo interruttore che si apre all'istante t=0. In questo modo si
& costituita una via elettrica di libera circolazione della corrente nell'induttore  per
t<0. Il nuovo circuito coincide con quello di fig.IlI.1.14 per t> 0.
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1) Radici o ed a, reali e distinte.

Tale caso si verifica quando:
R? 1

4 L2 LG

(I11.1.40)

e quindi l'integrale generale della (II1.1.28) ha la forma (III.1.33).

Gli esponenti delle funzioni che compongono tale integrale sono
negativi quando le due radici sono negative, cid che si verifica sempre,
in base alla regola di Cartesio applicata all'equazione di secondo grado
(I11.1.30), quando il circuito considerato & passivo (R >0,L >0,C>0). In
questo caso la funzione risultante ha un andamento decrescente nel tem-
po.

La risoluzione del problema di Cauchy porta alle seguenti rela-
zioni, deducibili direttamente dalla (II1.1.33):

AL+ A,=i(0)

di
(II1.1.41) a A+ aA, :_d?
t=0

Dal sistema precedente si possono ricavare le incognite A ed
A, e quindi la soluzione.
Applichiamo quanto detto ad un esempio.

Esempio 1il.1.5,

Effettuare I'analisi del circuito di fig.I11.1.14 nell'ipotesi che i componenti ab-

biano i valori:
R=10 , L=1/2, C=32/9 €1, H, F)

e che le grandezze elettriche impresse ed iniziali valgano:

E=2, vc(0)=1 5 iL(0)=0 (v, A)
Dalle (III.1.31) si ottiene:

a, =-10+ Y100-91 =-7 ; a,=-10-3=-13 sh

Dalle (III.1.39) si hanno i seguenti valori iniziali di Cauchy:
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. di
i(0) = iL(O) =0 —_ = 2(2-1) =2
de
t=0
Dalla (II1.1.41) si ottiene:
A1 + A2 =0
-7A1- 13 A2 =2
da cui deriva:
1 1
A; =— 3 A, =- —

13 2 3

L'andamento nel tempo della corrente i(t) che scorre nel circuito di fig.II1.1.14

nel caso qui considerato, assume la seguente espressione (fig.I11.1.16):

1
() = — (&7t - €13 (A)
3

i(t)

|
|
|
|
|
|
Jr e
M

Fig.l11.1.16 - Andamento della corrente i(t) nel circuito di fig.IIl.1.14 nel caso
che i valori dei componenti siano quelli previsti nell'esempio III.1.5.

fvi@

Fig.l11.1.17 - Andamento della tensione vy (t) nel circuito di fig.III.1.14 nel
caso dell'esempio III.1.5. -
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L'andamento nel tempo di ogni altra grandezza elettrica del circuito puo essere

facilmente determinato. Ad esempio la tensione ai capi dell'induttore vale (fig.III.1.17):

di * 7 13
vL(t) = Ld_ = z. e-7! 4 _6 e-131 )
t

2) Radici @, ed a, coincidenti.

Tale caso si verifica quando & soddisfatta la condizione (II1.1.34);
a =a,=a vale:

(II1.1.42) R
1. a=-—
2L
ed & reale negativa quando il circuito & passivo (R >0,[.>0,C> 0).

La forma dell'integrale generale nel presente caso & la (II1.1.35),
che porta alle seguenti relazioni per quanto riguarda il problema di Cau-
chy:

. A, =1i(0)

(I11.1.43) 5
ClAl + A2 = a?

t=0

Dal sistema (III.1.43) si possono ricavare le quantita incognite
A, ed A, e determinare quindi l'integrale particolare.
Applichiamo quanto detto ad un esempio.

Esempio I11.1.6.

Effettuare |'analisi del circuito di fig.ll1.1.14 nell'ipotesi che i componenti ab-

biano i valori:
R=4, L=1/2, C=1/8 (2, H, F)

e che le grandezze elettriche impresse ed iniziali valgano:

E=2, vc(O) =1, xL(O) =0 (v, A)
Essendo R2 1
_ = — =16, si ottiene dalle (III.1.42)
412 LC
a= a =a, == 4
G.MARTINELLI-M.SALERNO : Fondamenti di Elettrotecrnica 28

La cultura & un bene dell'umanita (fantomasping@libero.it)



218 Variabile tempo nell'analisi dei circuiti lineari e permanenti i
P p

I valori iniziali di Cauchy sono gli stessi ottenuti nell’esempio II[.1.5 e cioé:

i(0) =0 ; — =2

La corrente i(t), la cui espressione & del dpo III.1.35, vale (fig.II1.1.18):

i(t) = 2c et (A)

i(t)

|
|
|
n
|
|
1
2

0.25 t

Fig.l11.1.18 - Andamento della corrente i(t) nel circuito di fig.Ill.1.14 nel caso
che i valori dei componenti siano quelli previsti nell'esempio IIl.1.6.

Determiniamo anche in questo caso, a titolo di esempio, la tensione ai capi del-

I'induttore. Essa vale (fig.II1.1.19):

di
vp@®=L — = et = fpentt V)
de

v (9

Fig.l11.1.19 - Andamento della tensione v, (t)
nek circuito di fig.llII.1.14 nel caso dell'esem-
pio III.1.6.
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3) Radici a

, ed complesse coniugate.

Tale caso si verifica quando é soddisfatta la condizione:
R2 1
<

(II1.1.44) —_—
4L2 LC

La forma dell;integrale generale & la (II1.1.33), con i valori di a,
ed a, dati dalle (III.1.31), cioé:

R 11 R?
TR F TG
(I1.1.45)
R |1 R?
&= a,* = - — -] — —
. ! 2L L.C 41.2
ove j & l'unitd immaginaria (j2=-1) e l'asterisco indica il complesso
coniugato.

La risoluzione del problema di Cauchy porta in questo caso al-
le seguenti relazioni, deducibili direttamente dalle (II[.1.33):

A+ A, = i(0)

(I11.1.46) .
" B di

alAl + al A2 = I .
t=

[l sistema (II[.1.46) gode di una proprieta fondamentale: i valori
delle incognite A| ed A, sono fra loro complessiconiugati. Infatti oc-
corre innanzi tutto osservare che i valori iniziali di Cauchy sono nel
nostro caso delle quantita reali; cis vale in generale, poiché per motivi
fisici sono evidentemente possibili solo valori reali per le condizioni
iniziali di un circuito elettrico. D'altra parte dalle (II1.1.46), prendendo
i complessi coniugati di entrambi i membri si ottiene:

* * ¥
&s + Al = 1(0)
(I11.1.47) . . x &
aAl+a A = —
1772 I 1 de
=0
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Questo auoyo sistema coincide con il (II1.1.46) salvo la sostitu-
% 5 * -
zione di A1 con A, ed A2 con Al . Perci¢ deve essere:

*
(I11.1.48) A, = A,
In conseguenza della (III.1.48), l;integrale generale assume la

forma:
(II1.1.49) ()= A e 4+ A ™'
ove ponendo: 0

A, = Ay e’ A
(I11.1.50)

a, =a %+ ) aj
diviene:
(II1.1.51) i()=2Re [A e™ )=2Re [A e ™" P)=24 ™ cos(art+0,)

1 M M i A

avendo indicato con Re[...] l'operatore che da la parte reale di un nu-
mero complesso.

L'espressione (III.1.51) mette in evidenza in termini espliciti il
carattere reale della corrente i(t), cid che corrisponde ad un'esigenza
inderogabile fisica, essendo assurda una corrente istantanea di valore
complesso. La quantita a_risulta di segno negativo,in base alla (III.1.45)
quando il circuito & passivo (R > 0,L>0,C >0); in rale caso l'andamento
della (III.1.51) & smorzato al crescere del tempo.

Applichiamo quanto detto ad un esempio.

Esempio Il1.1.7.

Effettuare |'analisi del circuito di fig.ll1.1.14 nell'ipotesi chei componenti ab-
g

biano i valori:

R=8, L=1, C=1/25 2, H, F)
e che le grandezze elettriche impresse ed i valori iniziali valgano:

E=3 H Vc(o) =1 H iL(O) =0 (vy A)

Si ottengono i seguenti valori di a, ed a,..

a1=—4+j3
a, =-4-j3

2
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caso:
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Dalle (II1.1.39) si ottengono i seguenti valori iniziali di Cauchy:

i(0) =0

di

p— = 9
dec =10

I valori di A] ed A2 si ottengono dal sistema (I1I1.1.46), che diviene in questo

(-4+j3)A; + (-4- j3) A, =2

Si ottiene:
= -3 . = ¥ _ 3
Al =-i3/3.; A2 Al i/3
Le quantita definite nella (II1.1.50) valgono:
{ar =-4 Ay = 173
a, =3 @y =-7/2
Quindi dalla (JI1.1.51) si ottiene (fig.II1.1.20):
2 I v 2
i(t) = — e %t cos \3z - —) = — e sin 3¢ (A)
3 2 3
i(t)
2
- e TR
3 ~
N 2
s
/\ PR
\/ \-/—-, — "’V— t
2 TS = 2 -4t
- Eae=g
3 3

111.1.20 - Andamento della corrente i(t) nel circuito di fig.llI.1.14 nel caso

FIF.
dell'esempio II1.1.7.

(fig.I11.1.21):

Calcoliamo 1'andamento della tensione vL(t) ai capi de!l'induttore; si ottiene

de
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V]‘([)
0 4
3
t
10
o

Fig.111.1.21 - Andamento della tensione ai capi dell'induttore nel circuito di
fig.I11.1.14 nel caso dell'esempio III.1.7.

Osservazione I11.1.2.

Si puo osservare che gli andamenti nel tempo che si ottengono nell'ultimo caso
considerato sono sostanzialmente differenti da quelli visti nei primi due casi. Comune-
mente si ricorda tale fatto dicendo che nel primo caso la funzione e di tipo sovrasmor-
zato, mentre nel terzo caso e di tipo sottosmorzato. Il caso numero due, relativo alla
coincidenza delle radici, si pu6 considerare intermedio fra i due e viene detto a smor-
zamento critico.

In tab.lll.1.2 viene mostrato in modo riassuntivp il tipo di smorzamentoin rela-
zione alla posizione delle radici ) ed a_ dell' equazione caratteristica nel piano

2
complesso.

Osservazione 111.1.2.

E opportuno considerare attentamente i passaggi analitici effettuati perricava-
re 1'andamento nel tempo nel terzo caso (sottosmorzato). In tal caso é risultato oppor-
tuno ottenere 1'andamento reale della corrente incognita effettuando dei calcoli inter-
medi nel campo complesso. Tale modo di procedere si presenta molte volte nel campo
dell'elettrotecnica, tipicamente in presenza di funzioni trigonometriche. La procedura
in questione non & strettamente necessaria; infacti anche nel caso considerato si sa-
rebbe potuto ottenere l'integrale generale direttamente in termini di funzioni trigonome-
triche; in tal modo tuttavia si sarebbero dovuti utilizzare sviluppi analitici molto piu
complessi e soprattutto non si sarebbero piu potuti trattare in maniera unificata i tre

.
casi che si ottengono dalla soluzione dell'equazione cararteristica. E necessario ri-
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ricordare infaiti che solo nel campo complesso si oitiene l'unificazione delle funzioni

trigonometriche e di quelle esponenziali.

Tabella 111.1.2 - Andamenti nel tempodelle grandezze elettriche in un cir-
cuito del secondo ordine.

Tipo di Didstaiimng Tipo delle Posizione nel piano
andamento 8 radici complesso delle radici
grand. eleter. asse immaginario
Sovrasmorzato Reali distinte . ’
d. @ asse reale
1 2
grand. elettr. . . .
asse immaginario
Sovrasmorzato Reali
critico coincidenti
a) = ag asse reale
grand. elettr. asse immaginario
a
Complesse 1e
Sottosmorzato coniugate !
1
= | asse reale
a.2 Py

L l

111:2 - Andamenti tipici delle grandezze impresse nei circuiti con

memoria.

Quando sono stati introdotti i generatori indipendenti di tensione
e di corrente é stato detto che le grandezze elettriche da essi impresse
potevano assumere un andamento qualsiasi, D'altra parte nel paragrafo
precédente introducendo 1'argomento dell'analisi dei circuiti con memo-
ria, & stato notato come la risposta di un circuito sia strettamente lega-
ta alle funzioni di eccitazione e come la difficoltd dei metodi di analisi
dipenda dalla classe delle funzioni di eccitazione considerate.
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[ tipi di eccitazione che si utilizzano usualmente sono scelti in
base: 1) a moti vi di ordine tecnico, nel qual caso la funzione introdot-
ta approssima in modo pid o meno soddisfacente l'andamento nel tempo
della grandezza impressa in un generatore reale; 2) a motivi di ordine
teorico: le funzioni introdotte sono scelte con lo scopo di mettere in e-
videnza qualche proprieta del circuito, anche se non possono essere ap-
prossimate in modo completamente soddisfacente dai dispositivi reali.
In questo ambito vengono spesso utilizzate funzioni che non sono conti-
nue nel tempo e presentano delle discontinuita.

Le funzioni di eccitazione possono essere completamente deter-
minate oppure possono essere note tramite le loro proprieta statistiche.
E evidente che la trattazione del problema dell'analisi di un circuito si
modifica sostanzialmente a seconda che le funzioni di eccitazione siano
del primo o del secondo tipo.

Nel presente paragrafo limiteremo l'attenzione alle eccitazioni
del primo tipo, rimandando per quelle aleatorie nel tempo ai testi citati
nell'appendice 3E. Le funzioni di eccitazione che vengono presein con-
siderazione di seguito sono quelle pil usate in pratica; tuttavia, molte
altre sono riportate nell'appendice II[.A, a cut si rimanda.

I1H.2.1 - Funzione gradino unitario.

La funzione gradino unitario, indicata con il simbolo u_,(t), &
mostrata in fig.[[[.2.1. Essa presenta una discontinuita in corrisponden-
za all'istante t=0, dove il suo valore passa da zero ad uno. Analitica-
mente viene definita con:

u_()=0 t <0
(I11.2.1)

u_ (t) =1 t>0

u_, ()

Fig.111.2.1 - Andamento della fun-
zione gradino unitario.

~

Dal punto di vista fisico la sua interpretazione & immediata: es-
sa corrisponde all'inserzione di un generatore di valore unitario all'i-
stante t=0.
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Nelle applicazioni e spesso necessario fare nfenmento ad un generatore di_am-

]

plezza qual 1asi che inizia ad agire su un circuito elettnco all"istante t=ty.In cal ga:o |

i puo considerare la funzione seguit’e\.\

(II1.2.2) f(t) =a u, (t-to)

il cui andamento é riportato in fig.IlI.2.2. Piu in generale, supponendo che la funzione
impressa dal géﬁératore sia g(t) e che essa cominci ad agire nel circuito all'istante gy,
si_ha: ' A,
P& T

-

(II1.2.3) £ 5 g0 u_(e-ep) | 7

g

il cui andamento é riportato in fig.III1.2.3.

f(c)

Fig.l11.2.2 - Eccitazione costante
o

impressa all'istante t

h_/”

Fig.111.2.3 - Eccitazione variabile impressa all'istante t-

Dal punto di vista circuitale I'inserzione di un generatore pud essere ottenuta
per mezzo di un opportuno interruttore o commutatore., Si puo ottenere in tal modo un'in-
terpretazione circuitale immediata per la funzione a gradino, che trova riscontroin mol-
tissimi casi reali; tale interpretazione é mostrata nella fig.Il[.2.4 per il generatore di
tensione e nella fig.III.2.5 per il generatore di corrente. In entrambi i casi nello sche-
ma a) e presente un interruttore o commutatore ideale che si trova nella posizione in-
dicata per t < ty» mentre viene spostato istantaneamente all'istante t= - Nello sche-
ma b) la presenza del commutatore o dell'interruttore non & piu necessaria, essendo la

sua funzione svolta implicitamente dalla funzione a gradino.
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j

+
Dv(t)u_l(t—to)

(1) qD

1
Y

B
L  0» .
a) b) B
Fig.ill.2.4 - Interpretazione circuitale dell'inserzione all'istante ty di un

generatore di tensione.

0 A A
b 5
OB = fiou (e
& —
a) B B

b)

Fig.l11.2.5 - Interpretazione circuitale dell'inserzione all'istante % di un
generatore di corrente.

Dalle (I[I 2. 1) 31 deduce il caratcere dlscontmuo della funzxone
~sultare convemente ‘dal punto di vista analmco utllxzzare altre defini-
“zioni, che comc1dono con quella data (a meno del punto t=0) e che pro-
pongono la funzione u_,(t) come limite di una classe di funzioni conti-
nue. Fra le molte dehmzmm che & possibile dare,ne ricordiamo due:

a) Sia u_ [0 la funzione definita come segue:

U, (D=0 per t-< 0
| u-l,E(t) per =2
N C
(I11.2.4) ‘L u_y ((t) =— per 0 <t < e
u, () =1 pert > €

Allora il - gradino unitario si pud definire come:

(I11.2.5) u,(© = limu (@

Nella fig.I[11.2.6 & riportato l'andamento della funzione u_; ((0); si
vede chiaramente che per € che tende a zero, la funzione data tende al
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gradino unitario, eccetto che nel punto t=0, ove lanuova funzione ¢ nul-

la. Notare che per ogni €, ‘la funzione' U,y €(t) & continua per ogni t;

PN,

Fig.111.2.6 - Prima funzione conside-
rata per una definizione alternativa
di u_y(0).

b) Sia u_, (t)la funzione definita come segue:

_ I, () =0 per t £0
(111.2.6) '

~e per t >0

u_, E(t) =1l-e
Allora il gradino unitario u_,(t) si pud definire come:

(111.2.7) u,(0) =lim u, (9

Nella fig.Il[.2.7 & riportato 1'andamento della nuova funzione;per
essa valgono le stesse considerazioni fatte nel caso a).

Fig.l11.2.7 - Seconda funzione consi-
derata per una definizione alternati-
va di u_l(t).

i1152.2 - Funzione impulso unitario.

La funzione impulso unitario, indicata con il simbolo u,(t), &
molto meno intuitiva della funzione gradino unitario;perdi piu, come ver-
ra accennato in seguito in questo caso la stessa parola «funzione» & u-
sata in modo improprio, trattandosi di un ente matematico diverso e cioé
di una distribuzione ). E tuttavia opportuno caratterizzare dapprima in-

(1) - Per dettagli sulla teoria delle distribuzioni si rimanda a A. Ghizzetti, L.Marchet-
ti, A.Ossicini, «Lezioni di complementi di matematica», Ed. Veschi, Roma 1972, cap.S.
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tuitivamente la funzione impulso unitario a partire da funzioni note e fa-
cilmente descrivibili. Considereremo due casi differenti.

a) Si consideri la seguente funzione u .(t) definita nel modo seguente:

\

(I11.2.8) ug(t) = ie fu (0 -u (t-9] elLo

.

Tale funzione & costituita dalla differenza di due gradini di am-
piezza 1/¢, il secondo dei quali & traslato rispetto al primo del tempo €. -
Si vede facilmente che la funzione g <(t) énulla per t <0 (essendo tut-
ti e due i gradini nulli) e per t> € (poiché il secondo gradino annulla il
primo), mentre vale 1/€ per 0<t<¢€ (poiché il primo gradino vale uno
ed il secondo zero in detto intervallo).

Fig.l11.2.8 - Prima funzione conside-
rata per definire uo(t).

L'andamento della funzione u (t) & quello di fig.[I.2.8. Occor-
re notare che al variare di €, la. funznone u, ((t) possiede una proprieta
invariante: il suo integrale fra (- -@e +C}34 & mdlpendente da €. lnfatti:

(I11.2.9) f uge(t)de =1

-
b) Si consideri ora un'altra funzione u, (t), definita nel modo seguente:
u () =0 per t <0
(II1.2.10)
1
u,(t) =— eVe per t > 0
o €

P

L'andamento di questa funzione & riportato in fig.II1.2.9.
E  facile verificare che anche questa nuova funzione possiede un
invariante dato dall'integrale (IIT.2.9). Infatti per ogni € si ha:

e T 1 1 ®
(111.2.11) f u, (0)de =f —eVédt = — [-ee¥/?] =1
’ € € 0 y

0

-
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E abbastanza facile intuire che,al diminuire di €,le due funzioni
o.e(t) assumono caratteristiche molto simili e tendono ad una funzione
ovx_x_nque nulla, tranne che in un intorno del punto t=0. Tali funzioni so-

no quelle che ci servono per caratterizzare fenomeni che si esplicano in
intervalli di tempo molto brevi con valore finito del loro integrale.

dug e(n)

Fig.l111.2.9 - Seconda funzione conside-
rata per la definizione di uo(t).

Sorge immediato il problema di scegliere un valore di € sufficien-
temente piccolo. In particolare & evidente che si avrebbe una notevole
semplificazione analitica, se si potesse scegliere proprio il Iimite per

— 0. Tuttavia & facile vedere che tale passaggio al limite non & possi-
blle in quanto si distrugge la proprieta fondamentale dell'invarianza de-
gli l‘nt__egr,ah (I11.2.9) e (111.2.11). Infatti pur rimanendo unitario il limite
dell'integrale:

+ @
(111.2.32) lim [/ g, E(t)dtjl =1
€~ 0 "

-

risulta nullo l;integrale del limite:

(II1.2.13) f [lim w, ()]dt =0
- €0 !

@

Il problema non pud venire risolto nell'ambito della teoria clas-
sica delle funzioni; occorre ricorrere a quella delle distribuzioni. Nello
ambito di tale teoria si dimostra che & possibile introdurreun ente u o(0),
che viene detto distribuzione impulsiva unitaria, o di Dirac, tale per cul
l'integrale fra - e +00 & unitario e piu precisamente:

T
f u ()yde=0 per T <0
-

(I11.2.14)

pT
/_ uu([)d[ =1 per T>0

-
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Piu in generale si dimostra che per ogni funzione continua f(t)
si ha:

T
f u(e) - f(t) dt =0 per T <O
(111.2.15) -

T

uo(t) - f(t)de = f(0) per T >0

-

Nella letteratura tecnica viene usualmente indicata la um(t) con
la denominazione di «funzione impulsiva di Dirac»; anche nel presente
testo tale denominazione verra usata, malgrado che sia impropria per

quanto detto. Graficamente la funzione u (t) viene rappresentata come
in fig.II1.2.10.

uo(t)

Fig.111.2.10 - Rappresentazione sim-
bolica de!l'impulso unitario.

Il concetto di funzione impulsiva unitaria puo essere esteso al
caso di impulsi non unitari e posizionati in istanti differenti dall' origine
dei tempi. ‘Ad esempio la funzione :

(I11.2.16) Aug(t-rty)

corrisponde ad un impulso di ampiezza A (intendendo con tale locuzione
il fatto che il suo valore integrale definito fra -® e +® ¢ uguale ad A)
e posizionato nell'istante ¢t .

I motivi che stanno alla base dell'introduzione delle funzioni impulsive preceden-
ti_sono di ordine pratico e teorico. Rimandando la discussione per quest'ultimi al quarto
capitolo, accenneremo di seguito ai primi.

Un'eccitazione impulsiva corrisponde all'inserzione nel circuito di un generatore
per un intervallo di tempo molto breve rispetto a tutti i tempi di rispostadel drcuito stes-

so1), Sotto questa ipotesi si puo dimostrare che l'effetto dell'eccitazione sul circuito ri-

(1) - Ad esempio se si considera il circuito di fig.Ill.1.11 e sufficiente chela durata del-
I'inserzione del generatore sia molto piu piccola della costante di tempo 7.
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sulta poco dipendente dalla forma della funzione di eccitazione, che puo quindi essere
D e s PO i P . s < - . ' .

assimilata ad una funzione impulsiva. Essa non & unitaria, ma ha un'ampiezza uguale
all'area della funzione rappresentante 1'eccitazione considerata. Ad esempio in figura

I11.2.11 e rappresentata una tensione di tipo impulsivo di ampiezza uguale a 3 Vusec.

v(t)

155
Fig.l11.2.711 - Impulso di ten-
sione (V, usec).

Confrontando la funzione U E(t) rappresentata in fig.ll1.2.9 con |'andamento
della corrente i(t) di fig.llI.1.13, si vede che esse rappresentano la stessa funzione.
Si vede inoltre che la i(t) possiede un integrale definito fra —® e + ®© indipendente

da R e pari ad EC. Infatt:

f i(0de = — e/RC g = — [-rce/RC) " = EC
i o R R

Quindi al tendere di R a zero, la corrente i(t) tende all'impulso di ampiezza
EC (ossia di ampiezza pari alla carica elettrica totale immagazzinata nel condensatore
dopo il processo di carica); si ha percio una corrente impulsiva durante la carica a

tensione costante di un condensatore in assenza del resistore in serie al generatore.

Osservazione 111.2.1.

Confrontando le definizioni delle funzioni uo(t) e u 1(1:), come limite di una
classe di funzioni, si nota che u l(t) costituisce l'integrale della prima. Infatti si ha

per ogni €:

t
(111.2.17) u-],e([) =/ uo,e(T) dr

{o0]

sia che si faccia riferimento alle definizioni (a), basate sulle espressioni (I11.2.4) e
(I11.2.8), sia che si faccia riferimento alle definizioni (b), basate sulle espressioni
(I11.2.6) e (II.2.10). Si puo quindi affermare che:

t
(I11.2.18) u_l(() =/ uo("')dT

-
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Quest'ultima proprieta si puo d'altra parte ricavare direttamente dalla definizio-
ne (III.2.14), interpretando 1'integrale come funzione del limite di integrazione superio-
re. Non € invece possibile affermare il fatto opposto e cioé che la funzione uo(t) e la
derivata di u-l(t), non essendo tale funzione derivabile. Tale difficolta puo essere su-

perata in senso positivo solo nell'ambito della teoria delledistribuzioni, a cui si riman-
da“).

Osservazione 111.2.2,

Le funzioni impulso unitario uo(t) e ~g{'adin_ihunﬁi):ario q‘l(t) fanno parte di una
classe numerabile di funzioni dette funzioni singolari. Un cenno a tali funzioni verra
dato nell'appendice A, dove verranno indicate anche le ragioni (soprattutto teoriche) del-
la loro introduzione. Qui é sufficiente ricordare che la i-sima funzione di tale classe &

indicata con il simbolo ui(t) ed ¢ legata alla successiva tramite la relazione:

t
(II1.2.19) ui(t) =f : ui+1(7) d7
0

111.2.2 - Funzioni sinusoidali.

Un tipo di funzione di eccitazione moltoimportante nelle applica-
zioni & quella sinusoidale (fig.II[.2.12), definita come segue:

(111.2.20) e(t) = Acos(wt +9)

e caratterizzata dai parametri A, w, @, aventi ciascuno un nome appro-
priato, di grande uso pratico.

La quantitd A viene chiamata ampiezza della funzione e(t), di
cui conserva le dimensioni fisiche. Essa & un numero reale e positivo
(il segno di e(t) influisce solo su ©).

La quantita @ viene detta pulsazione dellafunzione e(t) e si mi-
sura in radianti/secondo. Essa é'legata ad un'altra grandezza che inte-
ressa le funzioni del tipo (II[.2.20), che viene detta frequenza, nel modo
boemriorry

(I11.2.21) w=27f

(1) - Si veda ad esempio A.Ghizzetti, L.Marchetti, A. Ossicini « Lezioni di Complemen-
tt di matematica», Ed. Veschi, Roma, 1972, Cap. S.
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La frequenza f si misura in Hertz (cicli al secondo) ed ha le di-
mensioni dell'inverso di un tempo.

La quantita (@)viene detta fase iniziale della funzione e(t) e si
misura in radianti, mentre il termine fase istantanea si riferisce a tutto
1 argomento del coseno, cioé alla quantxta wt+ @ %&
~—— L'intervallo di tempo che intercorre tra due istanti successivi a-
venti la stessa fase istantanea prende il nome di periodo T della funzio-
ne e(t) e si misura in secondi. Tale quantita si puo ottenefe immediata-
mente nel modo seguente:

(I1[.2.22) w(t+T)+ 0 =wt+27+ 0

da cui si ha:

2m 1
(I1.2.23) =M 2
w f
e(t)
£ I
le 4 Py 4 |
7 -l 1
{ "l
- i 4 ‘
|
|
I
I
I
-A 4
Fig.111.2.12 - Andamento della funzione sinusoidale.

L'importanza delle eccitazioni di tipo sinusoidale € sia pratico che teorico. Dal
punto di vista pratico, e sufficiente ricordare che hanno un andamento sinusoidale le
grandezze elettriche applicate ai circuiti di potenza. L'importanza teorica é conseguen-
za del fatto che qualsiasi funzione del tempo periodica e sviluppabile in una serie di
funzxom del upo (III 2.20) di pulsazione ka, k=0, L,2,. .. (sviluppo in serie di Fourier)

e che per un circuito lineare vale il principio di sovrapposxzxone degli efferti, in base
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al quale 1'effetto di una somma di eccitazioni & uguale alla somma degli effetti delle

singole eccitazioni, considerate come se agissero da sole.

I11.3 - Applicazione della trasformazione di Laplace all'analisi
dei circuiti con memoria.

111.3.1 - Introduzione.

Il procedimento di analisi dei circuiti con memoria che & stato u-
sato nel paragrafi precedenti prevede due fasi, di cui la prima consiste
nella scelta delle grandezze elettriche incognite e nella determinazione
delle equazioni risolventi. Tale fase. presente anche nel caso dei circui-
ti senza memoria, porta ad un sistema risolvente di tipo integro-differen-
ziale, invece che algebrico come nel caso dei circuiti senza memoria. La
seconda fase del procedimento prevede i seguenti passi:

a) dopo aver individuato il sistema integro-differenziale risolvente, oc-
corre ricondurre la sua risoluzione a quella di un'equazione differenziale
ordinaria in cui compaia una sola funzione incognita;

b) occorre determinare le condiziont iniziali di Cauchy relativamente al-
la funzione incognita prescelta, a partire dalle condizioni iniziali asse-
gnate nel circuito (tensioni iniziali dei condensatori e correnti iniziali
degli induttori);

c) occorre integrare 1'equazione differenziale in corrispondenzaalle con-
dizioni iniziali di Cauchy. In presenza di funzioni di eccitazioni generi-
che, per la ricerca dell'integrale particolare, pud essere necessario ri-
correre al metodo del nucleo risolvente.

[l procedimento di analisi, che risulta dalladescrizione preceden-
4 " e e

te, prende il nome di <analisi nel dominio del tempo 4, in quanto le gran-
dezze elettriche vengono costantemente considerate funzioni del tempo.
Le difficolta di applicazione di tale procedimento sono chiaramente con-
nesse alle sue due fasi: quelle topologiche sono analoghe a quelle che
s'incontrano nei circuiti senza memoria; le altre sono relative all'esecu-
zione dei tre passi precedenti. E importante notare cheil superamento di
queste ultime pua divenire estremamente oneroso, come si puod intuirean-
che dai semplici esempi sviluppati nei paragrafi precedenti.

Una semplificazione notevole di questa parte del procedimento
pud essere ottenuta utilizzando una particolare operazione detta « tras for-
i_di_equazioni

integro-differenziali. nel tempo in sistemi algebncn nel domxmo di una

_nuova vanabl es detta _«variabile dz Laplace»

e e

La cultura & un bene dell'umanita (fantomasping@libero.it)



"i.3 Applicazione della trasformazione di Laplace all'analisi dei circuiti 235

Un modo intuitivo per comprendere l'azione di questa trasformazione e quello di
confrontarla con |'azione dell'operazione clogarztmo» nel campo dei numeri reali] Tra-
mite [’ operatore logantmo passiamo in un dominio trasformato ove le equivalenti delle}
operazmm di moltlpllcazxone e divisione sono le operaznom dl somma e dxfferenza Nel
caso della trasformazione di 1. aplace I"equivalente di un' equaznone mtegro dlfferenzm-?\

le nel tempo & un'equazione algebrica. In ambedue i casi la parte onerosa della trasfor- |

mazione, in fase di applicazione, € |'operazione di individuazione dell'immagine della

quantita usata e l'operazione inversa di ritorno dall'immagine alla quantita non trasfor-
mata. Tale parte onerosa, tuttavia, viene completamente eliminata mediante I'uso di op- |

portune- tabelle, gia predisposte per questo scopo.

L'operazione di trasformazione secondo Laplace di una funzione

del tempo f(t) consiste nella ‘seguente espressione (1)

T
(IT.3.1) F(s) = lim et f(c) de
T—+c0

La funzione F(s) viene detta «trasformata di Laplacesdella fun-
zione f(t), mentre s & una quantita complessa detta «variabile di La-
places (?). L'espressione (II.3.1) pud essere considerata come un opera-
tore che permette di passare dalla funzione f(t) alla funzione F(s). Per
brevita tale operatore viene indicato nel modo seguente:

(I11.3.2) F(s) = L [f(t))

| T————

L‘operaznone inversa, che permette di passare da| F(s) ad f(t)

pus effettuare in modo univoco e prende il nome di «anuzraeformazzone
di Laplaces. Detta operazione viene indicata simbolicamente con:

(I11.3.3) f(0) = £ [F(s))

Le operazioni di trasformazione ed antitrasformazione secondo Laplace sono. pos-
(3)

sibili solo se le funzioni Lonsxdera(e soddi sfano opportune condizioni Accenniamo

di seguito a quelle piu 1mpormntl
E A

(1) - La trasformata in questione e quella unilatera di Laplace; per la trasformata bila-
tera si rimanda al § IV.8 del testo: A. Ghizzetti, L. Marchetti, A. Ossicini, op. cit.

(2) - E utile ricordare che nella letteratura tecnica viene usata molto spesso al posto
di s la lettera p.

(3) - Per un'esposizione accurata e completa di tali condizioni e per la dimostrazione
delle proprieta successivamente descritte si rimanda al cap.IV di A. Ghizzetri, L. Mar-
chetti, A.Ossicini, op. cit.
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1) Si dicono L - trasformabili le funzioni f(t) per le quali esiste f1n1to 11 lxmlte mdxca—

»*o nell espressxone (I11.3.1) per almeno un valore della vanablle s
‘\

i 2) L'insieme dei valori della variabile s per i quali esiste finito il limite indicato nel-

l espressxone (I1I1.3.1) v1ene denominato domlmo di convergcnza

Le proprieta fondamentali della trasformazione di Laplace sono le seguenti“).

Proprieta | - Linearita.
Assegnate due funzioni fl(t) ed fz(t), ,C- trasformabili, per le quali sia:

£ Ig, o)
£ lfyo)

F_(s)
(111.3.4) 1

F, (s)

la trasformata di Laplace di una loro combinazione lineare:

i

(111.3.5) N f(t) = ¢ fl(t) + ¢y f2(t)

e pari alla combinazione lineare delle corrispondenti trasformate con gli stessi coeffi-

cienti, cioe: X s

7

(I11.3.6) F(s) = £ [cl fl(t) t ¢, fz(r)] :;:lFl(s) + c2F2(s)

Proprieta Il - Trasformazione della derivazione rispetto al tempo.

Assegnata la funzione f(t), 5:,- trasformabile, per la quale sia:

(111.3.7) F(s) = £ [1v)]
si ha:
df
(111.3.8) { [— ] = s F(s) - K0)

dt

dove f(0) e il valore assunto dalla funzione f(t) per t= 0(2),

(1) - Ulrteriori proprieta verranno descritte nell'appendice III.A.1.

(2) - In molti casi puo accadere che la funzione f(t) presenti una discontinuita per t=0,
ma esistano finiti 1 due limiti sinistro e destro della funzione f(t) nell'origine, che ver-
ranno indicati nel seguito con f(0*+), il limite destro e con f(07) il limite sinistro. In
questi casi la (I11.3.8) & ancora valida se per f(0) si intende il limite sinistro f(0%), in-
tendendo che la trasformata di Laplace sia stata effettuata nel senso delle distribuzio-
ni (si veda L.A.Zadeh, C.A. Desoer, «Linear system theory (the state approach)»,

Mc Graw-Hill | 1963, pag.540.
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Proprieta Il - Trasformazione dell'integrazione rispetto al tempo.

Assegnata la funzione £(t), e trasformabile, cioé per la quale sia:

(111.3.9) [Eo) = € Trol}

si ha:

¢ 1
(111.3.10) £ fr)dr | = = F(s)
0 S

La trasformazione delle operazioni di derivazione ed integrazio-
ne nel tempo in operazioni algebriche nel dominio della variabile di La-
place rende ragione dell'affermazione iniziale, fatta in questo paragrafo,
sulla possibilita di eliminare il passo oneroso del procedlmento di anali-
st dei circuiti con memoria,riguardante la soluzione di un sistema risol-
vente di equazioni integro-differenziale. Infatti, passando nel dominio
della variabile di Laplace, tali sistemi divengono algebrici. Illustriamo

questo aspetto con un esempio.

Esempio 111.3.1.
Consideriomo |'equazione differenzicle (111.1.28) relativa al circuito del secon-

do ordine considerato nel § 111.1.2. Tale equazione & la seguente:

(II1:3.11) —_— i e — e =10

Scriviamo 1'equazione corrispondente alla (III.3.11) nel dominio della variabile

di Laplace. Indichiamo con'l):

(I11.3.12) is) = £ [iw)

la trasformata di Laplace della funzione incognita i(t). Applicando la proprieta della

derivazione, si ha:

di |
(111.3.13) £ [—l] =/s Ks) - i(0)

dt

Applicando nuovamente la proprieta della derivazione, si ha:

(1) - Seguendo una convenzione che verra usata anche nel seguito di questo capitolo, in-
dichiamo con le lettere minuscole le grandezze nel tempo e con le lettere maiuscole le
loro trasformate.

~
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2.
d“i 2
(I11.3.14) £ [—— } =s [s I(s) -i(0)) - i'(0)
de?
dove con i'(0) e stata indicata la quantita di/dt 1: =0
Effettuiamo ora la trasformata di Laplace di ambo i membri dell'équazione (I11.3.11).

Per il primo membro si ha, utilizzando la proprieta di linearita e le espressioni (I11.3.13)

e (II1.3.14):
2. . 2 2
d% R di 1 4% R _[d 1
ol Bl P I +-_5‘[—‘]+_fm _
g2 L d LC 53 L Lde LC
R 1
(II.3.15) = s [sI(s) - i(0)] - i'0) + — [si(s) - i(0)) + — K(s) =
L LC

2 R 1 R
s“I(s) + — sl(s) + — I(s) - (s +— Ji(0) = i'(0)
| LC j B

Per quanto riguarda il secondo membro della (III.3.11) e facile vedere che ad es-
so corrisponde la funzione identicamente nulla. Percid, ricordando anche laproprieta del-
['unicita della trasformazione secondo Laplace, si ottiene la seguente equazione cherap-

presenta la traduzione nel dominio di s dell'equazione data:

9 R 1 R
(I11.3.16) s“I(s) + s— I(s) + — I(s) = (s * —) i(0) + i'(0)
L LC I

Si puo notare che nell'equazione (II1.3.16) non € piu presente alcuna operazione
di tipo i_n;ggro-differenziale e che in essa sono presenti le quantita i(O) ed i'(0) che sono
le condizioni iniziali secondo Cauchy dell'equazione (lll.}.il). Nella (I11.3.16) figura co-
me incognita la funzione I(s) [l'incognita nella (III.3.11) era infatti i(t)]; tale incognita

pud essere ricavata in modo immediato a causa del carattere algebrico dell'equazione

(I11.3.16). Si ha:
R
<s + —)i(O) + 1'(0)
L

(I11.3.17) I(s) =

Si pud notare che la funzione I(s) e di tipo razionale a coefficienti reali. Ricor-

dando 1'espressione (II1.3.12), in base alla proprieta di unicita della antitrasformazione

- 3)
s+ — |i(0) +1'(0)
L

R 1
52+—s+—

L LC

di Laplace, si ottiene:

(11.3.18) i =L [e] = £
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Per ottenere esplicitamente 1'andamento nel tempo della funzione i(t), sarebbe
ora necessario eseguire |'operazione di antitrasformazione indicata nella (II1.3.18). Il

metodo da seguire & riportato nell'appendica III.A, a cui si rimanda.

[l procedimento seguito nell'esempio II[.3.1 vale in generale, per
ogni_sistema integro-differenziale. Esso consiste nei seguenti passi:

1) Trasformare il sistema differenziale assegnato 1 nel dominio del tempo]
in un sistema nel dominio di s, utilizzando le proprieta di linearita, di
derivazione e di integrazione. Per effettuare tale passo & necessario in
"generale determinare le trasformate delle grandezze impresse dai genera-

tori indipendenti ;|

2) il sistema ottenuto nel dominio di s & di tipo algebrico, contenendo
‘come mcogmte le trasformate di Laplace delle funzioni incognite. Risol-
\vere tale sistema, ottenendo I'espressione esplicita in s delle grandez-
ize incognite;]

3) effettuare le operazioni di antitrasformazione, ottenendo le grandezze
nel dominio del tempo.

Essendo scontata la convenienza della risoluzione del sistema
algebrico in s, rispetto alla soluzione diretta del sistema differenziale
in t, la convenienza globale del procedimento & legata alla facilita di e-
seguire le operazioni di trasformazione ed antitrasformazione. A tale pro-
posito occorre notare che non é quasi mai necessario ricorrere alla defi-
nizione della trasformata di Laplace, essendo disponibili a tale scopo
delle tabelle molto estese di funzioni e relative trasformate. Alcune di
queste tabelle sono riportate nell'appendice IIl.A, dove viene anche de-

scritto il procedimento per. esegulre 1" operazmne ler zi tltrasformazmne/

nel caso, pii comune per i circuiti a costanti concentrate, di una funzio-
ne razwnale reale della variabile s.

L'applicazione del metodo della trasformazione di Laplace nel-
I'analisi di un circuito con memoria rappresenta un caso particolare del-
I'applicazione di tale metodo ai sistemi integro-differenziali. -Tuttavia i
vantaggi che si hanno in tale caso sono ancora pit evidenti, non essen-
do necessario applicare il metodo di Laplace dopo aver ricavato il si-
stema risolvente. E infatti possibile la sua applicazione ad un livello
molto pit elementare, ricordando che il sistema risolvente si ottiene e-
sprimendo un opportuno insieme di equilibri conseguentialle leggi di Kir-
chhoff, in aggiunta alle relazioni costitutive dei componenti. [l metodo
di Laplace puo essere applicato esprimendo direttamente ciascuna di ta-
li equazioni nel dominio della variabile s.

(1) - Nel caso considerato nell'esempio III.3.1, cid non & stato necessario, essendo 'e-
quazione (I11.3.11) di tipc omogeneo.
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I11.3.2 - Trasformazioni delle relazioni costitutive dei componenti e loro
circuiti equivalenti nel dominio di Laplace.

Individuiamo le relazioni costitutive nel dominio della variabile
s per i vari componenti che costituiscono un circuito a costanti concen-
trate, distinguendoli in tre categorie: generatori indipendenti, componen-
ti senza memoria, componenti con memoria.

Generatori indipendenti.

Tali componenti sono il generatore indipendente di corrente e di
tensione, caratterizzati dall'avere una delle due grandezze elettriche (la
grandezza lmpressa) coincidente con una funzione assegnata f(t). Suppo-
nendo che f(t) sia una funzione E-trasformablle nel dominio della va-

riabile s la grandezza impressa diviene { [f(t)]. In termini circuitali

l'operazione che si fa & quella indicata in fig.[I[.3.1 per il generatore di
tensione ed in fig.l[[[.3.2 per il generatore di corrente.

v(t) V(s) i(x)‘ 1(s)

:

b) a) b)

a)

Fig.l11.3.1 - Trasformazione nel dominio
di Laplace del generatore indipendente
di tensione. Le dimensioni di v(t) sono
Volt e di V(s) sono Volt X secondo.

Fig.i11.3.2 - Trasformazione nel dominio
di Laplace del generatore indipendente
di corrente. Le dimensioni di i(t) sono
Ampere e di I(s) sono Ampére X secondo.

E opportuno notare che nei casi (a) di talifigure si hanno genera-
tori che imprimono al circuito delle grandezze funzioni del tempo (come
avviene fisicamente), nei casi (b) le grandezze impresse sono funzioni
della variabile s (e quindi fittizie, essendo ottenute tramite una trasfor-

mazione da quelle reali). Le dimensioni fisiche sono differenti, poiché, |

in base alla (II[.3.1), si ricava che una trasformata hale dimensioni del-
la grandezza originaria moltiplicata per un tempo.

Componenti senza memoria.

Tali componenti sono quelli considerati nel secondo capitolo. Le
‘relazioni costitutive di tali componenti non contengono legami di tipo
integro-differenziale. E immediato verificare che tutte le loro relazioni
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costitutive possono essere trasferite nel dominio della variabile s sen-
za alcuna modifica, sotto l'ipotesi di linearita e permanenza. In tabella
[I1.3.1 tali trasformazioni sono riportate per il resistore, per i generatori
controllati, per il nullore e per il trasformatore ideale.

Tabella [11.3.1 - Relazioni costitutive e circuiti equivalenti nel dominio

della variabile s per i componenti senza memoria.

) Relgzio.ne Relazione costi- |Circuito equivalente
Componente costitutiva Circuito nel tempo |tutiva nel domi- |nel dominio della
‘nel tempo nio della var. s variabile s
+ v _ + V(s) _
; : e—yNN—> —AWN—>
Resistore v(t) = R i(t) - V(s) = R I(s) — i
i(c) I(s)
Generatore el o= 2
di tensione i(t) * I(s) +
controllato v(t) =r i(t) w(t) V(s) = r I(s) QD V(s)
in
corrente
o— o—- L — o
Generatore 5 2 +
di tensiore + i
controllato | v (1) =Av () | v P |vy=a v, (s) Vi) @ Vao®
tensione = -
O ) o—
Generatore .
A i (t) [.(s)
di corrente 1 1 I_(s)
i : e . - s
contri?‘llato iy(0 =Ki (0 i (0 | Ls)=KI(s) 1
corrente
o—- e
Generatore + S =
di corrente
contr'ollato i(t) =g v(t) v(t) 1i([) I(s) = g V(s) V(s) ’ I(s)
n
tensione B -
i(0) iy(0) [0 I,(s)
v, (0=0 o= B V,(s)=0 = m
Nullore ) vi(0) o of volt) Vv (s)lo | Vols)
i,()=0 . - L(s) =0 - -
o— 1 o— —o
il(t) 12(8)
po=r -
v (1) =n v () T Vsl =0 V(s) S
Trasformatore| ! 1 v (1) 1 V.(s)
ideale iI([) :"n—iz([) l_ II(S)--:IQ(S)
n:l n:l
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Gli elementi nel dominio della variabile s non hanno un signifi-
cato fisico immediato, in quanto sono percorsi dalla corrente trasformata
[(s) e sono sottoposti alla tensione trasformata V(s). Tali grandezze e-
lettriche fittizie hanno dimensioni fisiche differenti da quelle delle gran-
dezze reali corrispondenti. Tuttavia & facile vedere chei parametri rela-
tivi ai componenti mantengono le dimensioni originarie. Ad esempio nel
caso del resistore, il parametro R =V(s)/I(s) ha non solo lo stesso va-
lore (per la proprieta di linearitd), ma anche la stessa dimensione della
resistenza elettrica. Tuttavia, per ricordare che non si tratta pia di un
rapporto fra grandezze nel tempo, ma nel dominio della trasformata di La-
place, vengono utilizzate delle denominazioni differenti.

Precisamente nel caso del rapportofra tensione e corrente si par-
la di impedenza (m luogo di resistenza); nel caso del rapporto fra cor-
rente ¢ tensione si parla dl/ ammett_e_nza (ln luogo di conduttanza). -

= Componenri con memoria.

Tali componenti sono caratterizzati da relazioni costitutive di
tipo integro-differenziale; per quanto é stato detto precedentemente, lo
uso della trasformata di Laplace permette di ridurre tali relazioni a sem-

plici relazioni algebriche.

Condensatore: La relazione costitutiva del condensatore nel dominio del
tempo & la seguente:

) dv
(II1.3.19) i) =
de
Trasformando secondo Laplace ambo i membri della relazione
(I11.3.19) ed applicando la proprieta di linearita e quella di derivazione,
nell'ipotesi di condensatore ltneare e permanente, si ha;

(I11.3.20) I(s) = 'sC V(s) - C w(0")

dove v(07) rappresenta il valore iniziale della tensione ai capi del con-
densatore(!). La relazione algebrica (II1.3.20) & la traduzione, nel domi-
nio della variabile s, della relazione differenziale (II1.3.19). si pus os-
servare che 1'espressione (I11.3.20) & di tipo non omogeneo per la presen-
za di un termine noto relativo alla condizione iniziale. Dal punto di vi-

(1) - Si considera l'istante 0  per quanto detto in occasione della proprieta II delle
trasformate di Laplace, per tenere conto di eventuali discontinuita in corrispondenza
dell'origine dei tempi.
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\ista circuitale 'espressione (II[.3.20) da luogo alle equivalenze circuita-
‘wm tab.lll.3.2, la pnma delle quah si riferisce al caso in cut
v(07) =0! Da questa tabella si vede che un condensatore scarico all'i-
stante iniziale si comporta nel dominio di s come un bipolo avente impe-
denza pari ad l/sg (ovvero ammettenza pari ad sC). Nel caso diun con-
densatore carico, occorre considerare la presenza di un opportuno gene-
ratore che tenga conto della condizione iniziale; tale generatore pus es-
. sere di corrente 6vvero di tensione ) In quest ultlmo caso si ha qumdl
{ I'equivalenza fra il condensatore carico nel dominio del tempo e l'insie-
\me di due componenti bipolari opportunamente connessi nel dominio del-

f\la variabile s.
il

Tabella 111.3.2 - Relazioni costitutive e circuiti equivalenti nel dominio
della variabile s per il condensatore.

Relazione co- s Relazione costitutiva Circuito equivalente
stitutiva nel Circuito nel nel dominio della va- nel dominio della va-
tempo tempo riabile s riabile s
A
- 5
l(t) = C d— I(S) = sC V(S) V(S) ll(S)
t
| T
v(0)) = 0 V(s) = == K(s) B sC
A
ul
W | o bio
v -
i(t) = C — _I-B I(s) = sCV(s)- Cv(0)
de
v(07) # 0 + V(s) -
- I(s)
I(s) v(07) 2
V(s) =— + Lo
sC s A 1 +v(0-) B
T =

(1) - La corrente impressa I

g sono [Volt] » [sec]
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Poiché le dimensioni di s

=Cv(0") & una grandezza trasformata. Essa ha infartti di-
mensioni fisiche di [Farad]g [Volt] = [Ampere] [sec]
impressa V_= v(0)/s & una grandezza trasformata.
[sec 1, le dimensioni di V

Analogamente la tensione
sono
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Induttore: La relazione costitutiva dell'induttore nel dominio del tempo
é la seguente:
di
(I11.3.21) vt} =L —
de
Trasformando secondo Laplace ambo i membri della relazione

(I11.3.21) ed applicando la proprieta di linearita e quella di derivazione,
nell'ipotesi di induttore lineare e permanente, si ha:

(111.3.22) V(s) =sL I(s) -L 1(07)

dove i(07) rappresenta il valore della corrente che percorre 'induttore
all'istante iniziale. La relazione algebrica (II[.3.22) & la traduzione nel
domrhio della variabile s della relazione differenziale (II1.3.21). Si pus
osservare che la relazione (I[1.3.22) & di tipo non omogeneo per la pre-
senza di un termine noto relativo alla condizione iniziale. Dal punto di
vista circuitale 1'espressione (I[1.3.22) da luogo alle equivalenze mostra-
te nella tab.Il1.3.3, la prima delle quali st riferisce al casoin cui i(07) =
=0. Da questa tabella si vede che l'induttore non percorso da corrente
all'istante iniziale si comporta nel dominio della variabile s come un bi-
polo di impedenza sL (ovvero ammettenza pari ad 1/sL). Nel caso inve-
ce di un induttore percorso da una corrente iniziale, occorre considerare
la presenza di un opportuno generatore che tenga conto della condizione
iniziale; tale generatore pud essere di tensione ovvero di corrente!). In
quest'ultimo caso si ha quindi l'equivalenza fra l'induttore carico all'i-
stante iniziale nel dominio del tempo e l'insieme di due componenti bi-
polari opportunamente connessi nel dominio della variabile s.

Induttori mutuamente accoppiati: Le relazioni costitutive degli induttori
mutuamente accoppiati nel dominio del tempo sono le seguenti:

dil di2
vl([) = I_. —(_ﬂ—t— + M ?
(I11.3.23)
dil di2
V2(t) = M T + L2 o

(1) - La tensione impressa V_=Li(0") & una grandezza trasformata; essa percic ha le
dimensioni di [Volt] [sec] Analogamente la corrente impressa I =i(07)/s & una
grandezza trasformata avente le dimensioni di [Ampere] sec
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Tabella 111.3.3 - Relazioni costitutive e circuiti equivalenti nel dominio
della variabile s per i'induttore.

Relazione costi- Circvito mel Relazione costitutiva Circuito equivalente nel
tutiva nel tempo tempo nel dominio della va- dominio dellavariabile s
riabile s
di _
Wt)= L — V(s) =sL I(s) I(s) sl
de 1 Ao rFBEBO——0B
(0 =0 I(s) = — V(s) * V(s) -
i(t) "
+ ‘ Li(07) =
V(s)=sL1(s)- Li(07) Q__GL,W_Q
di %)
vit)=L — _ I(s)
dt + V(s) -
4 B
1(0) A0 A
i(07) £ (o)
—
V(s) i(07) m
I(s) = + A B
L oesig —
) s I(s) sL
— P06 —
+ V(s) -

Trasformando secondo Laplace ambo i membri delle relazioni
(I11.3.23) ed applicando la proprieta di linearita e quella di derivazione,
nell'ipotesi di induttori mutuamente accoppiati lineari e permanenti, si
ottiene:

Vi(s) =sL I ,(s)+sMI,(s) -Li (07) - Mi,(0)

(I11.3.24)
Vo(s) = sM I,(s) +sL, [,(s) - Mi,(07) - L,i,(07)

Le relazioni trasformate (II1.3.24) sono di tipo algebrico; esse
non sono omogenee per la presenza dei termini relativi alle condizioni i-
niziali. Dal punto di vista circuitale, tali relazioni danno luogo alle e-
quivalenze mostrate nella tab.IIl.3.4.
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Tabella 111.3.4 - Relazioni costitutive e circuiti equivalenti nel dominio
della variabile s degli induttori mutuamente accoppiati.

Relazione costitutiva e circuito nel tempo Relazione costittiva e circuito equivalente
nel dominio della variabile s
il(t) M i2(t) II(S) sM 12(5)
[« L] ® o ° ®
+ + + +
v, (0) L, L, vy(0) Vv, (s) sL, sl V,(s)
- - -
clil di, r ' "ng
vi(=L, d_t +M _dt i,(0)=0 { V,(s) =sL) I (s) + gM:!2(s)
o o di, Vy(s) =(sMI () +'s Ly 1(s)
v (=M — +L, — i (07)=0
2 g mg g
il(t) i,(t)
oM o
+ +
v, (9 L, L, vy (1)
© dil di2 .
v,()=L, —+M — i.(07) £0 . = . -
1 l ge de 1 Vl(s)= SL111(5)+ SMIZ(S)-Llll(O )—MIZ(O )
dil di2 V2(s)= sMIl(s)+SL2[2(s)-Mil(0 )-L2i2(0.)
vo(t)=M — +L i, (0)#£0
2 de 2 2(

111.3.3 - Trasformazione delle leggi di Kirchhoff nel dominio delia trasfor-

mata di Laplace.

Nel paragrafo precedente & stato visto che,utilizzandole trasfor-
mate di Laplace delle grandezze elettriche al posto delle loro espressio-

ni in funzione del tempo, & possibile ottenere dei componenti

elettrici

fittizi in corrispondenza a ciascun componente idealea costanti concen-
trate. Le relazioni costitutive di tali componenti fittizi si ottengono tra-
sformando (secondo Laplace) le relazioni costitutive dei componenti nel
dominio del tempo. Nell'effettuare queste trasformazioni spariscono tut-
te le operazioni di derivazione e di integrazione;percid i componenti fit-
tizi si comportano nel dominio della s come se fossero senza memoria.
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Nel presente paragrafo viene dimostrato che non_solo i singoli
.componenn possono essere trasformati in componenti fittizi senza memo-
ria “nef"dominio di~ s, mache tale operaznone ¢ possibile anche per l'in-
ter_o_ctrcuxto a costanti concentrate, ottenendo in tal modo nel dominio di
s un circuito flmzm senza memoria. Per far vedere cid & sufficiente ac-
Certare che una qualunque legge fisica che caratterizza il circuito reale
(nel dominio del tempo)‘ soddisfatta anche dalle grandezze elettriche
trasformate, relative al circuito equnvalente nel dominio di s. Le leggi
fisiche che interessano nel caso dei circuiti sono quelle di Kirchhoff,
che riguardano equilibri di correnti attraverso tagli ed equilibri di ten-
sioni lungo maglie. 'Accertiamo di seguito su un esempio la validita di

tali leggi per le grandezze elettriche trasformate.

.

Fig.l11.3.3 - Circuito considerato per
la verifica delle leggi di Kirchhoff
nel dominio di Laplace.

Consideriamo a questo scopo la maglia composta dai bipoli 4,5, 6

7 del circuito di fig.Il[.3.3. Per tale maglia si ha in base alia seconda
legge di Kirchhoff:

(I1.3.25) —v4(t) + vs(t) + v (t) -v (t) =0

Applichiamo la trasformazione di Laplace ad ambo i membri della
(I[1.3.25). Tenendo conto della proprieta di linearita, si ha:

(1.3.26) £ [-v, () +v () +v,(0) - v (0]=-V,(s)+V (s)+V (s)-V (s)=0

La (III.3.26) dimostra che le trasformate delle tensioni dei bipoli
del circuito di fig.llI.3.3 soddisfano la seconda legge di Kirchhoff per la
maglia considerata. Poiché & possibile operare nello stesso modo per o-
gni maglia e per ogni taglio del circuito di fig.II.3.3, si pud concludere
che la struttura che si ottiene, sostituendo in tale circuito a ciascun bi-

La cultura &€ un bene dell'umanita (fantomasping@libero.it)



248 Applicazione della trasformazione di Laplace all'analisi dei circuiti 1.3

polo un nuovo bipolo, caratterizzato invece che dalla corrente e tensio-
ne dalle relative trasformate di Laplace, & un circuito a costanti concentrate.
11 ragionamento precedente pus essere esteso ad ogni circuito.

Infatti per ogni maglia di un circuito si ha, m base alla seconda legge
di Kirchhoff: § — .

N
(I11.3.27) > =+ v () =0

dove N & il numero dei rami facenti parte della maglia ed il segno posi-
tivo o negativo dipende dall'orientazione di ciascun ramo nella maglia.
Applicando la trasformata di Laplace ai due membri della (II1.3.27), si
ottiene:

. N N N
(I11.3.28) E[ S £y (t) ] = T L Iw®) = 3 V¥V =)=0
1 ¢ k=1 k=1

Cio & valido anche per le equazioni di equilibrio delle correnti
nei tagli e percid rimane dimostrato in generale che il circuito fittizio
che si ottiene, sostituendo ad ogni componente il relativo componente o

circuito Pqiu.l-)alente nel dominio di Laplace, secondo cuanto visto nel
§111.3.2, si comporta come un circuito fisico nel senso che soddisfa le
leggi fondamentali dei circuiti a costanti concentrate, cioé le leggi di

Kirchhoff.

1.4 - Analisi nel dominio di Laplace di un circuito lineare e per-
manente.

Come visto nel paragrafo precedente la struttura che si ottiene
sostituendo a ciascun componente il relativo scnema equivalentenel do-
minio della trasformata di Laplace & un circuito a costanti concentrate
senza memoria. Tale circuito & fittizio e si differenzia profondamente dai
circuiti senza memoria considerati nel secondo capitolo per la presenza
della variabile di Laplace s nelle relazioni costitutive dei componenti
e per il fatto che invece delle grandezze elettriche sono presentile rela-
tive trasformate. Applicando a tale circuito fittizio i metodi di analisi
sviluppati nel secondo capitolo, si ottengono le trasformate delle gran-
dezze elettriche incognite. Tale modo di procedere, riassunto nella ta-
bella [II.4.1 prende il nome di «metodo simbolico di analisi nel dominio
della variabile s» ed & valido solo se:

a) le grandezze 1mpresse dai generatori indipendenti sono funzioni {-tra-
sformabili;
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b) 11 _circuito é lineare e permanente.

I appltcazmne del metodo simbolico di analisi richiede alcunef
prec1sa21om in relazione all'istante t=0. Infatti nella definizione dell__&

trasformata aplace .3.1) viene preso in considerazione solo 1'in-

tervallo di tempo t > 0. D'altra parte l'istante iniziale viene fissato ar-
bitrariamente da chi effettua ['analisi del circuito. In particolare & sem-
pre possibile nelle applicazioni scegliere tale istante iniziale in modo
che per t<0 tutte le grandezze elettriche del circuito siano identica-
mente nulle, cioé in modo che il circuito per t< 0 sia «a riposo». Tale

scelta, perd, non & obbligatoria.

Tabella I11.4.1 - Metodo simbolico di analisi nel dominio di Laplace.

Passo Operazione da eseguire

1 Trasformare i generatori indipendenti come indicato nelle
figg.lI1.3.1 e III.3.2.

2 Trasformare i componenti senza memoria come indicato
nella tab.IIl.3.1.

3 Trasformare i componenti con memoria come indicato nel-
le tab.Il.3.2, III.3.3 e IIl.3.4.

4 Applicare al circuito fittizio senza memoria risultante dai
primi tre passi del procedimento di analisi, uno qualsiasi
dei metodi di analisi sviluppati nel secondo capitolo.

Avvertenza: i coefficienti del sistema risolvente algebri-
|co sono funzioni razionalireali della variabi-
le s.

5 ! Antitrasformare le funzioni della variabile s ottenute nel
passo 4, ricavando le grandezze elettriche richieste in
funzione del tempo, con i procedimenti sviluppati nell'ap-
pendice III.A.

Nel caso che il circuito non sia a riposo per t <0, occorre tenere
conto mediante le condizioni iniziali dei fenomeni elettrict che hanno
preceduto l'istante preso come iniziale!, Cid avviene automaticamente,
quando sostituiamo ai componenti con memoria i loro circuiti equnvalen-
ti nel dominio di Laplace. Infatti in tali circuiti equivalenti sonopresen-
ti dei generatori indipendenti la cui grandezza impressa & proporzionale
o alla tensione iniziale dei condensatori o alla corrente iniziale degli
induttorti.
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Questi generatori indipendenti fittizi costituiscono il legame del
circuito trasformato nel dominio di Laplace con il passato, in contrappo-
sizione agli altri generatori indipendenti presenti che costituiscono il
legame con la realta esterna al circuito.

La scelta dell'istante iniziale pud essere tale che in corrispon-
denza ad esso si abbiano delle discontinuita delle grandezze elettriche.
Per tenere conto di tali discontinuita, occorre considerare nella defini-
zione (I11.3.1) al posto dell'istante t=0, un istante infinitamente vicino
posto alla sua sinistra, indicato correntemente con il simbolo 0.

Quando nel circuito agiscono piu eccitazioni e e, ... e, &u-
suale fornire per esse l'andamento nel tempo riferito ad istanti iniziali
diversi, che corrispondono spesso al momento d'inizio delle eccitaziont
stesse. In questa situazione conviene scegliere 'origine dei tempi coin-
cidente con il valore pil piccolo tra questi istanti e quindi traslare di
esso tutte le eccitazioni. Il calcolo delle trasformate delle eccitazioni
dopo la traslazione suddetta puo essere effettuato facilmente mediante
I'applicazione della proprieta IV riportata nell'appendice III.A.

Di seguito riportiamo alcuni esempi di applicazione del metodo
di analisi simbolico riassunto in tab.Il1.4.1(). Ulteriori esempi verranno

sviluppati nell'appendice III.C.

Esempio I11.4.1.

Nel circuito di fig.ll1.4.1 calcolare la corrente che percorreil condensatore nel-
I'ipotesi di condizioni iniziali nulle.
Dopo aver modificato il circuito come mostrato in fig.l11.4.2, in modo da inglo-

bare |'azione dell'interruttore nella funzione di eccitazione, applichiamo passoper pas-

so il procedimento di tab.ll11.4.1.
t=0 R R
A AA A

Py

+
t
(]DEo i (0 l—‘- De(t)=Eou_l(t) ;@:;C

TC

Fig.l11.4.1 - Circuito considerato nell'e- Fig.l11.4.2 - Circuito ottenuto da quel-
sempio I11.4.1. lo di fig.Ill.4.1 eliminando I'interrut-
tore.

Passo 1. Calcoliamo la trasformata di Laplace della funzione di eccitazione. Utilizzando
I'appendice 1l1.A, si ha: E,
Es) = £ [Eju ) = —

S

(1) - Per una completa comprensione di tutti i passaggi analitici sviluppati negli esem-
pi, si consiglia.di leggere preventivamente |'appendice III. A.
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Passi 2,3. Il circuito equivalente neldominio della variabile s € quello di fig.III.4.3.

R
vV

Fig.l11.4.3 - Circuiro fittizio nel domi- + J_

nio della variabile s, equivalente a 1

quello di fig.111.4.2. ):6) I(s) —

sC
Passo 4. Analizziamo il circuito fittizio su base maglie; si ottiene:
1
R+ — ) I(s) = E(s)
sC
Risolvendo rispetto ad I(s), si ha:
EO 1 EOC
I(s) = — =
s 1 sRC +1
R+ —
sC
Rl
Passo 5. Antitrasformiamo 1'espressione di WA .
I(s): ‘ y 4 _l- t
E_ /R }
ok ) ®© o Ry Qv (0
s+ 1/RC T o

in base alla formula ricavata nell' appen-

g (LA Fig.l11.4.4 - Circuito considerato nel-
I'esempio 111.4.2. I valori dei compo-
nenti sono: Ri=1,Ry=2, C=1, e(t) =

E'l[ 1 ']: 2% L =ug(v) (€2, F,' V).

sta

Si ottiene per la proprieta della linearita della trasformata di Laplace:

E0
i) = — e/BCu (0
R

Tale espressione coincide con la (III.1.24) del § III.1, dove lo stesso circuito

qui considerato € stato risolto con il metodo di analisi nel dominio del tempo.
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Esempio 111.4.2.

Nel circuito di fig.ll1.4.4 determinare |'andamento della tensione ai capi del

condensatore, nell'ipotesi di condizioni iniziali nulle.

Passo 1. La trasformatadella tensione impressa dal generatore &, come risulta dall'ap-
pendice III.A.2:

iy lug0] =1

Passi 2,3.11 circuito equivalentenel dominio della variabile s & quello indicato in figura
111.4.5.

Passo 4. Analizziamo il circuito di fig.I1I.4.5 su base nodi, prendendo come incognita la

tensione Vc(s) ai capi del condensatore. Si ha per il nodo 2:

1
<s+1+ —;>Vr(s)-l=0

@) 1

vVVW— )
Fig.l11.4.5 - Circuito fittizio nel dominio B _L
di s, equivalente a quello di fig.IlI.4.4. | (]D ] 2S V. (5

?T )

L'equazione di equilibrio del primo nodo non é necessaria, in quanto non é ri-

®

chiesta la corrente erogata dal generatore. Dall'equazione precedente, si ha:
1

V (s} s ——
¢ s + 3/2

Passo 5. Antitrasformando |'espressione della tensione incognita, ottenuta nel passo 4,

si ha:
-1 ! 1,5t
v(()=£ —_— =" ul(t)
= s+ 1,5 -
Esempio 111.4.3.
Nel circuito di fig.lll.4.6 determinare |'andamento della corrente che percorre

I'induttore, nell' ipotesi di condizioni iniziali nulle,
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Passo 1.In base all'appendicell.A.2, la trasformata della tensione impressa é:

2
£l2u, @) = —
- s
i(t)
YAvAY BT
Fig.i11.4.6 - Circuito considerato nell'e- + R L

sempio II11.4.3. 1 valori dei componenti GD
sono: R=8, L=1, C=1/2’i,vg(t)=2u_l(t), Vg(l)

€, H, F, V). ¢
8 I(s)
YA
Fig.l11.4.7 - Circuito fittizio nel dominio + s

di s, equivalente a quello considerato in ) QD

fig.I11.4.6. -].
S

Passi 2,3.11 circuitoequivalente nel dominio di s & quello indicato in fig.lII.4.7 (accanto

ai bipoli R, L, C e indicata la relativa impedenza).
Passeo 4. Analizzando il circuito fittizio su base maglie, si ha:

25 2
(8 + .8 # —> I(s) = —
s s

2

da cul si ottiene:

I(s) =

s2 4 8s +25

Passo 5.Per antitrasformare la corrente I(s), occorre effettuare lo sviluppo in frazioni
parziali (cfr. appendice III.A.4). Si ottiene:

s + 8s + 25 = (s+so)(s+s:)
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con:
Sg = 4 =33
s: =4+;3
Quindi si ha: "
A A
I(s) = +
s ts, s # 5’5
dove:
2 2 2 j
A=K (s +s)l = ... S, NN
STH0 s+ -4+j3+4+j3  j6 3
S=-SO
In conclusione risulta:
-i/3 i’3
I(s) = +
s+4-33 st4+j3

L'espressione precedente puo essere facilmente antitrasformata, come segue:

j (~4+j3)t (-4-j3)t
== u e u
3 .

i(t) =- 4

() +— ()

E importante mettere in evidenza che la corrente i(t) deve essere una quantita
reale, sia per ragioni fisiche, sia perché e l'antitrasformata di una funzione I(s) razio-

nale a coefficienti reali (cfr. appendice III.A.S). Infatti, si ha:

1 . 4

i(© = —e? (el +jel¥u (0 =
3 4
2 eJat - eni3t 2

= — "4t u 1(t) =— e sin3tu 1([)
3 2j - 3 =
Esempio I11.4.4.
Nel circuito di fig.ll11.4.8, determinare |'andamento dellatensione ai capidel con-

densatore per t> 0.

\/\/R\,
Fig.l11.4.8 - Circuito considerato nell'e-
sempio III.4.4. I valori dei componenti D" (0 g @
sono: R=2, C=1, vg(t)= u_l(t), v (0)=2 g

(@, F, v

o

—+vc(t)
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Passo 1. Si ha:
—_C [ ] = :
V (s) v (t)

s

Passi 2,3. 1l circuito equivalente nel dominio di s € indicato in fig.ll1.4.9. Occorre fare
attenzione al fatto che tutto il bipolo connesso tra i nodi A e B e compreso entro la li-
nea tratteggiata, corrisponde al condensatore C carico nel dominio del tempo (non vi &

percid corrispondenza in questo caso fra il condensatore ed il bipolo di impedenza 1/s).

Passo 4. Analizzando il circuitodi fig.Il1.4.9 su base maglie, si ha:

1 12
(2 +—)I(s) =—+—
S S S

da cui:
3
s 3
[(s) == =
1 2s +1
2+ —
s
ed inoltre:
1 2 3 2
V(s)=V_,(s) == —Is) + — == —— + —
= BA s s s(2s+1) s

Passo 5.Per antitrasformare 'espressione di Vc(s), occorre effettuarne lo sviluppo in

frazioni parziali (cfr. appendice III.A.4). Si ottiene:

3 2 3/2 2 A B 2
V(s)=-———+ — =~ + — = — + + —
< s(2s+1) s 1 S s s+1/2 s
s|s+—
dove: 3 3
E 2
A =- =-3 B=-— =3
1 s 1
s+ — S=e—
2 |s=0 2
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Si ha quindi:

3 3 2 1 3
Y. (8) == =3 F—=-—
s 1 s s 1
Stk — s+ —
2 2
da cui si ottiene:
v =L [v] == w0 +3¢%50 (0
2 A
ARG -
1
4 | 1/5 :
QD 1 I(s) | |
s | 2 |
| s
Lt __2

Fig.l11.4.9 - Circuito fittizio nel dominio di s, equivalente a quello consi-

derato in fig.II1.4.8.

Osservazione ll1.4.1,

Come detto in precedenza, le eccitazioni presenti nel circuito fittizio, che si

ottiene applicando il metodo simbolico di analisi, sono di due tipi:

. . . . . i . . . . .
a) eccitazioni derivanti da '~ trasformate di generatori effettivamente gesenti nel cir-
cuito nel dominio del tempo;
b) eccitazioni derivanti dalla presenza delle condizioni iniziali; queste ultime eccita-

zioni non corrispondono a generatori presenti nel dominio del tempo,

Per quanto riguarda 1'analisi del circuito non vi & alcuna differenza frale ecci-
tazriqr_tvi_;i:él;gjpor a) e del tipo b). Cio réppresenta un importante vantaggid del metodo
simbolico sul metodo integro-differenziale, in quanto, come si € visto nel § III. 1, risul-
ta complesso tenere conto delle condizioni iniziali nell'applicazione di quest'ultimo.
Tuttavia, tale vantaggio puo essere esteso anche al metodo integro- differenziale fa-
cendo in modo che i generatori del tipo b) siano esplicitamente rappresentati nel do-
minio del tempo. Per raggiungere questo scopo occorre ricavare dei circuiti equivalen-
ti nel dominio del tempo per i componenti reattivi del tipo di quelli considerati nelle
tabelle 111.3.2, 1I1.3.3 e [I1.3.4. Cio e staco fatto, limitatamente all'induttore ed al con-
densatore, nella tab.1lI.4.2, tenendo conto delle funzioni del tempo che corrispondono
alle funzioni della variabile s, presenti come grandezze impresse nei circuiti equiva-
lenti delle tabelle del S1IL.3, e dei risulati riportati nel & L. A.S.

Nei circuiti equivalenti della tabella I1I.4.2 sono presenti degli induttori e con-

densatori, che debbono essere considerati scarichi all'istante t=0". La condizione i-
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Tabella 11i.4.2 - Circuiti equivalenti nel dominio del tempo dell'indutto-

re e del condensatore nel casodicondizioni inizialinon
nU”e.

¢ Circuito equivalente con Circuito equivalente con
omponente d : ' di N i leiva

grandezza impressa a gradino grandezza impressa impulsiva
Condensatore A

A + &
l+ *“—e——”—“ R : 1C\’(0-)u0(t‘)

C _I__ v(t) v(07) u_l(t) L
[l

Induttore A
A =
jico L
i(0)u (o) A°*—e_‘55”“‘*’
L b el -1 Li(n')uo([) B
B 3

(mzmlc e simulata dalla presenza di un opportuno generatore che puo essere di tipo im-
‘pulsxvo o di tipo a gradlno [ due tipi di generatori hanno un comportamento differente
‘nel circuito equivalente in cui sono contenuti. [nfatti nel casodei circuiti in cui é pre-

sente un generatore di tipo impulsivo ed un componente scarico, si ha il seguente com-

. portamento (illustrato per il condensatore in fig.I11.4.10): |

1) il generatore esplica istantaneamente la propria azione per t=0, mentre per t> 0 la

grandezza impressa € nulla, per cui esso puo non essere considerato;

= { t

c)

Fig.l11.4.10 - Andamento della tensione ai capi di un condendatore: a) quando
non si usa il circuito equivalente (di tab.IIl.4.2); b) quando si usa il circuito
equivalente con grandezza impressa impulsiva: ¢) quando si usa il circuito
equivalente con grandezza impressa a gradino.
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]

2) il componente reattivo presente nel circuito equivalente, scarico all'istante t=0"

viene istantaneamente caricato e portato in condizioni identiche a quelle del componen-
. +

te reale all'istante t=0" (fig.Ill.4.10a e b);

3) negli istanti t2 0" il comportamento sia del resto del circuito in cui si trova il
condensatore sia del condensatore € lo stesso che si ha quando non si usa il circuito

equivalente.

Nel caso dei circuiti equivalenti contenenti generatori a gradino, si ha invece

il seguente comportamento (illustrato per il condensatore in fig.I[1.4.10):

1) il generatore esplica la propria azione in tutto l'intervallo t >0, nel quale si studia

il fenomeno elettrico;
2) il componente reattivo rimane scarico all'istante t=0;

3) negli istanti ¢ >0, il comportamento del resto del circuito in cui si trova il conden-
satore € identico a quello che si ha quando non si usa il circuito equivalente, mentre il
comportamento del condensatore € diverso, come messo in evidenza in fig.IlI.4.10 c. In
questo caso infatti € necessario considerare in ogni istante il contributo del generatore
aggiuntivo e solo la somma delle due tensioni fornisce la tensione che siavrebbe ai ca-

pi del condensatore nel caso in cui non si usasse il circuito equivalente per questo.
Le considerazioni precedenti sono di grande utilita, in quanto:

1) sono valide anche nei casi in cui non € applicabile il metodo simbolico (per esem-

pio quando qualche grandezza impressa non e E- trasformabile);
2) permettono di trattare in modo unificato i generatori esterni e le condizioni iniziali;

3) semplificano la trattazione delle condizioni iniziali.

Esempio l11.4.5.

Dato il circuito di fig.l11.4.11, determinare un circuito equivalente con condizio-

ni iniziali nulle per t>1 sec.

11
LLE
<
o
—~
)
~

v, ® QD+ i()

Fig.l11.4.11 - Circuito considerato nell'esempio I11.4.5. I valori dei componenti
sono: R=2, C=1, v (0) =0, v (9 =2 u_ (1), «Q, F, V).

L'andamento della corrente i(t) nel circuito di fig.IlI.4.11 & dato dalla seguen-

te equazione (vedere 1' esempio I11.4.1):
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2
() = — e YRC NOE et/2 y NG
P ! ’

Percio la tensione vc(t) ha la seguente espressione:

1 M ¢ N
v (9 = ?_/. i(r)ydr =/ T2 gr =~ 272 = (2-2e% u (0
0 0

All'istante t=1, risulta:

v (1) =2(1- 5 = 0,787 v

Di conseguenza all'istante t=1, il circuito dato € equivalente a quello mostrato
in fig.I11.4.12.

R i
\AAA
9 111.4.12 - Circuiro di fig.II1.4.11 + +
ail'istante t=1sec.I valori delle ten- v =
sioni sono: e =2, v, —0 7 'f(V) g c c

Il circuito di fig.III.4.12 puo essere considerato come stadio iniziale per 1'ana-
lisi dell'evoluzione successiva del fenomeno elettrico. Percio, in base all'equivalenza

riportata in tab.II1.4.2, si ottiene il circuito di fig.I1[.4.13, in cuiil condensatore & sca-
rico all'istante iniziale t=1 sec.

N
Vg(t) (]

o §
-+
<
~
Z

Fig.111.4.1 3 - Circuito da analizzare al posto di quello di fig.II1.4.11 per
t> 1sec. I valori delle tensioni sono 'v (t) 2u (t-l), v (1) =0, v (t) =
=0 787u1(|:-l)(V)K ek
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111.5 - Impiego dei metodi alle differenze finite per |'analisi dei
circuiti.

Quando le dimensioni del circuito da analizzare sono tali da ren-
dere eccessivamente onerosa |'applicazione del procedimento di analisi
simbolica, descritto nel paragrafo precedente, occorre prevedere l'impie-
go del calcolatore. I vari passi di tale procedimento, riportati in tabella
[I1.4.1, presentano difficolta diverse di implementazione, su cui & oppor-
tuno_soffermarsi. Precisamente, il passo 1, riguardante la determinazio-
ne delle [ -trasformate delle grandezze impresse esterne, & facilmente
eseguibile solo nel caso di funzioni assegnate in forma chiusa e di cui
4si conosca la {'-trasformata. In caso contrario, occorre intervenire attra-
verso i metodi di integrazione numerica con notevole aggravio del proce-
dimento.
. Il passo % richiede la determinazione delle grandezze elettriche
come funzioni della variabile s. ‘A questo riguardo mal si prestano i me-
todi considerati nel secondo capitolo. Occorre fare riferimento a metodi
pid evoluti, del tipo di quelli topologici citatinell'appendice I11.D. E par-
ticolarmente sentito in questo caso il problema dell'eliminazione di fat-
tori comuni tra denominatore e numeratore delle funzioni ottenute.

Il passo S5 presenta minori difficolta degli altri, quando la funzio-
ne da antitrasformare é razionale reale, come accade nella maggior parte
dei casi nei quali sono razionali le trasformate delle funzioni di eccita-
zione. Possiamo infatti applicare il procedimento dello sviluppo in fra-
zioni parziali, riportate in tab.IIl.A.2, che presenta qu.%lche difficolta nu-
merica solo nel caso che siano presenti poli multipli!

L'andamento nel tempo delle grandezze elettriche, fornito dal cal-
colatore, & relativo ovviamente ad un numero di istanti, scelti a priori ed
usualmente disposti in modo uniforme sull'asse dei tempi.

Tralasciando le difficolta legate alla scelta degli algoritmi piix
opportum ed alla loro lmplementazmne su calcolatore, si possono consi-
|derare i prmcxpall vantaggl ed inconvenienti conaessi—cona—un—procedi-
'mento automatico di analisi basato sulla trasformazione di Laplace |

El,nﬂp_éll,l@nmg& sono:|
l) Determinazione molto accurata dell'andamento nel dominio del tempo
delle grandezze desiderate;

——— . v - . . . .
2) Possibilita di calcolare tali grandezze in istanti di tempo qualsiasi
senza alcun vincolo;

(1) - Nel caso di poli multipli per ovviare a difficolta numenche, che sorgono in questo
caso, occorre usare tecniche piu evolute, quali ad esempio quelle descrittein O. Brugia,
« A non iterative method for the partial fraction expansion of a rational function with high
order poles», SIAM Review, vol.7, n.3, 1965.
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3) Validita dei risultati senza che sia necessario effettuare verifiche
particolari sul circuito in esame.

g A Attt e S S A SO 0
| I'principali inconvenienti sono:)
X v mmd
Difficolta di analisi in presenza di eccitazioni non assegnate in for-
ma c/b_iusa, ovvero assegnate solo per punti;\

Necessita di effettuare tante antitrasformate quante sono le grandez-
ze richiestﬂ

Particolarmente rilevante & lo svantaggio indicato al punto 1),
che esclude l'analisi automatica nel dominio di_s per uuna vasta classe
di situazioni di interesse pratico, nelle quali l'eccitazione & nota solo
per punti. In questi casi il metodo di calcolo deve comportarsi come un
«simulatore nel dominio del tempo» del circuito stesso, cioé deve avere

le seguenti caratteristiche:

%/accettar ioni di eccitazione di andamento generico, assegnato
per punti;

%fomire le grandezze incognite per punti, calcolando il loro valore in
. . . . TR e )
corris za a ciascun valore delle eccitazioni.

E evidente che il metodo di analisi basato sulla trasformata di
Laplace non possiede tali caratteristiche.
Nel caso det circuiti senza ) K=1
memoria & molto semplice ottenere
un simulatore del tipo detto. A tale

scopo, infatti, & sufficiente utiliz-

Leggere i K-simi campioni

zare in modo ripetitivo il program- delle eccitazioni

ma NODI, introdotto nel secondo T

capitolo, come indicato nella figu-

ra [I.5.1. Supponendo infatti di T;t;f::;;: Shetiea wou
scegliere sull'asse dei tempi un nu- _

mero di istanti pari a KT (ugual- !

mente intervallati oppure no), per Stampare i K-simi campioni
ogni istante generico K, K=1,2, .. delle grandezze incognire
...KT, vengono assegnati i valori !

delle eccitazioni;il programma prov- K=K+1

vede a calcolare corrispondente-
mente i valori delle grandezze in-
cognite.

Il simulatore indicato in fi-
gura II1.5.1 non presenta difficolta
di al;un genere, poiché il ;ircuito STOP
considerato & senza memo“,a' Nel Fig.l11.5.1 - Simulatori per circuiti
caso dei circuiti con memoria, l'e- senza memoria.

si

no
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stensione del metodo di analisi indicato in fig.III.5.1 richiede l'utilizza-
zione di partlcolan algoritmi che tengano conto della presenza delle o-
»perazmm differenziali. Gli amlgg_rltml in questione sono noti nell'analisi
numerica con il nome di metodi alle differenze fmltel Tali metodi si ba-
‘sano sul calcolo approssimato dell’ operazmne di detivazione, presente
nella definizione dei componenti con memoria, quali il condensatore e
l'induttore. Nel paragrafo seguente verranno introdotti alcuni dei princi-

pali metodi utilizzabili a questo scopo(!). -

11.5.1 - Algoritmi alle differenze finite e relativi metodi di analisi(?), -

Si considerino due grandezze funzioni del tempo x(t) ed y(t), le-
gate fra loro dalla relazione:

(IL.5.1) fy e 2

Si supponga inoltre che le du zioni siano note solo in un nu-
mero finito di_istqn_gi_'di__tgmpg_pgr_i»gﬁ[‘(_é_'f"jcon 'ulteriore ipotest che sia-
no ugualmente intervallati di un tempo T (intervallo di campionamento).
‘Siano.tali valori rispettivamente: A

(IT1.5.2) [ xhx
(II1.5.3) ¥is Vg oo T ver’ Vg

Se nella (III.5.1) l'operazione di derivazione viene a Pr0531mata
meworm incrementale calcolato per un intervallo di campio-
namento, si ottengono gli algoritmi di Fulero'®).

(1) - Nel passaggio dai circuiti con memoria ai corrispondenti simulatori si effettua il
passaggio dalle equazioni differenziali alle equazioni alle differenze finite. Tale tra-
sformazione ha notevoli implicazioni di tipo numerico, per le quali si rimanda ai testi
di analisi numerica. Si veda ad esempio: G.Pesamosca, « Elementi di analisi numericas,
Ed. Sistema (Roma), 1976, Cap.S5.

(2) - In questo paragrafo ci limiteremo a considerare solo alcuni algoritmi elementari,
rimandando per ulteriori approfondimenti sull' argomento a G. Pesamosca, op. cit. ed a
L. Chua e Pen-Min-Lin, op. cit. In particolare considereremo due algoritmi del primo or-
dine ed uno del secondo ordine.

(3) - Gli algoritmi di Eulero considerati nel testo sono del primo ordme, cioe come ve-
dremo successivamente nel § II1.5.2, 1'errore che si commette nell'applicarli in ogni
passo & proporzionale alla seconda potenza dell'intervallo di campionamento.

La cultura & un bene dell'umanita (fantomasping@libero.it)



.5 Impiego dei metodi alle differenze finite per l'analisi dei circuiti 263

Precisamente si ha l'algoritmo di Eulero di tipo‘direttpﬂquando:

" Y/ ("w e -
Lioll- /I | TP e
|

(I11.5.4) | (Y = el s BN
quello di Fulero di t!po inverso quando: /( i' ‘ [
— i
B3 S8
o (1 D E A ~
(I1.5.5)  Juy &7} ( yk% ¥
quello di Eulero modificato o trapezoidale(!), quando:
g | ,7/A '\ f X =K 1
> m-. _,(h' _ k+1 k
(III 5 6) L// / {\ (y k+1 + yk )‘ - T
\

i . . .

Ciascuno di questi algoritmi pud essere facilmente interpretato

dal punto di v1sta c1rcu1tale Precisamente nel caso di un induttore, po-
nendo:

'm:m) e v(t) = y(t)

si ottengono le seguenti espressioni per i tre algoritmi partendo dalle

(1I1.5.4), (I11.5.5) e (II1.5.6): o
\ :Ld;@g
) =L ~dt

k{Fulero diretto:

s . T
(I11.5.7) | fp =1 e T v
é@ulero inverso: AR A C'
= T
(II1.5.8) ol =i * 7 v g
2 N i  — ;
trapezondale [ )
[ T ’ U >t W
([lI 2 [l Bl T 2_L (% ¥ ¥y [‘
S

(1) - L'algoritmo trapezo:dale o di Eulero modificato (sx veda ad esempxo G. Pesamosca,
op. cit., pag.243), ¢ un algoritmo del secondo ordine, in quanto l'errore commesso in
c1ascun passo e pro orznonale al cubo dell'mtervallo di campionamento, come vedremo
successivamente nel $II1.5.2
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In ciascuno di questi algoritmi le quantita v, ed i, debbono con-
siderarsi note, in quanto si riferiscono all'istante precedente, mentre le
\quanti.t:‘auy;”‘ e‘ci:_i#‘t_l__ws‘qp.o incognite, Si ottengono allora facilmente gli

schemi equivalenti riportati in tab.III.5.1. Si vede che nel ¢aso del me-
todo diretto di Fulero si ottiene come schema equivalente un semplice
generatore di corrente, mentre negli altri due casi si ha uno schema e-
" quivalente costituito dal parallelo di un resistore e di un generatore di

corrente.

Tabella 11.5.1 - Algoritmi e schemi equivalenti con i metodi alle diffe-
renze finite nel caso dell'induttore.

Schema del compoA .
Metodo Algoritme nente nel dominio Schema equivalente
del tempo
A
+
Eulero i o T
- o . i =
diretto e+l T % = L Yk l k 'k
B
\ e
A ] T
i(t) ‘ + |
Eul T L ) ‘
“ulero . . 2 L v(t) T i
inverso Lo Th T L Yk +1 ‘ T Pk
- “‘
)
5|
| A
T 2L ) T
Trapezoidale i =1k+;{(vk+vk+l) T ‘ e +2_ka
n

Considerazioni del tutto analoghe possono essere fatte nel caso
del condensatore, ottenendo gli algoritmi e gli schemi mostrati nella ta-
bella III.5.2.

E evidente che ciascun algoritmo alle differenze finite, essendo
di tipo approssimato comporta degli errori e degli scostamenti rispetto
al circuito originario. Tuttavia, nell'ambito delle approssimazioni pro-
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prie di ciascun metodo alle differenze finite, un circuito elettrico con
memoria pus essere analizzato utilizzando gli schemi equivalenti ripor-
tati nelle tabelle III.5.1 e III.5.2. Gli stessi schemi possono essere_uti-
lizzati allo scopo di fornire le opportune condizioni iniziali. Si ottiene
quindi un procedimento di analisi, come messoin evidenzain tab.I[.5.3.

Tabella 111.5.2 - Algoritmi e schemi equivalenti con i metodi alle diffe-
renze finite nel caso del condensatore,

Schema del com- .
Metodo Algoritmo ponente nel do- Scl"lc:ma equivalente
minio del tempo all’'istante (k+1)°T

T +
Eulero = o | L
diretto k17 Yk G 'k vk+Elk
B
A A + B
. Eulero LI fiw —E—\N—
. = — )
inverso vk+l~ vk+ c e+l + Vi TLE
v(t) o
N—
" T
\ | V<
N B 5 +e :Ch B:
= \ T
: T o o " 3¢ 'k
Trapezoidale v ., =v + z (lk+ i) f
|

E facile verificare che tale metodo permette di ottenere sul calcolatore
un simulatore del circuito con memoria considerato, che fornisce un va-
lore delle grandezze elettriche di interesse per ogni istante di campio-
namento; l'intervallo di campionamento di tale simulatore risulta costante.

G.MARTINELLI-M.SALERNO: Fondamenti di Elettrotecnica 34
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Tabella 111.5.3 - Analisi di un circuito con il metedo alle differenze fi-
nite.

Passo Operazione da fare

1 Sostituire ad ogni induttore ed a ogni condensatore il rispettivo
schema equivalente alle differenze finite di tab.Ill.5.1 e I11.5.2

a seconda dell'algoritmo prescelto, con T intervallo di campio-

namento.

2 Analizzare il circuito risultante con K=0, assegnando alle ec-
citazioni il loro prime valore e,; porre nel circuito perogni con-
densatore:

v, = v 2 i, =0
0 c0 ’ 0
dove V.o fappresenta la tensione iniziale presente ai suoi ca-
pi ed i = . =
O Yo 0

er ogni induttore, dove iLO rappresenta la corrente iniziale che
o percorre. :

3 Determinare la grandezza elettrica o le grandezze elettriche di
interesse nel circuito e per ogni componente reattivo la rispet-

tiva tensione e corrente Y ed il.

4 Analizzare il circuito con K=1, assegnando alle eccitazioni il
loro secondo valore €y ed utilizzando negli schemi equivalenti
dei componenti reattivi le tensioni e correnti ottenute nel pas-
so 3.

S Ripetere i passi 3) e 4) per i successivi valori di K.

I11.5.2 - Valutazione degli errori connessi con i procedimenti di analisi
basati sui metodi alle differenze finite.

Per valutare in modo quantitativo gli erroriche si commettono a-
nalizzando un circuito con il metodo alle differenze finite considerato
in precedenza, si faccia riferimento all'andamento esatto che una certa
grandezza ha in funzione del tempo; indichiamo con x(t) taleandamento.
Detto x(t,) il valore assunto all'istante t, € posto:

(I11.5.10) & =&+® (Hea -1
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si ha dalla formula di Taylor, sviluppata nell'intorno dell'istante ¢, :
2 3

T T
= x(t )+ Tx'(t)+ —x"(t)+ —x"(t )+ €,

(IT1.5.11) x(t, )\= ) 6

dove € . rappresenta la somma dei fattori dipendenti da potenze supe-
riori o uguali a T*.
Applicando l'algoritmo diretto di Fulero, per un solo passo, a

partire dal punto x(t,) si ottiene:

(I1.5.12) x,,, = x(t) + T x'(t)

dove x, ., &il valore approssimato di x(t ) ottenutotramite tale algo-
ritmo. L.'errore corrispondente, definito dalla relazione:’

(I1.5.13) Egp/ =6, 1) < x5
risulta uguale a:
v 2 T3
(I1.5.14) : ‘g0 = 5 x"(t,) + < x"(t) + €

Tale errore viene denominato come ¢errore locales,in _quanto si
riferisce ad un solo passo di integrazione. | | Definendo come ordine di un
algoritmo 1' esponente che nell'espressione dell'errore locale moltiplica
l'intervallo di campionamento, diminuito di uno, vediamo che 'algoritmo
di Eulero diretto & un algoritmo del primo ordine. Procedendo in modo a-
nalogo si ha'!) per I'algoritmo di Eulero inverso il seguente errore loca-

le:
T2 T3
(I11.5.15) Eg =- 5 x"(t,) + = x"(t,) + €y
e per l'algoritmo trapezoidale:
Lk :
(I11.5.16) E;=- £ x(t, )+ €,

(1) - Per la derivazione delle (II1.5.15) e (I11.5.16) si rimanda ai testi di analisi numeri-
ca citati in precedenza.
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In base alla definizione precedente di ordine si vede che 1'algo-
ritmo di Eulero inverso & del primo ordine e quello trapezoidale del se-
! condo ordine. Si_pué quindi concludere che, per quanto riguarda gli erro-
.ri_locali, il metodo trapezoidale presenta dEI vantaggi in corrlspondenza
'a piccoli - valori dell'intervallo di campionamento, mentre i due metodi di
Ell_/,__ [erosono _sostanzialmente equtvalentl

L'analisi effettuata sull'entita degli errori locali & soloun aspet-
»to\deﬂg_zalutazmneigbale degli errori associati ad un algoritmo alle
_differenze finite! Infatti 1'errore locale si riferisce ad un singolo passo
di integrazione, supponendo esatte le condizioni iniziali relative al pas-
so precedente; in realta il metodo delle differenze finite & adoperato per
sostituire 1'equazione differenziale di partenza per un numero molto ele-
vato di passi di integrazione, per cul & necessario introdurre un criterio
diverso di valutazione, detto «errore totales.

L'errore totale E in corrispondenza al passo (k+1)-esimo & de-
finito dalla relazione:

(I11.5.17) B, = x(tk+1) - X

t k+1

dove x, , & il valore ottenuto con il metodo alle differenze finite dopo

k+1 passi di integrazione a partire dal valore iniziale esatto:

(I11.5.18) x, = x(t,)

L'entita dell'errore totale dipende dalle seguenti quantita:

1) dal valore dell'errore locale associato a ciascun passo;
2) dal tipo di algoritmo impiegato;
3) dal circuito analizzato.

Nei riguardi del punto 1), si pua affermare che a parita di altre
condizioni, si ottiene un errore totale inferiore se si hanno errori locali
inferiori. Percio si puo concludere che, a parita di circuito analizzato,
st ha:

a) l'errore totale diminuisce al diminuire dell'intervallo di campionamen-
to TU );

b) l'errore totale diminuisce piu rapidamente al decrescere dell'interval-
lo T se si utilizza l'algoritmo trapezoidale.

(1) - E importante osservare che la diminuzione di T fa crescere pericolosamente gli
errori aritmetici, per cui & sempre necessario controllarla in rapporto anche al numero
di cifre con cui si lavora.
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Nei r1guard1 del punto 2) e cioé del comportamento dell" al goritmo
considerato nei confronti dell'errore totale‘!) & importante stabilire se
gli errori parziali si accumulano sempre con lo stesso segno ovvero si
sottraggono gli uni agli altri. Nel primo caso infatti si puy avere un er-
rore totale molto grande ed al limite una instabilita numerica del metodo
alle differenze finite.

Si pud dimostrare che in alcuni casi il metodo diretto di Eulero,
per alti valori di T, comporta instabilita numerica, a differenza di quan-
to accade per il metodo inverso di Eulero e per il metodo trapezoidale.

Per valutare il punto 3) e cioé l'effetto delle proprieta del cir-
cuito analizzato sull'errore totale, & necessario prima esaminare ulterio-
ri proprieta del circuito stesso; percio tale punto verra sviluppato suc-
cessivamente nell'appendice Criportataalla fine del testqa cui sirimanda.

{11.6 - Analisi automatica dei circuiti con memorjia ﬁon il metodo
alle differenze finite!?). (o0 Dronttol o 2

>

\

Nel presente paragrafo verra descritto in dettaglio un metodo per
I'analisi automatica dei circuiti elettrici con memoria, basato sul metodo
trapezoidale (differenze finite), introdotto nel $111.5.1®). Lo schema a
grandi linee del programma di calcolo sviluppato é quello mostrato in fi-
gura [I1.6.1.

Descriviamo di seguito in dettaglio i singoli blocchi:

Blocco |

[l blocco [ (dati di ingresso) & strutturato come indicato in figu-
ra [[1.6.2, da dove si vede che esso si compone di due sottoblocchi. Il
primo, sottoblocco I1, ha lo scopo di assegnare i valori dei componenti
del circuito ed i valori iniziali delle grandezze elettriche peri componen-
ti reattivi. Per la descrizione di tale sottoblocco si richiama quanto det-

(1) = E interessante ricordare che puo accadere in particelari condizioni che si abbia la
sovrapposizione alla soluzione che si vuole calcolare di soluzioni estranee (o parassite)
dovute alla propagazione di errori. Tale soluzione parassita partendo da valori iniziali
anche piccoli puo aumentare oscillando fino a dominare la soluzione calcolata. Per I'e-
same di tali fenomeni si rimanda ai testi di analisi numerica.

(2) - Nell'appendice II.B viene fornita la traduzione in FORTRAN del programma qui
presentato.

(3) - Metodi di analisi che utilizzano altri metodi alle differenze finite possono essere
ottenuti da quelle qui descritto con poche modifiche.
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to nel $1.11, con la seguente avvertenza relativa ai generatori indipen-
denti (di tensione o di corrente) eventualmente presenti nel circuito: per
ogni generatore indipendente deve essere fornita, oltre alla posizione
nel circuito, i valori che la relativa grandezza impressa assume nei va-
ri istanti d'interesse, successivi a quello iniziale. Tali valori successi-

* vi non sono assegnati tramite il sottoblocco 1, ma nel blocco M2 de-
scritto successivamente. Le altre quantita di ingresso, assegnate nel
sottoblocco [2, sono:

I - Ingresso dati

M1 - Modifica della topologia
del circuito

| NTEMPO =0

SR - Analisi all'istante M2 - Modifica dei va-
NTEMPO lori dei generatori

U- Stampa dei risultati
all'istante NTEMPO NTEMPO = NTEMPO + 1

Fig.lll.6.1 - Schema a blocchi a grandi linee del programma di calcolo considerato.

I1 - Ingresso dati relativi al circuito

valori e posizione dei componenti,
condizioni iniziali

Ingresso dati relativi alla risposta

Grandezze di cui interessa l'uscita: NU, JU(1),... JU(NU);
[2 - Intervallo di campionamento: D;
Numero di istanti in cui viene facta ['analisi: NTOT

Fig.lli.6.2 - Descrizione del blocco I di fig.III.6.1 relativo all'ingresso dei dati.
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1) le grandezze di cui interessa l'andamento nel tempo. Poiché in gene-
rale non & conveniente fare eseguire la stampa di tuttele grandezze elet-
triche presenti nel circuito, & necessario indicare quali grandezze inte-
ressano. Cis pud essere fatto assegnando i numeri d'ordine dei nodi per
i quali interessa la stampa delle tensioni. [ dati relativi alle grandezze
di uscita sono:

NU numero delle grandezze di uscita considerate;

JU(L), JU(2), ... JU(NU): numeri d'ordine dei nodi per
i quali si-desidera la stampa
della tensione di uscita.

2) il valore dell'intervallo di campionamento: D;
3) il numero di istanti in cui viene effettuata l'analisi: NTOT.

L'analisi viene percio effettuata nei seguenti istanti:
b Al

t=0, t=D, =2'D, ... t=NTOT-D~ R

Blocco MI.

Lo scopo di tale blocco ¢ quello di effettuare la modifica del cir-
cuito assegnato, in modo da sostituire a ciascun componente reattivo (in-
duttore o condensatore) il relativo circuito equivalente che deriva dal
procedimento alle differenze finite utilizzato. Detto NL il numero degli
induttori, NQ il numero dei condensatori ed incltre NR ed NC i numeri
dei resistori e dei generatori di corrente, il blocco M1 risulta strutturato
come indicato in fig.I11.6.3. Preliminarmente in tale blocco vengono me-
morizzati il numero dei resistori NR ed il numero dei generatori di cor-
rente NC con i nuovi nomi NRI ed NCI. Cidé & richiesto in quanto nei
sottoblocchi M11 ed M12 il numero dei resistori NR ed il numero dei
generatori di corrente NC deve essere incrementato diuna unitd ciascu-
no per ogni componente reattivo presente.

La parte rimanente del diagramma a blocchi di fig.l{[.6.3 ba lo
scopo di far eseguire il sottoblocco M11 per ogni induttore ed il sotto-
blocco M12 per ogni condensatore. In assenza di uno dei due tipi di
componenti reattivi il sottoblocco corrispondente viene automaticamente
escluso. [ sottoblocchi M11 ed M12 hanno lo scopo di assegnare il cir-
cuito equivalente e la condizione iniziale per ogni componente reattivo
presente nel circuito da analizzare. Descriviamo tali sottoblocchi sepa-
ratamente. -
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NRI = NR
NCI=NC

Circuito equivalente
M11- condizione iniziale
induttore K-simo

Circuito ecuivalente
M12- condizione iniziale
condensatore K-simo

K = NL K=K+l K- N0 K=K+l

si

Fig.l11.6.3 - Schema del blocco M1 di fig.II1.6.1.

Sottoblocco MIT.

Tale sottoblocco assegna il circuito equivalente e la condizione
iniziale all'induttore K-simo in base all'equivalenza di fig.[I[.6.4, ba-
sata sul metodo trapezoidale (tab.Ill.5.1). Si procede nel seguente modo.
St aumenta il numero dei resistori, cioé:

NR =NR +1
caratterizzando il nuovo resistore come segue:
R(NR) =2-ZL(K)/D

(I11.6.1) N1(NR) = NL1(K)
N2(NR) = NL2(K)
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Quindi si aumenta di uno il numero dei generatori di corrente, cioé:
NC =NC +1

caratterizzando il nuovo generatore come segue:

C(NC) = CL(K)
(I11.6.2) NCI(NC) = NL2(K)
NC2(NC) = NL1(K)

Si ottiene in definitiva lo schema di fig.II[.6.5.

[

NL 1(K) N1(NR) NC2(NC)
2°Z .
ZL(K) CL(K) § # elc.l.(m
NL2(K) ' N2(NR) NCI(NC)

!

Fig.l11.6.4 - Circuito equivalente dell'induttore nel primo passo, essendo CL(K)
la corrente iniziale che lo percorre.

I

NR = NR + 1 ’
R(NR) = 2:ZL(K)/D o . 0% uL( ( " Vodd
NI(NR) = NL1(K) GOMIEAN: v AR, MR TR ‘
N2(NR) = NL 2(K)
NC = NC+1 ‘
C(NC) = CL(K)\
NCI(NC) = NL2(K)
NC2(NC) = NL1(K)

!

Fig.111.6.5 - Sottoblocco MI1.

Sottoblocco MI2.

Tale sottoblocco assegna il circuito equivalente e la condizione
iniziale al condensatore K-simo, in base all'equivalenza di fig.II[.6.6,
tratta da quelle riportate nella tab.I{[.5.2 per il metodo trapezoidale, con
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l'ulteriore trasformazione del generatore aggiuntivo di tensione in uno di
corrente, allo scopo di evitare |'aumento del numero totale dei nodi del
circuito.

NQI(K) + NI1(NR) NCI(NC)
TQ(K)
+J_ —P 2 ZQK)
TQ(K)-T ZQ(K) 5 szo O ——— Te)
2°ZQ(K
NQ2(K) KE) N2(NR) NT2(NC)

Fig.!11.6.6 - Circuito equivalente del condensatore nel primo passo, essendo TQ(K)
la tensione iniziale ai suoi capi.

Procedendo come nel caso del sottoblocco Ml11, si ottiene per il
sottoblocco M12 lo schema di fig.II1.6.7.

Blocco SR. ¢

Tale blocco & del tutto identico all'insieme dei blocchi S ed R
indicati nel §11.7.2 (fig.11.7.3) per 1'analisi dei circuiti senza memoria.
In tale blocco infatti viene ottenuto e risolto il sistema di equazioni su
base nodi per il circuito modificato.

I

NR = NR # 1
R(NR) = D/ [2* z0(x)]
NI(NR) = NQ1(K) Ao w oL O
N2(NR) = NQ2(K) T i

C(NC) = TQ(K)/R(NR)
NCI(NC) = NQI(K)
NC2(NC) = NQ2(K)

!

Nel caso presente la soluzione ottenuta si riferisce ad un singo-
lo istante di campionamento (istante indicato con NTEMPO in figura

[1.6.1).

Fig.ll11.6.7 - Sottoblocco M12.
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Blocco U.

Tale blocco provvede ad effettuare la stampa delle grandezze di’
interesse nell'istante di campionamento NTEMPO.

Blocco M2.

Tale blocco ha il compito di effettuare le modifiche dei valori
dei g_neraton indipendenti richieste in comspondenza a ciascun inter-
vallo di campionamento. Tali modifiche rlguardano sia gli schemi equi-
valenti dei componenti reattivi, nei quali i generatori di corrente debbo-
no essere opportunamente variati in accordo con quanto previsto nelle
tabelle II1.5.1 e [II.5.2, sia i generatori indipendenti effettivamente pre-
senti nel circuito, in accordo con l'andamento assegnato delle grandezze
impresse. Lo schema risultante per il blocco M2 & mostrato in fxg IIL.6.8.
[ sottoblocchi M21, M22 ed M23 eseguono le seguenti operazioni:

no [}
K=1 K=1
M21 Modifica del generatore ausilia- M2 Modifica del generatore ausi-
rio dell'induttore K-simo liario del condensatore K-simo
no n
K=NL K=K+1 K=NQ K=K+1
no y si

M23 Modifica dei generatori indipendenti presenti

nel circuito iniziale

Fig.l11.6.8 - Blocco M2.
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Sottobloceco M21. -

Tale sottoblocco ha il compito di effertuare le modifiche del va-
lore del generatore di corrente presente nel circuito equivalente dell'in-
duttore K-simo.

Sulla base del procedimento trapezoidale qui adottato il nuovo

valore i, , della corrente del generatore ausiliario ha il seguente valo-

k
re (tab.I1.5.1):

(II1.6.3) i, = CK+ VK/RK

dove VK e CK sono i valori della tensione e della corrente nell'indutto-
re ed RK & la resistenza del resistore del circuito equivalente. Tali
quantita possono essere calcolate sulla base dei valori disponibili dal
passo precedente.

1) Calcolo di VK. Detti con:

K1 = NLI(K)

(I11.6.4)
K2 = NL2(K)

i nodi a cul & connesso l'induttore K-simo e chiamando con B(I) il vetto-
re delle tensioni, come fatto nel $I[.7.2, si ha:

VK =B(K1)-B(K2) se KI#AND e K2#ND
(I11.6.5) = VK = B(K1) se Kl #ND e K2=ND
VK =-B(K2) se Kl=ND e K2#ND

essendo ND il numero d'ordine del nodo di riferimento.

2) Ildentificazione del valore RK. Tale valore & stato calcolatonel bloc-
co M1 e posto nel vettore R, cioé:

(I11.6.6) RK = R(K3)
essendo:
(I11.6.7) K3 = NRI + K

3) Calcolo di CK. La corrente CK che percorre 1'induttore coincide con
la somma di quella che percorre il resistore del circuito equivalente e di
quella del generatore di corrente contenuto in tale circuito. Posto quindi:

(I11.6.8) K4 = NCI + K
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si ha che:

(I11.6.9) CK = VK/RK + C(K4)

In base alla (I1.6.3) ed ai punti 1), 2) e 3) precedenti si ha per
il sottoblocco M21 la struttura mostrata in fig.I11.6.9.

i

K1=NL1(K)
K2=NL2(K)

no

no

VK=B (K1) I VK=R(K1)-B(K2)J VK:—B(KZ)J

| - ]

K3=NRI+K

RK=R(K3)

K4=NCI+K
CK=VK/RK+C(K4)
C(K4)=CK+VK/RK

!

Fig.l11.6.9 - Sottoblocco M21.

Sottoblocce M22.

Tale sottoblocco ha il compito di effettuare le modifiche del va-
lore del genecratore ausiliario di corrente per il condensatore K-simo. Sul-
la base del procedimento trapezoidale,il valore i, della corrente del
generatore ausiliario di corrente presente nel circuito equivalente di ta-
bella III.5.2 é:

(111.6.10) i,,, = CK+ VK/RK

dove VK, CK e RK sono i valori della tensione, della corrente e della
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resistenza equivalente del condensatore. Tali quantitid possono essere
calcolate sulla base dei valori disponibili dal passo precedente.

1) Calcolo di VK. Si utilizzano le stesse formule viste nel caso del cal-
colo di VK per l'induttore con l'unica differenza che: '
K1 = NQI(K)

1.6.11
e K2 = NQ2(K)

© 2) ldentificazione di RK. Tale valore é stato calcolato nel blocco M1 e
posto nel vettore R, cioé:

(111.6.12) RK = R(K3)
essendo: :
(I11.6.13) K3 =NRI + NL + K

3) Calcolo di CK. Tale corrente & uguale alla differenza fra la corrente
che percorre il resistore RK e la corrente del generatore di corrente del
circuito equivalente. Posto quindi:

(I11.6.14) K4 =NCI + NL + K
si ha che: '
(I11.6.15) CK = VK/RK - C(K4)

In base alla ([11.6.10) ed ai punti 1), 2) e 3) precedenti,si ha lo
schema del sottoblocco M22 mostrato in fig.I11.6.10.

Sottoblocco M23.

Tale sottoblocco ha lo scopo di modificare i valori delle tensio-
ni e delle correnti dei generatori indipendenti in base all'andamento as-
segnato in funzione del tempo. Tale sottoblocco deve essere percio strut-
turato sulla base del caso particolare trattato. A titolo orientativo accen-
niamo di seguito a quattro casi possibili:

1) Caso in cui le grandezze impresse coincidono con impulsi. In questo
caso, dopo aver letto i valori iniziali dei generatori nel blocco 11, il sot-
toblocco M23 deve prevedere solo |'azzeramento di tutti i generatori pre-
senti;

2) Caso in cui le grandezze impresse coincidono con funzioni a gradino.
In questo caso occorre conservare i valori letti nel blocco [1 e percignel
sottoblocco M23 non occorre effettuare alcuna operazione;
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i

K1=NQ1(K)
K2=NQ2A(K)
< o
no
no
VK=B(K1) VK=B(K1)- B(K2) VK =-B(K2)

l - |

K3=NRI+NL+K
RK=R(K3)
K4=NCI+NL +K
CK=VK/RK- C(K4)
C(K4)=CK+VK/RK

!

Fig.111.6.10 - Sottoblocco M22.

3) Caso in cui le grandezze impresse hanno un andamento cosinusoida-
le. L'andamento della grandezza impressa é del tipo:

(111.6.16) e(t) = cos(wt + FI)
dove w = 27F, essendo F la frequenza e FI la fase. Quindi si ha:

(I11.6.17) e(t) = cos(27F D *NTEMPO + FI)

Tale formula deve essere prevista nel sottoblocco M23, mentre
all'istante iniziale occorre leggere il valore iniziale:

(I11.6.18) ; e(0) = cos (FI)

4) Caso in cui le grandezze impresse hanno un andamento espresso me-
diante tabelle. In questo caso nel sottoblocco M23 occorre prevedere’la
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lettura del valore assegnato per i generatori presenti negli istanti di cam-
pionamento NTEMPO =1,2,... NTOT. Il valore iniziale per NTEMPO =0
viene letto insieme ai dati iniziali del circuito nel blocco I1.

Osservazione 111.6.1.

Il metodo di analisi automatica descritto nel presente paragrafo prevede l'ese-
cuzione di una analisi completa del circuito per ogni istante di campionamento; percio
se il numero totale degli istanti di campionamento € uguale ad NTOT, il programma ef-
fettuera NTOT volte l'analisi del circuito, come si vede chiaramente dall'esame dello
schema a blocchi di fig.II1.6.1.

Tale procedimento puo risultare conveniente solo quando il numero NTOT é mol-
to piccolo, mentre per valori elevati di NTOT da luogo ad un eccessivo dispendio di
tempo macchina, che rende il metodo scarsamente utilizzabile nelle applicazioni. Si puo
notare infatti che le analisi effettuate successivamente nei vari istanti di campionamen-
to si riferiscono sempre al medesimo circuito, nel cuale variano di volta in volta solo i
valori dei generatori indipendenti (blocco M2 di fig.IIl.6.1). Tale inconveniente pud es-
sere eliminato, osservando che,per la linearita del circuito considerato,la tensione del
nodo K-simo, K =1, 2,... (ND-1), rispetto a quello di riferimento ND, pud esprimersi co-
me combinazione lineare delle correnti C(I), I=1, 2,... NC, impresse dai generatori in-
dipendenti di corrente, delle tensioni T(I), I=1,2,... NT, impresse dai generatori indi-
pendenti di tensione, cioé:

NC NT

(I11.6.19) B(K) = ACK, D) C(I) + 2 AT(K, ) T(I)
=1 I=1

K=12,..ND-1

dove AC(K,I) ed AT(K,I) sono i termini (K, I) di due matrici AC ed AT, che rappre-
sentano il legame fra le grandezze impresse e le tensioni dei nodi.

Un modo molto semplice per determinare le suddette matrici consiste nell'appli-
care il metodo di sovrapposizione degli effetti, rendendo attivo e di valore unitario un
generatore per volta. Ponendo infatti a zero le grandezze impresse di tutti i generatori

di tensione e di corrente, eccetto C(I) che si assume di valore unitario, si ottiene dalla
(I11.6.19):

(I11.6.20) AC(K,I) = B(K) K=1,2,... ND-1

Analogamente, assumendo diverso da zero solo T(I) fra tutte le grandezze im-
presse, e ponendolo uguale ad uno, si ottiene:
(111.6.21) AT(K,I) = B(K) K=1,2,... ND-1

In conclusione per individuare completamente le due matrici AC ed AT occorre
effettuare 1'analisi del circuito tante volte quanti sono i generatori indipendenti, cioeé

NC +NT.
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Il metodo automatico basato sulla (I1I.6.19) & quindi conveniente dal punto di
vista del consumo del tempo macchina, guando NTOT e maggiore di NC+ NT. Quanto
maggiore & la differenza tra questi due numeri, tanto maggiore & la convenienza di un

metodo rispetto all'altro. In fig.III.6.11 & riportato lo schema ‘a blocchi che occorre so-

I - Ingresso dati ]

M1 - Modifica della topologia
del circuito

4

A] - Determinazione delle matrici
AC(K,I) e AT(K,I)

!

N TEMPO =0
Analisi del circuito M2 . Modifica dei valori
A2-mediante la formula dei generatori
(I11.6.19)

! 4
_ Stampa dei risultati
all'istante NTEMPO

NTEMPO =NTEMPO + 1

no

Fig.i11.6.11 - Variante del metodo automatico di analisi di un circuito utile nel
caso che NTOT sia elevato.

stituire a quello di fig.III.6.1, quando si adotta la formula (II1.6.19). Nello schema di fi-
gura II1.6.11 I'unico blocco che richiede un ulteriore dettaglio € il sottoblocco Al, per
il quale percid si riporta in fig.II1.6.12 lo schema completo. E da notare che il sotto-

blocco SR e identico a quello di ugual nome che compare nello schema di fig.lII.G.l(”.

(1) - Per evitare sovrapposizione sui valori dei generatori di corrente e tensione C(I),

T(1), & necessario assegnare loro un nome differente nel resto del programma rispetto
al blocco Al.
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i

Azzeramento dei valori
C(K), K=1,2,... NC
T(K), K=1,2,...NT

C(K)=1 SR - Analisi del circuito T(K) =1 SR - Analisi del circuito

) AC(I, K) = B(I) ) AT(I, K) = B(I)
1=1,2,... ND-1 1=1,2,...ND-1

1

T(K)=0

>

si

Fig.l11.6.12 - Schema del sottoblocco Al.
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APPENDICI AL CAPITOLO Il

APPENDICE III.A - Cenni alla trasformazione ed antitrasformazione di
Laplacetl),

Nel $III.3 & stata introdotta la trasformazione di Laplace ripor-
tando per essa le proprieta essenziali per la sua applicazione all'anali-
si dei circuiti. Nella presente appendice, dopo avet fornito alcune preci-
sazioni relative alla definizione dell'operazione di trasformazione, ver-
ranno riportate ulteriori proprieta di tale trasformazione, assai utili nel-
'affrontare i vari aspetti del problema dell'analisi. L'applicazione della
trasformazione di Laplace richiede essenzialmente 1'esecuzione di due
passi:

1) la determinazione della trasformata di una funzione assegnata nel
tempo;

2) l'antitrasformazione, cioé il passaggio da una funzione della variabi-
le s alla corrispondente funzione del tempo.

Questi due passi fondamentali sono usualmente effettuati median-
te l'aiuto di tabelle di trasformate, del tipo della tab.III.A.1; tabelle piu
estese possono essere trovate ad esempio in:

- A. Ghizzetti, A.Ossicini, «Trasformata di Laplace e calcolo simboli-
co», UTET, Torino, 1971.

- G. E. Roberts, H. Kaufman, «Table of Laplace transforms», Saunders
Co., Londra, 1966.

Nel caso dei circuiti a costanti concentrate,tuttavia, & usualmen-
te sufficiente conoscere la trasformata di poche funzioni del tempo, che
verranno considerate nel $II[.A.2. Cid é conseguenza del fatto che le

(1) - Per le dimostrazioni dei teoremi e delle proprieta enunciate in questo paragrafo si
rimanda a A. Ghizzetti, L.Marchetti, A.Ossicini, op. cit., Cap.4.
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eccitazioni che interessano in questo casc sono usualmente di pochi ti-
pi e che l'antitrasformazione viene richiesta solo per funzioni della va-
riabile s appartenenti a pochi tipi, tramite lo sviluppo in frazioni parzia-
li! Quest'ultima operazione verra trattata in dettaglio per la sua impor-
tanza nei $III.A.3, III.A.4 e III.A.5S.

II.A.1 - Ulteriori proprieta della trasformazicone di Laplace.

Una funzione f(t) si dice { -trasformabile se esiste almeno un
valore S, della variabile s tale da far risultare determinato e finito il
limite seguente:

T
(I11.A.1) lim / e %" f(t) dt
0

T=20

Si pua dimostrare il seguente teorema:

Teorema I11.A.1 - Se la funzione f(t) & L-trasformabile, la sva trasfor-
mata di Laplace F(s) & definita in tutti i punti del semipiano aperto (fi-
gura [11.A.1) per cui risulta:

(111.A.2) Rels) > p
dove la quantita 3 prende il nome di ascissa di convergenza.

Im [s]

Fig.lli.A.1 - Dominio di definizio-
ne della trasformata di Laplace

B / Re [s) (indicato tratteggiato).
7

[l valore dell'ascissa di convergenza 3 dipende dalla funzione
da trasformare f(t); essa pud assumere qualsiasi valore reale e puo es-
sere eventualmente uguale a =®».

Per le proprieta di linearita, di derivazione nel dominio del tem-
po, di integrazione nel dominio del tempo si rimanda al $III.3.

In questa appendice verranno enunciate altreproprieta che hanno
grande importanza nelle applicazioni.
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Propuafg IV - Traslazione nel tempo.

Detta fjuna funzione [-trasformabile, si consideri la funzio-
ne f(t a) ottenurta traslando l'asse dei _tempi della quantitareale non ne-

Eauva a. Rlsulf“a"““'"' - A

(111.A.3) £ [f(c-a)u_j(t-a)) =€ L [f(r))

V/p

—_—a =

Pro‘pri'e/f& V - Cambiamento della scala dei tempi.

Detta f(t) una funzione L- trasformablle di trasformata F(s), si

constderl L la funzwne_f(l/a) dove a & un fattore di scala arbitrario (nu-

mero reale e positivo); si ha:

(I11.A.4) £ [f(%)] =aF(a‘s)

Proprieta VI - [Teorema del valore iniziale.

_ Se F(s) & la trasformata di Laplace della funzione f(t), sotto op-
portune ipotesi, di cui la pid importante & l'esistenza del limite per t—0
di f(t)!) si ha:

(IL.A.5) lim f(t) = tim s F(s)]
t— Oy © 8 —m
Proprieta VI - Teorema del valore finale.

Se F(s) é la trasformata di Laplace della funzione f(t), sotto op-
portune ipotesi, di cui la pid importante é l'esistenza del limite pert—®
di f(0)(1), si ha:

(111.A.6) lim £(t) = lim [s F(s)]

t— s— 0

Per l'applicazione delle proprieta precedenti si rimanda agli e-
sempl riportati nell'appendice III.C.

(1) - Per un'esposizione completa di tutte le ipotesi sotto le guali valgono le proprieta
VI e VII, si veda A.Ghizzetti, « Calcolo simbolico», pag.182-184, Zanichelli, Bologna
1943. E opportuno richiamare I'attenzione sull'importanza dell'ipotesi di esistenza del
limite nel tempo per le suddette proprieta. Un esempio tipico in cui tale ipotesi viene
a cadere, per 1l teorema del valore Enale, e quello della funzione f(t)=sint; in tal ca-
so, infatti, pur non esistendo il limite nel tempo, il limite a secondo membro della for-
mula (II1.A.G) esiste ed e pari a zero.
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I11.A.2 - Calcolo delle trasformate di Laplace delle funzioni piu
comuni nei circuiti a costanti concentrate.

Nel presente paragrafo verra effettuato il calcolo delle trasforma-
te di Laplace di alcune funzioni tipiche nell'analisi dei circuiti a co-
stanti concentrate.

a) Trasformata della funzione gradino unitario u _;(t).

Si ottiene:
T e-st 1
T(II1.A.7) F(s) = lim f e u ,(©dt = lim [- } =— -
T-® 0 : T - s 0 S
-sT 1
- lim — =2 per Rels] >0
T—o S S
Quindi si ha:
1
(II1.A.8) £lu,(] =—
s
con ascissa di convergenza B =0.
b) Trasformata della funzione impulso unitario uy(t).
Si ottiene in base alla (II[.2.15):
T
(II1.A.9) F(s) = lim'f etu (t)de = [e*t] | =1
T-o
Quindi si ha:
(IIL.A.10) , Llu,®) =1

con ascissa di convergenza B=-®.

-s t
¢) Trasformata della funzione e © con s_  costante reale o complessa.

0
Si ottiene:

T e.(s+so)t T
(.A.11)  F(s) = lim / e e u (1) de = lim [-————-—] =
0

T—o T—® s+s0 0
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e'(5+80)T 1
= — - lim =3 per Re [s]>-Re[s,]
sts, T-® s+s, sts,
Quindi si ha:
-s 1
(IIL.A.12) Lle™u ()] =o——
sts,
con ascissa di convergénza 8 =-Re[s ].
-80

t
d) Trasformata della funzione t" e u_l(t) con n intero positivo o nul-

lo ed s, costante reale o complessa.

i Si ottiene:

ay !
(IL.A.13) Lleme™'y (0] = — 2

(S s So)n+l

. con ascissa di convergenza S = -Re [so].

Le trasformate precedentemente considerate hannouna grande im-
portanza nelle applicazioni all'analisi dei circuiti a costanti concentrate.
Infacti in base ad esse ed alle proprieta della trasformazione di Laplace
é possibile ricavare la maggior parte delle trasformate che occorrono nei
casi concreti{!), [llustriamo tale affermazione con un esempio.

Esempio lil.A.1.

Calcolare la trasformata di Laplace della seguente funzione:

(111.A.14) f(1) = A cos (@t + @) u_ (1)

Si ha in base alla definizione nel campo complesso del coseno:

L U ik A o A o
(LA.1S) o) = A u (0 = —elPe®u (o +— TPl ¢
2 2 2

Applicando la proprieta di linearita e la regola di trasformazione della funzione
-5yt . i .
e 0 u l(t) (caso c) considerato precedentemente), si ottiene:

(1) - Ulteriori trasformate sono elencate nella tab.III.A.1.
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A . 1 A 1
(I11. A. 16) Fis) = — @P wme 4 o o2 _
2 s - jw 2 s+ jw

A (cosP+jsin@)(s+jw) +(cosP ~jsinD) (s ~jw) scos@ - wWsin @
= A

2 s+ w? s+ w?

con ascissa di convergenza [3 =0.

I11.A.3 - Trasformazione inversa di Laplace.

La teoria della antitrasformazione di Laplace si basa sul seguen-
te teorema di unicita:

Teorema [11.A.2 - Se due funzioni f (t) ed f (f) hanno la stessa trasfor-
mata di Laplace F(s), in un certo semxp:ano dl convergenza Re[s] > f3,
allora le due funzioni f (t) ed f (t) possono differire soltanto nei punti
di un insieme di misura nulIa (secondo Lebesgue) |

L'esecuzione dell' operazione di antitrasformazione (1)

sentare notevoli difficolta, in quanto:

puo pre-

\‘I

1) la formula integrale che viene usualmente utilizzata & |'integrale prin-
licipale di Cauchy di una funzione di variabile complessa.\Tale integrale
m;zxtﬁe—'rcorm opportuni nel piano complesso (2);)
2) il risultato dell'integrale di inversione fornisce l'antitrasformata cer-
Cam se ¢ noto a priori che la funzione della varzablle 5 conSLdera-
ta é una trasformata di erplace Tale condizione &usualmente di diffici-
Te accertamento.

Per le ragioni precedenti il ricorso alla formulaintegrale suddet-
ta & del tutto eccezionale, cid che ne giustifica 1'omissione nel caso
presente. Nelle applicazioni all'analisi dei circuiti & sufficiente 1'uso
delle tabelle, di cui la tab.II[.A.1 & un esempio, e la constatazione che
le funzioni con cul si ha a che fare sotio usualmente razionali reali nel-
la la variabtle s.(Tali funzioni si possono ridurre ad una combinazione li-
neare di funzioni molto semplici, del tipo di quelle trattate nel $II1.A.2,
mediante |'operazione di sviluppo in frazioni parziali. Quindi nei casi u-

sualt l'operazione di antitrasformazione consta di due passi:

(1) - L'operuzi?lwe T.li anL\trasfordelone di una funzione F(s) viene indicato brevemente
con il simbolo 1 -! | F(s)

(2) - Si veda ad esempio l'antitrasformazione della funzione 1/ 4s+1, riportata a pagi-
na 269 di A.Ghizzetti, L.Marcherti, A.Ossicini, op. cit.
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a) suddivisione della funzione F(s) in una combinazione di funzioni ele-

mentarl mediante | algorltmo detto dello csvtl\upgo in_frazioni parzialis;

Wb) antitrasformazione delle singole funzioni elementari componenti,diret-

ltamente per ispezione, e determinazione della funzione nel dominio del
\||tempo, utilizzando la proprieta di linearita)

Per I' 1mgortanza che assume tale procedlmento nei calcoli rela-

tivi all'analisi dei circuiti elettrici a costanti concentrate, i due passi
suddettl _verranno sviluppati in dettaglio nei paragrafi successivi,

I1.A.4 - Sviluppo in frazioni parziolq

Sia F(s) una funzione razionale della variabile s:

(II1.A.17) Fls) =)
D(s)
dove N(s) & il numeratore:
(II1.A.18) N(s) =a_s™+a_ s™..+ass+a
e D(s) il denominatore:
(ILA19)  D(s)=b s"+b_s™ _+bs+b,

Nel seguito supporremo i polinomi N(s) e D(s) primi fra loro.
Prende il nome di polo della funzione F(s) un valore della varia-
bile per cui risulti(!):
(111.A.20) lim [F(s)| =

s~ s

E facile vedere che sono poli della funzione tutte le radici del
polinomio D(s). Nel caso di una radice s di molteplicita r, si dice che
s, & un polo multiplo di F(s) di molteplicita r. Inoltre la funzione F(s)
puo tendere all'infinito anche per s che tende all'infinito, se il grado
del numeratore m & maggiore del grado del denominatore n; in tal caso
st dice che la funzione F(s) ha un polo all'infinito, la cui molteplicita

(1) - Taluni autori, previa introduzione del punto all'infinito per i valori di F, scrivono
la relazione equivalente lim F(s)=®
s=—s
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r éuguale a r=m-n. [ valori di s che sono poli di F(s) sono gli unici
punti singolari di detta funzione.

Una funzione razionale F(s) pud essere sviluppata in_serie di
Taylor nell'intorno di ogni punto s, del piano complesso. che non sia
‘singolare, cioé: i '

IimMs

(I11.A.21) F(s) = 2 c, (s-s,)’

dove i coefficienti c, sono dati da:

1 /diF
(II1.A.22) c. = —< >

i 1 .
> \dst

=s,

Si consideri ora un punto s, del piano complesso s nel quale la
funzione F(s) abbia un polo di molteplicita r;j in tale punto s, la fun-
zione F(s) non & sviluppabile in serie di Taylor, essendo s singolare.
Si consideri la seguente funzione:

0

(IT1.A.23) G(s) = (s-so)' F(s)

E facile vedere che questa funzione & ancora razionale nella va-
riabile s e non ha pid alcun polo nel punto s ; percid, essendo s un
punto non singolare per la funzione G(s), essa pua essere sviluppata in
serie di Taylor nell'intorno di tale punto. Si ottiene:

(LI A.24) G(s) = £ c (s-s,)
‘ i=0

dove i coefficienti c, devono essere calcolati con le seguenti formule:

1. /diG
(I11.A.25) c,=—

1 ,
1: d_sl

Si divida ora membro a membro 1'espressione (III.A.24) per (s -
-s,)"; si ottiene in tal modo il seguente sviluppo per la funzione F(s):
€o <4 Cro “py ® .
(III.A.26) F(s)= + + ... -+ + .Z N
(s-s)7 (s-sPl  (s-s)? (5-Sg) i

La cultura & un bene dell'umanita (fantomasping@libero.it)



1H1.A.4 Sviluppo in frazioni parziali 291

Lo sviluppo-(III.A.26) della funzione F(s) nell'intorno del punto
singolare s_ viene detto sviluppoin serie di L aurent della funzione F(s);
i coefficienti ¢, di tale sviluppo possono essere calcolati per mezzo del-
la (III.A.25).

Come si pus vedere dall'espressione (III.A.26)lo sviluppo in se-
rie di Laurent di una funzione razionale F(s) consta di due parti: la pri-
ma & costituita da quei termini che vanno all'infinito per s che tende ad

< la seconda invece rimane limitata per s che tende ad s, La prima
parte viene detta parte singolare dello sviluppo in serie di Laurent di
F(s) nell'intorno del punto s ; tale parte singolare che verra indicata
con PS & uguale a:

C0 CI Cl-l

(IL.A.27) PS, = + st
(S-So)r (S-So)r'l S-S0

La seconda parte dello sviluppo in serie di Laurent viene detta
parte regolare.

In modo analogo a quanto fatto nel caso del polo al finito s, &
possibile definire uno sviluppo in serie di Laurent della funzione ¥(s)
nell' intorno dell'eventuale polo all'infinito di molteplicita r. In tale ca-
so la funzione G(s) a cui occorre fare riferimento é la seguente:

(I11.A.28) G(s) = L F(s) |

sr

Anche per lo sviluppo in serie di Laurent nell'intorno del punto
all'infinito & possibile definire una parte singolare ed una parte regola-
re. La parte singolare! PS risulta essere del seguente tipo:

(I11.A.29) P§, = g 8F +oy s+ (S

dove r & la molteplicita relativa al polo all'infinito e le costanti c, pos-
sono essere calcolate utilizzando la formula (II[.A.25) sulla funzione
G(s) espressa dalla (III.A.28). '

Si puo dimostrare il seguente teorema. -

Teorema lII.A.3 — «La somma delle parti singolari diuna funzione razio-
nale F(s) nell'intorno di tutti i suoi poli (distinti), compreso Ievenfua-
le polo all infinito, & vguale alla funzione stessa F(s), @ meno di una
~corsianfe y.
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In base a tale teorema si pud scrivere:
(I11.A.30) F(s) = S PS. + PS, + c.

dove con PS, & stata indicata la parte singolare relativa allo sviluppo
nell'intorno dell'i-esimo polo al finito e la sommatoria & estesa a tutti 1
poli al finito distinti. La costante ¢ é un numero reale se la funzione &
a coefficienti reali.

Lo sviluppo (III.A.30) della funzione razionale F(s) viene chia-
mato swviluppo in frazioni parziali. Tale sviluppo permette di effettuare
in modo immediato l'operazione di antitrasformazione di Laplace, essen-
do coincidente con una combinazione lineare di funzioni antitrasforma-
bili per ispezione visiva come vedremo successivamente,

Si pud notare che la parte dello sviluppo in frazioni parziali re-
lativa ai termini (PS+ c) pud essere determinata in modo molto sempli-
ce effettuando la divisione fra i polinomi N(s) e D(s).

Nel caso particolare, ma molto frequente, in cui la funzione F(s)
possiede un polo al finito semplice, il calcolo della parte singolare nel-
I'intorno di tale polo si semplifica notevolmente. In questo caso, infatti,
la parte singolare PS diviene:

(II1.A.31) PS. =

La costante ¢ prende il nome di residuo della funzione F(s)nel
polo s . L'espressione (III.A.25) diviene:

(I1.A.32) ¢, =G(s,)

ovvero, ricordando la (III.A.23):

ll['4.33 c ot
0( ) s=8

dove Dy(s) ¢ pari al denominatore D(s) privato del fattore s-s, relati-
vo al polo considerato, cioé:

(IT11.A.34) D(s) = (s-s,) D(s)

Per il calcolo del residuo ¢, & anche possibile utilizzare un'al-
tra espressione al posto della (I[1.A.33). Infatti derivando la (III.A.34)
rispetto ad s, si ha:
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(II1.A.35) D'(s) = D (s) + (s-s,) Di(s)

Quindi risulta D;(s)=D0(s) per s=s . Sostituendo nella formu-
la (III.A.33) tale relazione, si ha:

(111 A.36) o :<II;{((SS)))

dove D'(s) rappresenta la derivata del polinomio D(s) rispetto alla varia-

bile s.

Il procedimento di sviluppo in frazioni parziali risultante & rias-
sunto in tab.III.A.2.

Tabella 111.A.2 -~ Procedimento di sviluppo in frazioni parziali di una
funzione razionale.

Passo Operazione
1 Individuare i poli al finito della funzione F( s) =N(s)/D(s) con
la loro 'molteplicita
2 Determinare il quoziente Q(s) ed il resto R(s) della divisione
tra numeratore e denominatore, cioe:
N(s) R(s)
= Q(s) +
D(s) D(s)

Questa operazione € necessaria solo se il grado del numerato-
re & maggiore od uguale a quello del denominatore.

3 Per ogni radice s di molteplicita r maggiore dell'unita, calco-
lare la relativa parte singolare PSj, con la formula (III.A.27),
dove i coefficienti c; sono dati dalla formula (IIl. A. 25) con (.v(s)
dato dalla formula (III. A.23). I coefficienti c; sono in generale
dei numeri complessi. Nel caso che il polo so sia semplice, cal-
colare la relativa parte singolare PS; con la formula (III.A.31),
dove il residuo cq (in generale com qesso) e dato dallaespres-
sione (III.A.33) ovvero dalla (III. A. 36)

4 Lo sviluppo in frazioni parziali della F(s) é uguale a:

F(s) = 2 PS, + Q(s)

Osservazione Il1.A.1.

Notevoli semplificazioni si hanno nel caso in cui la funzione razionale F(s) e a
coefficienti reali. In tale caso, éssendo il denominatore D(s) un polinomio a coefficien-
ti reali, i poli di F(s) risultano reali ovvero complessi coniugati. E possibile dimostra-
re il seguente teorema:
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Teorema Il.A.4 - </ coefficienti c, relativi alle parti singolari di una
funzione razionale F(s) a coefficienti reali, in corrispondenza a poli com-
plessi coniugati sono anch'essi complessi coniugati. In particolare nel
caso di poli semplici i residui di una coppia di poli complessi coniugati
sono complessi coniugati».

Tale teorema € di grande utilita in quanto permette di effettuare i calcoli indica-

ti al punto 3) del procedimento di sviluppo in frazioni parziali, in corrispondenza ad u-

no solo dei due poli complessi coniugati, mentre per 1'altro polo la parte singolare € im-
mediatamente individuabile.

La presente osservazione ha conseguenze importanti anche per il calcolo della

antitrasformata di una funzione razionale a coefficienti reali, come vedremo nell'osser-

vazione III.A.3.

Esempio 111.A.2.

Effettuare lo sviluppo in frazioni parziali della seguente funzione razionale:

52+3
F(s) =
(s+2) (s+~1)2
Si ha:
N(s) =s2+3 ; D(s) = (s +2) (s+1)2

Passo 1. Si hanno i seguenti poli:

§ == 2 molteplicita 1

s =-1 molteplicita 2

Passo 2. Si pud omettere questo passo in quanto la funzione in esame & propria.

Passo 3. Calcoliamo la parte singolare lF’S_2 relativa al polo -2. Essendo il polo sem-

plice, si ha:

2
“N(s) s+ 3 7
¢ = SRR ﬁ PS_, =
Dy(s) lgos  (s+ 12 s st2

Calcoliamo la parte singolare relativa al polo -1. Essendo il polo doppio si ha:

C. C
PS = —— +
(s+1)2 s+1

1

Dalla formula (III.A.25) si ottiene:
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52+3
€ = G(s) = = 4
s =-1 s+2 o
dG d [52+3] 2s(s+2) - (s*%3)
. = — = =
1
ds — ds s +2 o (s+2)2

Passo 4. Lo sviluppo in frazioni parziali della funzione assegnata é:

s2+3 7 4 6

E ee————— T + —_— -
(s+2)(s+1)2 s+2 (s+1)2 s+1

Esempio 11l.A.3.

Calcolare lo sviluppo in frazicni porziali della funzione:

N(s) s®+2s2+3s+1
F(s) = =
D(s)

s2+2s+2

Passo 1. La funzione ha i seguenti poli al finito:

s, =-1+4j molteplicita r, =1
sy =" 1-j molteplicita I, = 1

295

Il
'
(2

s=-1

E opportuno osservare come accanto ad un polo complesso, c'e sempre il com-

plesso coniugato e della stessa molteplicita. Cio ¢ conseguenza, come & stato detto,

della realta dei coefficienti delle funzioni razionali che si considerano.

Passo 2. La funzione assegnata € impropria, percio facciamo la divisione tra numerato-

re e denominatore:

2 +2s2 +3s+1 s2+2s+42
s3+252+25 s
s+1
Quindi risulta:
Q(s) = s R(s) =s+1

Pos_so 3. Calcoliamo la parte singolare delio sviluppo di Laurent della funzione:
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R(s) s+1

D(s)

s2+2s+2

nei due poli s ed Sy- Poiché sono poli semplici basta calcolare il residuo con la for-
mula (III.A.36). A questo scopo determiniamo:

R(s)) =] R(sy) = =j
Ds)=2s+2  D'(s))=2j  D'(s,)=-2j

I residui dei due poli sono quindi uguali ad 1/2. E opportuno osservare che non
€ necessario, in generale, effettuare il calcolo del residuo per ambedue i poli di una
coppia di poli complessi coniugati. Infatti, sempre per la realta dei coefficienti delle
funzioni razionali che si considerano, i residui di due poli complessi coniugati sono an-
ch'essi complessi coniugati.

Passo 4. Lo sviluppo in frazioni parziali della funzione assegnata é:

1/2 1/2
F(s) = * +s
s+1-j s+1+j

lI1.A.5 - Antitrasformazione delle funzioni elementari facenti par-
te dello sviluppo in frazioni parziali.

Come & stato visto in precedenza, mediante lo sviluppoin frazio-
ni parziali & possibile esprimere una funzione razionale come combina-
zione lineare di alcune funzioni elementari della variabile s, per le quali
¢ possibile effettuare facilmente l'operazione di antitrasformazione. La
antitrasformata della funzione razionale di conseguenza risulta uguale
alla combinazione lineare delle singole antitrasformate per la proprieta
di linearita.

Le antitrasformate che occorrono per tale procedimento sono le
seguenti.

a) Antitrasformata della funzione ]/(s+so) con s  costante reale o com-

plessa (eventualmente nulla).

Ricordando la regola di trasformazione riportata nel §$III.A.2, si

ha dalla (II[.A.12):

(Il1.A.37) £ [J——J =e ™" u_ (1)

s+so

La cultura & un bene dell'umanita (fantomasping@libero.it)



1I.A.5 Antitrasformazione delle funzioni elementari . 297

Nel caso particolare in cui sia s =0,si ottiene dalla (II[.A.37):
a1 1
(II[.A.38) L [—~]= u_ (6)
= .

b) Antitrasformata della funzione 'l/(s-l-so)" con s costante reale o
complessa, eventualmente nulla, ed n intero positivo maggiore od ugua-
le ad uno.

Ricordando la regola di trasformazione (I[I.A.13) si ottiene:

1 1

(s+s,)" "~ (a-1)!

(1. A.39) g

™! e u_ (1)

Nel caso particolare in cui sia s,=0, si ha dalla (IlI.A.39):

af 1 1 vy
(I11.A. 40) £ [?] = o e ~tf',‘,(f) |

¢) Antitrasformata della funzione F(s)=1.

In base alla regola di trasformazione (II[.A.10) si ottiene:

(11 A.41) ) = e

d) Antitrasformata della funzione F(s)=s" conn intero positivo non nul-
lo.

Le funzioni della variabile s del tipo s, k=1,2, ... costituisco-
no le trasformate di Laplace delle distribuzioni di Dirac!!). Tali distri-
buzioni possono essere visualizzate qualitativamente come se fossero
coincidenti con un numero di impulsi di ampiezzainfinita e larghezza in-
finitesima, alternativamente positivi e negativi posti nell'origine. In fi-
gura [[I.A.2 si fornisce in forma qualitativa questa idea. Si parla percio
nel caso della distribuzione corrispondente ad s ed indicata con u (t)
di doppietto unitario, nel caso della distribuzione corrispondente ad s?
ed indicata con u,(t) di tripletto unitario, ecc. In conclusione si ha:

(1) - Vedere A.Ghizzetti, L.Marchetti, A.Ossicini, op.cit., © V.4 e V.5.
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(I1.A.42) £l lsm) = u (1)

Ossetvazione 111.A.2,

e ~ . - . -
E importante osservare che € necessario fare ricorso alle antitrasformate c) (im-

pulso u _(t) e d) (distribuzioni di Dirac di ordine n), solo nel caso in cui la funzione

-0
razionale F(s) e impropria, cioé quando il grado del numeratore & maggiore od uguale

a quello del denominatore. E infatti immediato constatare che tali funzioni si ottengo-

no antitrasformando il polinomio 'Q(s) ottenuto come quoziente della divisione fra ilj

T e N i
numeratore N(s) ed il denominatore D(s), come risulta dal secondo passo del procedi-
e et RO S ST O Ret s passo e’ _procedt

{lmento di sviluppo in frazioni parziali, riportato in tab.IIl.A.2. |
QRET0/0h SVIUpDO 10 W LSi L, MOS0 1o el el ot X

Osservazione [11.A.3.

Nel caso in cui la funzione razionale F(s) da antitrasformare sia a coefficienti
reali, come accade nella totalita dei casi considerati nelle applicazioni all'analisi dei

circuiti, vi sono importanti conseguenze relativamente alla funzione antitrasformata f(t).

4 ul(t) ‘ uz(t)
& ®

8
8

Fig.lll.A.2 - Rappresentazione qualitativa delle distribuzioni ul(t) ed uz(t).

Come ¢ stato detto nell*osservazione III.A.1, in tale caso i poli di F(s) di tipo

complesso danno luogo a termini dello sviluppo in frazioni parziali del tipo seguente:

c C*

(III.A.4 3) W(s) = +

(sts)" (s+s:)"- )

/

Effettuando 1'antitrasformata secondo la formula (II1. A. 39), si ottiene:

< s 1 -1
anLad wo=Lllwel =l — [ | =

n *\Nn
(s+s0) (s +s7)
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/ * - *
c e < -sgt
= le 0y ROR Yo 07y (0
(a- 1)} T e :
— “//' //
. - Cyn Y * * .
Poiché le guantita c, c¥ Sy S, Ssomo complesse, potrebbe apparire complessa

anche l'antitrasformata w(t). Tuttavia si puo osservare che w(t) ¢ espressa come la
somma di due quantita che risultano complesse coniugate per ogni t; essa percio € rea-
le. Infatti si ha dalla (II1. A.44):

n-1 * n-1

=S,t -5, t 3
{C e 00y k™0 iu'l([):
(n-1)!

t

- r. "SoY
(II1. A. 45) w(t) = 2Re (c e u_l(t)

(n-1)!

r ¥ 5 & ¥
dove 7Re'+';-l, _indica |'operatore parte reale. Detto cuindi:

(11 A. 46) [c=lclel® |
(111 A.47) s, =0 * @,
si ha:
(II1. A.48)
201 .y (Oq+ jwn)t Zlc 'tn'l -ont -jw t+i
wit) = Re[lcle’(pe 0™ 1% ]ul(t)=-——e ORe[ejwot 1(1)]“ (t) =
(n-1)! = (n-1)! -1
tn-l ot
= 2';:' e 0 cos(wyt = @) u_ (1)
(n-1)! -

Da quest'ultima espressione appare esplicitamente il carattere reale della fun-
zione w(t). Quanto detto vale per qualsiasi valore di n; in particolare per n=1. Percio
si puo affermare in generale che 1'antitrasformata di una funzione razionale a coeffi-

cienti reali e una funzione reale del tempo.

Esempio IIl.A.4.

Effettuare I'antitrasformata della funzione razionale reale:

(s2 +3)
F(s) =

(s+2) (s+1)?

considerata nell'esempio I11.A.2.

Nell'esempio III.A.2 e stato ottenuto il seguente sviluppo in frazioni parziali:

7 4 6
F(s) = 4 -
s+2 (s+1)2 s+1
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Effettuando l'antitrasformata di questo sviluppo si ottiene:

i) = {7e2 +4cet -6e}u (0

Esempio Ill.A.5.
Effettuare |'antitrasformata della funzione razionale reale:
s3+2s2+3s+1

F(s) =
52+25+2

considerata nell'esempio [11.A.3.

Nell'esempio III.A.3 é stato ottenuto il seguente sviluppo in frazioni parziali:

1 1
2 2
F(s) = s + +
s+1-j s+ 14

Effettuando 1'antitrasformata di questo sviluppo, si ottiene:

1 : ;
() = uy(0) + — {Cl+i 4 L1}y (o)

D'altra parte si ha:

eltl+idt o ot (cost+jsint) ; 17 e "(cost- jsint)

da cui si ricava;

f() = u () + e ' cost u_l(t)

Lo stesso risultato si ottiene usando le (III.A.46) e (III1.A.48). Infatti risulta

a=1, lel=1/2, 0 =0,07=1, w =1.
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Tabella 11I.A.1 - Trasformate di LLaplace (le funzioni del tempo sono de-
finite per t>0).
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f(o) F(s) Ascissa di convergenza
1 na<t<na+b l-e-bs n=0,1,2,...
0 atb<t<(n+1 - T
n (nt1)a s(1-e" %) Res>0
f(t){
1 4
0 E
57z 83
o <
~ o~
2(t-na) b
nact<na+— _bs
b 2 2 2
2(1-e ) n=0,1,2,
2(b+na-t) b G e
——— na+—<t<na+b bs2(1-e 29) Res>0
b 2
0 nat+b<t<(n+la
f(r)
1
Q t
b —~
= bia f
2 &,
t-4dna
= 4na < t<4na+b
a
— 4na+b<t<(4n+2)a-b
b
-1 -(2-=)as,
(4n+2)a-t (e 1e 2] n=0,1,2,...
(4n+2)a-b<t<(4n+2)a ——>—
as2(l-e 429) Res~>0
0 (4n+2)a<t<(4n+4)a
£(t)
b/a
ol o)
b 2a 4a Ga
o (segue)
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f(t) F(s) Ascissa di convergenza
1 b bs 0 =05 1,2, .00
t-nb nb<t<(n+1)b — -—|coth— -] _—
s2 2s 2 Res>0
ebs. bs-1
s2(eb5-1)
f(t)
b
0 t
b 2b 3b 4b
0 2nb<t<(2n+1)b 1 n=0,1,2,... .

1 (2n+1)b<c<(2n+2)b s(1+eb®) Re s> 0

nnn.

b 2b 3b 4b S5b 6b

0 0<t<b

l-e n=0,1,2,...
1 (2n+1)b<t<(2n+2) b —_— -
s(1+eP%) Res>0
-1 (2n+2)b<t<(2n+3) b

(segue)
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f(t) F(s) Ascissa di convergenza
1 1
:[1-(-1)"](2t-b)——bn 1 n=0,1,2,...
2 PSS SR A
2, bs Res>0
nb<t<(a+1)b s*(e™+1)
f(t)
2 -
i / / t
0
& b 2b 4b{ 5b
-2b
1
1 —_ Re s>0
s
l-e-c"t 1
Re s>Max(0, - Re a)
a s(s+a)
a a Gt s+a
———+( 1-—->e Re s>Max (0, -Re a)
a a s(sta)
1 Bo Fuge Bt 1
P e B Re s >Max(0, -Re a, -Ref)
afR af3(a- B) s(s+a)(s+A)
a a-a a-8 sta
e &%y e Bt — | Res>Max(0, -Req, -Re B)
afl afa-B) R(B-a) s(s+a)(s+B)
b  a%aatb BZaB+b -8 sZ+as+b
—+ e L e Ft — Re s>Max (0, -Re a, -Re B)
af a(a- B) " B(a- B) s(s+a)(s+RB)
o2 1
—_— —— Res>0
2 s3
at2 s+a
t+ Res>0
2 $3
be? s2+as+b
l+at+— Res>0
2 &3
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£(t) F(s) Ascissa di convergenza
e & ¢ 1
—(le 7)-— +— Re s > (Max 0, - Re a)
a3 a? 20 s¥(s+a)
a-a a 9 a-a o sta
—tt—t*=-— (l-e ) — Re s >(Max0, - Rea)
2 2a o3 s3(s+a)
aa-b b 9 a2-aa+b - s+ as+b
t+ —t“+ (l-e ) — Re s> (Max0,-Rea)
o2 2a 3 s3(s+a)
s
cosh(at) Re s> |Re G-‘
s2-a?
a sta
cosh(at) + — sinh(at) Res> |Re al
a s2.a2
at cosh(at)- sinh(art) 1
_ Res> |Re a!
2a3 (52-a2)2
(G-2[-a) sinh(at) + aat cosh(at) sta
—_— Res> |Real
20.3 (52_0_2)2
(a%ac+a?- b) sinh(at) +(a®+b)at cosh(at) s2+as+b
iesaea Res> 'Re al
20.3 (52-a2)2
B
sin Bt —_— Res>|lmB|
s2+ 2
s
cos Bt Res>|ImB|
s2+ B2
A
sinh Bt —_— Res>|ReB|
s2- p2
-ag 8 '
e sin At - Res>|[mB‘-Rea
(s+a)2+B2

(segue)
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f(t) F(s) Ascissa di convergenza
t sta
e ™ cos At e Re s> [lmﬁl-Reu
(s+a)2+ 2
{(c-a)2+32] 12 & 1 R s+c |
e G, Bt e | e Res> lIm 8! -Rea
R’ ca | (s+a)?+ 2
1 1 1
— (cos .Ft-1) 4 ——— Res)'[mﬁl
g 232 (s?+8%)s°
1 1 1 |
—-(cosh At-1) - —— ¢ _— Res>|ReB‘
I 2 @2 (s2-8% s3
1 s
——t sin Bt —_— Res>|ImB|
2R (s2+32)2
s2
—— (sinfAt + Rt cos At) —_— Re s> llmB‘
2R (s2+a2)2
1 a2
— (sinft- RtcosfAt) _ Re s> |ImB|
s2- g2
tcos At _— Res>|ImBl
(s2+8%?
1 1
—— (l-cos B8t) - tsinfAt et Re s> l[mBl
r4 2R3 s(s2+32)2

G.MARTINELLI-M.SALERNO: Fondamenti di Elettrotecnica

La cultura & un bene dell'umanita (fantomasping@libero.it)

39



306 . Dati di ingresso 111.B.1

APPENDICE III.B - Programma TEMPO.

Nella presente appendice viene riportata la lista in FORTRAN
del programma TEMPO, che permette di analizzare un circuito con me-
moria costituito da resistori, induttori, condensatori, generatori indipen-
denti dei due tipi, generatori di corrente controllati in tensione e nullo-
ri. Tale programma utilizza il metodo alle differenze finite ed in parti-
colare 1'algoritmo trapezoidale descritto nel $III.S; esso rappresenta la
traduzione fedele del metodo di analisi automatica il cui schema a bloc-
chi & stato riportato nel $III.6.

Il programma TEMPO utilizza le sobroutine NODI1 e GAUSS,per
la cui descrizione si rimanda all'appendice II.B del capitolo secondo.
Di seguito verra precisato: 1) il modo in cui debbono essere presentati
al calcolatore i dati che descrivono il circuito; 2) le stampe di uscita.

Nell'appendice III.D verranno riportati vari esempi di applica-
zione del programma TEMPO; in particolare per ogni esempio verranno
mostrate le schede di ingresso dei dati e le stampe di uscita.

I11.B.1 - Dati di ingresso!),

Le schede che formano I'ingresso di ogni problema che si vuole
risolvere con il programma TEMPO sono nell'ordine:

a) Una scheda dati nella quale vengono assegnatenell'ordine le seguen-
ti quantita, che descrivono il circuito da analizzare:

— il numero dei nodi ND;

— il numero dei resistori NR;

— il numero degli induttori NL;

— il numero dei condensatori NQ;

— il numero dei generatori indipendenti di corrente NC;

- il numero dei generatori indipendenti di tensione NT;

~ il numero dei generatori di corrente controllati in tensione NCT;
— il numero dei nullori NN.

Il formato di ingresso & il seguente: 6I3.

(1) - Per maggior chiarezza nella lettura del presente paragrafo si consiglia di esami-
nare contemporaneamente uno degli esempi riportati nell'appendice III.D.
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b) Una scheda dati per ogni resistore, nella quale viene indicato, nel-
l'ordine:

- il valore della resistenza;

- 1l primo nodo a cui il resistore & connesso;

- 1l secondo nodo a cui il resistore & connesso.

Il formato d'ingresso é il seguente: D10.3, 2I3.

¢) Una scheda dati perogni induttore, nella quale viene indicato, nello
ordine:

- il valore dell'induttanza;

- il primo nodo a cui l'induttore & connesso;

- 1l secondo nodo a cui l'induttore & connesso;

~ 1l valore della corrente iniziale nell'induttore.

Il formato d'ingresso & il seguente: D10.3, 2[3, D10.3.

d) Una scheda dati per ogni condensatore, nella quale viene indicato,
nell'ordine:

- 1l valore della capacita;

~ il primo nodo a cui & connesso il condensatore;

- 1l secondo nodo a cui é connesso il condensatore;

~ 1l valore della tensione iniziale ai capi del condensatore;

Il formato di ingresso ¢é il seguente: D10.3, 213, D10.3.

e) Una scheda dati per ogni generatore indipendente di corrente, nella
quale viene indicato, nell'ordine:

- il valore della corrente impressa all'istante iniziale;
- 1l nodo in cui entra la corrente impressa;
- 1l nodo da cui esce la corrente impressa.

[l formato di ingresso & il seguente: D10.3, 2I3.

f) Una scheda dati per ogni generatore indipendente di tensione, nella
quale viene indicato, nell'ordine:

~ il valore della tensione impressa all'istante iniziale;
~ il nodo corrispondente al morsetto positivo;
- il nodo corrispondente al morsetto negativo;

[l formato di ingresso é il seguente: D10.3, 2I3.
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g) Una scheda dati per ogni generatore di corrente controllato in tensio-
ne, nella quale viene indicato, nell'ordine:

il valore della conduttanza di trasferimento; -

~ il nodo corrispondente al morsetto positivo ‘della tensione di controllo;
- 1l nodo corrispondente al morsettonegativo della tensione di controllo;
~ il nodo da cui esce la corrente del generatore;

~ 1l nodo in cui entra la corrente del generatore.

Il formato di ingresso ¢é il seguente: D10.3, 4I3.

h) una scheda dati per ogni nullore, nella quale viene indicato, nell'or-
- dine:

— il primo nodo a cui é connesso il nullatore;

- il secondo nodo a cui & connesso il nullatore;

— il primo nodo a cui é connesso il noratore;

— 1l secondo nodo a cui é connesso il noratore.

Il formato di ingresso é il seguente: 4]3.

Una o pit regioni relative ai dati di ingresso, indicate nelle se-
zioni b), ¢), d), e), f) g), h) possono essere omesse, qualora non sia pre-
sente alcun componente del tipo previsto nella relativa sezione.

Oltre alle schede dati descritte in precedenza, occorre fornire al
calcolatore altre schede riguardanti quello che interessa ottenere come
uscita. Tali schede sono nell'ordine:

i) Una scheda dati nella quale & indicato il numero delle tensioni dei
vari nodi, rispetto al nodo di riferimento, delle quali interessa la stampa.

]

Il formato di ingresso é il seguente: I3.

1) Una scheda dati nella quale sono indicati tutti i nodi dei quali inte-
ressa la stampa della tensione.
Il formato di ingresso é il seguente: 10[3.

m) Una scheda dati nella quale & indicato nell'ordine:

— il numero degli istanti di tempo, successivi all'istante iniziale, per i
quali interessa conoscere il comportamento del circuito;
— il valore dell'intervallo di campionamento.

Il formato di ingresso & il seguente: 13, D10.3.
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Osservazione il1.B.1.

Il programma TEMPO prevede 1'utilizzazione di un'ulteriore subroutine, chia-
mata M23. Tale subroutine ha ]a stessa funzione del blocco M23 dello schema a bloc-
chi discusso nel § II1.6; essa va utilizzata allo scopo di assegnare i previsti andamen-
ti nel tempo ai generatori indipendenti presenti nel circuito. A tale proposito si puo os-
servare che in un circuito possiamo avere generatori aventi una grandezza impressa di
valore sia costante nel tempo sia variabile.

Nel primo caso il valore costante viene assegnato con le schede di ingresso
delle sezioni e) ed f) descritte nel § II1.B.1; in questo caso la subroutine M23 non
deve intervenire sul valore delle grandezze impresse, confermando cosi i valori inizia-
li. Nel secondo caso la subroutine ha lo scopo di generare le previste forme d'onda per
tucti gli istanti successivi a cuello iniziale, per il quale i valori sono ancora assegna-

ti ramite le schede di ingresso delle sezioni e) ed f).

111.B.2 - Dati di uscita.

Prima di presentare i dati relativi alla soluzione del problema
dell'analisi del circuito, vengono stampati, a scopo di controllo, i dati
di ingresso relativi al circuito stesso. Le stampe, successive a queste
dicontrollo, riguardano la soluzione e sono rappresentate da tante righe
quanti sono gli istanti di campionamento. Ciascuna riga contiene nell'or-
dine le seguenti quantita:

— un numero d'ordine;

- 1l valore della variabile tempo;

- 1 valori delle tensioni richieste dei vari nodi rispetto al nodo di rife-
rimento.

Osservazione [11.B.2.

Il programma TEMPO é stato elaborato tenendo conto principalmente delle sue
finalita didattiche. Cio lo rende quindi inadatto ad affrontare 1'analisi dei circuiti, che
richiedono per la loro soluzione sistemi malcondizionati. In particolare si fa notare la
semplicita della subroutine GAUSS usata per la soluzione dei sistemi di equazioni li-

neari.
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KaXakeXs)

14

13

16

15

UIMUU'U!U\SFCG5#5’5@FUUUUUUU“UUNNNNNNNNNNH"H;—FI—-HD—-'—-P 0
NMFEFUNFOYDONOUFUNHFOODENOUVFLNFOVENDCOUFULUNFOVRINOUFUNFOO®NOU FEWNE
&

18

59 17

61 19

64 20
65 10

~
o
[aX gl

-

24
21

22
23

26

27
25

PROGRAMMA TEMPO

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A=H¢0=2)

DIMENSION A(60.60).8(50)

DIMENSION R(100)sN1(100)»N2(100)

DIMENSION C(50)sNC1(50)NC2(50)

DIMENSION T(10)»NT1(10)»NT2(10)

DIMENSION ZL(20)»CL(20)¢NLL1(20),NL2(20)

DIMENSION ZQ¢20),TQ(20)»N@L(20),NG2120)

DIMENSION CT(20)/NCT1(20)¢NCT2(20)NCT3(20) NCT4(20)
DIMENSION NNL1(20)»NN2(20)»NN3(20) *NNL(20)

DIMENSION CI(50)»TI(50).AC(S0,502+AT(50,50},JU(10),BUl10)

READ(S5+s1)ND?NReNLsNQeNCeNTsNCT s NN

FORMAT(8I3)

WRITE(6,2)ND2sNRsNLoNQosNCsNTosNCT e NN

FORMAT(1HO#»S5X» *CIRCUITO ASSEGNATOINUMERO NODI=",I3/.
#6Xy *NUMERO RESISTORI=?»I3/
#6X» *NUMERO INJUTTORI =°»13/
#6X» "NUMERO CONDENSATORI =°,13/
#6X s 'NUMERO GENERATORI DI CORRENTE=*rI3/
#65X» 'NUMERO GENZRATORI DI TENSIONE=":I3/
*6X, " NUMERO GENERATORI DI CORRENTE CONTR., IN TENS.=°»13/
#6X s *NUMERO NULLORI=®,13//)

IF(NR)11e11012

READ(5¢3) (R(L) #eNL(L) »N2(L)sL=1sNR)

FORMAT (D10.30213)

WRITE(6s%) (LeR(L)oNL(L)eN2(L)oL=1eNR)

FORMAT(1Xe 'RESeNa?s13,012.3021I4)"

CONTINUE

IF(NL)23,23024

READ(5021) (ZL(LY o NLL (L) oNL2CL) o CLIL) sL=15pNL)
FORMAT(D10.302132D10.3)

WRITE(6,22) (LeZL (L) e NLLI(LIoNL2CL) eCLIL) s L=1eNL)
FORMAT (1Xs *INDeNe? s I3,012.3s21402Xs "CORR.IN.=90D12,3)
CONTINUE

IF(NQ)250,25026

READ(5021) (ZQ(L) eNGL(L) #NQ2(L) »TAIL) s L=1,NGQ)
WRITE(6,27) (LoZQCL) o NQL(L) o NQR2(L) e TAI(L) s L=1,NQ)
FORMAT(1Xe *CONDeNo?p[30012e3021422X? *TENS.INe=",012.3)
CONTINUE

IF(NC)13,13014

READ(503) (CI(L)eNCL(L)¢NC2(L)sLZ1PNC)

WRITE(605) (LoCI(L) o NCL(L) e NC2(L) rL=1oNC)
FORMAT(1X»"GeCORRN.*»I30012.3¢214%)

CONTINUE

IF(NT)I15,15016

READ(Se3) (TIC(L)sNTL(L) sNT2(L)»L=1eNT)

WRITE(6+6) (Lo TI(L) ¢oNTL(L)»NT2(L) P L=1oNT)

FORMAT(1Xo *GENeTENSIONE: No'+I3,012-3,214)

CONTINUE

IF(NCT)17017¢18

READ(S¢7) (CTCL) oNCT1 (L) eNCT2CL) ¢+ NCTI(L) oNCTHIL) sL=1+NCT)
FORMAT(D10.3°413)

WRITE(68) (LeCT(L) s NCTL(L)»NCT2(L)¢yNCTI(L)?NCTH(L)L=1oNCT)
FORMAT (1X0 *GENoCONTR.TENSN:®+I30012:3,413) )
CONTINUE

IF(NN)20+20019

READ(S¢9) (NNLCL) o NN2 (L) o NN3(L) e NNG (L) »L=1+NN)
FORMAT(4I3)

WRITE(6210) (LeNNL(L) NN2(L) s NNI(L) #NNG (L) »L=1,NN)
CONTINUE

FORMAT(1Xe "NULLORE N:v2I3,2X241I3)

N=NDO-1

NAZN+NT

NB=NA+NN
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71
T2
73
74
75
76
77
78
79
80
8L
82
83
8y
8s
8g
a7
aa
89
90
91
92
93
9
95
- 96
97
28
99
100
101
102
103
10u
105
106
107
108
109
110
111
112
113
116
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
13T
138
139
140
141

[aNaXKal

Lista del programma

INGRESSO DATI RELATIVI ALLA RISPOSTA
READ(5»301)NU
301 FORMAT(10I3)
READ(5¢0301) (JUlL) sL=1,NU)
READ(5¢302)NTOT»D
302 FORMAT(I3:,010.3)
WRITE(6,305)NTOT»D
30S FORMAT(1HO»SXs *SIMULAZIONEe NoISTANTI =v,I4/
#6Xo * INTERVALLO DI CAMPIONAMENTO =",012.3)
WRITE(6,307INDe (JU(L)oL=1eNU)
307 FORMAT(1HO0.5X» *TENSIONI DEI NODI RISP, AL NODO'sIu/
#6X ¢ SHTEMPO»3Xe "NODI : *»10(I2,8X))

MODIFICA DELLA TOPOLOGIA DEL CIRCUITO
NRI=NR
NCI=NC
IF(NL)320.3200 321

321 DO322K=1rNL
"NR=NR+1
RINR)=2.D0%*ZL(K)/D
NL(NR)=NL1(K)
N2 (NR)=NL2 (K)
NC=NC+1
CI(NC)=CL(K)
NT1(NC)=NL2(K)
NC2 (NC) =NL.1(K)

322 CONTINUE

320 IF(NQ)324,324.325

325 DO0326K=1+NQ

[aXsXg)

NR=NR+1
R(NR)=D/(2.00ZQ(K)},
N1 (MR)=NQL(K)
N2 (NR)=NQ2(K)
NC=NC+1
CI(NC)=TQ(K)/R(NR)
NC1 (NC)=NQ1i(K)
NC2 (NC)=NQ2(K)

326 CONTINUE

324 CONTINUE

DETERMINAZIONE DELLE MATRICI AC E AT
IF(NC) 330,330,331
331 DO332L=1,NC
332 C(L)=0.D0
330 IF(NT)333,333.334
334 DO335L=1,NT
335 T(L)=0.00
333 CONTINUE
IF(NC)340,3u0¢ 301
341 K=1
C(K)=1.00
344 CONTINUE

CALL NODI1(AeBsNsNAsNBsNDeReNLsNZ2sNRyCToNCT1,NCT2,NCT3>
NCT4sNCTeToNTLoNT2¢NT#CoNCLsNC2°NCoNNLoNN2»
NN3 e NNG » NN)

* *

00347L=1,NB
347 AC(L.K)=B(L) .
C(K)=0.D00
IF(K=NC) 3480340340
348 K=K+l
C(K)=1.D0
GOTO344%
340 CONTINUE
IF(NT)350,3500351
351 K=1
T(K)=1.D0
345 CONTINUE
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142

143

144

145

146 (cd

147

148 353
149

150

151 354
152

153

154 350
155
156
157
158
159 360
160
161
162
163
164
165
166 373
167 374
168 372
169 376
170 377
171 375
172 370
1713
174
175
176
177
178 380
179

180 381
181
182
183
184
185 364
186 362
187
188
189
190
191 386
192

193

194

195 389
196

197 388
198 391
199

200 390
201 392
202

203

204

205

206

207 387
208 385
209

210 394
211

212

o000

oo

onon

oo

[sXsNg]

Lista del programma 111.8B.3

CALL NODI1(ArBsNsNAsNBeNDsRoNLIN2PNRoCToNCTLoINCT2eNCT 30
* NCT4eNCT»ToNTL/NT2sNTeCoNCLoNC22NCoNNLoNN2e
- NN3 ¢ NN4 s NN)

D0353L=1.NB
AT(LoK)I=3 (L)
T(K)=0.D00

IF (K=NT) 3540 350»350
KSK+1

T(K)=1.D0

GOTO345

CONTINUE

SIMULAZIONE

NTEMPO=0

CONTINUE

TEMPO=DFLOAT (NTEMPO) #D

ANALISI MEDIANTE LYESPRESSIONE ESPLICITA
DO370K=1,N8B

B(K)=0.D00
IF(NC)372,372¢373
DO374L=1+NC
B(K)=B(K)+AC(K,L)*CI(L)
IF(NT)375:375,376
DO3T77L=1+NT
BIK)=B(K)+AT(KeL)=TI(L)
CONTINUE

CONTINUE

STAMPA DEI RISULTATI ALL°®ISTANTE NTEMPO
D0380L=1sNU

J=JuL)

B8U(L)=B(J)
WRITE(6¢381)NTEMPO, TEMPO» (BU(L) 1 L=17NU)
FORMAT(1XoI3,D10:3,1X,10010.3)

VERIFICA FINE CICLO

IF (NTEMPO=-NTOT) 3623629 364
sTop

NTEMPO=NTEMPO+1

MODIFICA DEI VALORI DEI GENERATORI
IF (NL) 385,385+ 386
D0387K=1sNL
K1=NL1(K)

K2=NL2(K)

IF(K1=-ND) 3880389388
VK==8(K2)

60710392
IF(K2-ND)390¢391+390
VKZB (K1)

65010392

VKzB (K1) =B (X2)
CONTINUE

K3=NRI+K

RKZR(K3)

K4=NCI+K
CK=VK/RK+CI(K4)
CI(K4)=CK+VK/RK
CONTINUE

CONTINUE
IF(NQ@)393,393+39%
DO400K=1,NQ
K1=NQ1(K)

K2=NQ2(K)
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213 IF (K1=ND)395¢ 3969395
214 396 VK==B(K2)

215 GOT0399

216 395 IF(K2-ND)397¢398¢397
217 398 VK=B(K1)

218 GOT0399

219 397 VK=B(K1)=-B(K2)

220 399 CONTINUE

221 K3=NRI#NL+K

222 RK=R(K3)

223 K4=NCI+NL+K

224 CK=VK/RK=CI(K4)

225 CI(K4)=CK+VK/RK

226 400 CONTINUE

227 393 CONTINUE

228 C

229 c

230 c VALORI MODIFICATI DEI GENERATORI INOIPENDENTI
231 CALL M23(NCeCIeNT,TI+,NTEMPO.D)
232 C

233 C

234 GOT0360

235 c

236 c

237 END

I11.C - Esempi di applicazione del metodo della trasformata di
Laplace.

Esempio [il.C.1.

Dato il circuito di fig.l1ll.C.1 determinare la tensione v2(f)

Ry

VA~
—(.lllL T +

Ry

t
@

Fig.l11.C.1 - Circuito considerato nell'esempio III.C. 1.

supponendo che |a tensione vl(t) abbia |'andamento indicato in fig.l1l.C.2. Si conside-

rino nulle le condizioni iniziali all'istante t=0.

G.MARTINELLI-M.SALERNO : Fondamenti di Elettrotecnica 40
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314 Esempi di applicazione del metodo della trasformata di Laplace Hi.c

Seguendo il procedimento simbolico di aralisi nel dominio di Laplace indicato

in tabella III.4.1, trasformiamo il circuito di fig.III.C.1 nel dominio di s.

b v, (0

Fig.111.C.2 - Andamento della tensione Vo
del generatore vl(t).

-

T
La funzione di eccitazione vl(t) puo essere espressa come segue:
= Y - - ]
v =V lu ©-u @D

Percio la trasformata VI(s), applicando la proprieta I (linearita) e la:proprieta

v (treslazione nel tempo), risulva-pari a:

1
— (1-&'T9)

Vl(s) =V
s

0

Il circuito trasformato nel dominio di Laplace e quindi quello indicato in figu-

ra [II.C.3, tenendo conto del fatto che le condizioni iniziali sono nulle.

D 1

l

R @
VP AN 1.
5 3, -

Iz V2(s)

W
Fig.ll11.C.3 - Circuito trasformato nel dominio di Laplace.
Risolviamo il circuito mediante il metodo dei nodi, al fine di determinare la

tensione incognita V2(s). Risulta sufficiente scrivere la seguente equazione di equili-

brio al nodo 2:

1 1= 1
V2(s)<; +—i—+sCl+sC2> —(; +sCl> Vl(s)=0
1 2 1

da cui si ottiene, tenendo conto del valore di V)(s):
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R2(s C1 RI +1)
Vy(s) =

-(1—e'T$)v0 =
(R, +R,) [ (C,+Cy) s+1|°s
A

1 2

= F(s)* (1-eT9) v,

Effettuando lo sviluppo in frazioni parziati di F(s), si ottiene:

R2(s C1 Rl + 1)

A B
F(s) = - = —
|: R]R2 il s s+a
(R, +R,) | (C. +C)) — s+1 ° s
1 2 1 2 R.+R
1 2
con:
R1+R2 1
a =
(.l'i'(,2 RIRZ
.R2
A = lim sF(s) =
s =0 1+R2
Cl R2
B = lim [F(s)"(sta)] = -
s——a C1+C2 R1+R2

Percio la tensione V2(s) si puo esprimere nel modo seguente:

A B
V,(s) :<—+ )(1—e'T’)v

s stQ 0

Antitrasformando quest'ultima espressione si ottiene:
vy® = Vo (A+Be ™ u (0 - v [a+B Ty (o)

[ possibili andamenti della tensione V2(t) sono riportati nelle figg.lll.C.4a, b,
e c, nei tre casi B<0, B=0, B>0.
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316 Esempi di applicazione del metodo della trasformata di Laplace 1.c

b)

c)

Fig.i11.C.4 - Possibili andamenti della tensione v2(t):
caso a) in cui B<0;

caso b) in cui B =0 (partitore RC compensato);

caso ¢) in cui B> 0.

In tutti e tre i casi si ha:

RQ ‘Cl
Va=VoR, iR, V5=V Toac,

Esempio 111.C.2.
Dato il circuito di fig.lll.C.5, determinare la tensione v2(1), supponendo che la

tensione v_(t) abbia I'andamento indicato in fig.ll1.C.6 e che la tensione iniziale del

condensatore sia VO'
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O +

: M 0 © o
4 v (t) R
“OQP 4 g

Fig.ll1.C.5 - Circuito considerato nell’esempio II1.C.2.

vi(©
+1
3T Fig.l11.C.6 - Andamento del-
T L la tensione vl(t).
L2

La funzione di eccitazione pud essere espressa come segue:
v =l 0-2u, T w31
Trasformando la tensione V]([) si ha:

1
Vi(s) = — [1-2¢eTs 4+ 3Ts]
S

Il circuito trasformato nel dominio di Laplace é riportato in fig.I11.C.7,utilizzan-

do per il condensatore lo schema indicato in tabella III.3.2.

+
v 9

Fig.l1.C.7 - Circuito trasformato nel dominio di s, ottenuto da quello di fig.III.C.5.
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318 Esempi di applicazione del metodo della trasformata di Laplace 1.c

Scriviamo per il circuito di fig.III.C.7 il sistema risolvente su base maglie, sce-
gliendo le tre maglie indicate in fig.IIl.C.8 e sostituendo al nullatore un corto-circuito

ed al noratore un generatore di tensione.

V() m ? \201() @ R,

Fig.111.C.8 - Scelta delle maglie per l'analisi del circuito di fig.II.C.7.

Si ottiene il seguente sistema di equazioni su base maglie:

ll(s)' Rl = \’l(s)
1 Vo
[2(5) —S—E = _s - V2(s)

13( s)* R2 = V2(s).

A queste equazioni va aggiunta quella del vincolo imposto dal nullatore presen-
te, cioe:

1,(s) ~ I(s) = 0

Eliminando dalle equazioni precedenti ll(s) ed lz(s), si ha:

1 Vo
Vl(S) ) = T = Vy(s)
SRIC s

e quindi, tenendo conto dell'espressione ricavata per Vl(s):

Vo

1
Vy(s) == — [1-2eTs 4 3T8) ¢ —
s?'RIC s

L'antitrasformata di V2(s) e la seguente in base alla (III.A.40):

1
vy 7= —— [u (0 = 2u, (= T) + u_,(t-3D)) + Vyu_ (0
C
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1n.c Esempi di applicazione del metodo della trasformata di Laplace 319

il cui andamento e riportato in fig.IlI.C.9 per i valori:

R, =10Q)

1 s C=1F, V. =1V e T =1 sec

Fig.111.C.9 - Andamento della ten-
sione vo(t) ottenuta nell'esempio
1HLE..2.

(sec)

Esempio II.C.3.

Dato il circuito di fig.l11.C.10, nel quale si considerino nulle le condizioni ini-
ziali e costante ed uguale a 2 volt la tensione di eccitazione, si determinino gli anda-
menti nei tempo delle correnti nei due induttori e |'energia dissipata nel resistore nello

intervallo di tempo 0% 1 sec.

Fig.l11.C.10 - Circuito conside-
rato nell'esempio III.C.3. I va-
lori dei componenti sono: V= 2,
L,=2 L,=1,M=1, R=2(V,H.(}

Effettuando la trasformazione del circuito assegnato, si ottiene il circuito ficti-

zio nel dominio di s, riportato in fig.III.C.11.

R
AA i
+ I N
Fig.l11.C.11 - Circuito trasformato nel Vs/qu /lv SL1 sL2
1

dominio di s ottenuto da quello di fi-
gura 1I1.C. 10. :M\‘ ¢

Per I'analisi del circuito di fig.III.C.11, applichiamo il metodo delle maglie, mo-
dificato opportunamente per la presenza della mutua induzione corrispondente al termine
sM. Scegliamo come variabili ausiliarie le correnti di maglia II(S) e Iz(s), indicate in

fig.III.C.11. Si ottengono le seguenti equazioni:

<
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320 Esempi di applicazione del metodo della trasformata di Laplace li.C

1}

Maglia 1 (R+sLl) II + (R - sM) I2 Vg/s

Maglia 2 (R - sM) lI + (R+sL2)l2 = Vg/s

Si puo notare che la presenza del termine sM da luogb ad un'ulteriore interazio-
ne tra le correnti di maglia. Infatti nell'equazione relativa alla maglia 1 & presente il
termine - SMIQ’ coincidente con la tensione provocata in tale maglia dalla corrente 12,
che circola nell'altra maglia, attraverso la mutua induzione (il segno negativo € dovuto
al fatto che i versi convenzionali delle due correnti di maglia sono disposti in modo op-

posto rispetto ai segni di riferimento degli induttori). Sostituendo i valori numerici, si

ha:
2
(2+2s)1, +(2-s)1, =—
1 2
s
2
(2- s)I1 + (2+s)l2 = —
s
Risolvendo il sistema si ottiene:
2
—_— 2-5s
s
2
—_ 2+s
s 4
[l(s) = =
2+2s  2-s 2 +10s
2-s 2+s
2
= 2+2s —
s
2
2-s —_
s 6
L,(s)- = =
s 2
2+2s 2-s s“ + 10s
2-s 2+s
Sviluppando in frazioni parziali, si ottiene:
A B 4 4 4 4
() = —+ . A= -— g B
s s+ 10 s+10|5-9 10 s |s--10 10
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Antitrasformando Il(s), si ha:
4
(0= — (1-e'%u @
10 -
Analogamente, si ottiene:
6
iy0 = — (1-e'%u
10 -

Gli andamenti delle correnti il(t) e i2(t) sono mostrati nella fig. III.C.12.

Ai

6
10 i.(0)
i | 2

Fig.111.C.12 - Andamenti delle correnti il(t) e iz(t) nell'esempio II1.C. 3.

Per calcolare l'energia dissipata nel resistore, occorre determinare la corrente

che lo percorre. Dalla fig.lII.C.11 e dalle espressioni di il(t) ed i2(t) ricavate in pre-
cedenza, si ha:

ig(0) = i) (0 + iy0) = (1- €101 u_,(0)

L'energia dissipata nell'intervallo 0+ 1 sec vale:

1 1
€ :/ R i200) de =/ 2 (1-e10%2 g¢ =
0 0
1

1
4 2
= (2-4e'10l + 2e'20t) de =| 2t + — 10t _ __ o-20t = 1,7 joule
0 10 20 0

Esempio I11.C.4.

Determinare |'andamento della corrente i che percorre uno dei condensatori del
circuito di fig.l11.C.13, nell'ipotesi che le condizioni iniziali siano nulle e che la ten-

sione impressa dal generatore abbia |'andamento riportato nella parte b) della stessa
figura.

G.MARTINELLI-M.SALERNO: Fondamenti di Elettrotecnica 4l

La cultura & un bene dell'umanita (fantomasping@libero.it)
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| vim 1
+ (volt)
ol

c
T ) : T t (sec)
a) :

b)

Fig.l11.C.13 - Circuito considerato nell'esempio III.C.4. In b) e riportato
I' andamento della tensione impressa.

Applicando il metodo di analisi su base maglie al circuito fittizio che si ottie-
ne trasformando quello di fig.III.C.13a nel dominio di l.aplace, con variabili ausiliarie

coincidenti con le trasformate delle due correnti di maglia i; ed ig, si ha:

2 1

I1 <— + sL)- 12<— +sL>
sC sC
1 2

_Il —+sL>+I2 ——+sL>
sC sC

Risolvendo tale sistema si ottiene la trasformata

V (s)
g

1l
o

della corrente incognita i,
coincidente con 12(8)' cioe:

sC(s?LC+1)
Iz(s) = ——— V (s)
2
2LCs*+3

Per determinare 1'andamento nel tempo richiesto, occorre preliminarmente indi-

viduare la trasformata Vg(s) della tensione impressa. Scrivendo in forma opportuna ta-
le tensione, si ha:

vg(t) = V0 u_l(t) - Vou_l(t~T)
a cui corrisponde: v
0

V(s) = — (1-e%T
g s

Tenendo conto di questa espressione e sviluppando in frazioni parziali la parte
razionale della I2(s), si ottiene:
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1 0,5
s 4+ — —_—
Vo€ LC o o€ LE .
I {s) = s (1-e%%) 1- (1-e™°1h)
1,5 2 1,5
s+ — s+ —
LC LC

Per antitrasformare, osserviamo che dalla tab.IlI.A.1 si ha:

<1 1 LC 1,5
E —_— = sin Y—— t*u (0
et 1,5 LC -

9
s+ —
LC

e quindi risulta:

Fig.ll1.C.14 - Andamento della corrente i(t) del circuito di fig.III.C.13 per i
valori indicati di T. In ambedue i casi il valore di I, e:

V,c
0§6L
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324 Esempi di applicazione del metodo della trasformata di Laplace m.c

VOC

i() = —— [uo(t) — uo(t-T)] +

Yo [ € = 3
§ — — |sin Y (t-T)ul(t-T)— sin t ¥ a  (t)
2 ‘6L 2L.C . 21.C -1

In fig.IIl.C.14a & riportato 1'andamento di i(t) nel caso che T =7 Y{2LC/3. Si

vede che sono presenti due impulsi di Dirac in corrispondenza a t=0 ed a t=T, diretti

N

in senso contrario. Inoltre la corrente ha un andamentc sinusoidale indefinito. E inte-
ressante mettere in evidenza il fatto che per valori particolari di T, la corrente i(t) ha
una durata limitata. Questo accade per T =277 ‘ZLC/%. Infatti, in cuesto caso si ha:

V0C Vo C 3
iy = — [uo(t) - uo(:-T)] -— {|— siny|— ¢ [u NG 1(t-T))
2 2 \6L 2LC - -

L'andamento risultante per la corrente é riportato in fig.II1.C.14 b.

Esempio 111.C.5

Svolgere I'esémpio I11.C.4 nell'ipotesi che la tensione impressa abbia |'anda-
mento di fig.l11.C.15.

A
v, (9
VO E
2T
[ = t
Fig.lI.C.75 - Andamento del- 1
la tensione impressa dal ge-
neratore del circuito di figu- ~V0- ——————
ra [II.C.13 nell'es. I11.C.5.

Avendo gia determinata l'espressione della trasformata della corrente incognita
in funzione della trasformata della tensione impressa nello svolgimento dell'esempio
111.C.4, occorre individuare nel caso presente la trasformata dell'eccitazione. A questo

scopo osserviamo che l'espressione analitica della v.g(t) e:

Vot 2T
vg(() = VO- - u_l(() + V0 + V0 - u_l(t- 2T)

a cui corrisponde la seguente trasformata:

La cultura &€ un bene dell'umanita (fantomasping@libero.it)



1.c Esempi di applicazione del metodo della trasformata di Laplace 325

0
V. (s) = —
g T 2 o2

v <
Ts-1 Ts+1
< i e-2s'I‘>

S

Utilizzando le formule ottenute nell'esempio II1.C.4, si ha:

Vol LC s=1/T  s+1/T
s} = —— | 1 - < + st
2 9 1,5 s s
s
LG
/ s T s T
\ == vV C =" o
0 T 1 6 4LC Y T 1 6 41LC 5
——("——-—— + — | —+ — 4 Bt
T |2 3s , 1S T 2 3s 5 S
g e g g —
LC L€
Antitrasformando l'espressione precedente, si ha:
\OL C\n
lu @ - (c-2D)) +

i) = Ea [“o(‘) Fuy(t-2D) -

3
t - u (t-2T) cos == (t-2T):|+
~1 J 2LC
v C 3 3
— | u l(t) sin | —— t+u 1(t-ZT) sin (t-2T)
- = - 2LC

2LG

L'andamento di i(t) nel caso particolare di

2LC
T=m =
3

& riportato in fig.IlI.C.16, dove si e posto:
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S |

Fig.l11.C.16 - Andamento della corrente i(t) del circuito di fig.II1.C.13 nel caso
che la tensione impressa abbia l'andamento di fig.III.C.1S con T=7 {2LC/3.

Esenipio I11.C.6.

Determinare per quali valori dei componenti si innesca un'oscillazione sinusoi-
dale nello schema di fig.ll1.C.17, che rappresenta un oscillatore di Colpitts a transi-
stori. Si effettui |'analisi nella fase d'innesco, supponendo che il transistore sia linea-
re e rappresentabile, insieme con il circuito di polarizzazione, come indicato in figura
111.C.18. Si supponga inoltre il circuito a riposo per t=0 e l'eccitazione coincidente

con un generatore di corrente avente come grandezza impressa un impulso unitario.

+

?ig.lll.C.'ﬂ s Schema dell'o- -
scillatore di Colpitts. i

v, (0

LLE
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L
— oo™
@ b, T T T B
| o
! R, R, ‘Bi] |
u (t) —— I | =
g 19 Gy | | ﬂ(:2
| SNSRI | (NN SO . S 4

Fig.l111.C.18 - Schema dell'oscillatore di Colpitts usato per l'analisi dell'innesco
delle oscillazioni.

Dopo aver trasformato nel dominio di Laplace il circuito di #ig.111.C.:18, analiz-

ziamolo con il metodo dei nodi, prendendo come nodo di riferimento il nodo 3. Si ottiéne:

1 1
V(s)[sC +G +—]—vrs)— = ]
. R § 27 sL

1 1
"Vl(s)[— -@G1J+V2<s)[62+ sC, + —] =0

sL sl

Determiniamo V2(s),che coincide con la trasformata della tensione incognita

Vu([). Si ottiene:

1
-BG]+—
sl
V.(s) = =
2 < ]>< ]> ]<1 >
sC.+G, +— )IsC.+G, + — - — | — - 8G
1 I sL 2 2 sL - skL sL 1
]-BG]Ls

3 ~ 2 . ~ f .
s Cl(‘2l‘ + s L((.1G2+ G]CZ) + S(CI+('2+G1C'2L) G] +G2 'RGI

Affinché si inneschi 1'oscillazione sinusoidale occorre che il denominatore ab-

bia una coppia di radici *jw essendo @_ la pulsazione desiderata. Di conseguen-
PP 0

0
za, il denominatore della V2(s) deve essere del tipo:

D(s) = (s2 + wg)(s+a) = S3+asz+w(2)s+amg

con a > 0.
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328 Esempi di applicazione del metodo della trasformata di Laplace 11.C

Uguagliando termine a termine i coefficienti del denominatore di V_(s) con quel-
2

li voluti, si ha:

Cl(,Z + Gl(:2
a
Cl('2
(:l+c2+GI GZL
. 2
. = @
(.1 (.2[.
G1+G2+ﬁ(11 ,
——— = awg
(,l(,zL

«

E evidente che le relazioni precedenti sono soddisfatte e quindi si ha l'innesco

dell'oscillazione sinusoidale se il prodotto della prima relazione per la seconda ugua-
g

glia la terza, cioé se:

G, C,L G C L

<(.2 (’|> (.l+(,2+G]G2L (.]+(‘,2+R(,l
1772 172

Tale condizione equivale a richiedere che il guadagno del transistore sia:

ClRl L 1 1 (:2
8 = = + $ =
C,R R, \ C,R,  C R/ ¢

272 22

111.D - Esempi di applicazione del metodo alle differenze finite.

Nel presente paragrafo riportiamo alcuni esempi di applicazione
del metodo alle differenze finite, descritto nel $1II.6. Il programma in
FORTRAN di tale metodo & descritto nell'appendice [II.B, a cui si ri-
manda per chiarimenti riguardanti i formati in cui debbono essere presen-
tati i dati di ingresso, che descrivono il circuito, ed i dati di uscita.

s
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111.D.1 Esempi riguardanti un filtro 329

111.D.1 - Esempi riguardanti un filtro.

Il primo gruppo di esempi che si considera riguarda il comporta-
mento del filtro passabasso!!) di fig.Il1.N.1 sotto l'azione di varie ecci-
tazioni. In ognuno degli esempi, si riporta il tipo di eccitazione, la de-
scrizione qualitativa del comportamento del filtro, la forma delle schede
di ingresso e l'uscita del calcolatore.

@ R ©) L

@
=
©

h—y

v (0 (

Fig.l11.D.1 - Schema del filtro passabasso normalizzato considerato nel primo
gruppo di esempi. I valori dei componenti sono: R=1, (, =0,1878, C,=0,3070,
L=0,1942 (2, F, H).

Lo schema di fig.IIl.D.1 ¢ stato normalizzato in frequenza rispetto a 10kHz ed

in livello rispetto a 6002, con la tecnica descritta successivamente nel § V.8. I valo- _

ri originari dei componenti erano M,\iz— 31,30nF, ( =51,17 nh[;Tj:ll 6SmH,
corrispondenti ad una frequenza ai taglio 11,034 kHz ed a un ondulazmne in banda del
2 .

[.e schede d'ingresso riguardanti la descrizione del circuito sono:
12345 6 7891011121314 1516 17 18192021 22232425 26

1 1 1 1 | DSy Y I 1 | O [Pt (I I | SIS ] S |
5 2 2 3 0 1 0 0

1—1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ] 1 1 1 1 1 1 1 1
I 00 0DOO 1 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 ! 1 1 1 1 1 1 1 1 1 i L 1 1 Ve
1 00 0DOO 4 S

L 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ] 1 1 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 *9 42D -1 2 3

[y S SCSe S OSR (NNSS (M S S S S (e (S S (ST (Sl NS S | (R RO S R s ey |
1 «=9 4 2D ~1 3 4

{ S 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 Il 1 1 1 y S [ S | 1 1
1 8 78D -1 2 S

{ | SR OO oo G SVAY (DU S S Y ROV WL UUSE PR OSSR PR (RN, (S Y O D (SN N (S
1.+8.78.D - 4 5

S L 0N B ) 3 g | 1 I el | (TS (S O S (O O TS T S| 1

1 13 .070D| 11 1 |3| 1 |qx [ R R (S [ STy (SR [N N U e

(1) - Il filtro considerato e un filtro tipo Cebicef AL dal testo R.Saal, «Der Entwurf
von Filtern mit Hilfe des Kataloges normierter Tiefpasse», Iid. Telefunken.

G.MARTINELLI-M.SALERNO: Fondamenti di Elettrotecnica 42
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330 Esempi riguardanti un filtro 1.p.

Per quanto riguarda |'eccitazione, le relative schede di-ingresso
verranno riportate nell' ambito di ciascun esempio, in quanto si tratta di
casi diversi l'uno dall'altro. L'andamento dell'eccitazione coincide in
ogni caso con la tensione del nodo 1 rispetto al nodo 5.

Esempio I1i.D.1.

Determinare |'andamento della tensione di uscita v (t) nel caso che I'eccita-
u
zione vg(f) di fig.l11.D.1 coincida con un gradino di tensione di ampiezzo uguale ad

1 volt.

Scegliamo un intervallo di campionamento normalizzato uguale a 0,1 e facciamo
stampare per 100 istanti successivi le tensioni dei nodi 1 e 4 rispetto al nodo S. Le
schede di ingresso riguardano la tensione di eccitazione all'istante iniziale, le tensio-
ni che si desidera stampare, il numero di istanti considerato ed il passo di campiona-
mento. L.a subroutine M23 in qucsto caso non interviene, in quanto il valore dell'ecci-
tazione negli istanti successivi a quello iniziale si mantiene costante. Le schede in

questione sono:

1 23 456 7 8910111213 141516
) U S DRSNS WY AT RN 1NN (SN S SN SR N SO WT e |

1 =00 0DOGO 1 S
- DU S SN N NS CONNT U, TS TV WS, [ A AU S
SRS 24 T SR R S [ S SRR U SR (SR SO e ¢
1 4
SRS VS (S SN (RS [N, (SN TN [ (RS e S (S R e
10 0 1 0 00 D- 1
¥ D S | T 1 Il 1 | EO S I |

Da un punto di vista qualitativo e facile rendersi conto che al aescere del tem-
po i condensatori tendono a comportarsi come circuiti aperti e gli induttori come corto-
-circuiti. Quindi la tensione vu(t) tende a divenire la meta della v (t), cioe 0,5 volt.
L'esame qualitativo precedente € confermato dall'andamento fornito dal calcolatore e
riportato di seguito. Precisamente, il valore 0,5 viene raggiunto in corrispondenza al-
I'istante 4,3. Per guesta ragione, la stampa viene limitata ai primi 70 passi dei 100

preventivati.
— Uscita del programma.

CIRCUITO ASSEGNATO:INUMERO NODI= 5

NUMERO RESISTORI= 2

NUMERO INDUTTORI = 2

NUMERO CONDENSATORI = 3

NUMERO GENERATORI DI CORREZINTE= 0

NUMERO GENERATORI DI TENSIOME= 1

NUMERO GENERATORI DI CORRENTE CONTR. IN TENS.= 0
NUMERO NULLORI= 0

(segue)
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RESeNs 1 21004001 1 2

RES«Ne 2 .1004001 4 5

IND-Ne 1 .1944000 2 3 CORR.IN.= 000
IND.N. 2 «1944000 3 4 CORRGIN,= 000
COND.N. 1 .188+000 2 5 TENSeINe= 000
COND.N. 2 .3074000 3 5 TENSadN.= <000
CONDWNe« 3 «1884000 4 5 TENS.INe= +000
GENTENSIONE: No 1 .1004001 1 5

SIMULAZIONEs N,ISTANTI = 100
INTERVALLO DI CAMPIONAMENTO = 1004000

TENSIONI DEI NODI RISP. AL NODO 5

TEMPO NODI ¢ 1 4
.000 .100+001 .398-003
«1004000 2100+001. .378-002
22004000 21004001 .175-001
«300+000 21004001 ,532-001
+400+000 21004001 ,121+000
«500+000 «1004001 .2204000
+6004000 .1004001 .338+000
+ 7004000 «100+001 .451+000
«800+000 21004001 .536+000
+900+000 «1004001 ,577+000
10 .loo+nol 1004001 .575+000
11 «1104001 «100+001 .541+000
12 «120+001 21004001 .498+000
13 .130+001 +1004001 .464+000
14 <140+001 .1004001 .452+000
15 +150+4001 «100+4001 4624000
16 «160+001 1004001 .484+000
17 «1704+001 «100+4001 .506+000
18 +180+001 «100+001 ,520+000
19 «l90+001 «100+001 520+000
20 +200+001 «100+00! .510+000
21 2104001 1004001 496+000
22 +220+001 21004001 .486+000
23 «2304001  «1004001 .4B834000
24 «240+001 #1004001 .489+000,
25 +250+001 +10G+001 .498+000¢
26 +260+001 «100+4001 .507+000
27 «270+001 «1004001 .512+000
28 +280+001 «1004001 .510+000
29 «290+001 .100+001 .505+000
306 +300+001 1004001 ,498+000
31 «310+001 .1004001 ,493+000
32 +320+001 +100+001 ,492+000
33 «330+001 21004001 ,495+000
34 «3404001 .1004001 .499+000
35 +350+001 «1004001 .503+000
36 3604001 .1004001 .505+000
37 3704001 21004001 .505+000
38 3804001 «1004001 .502+000
39  +390+001 «100+001 .499+000
40 4004001 «1004001 4974000
41  .410+001 21004001 .427+000
42 4204001 «1004001 .498+4000
43 .430+001 «1004001 .500+000
4y 4404001 «1004001 .502+000
45 4504001 2100+001 .502+000
46 <460+001 -100+001 .502+000
47 4704001 «1004001 .501+000
48 <4ed+001 +100+001 .500+000
43 «490+091 «1004001 .499+000
50 «500+001 «100+001 .498+000
51 «510+001 «1004001 .499+000
52 «520+001 .100+4001 ,500+000
53 «530+001 +100+001 .501+000
S4  <540+001 «100+001 .501+000
55 +550+001 «100+001 ,501+000

CENOUVEGN=O

(segue)
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56 +960+001 «100+001 +500+000
57 +570+001 «100+001 .500+000
58 +580+001 «100+001 .499+000
59 +590+001 +100+001 4294000
60 6004001 «100+001 .500+000
61 +610+001 «100+001 .500+000
62 6204001 «100+001 .500+000
63 6304001 «100+001 ,500+000
64 6404001 «100+001 5004000
65 +650+001 +100+4001 .500+000
66 +660+001 2100+001 .500+000
67 +670+001 «100+001 ,500+000
68 6804001 «100+001 5004000
69 «690+001 21004001 5004000
70 «700+001 «100+001 .500+000

Esempio 111.D.2.

Determinare |'andamento della tensione di uscita vu(.t) nel caso che ['eccita-
zione v (t) di fig.ll1.D.1 coincida con un impulso di tensione rettangolare di larghez-

za normalizzata 0,1 ed ampiezza 1 volt.

Scegliamo l'intervallo di campionamento, il numero di istanti da considerare e
le tensioni da stampare come nell'esempio III.D.1. Le schede di ingresso coincidono
percio con quelle riportate in tale esempio. La subroutine M23 in questo caso provve-
de ad azzerare la tensione di eccitazione negli istanti successivi a quello iniziale.

Da un punto di vista qualitativo e facile rendersi conto che la tensione \'u(r)
deve tendere a zero al crescere del tempo, in quanto l'eccitazione coincide con un im-
pulso concentrato all'istante iniziale. Cio € confermato dall'andamento fornito dal cal-
colatore. In particolare, anche in guesto caso tronchiamo la stampa in corrispondenza
al passo 70, in corrispondenza al quale la tensione vu(O e ridotta a qualche decimo di

millivolt.
— Uscita del programma.

CIRCUITO ASSEGNATO:NUMERO NODI= 5

NUMERO RESISTORI= 2

NUMERO INDUTTORI = 2

NUMERO CONDENSATORI = 3

NUMERO GENERATORI DI CORRENTE= 0

NUMERO GENERATORI OI TENSIONE= 1

NUMERO GENERATORI DI CORRENTE CONTR. IN TENS.= 0
NUMERO NULLORI= 0

RESeN. 1 1004001 1 2

RESeN. 2 «+100+001 4 5

INDeNs 1 +194+000 2 3 CORR.IN.= .000

INDeN. 2 «194+000 3 4 CORR.IN.= +000

CONDeNe 1 .188+000 2 5 TENS.INe= +000
CONDeN+ 2 .307+000 3 5 TENSeINe= 2000
COND«Ne 3 +188+000 4 5 TENS.IN.= +000
GENSTENSIONE: No 1 .100+001 1 5

SIMULAZIONE: N,ISTANTI = 100
INTERVALLO DI CAMPIONAMENTO = .100+4000

(segue)
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TENSIONI DEI NODI RISP.

TEMPO
.000
+100+000
«200+000
+300+000
2400+000
+500+000
+600+000
27004000
+800+000
+900+000
10 1004001
11 «l10+001
12 +120+001
13 .130+001
14 +1u40+001
15 «150+001
16 «1604001
17 1704001
18 1804001
19 «190+001
20 +200+001
21 +210+001
22 +220+001
23 +230+001
24 +240+001
25 2504001
26 +260+001%
27 2704001
28 +280+001
29 +290+4001
30 +300+001
31 +310+001
32 .320+001
33 +330+001
34 «340+001
35 +350+001

VENOUN FUNN-O

36 3604001

37 «370+001
38 +380+001
39 +390+001
40 4004001
41 .410+001
42  2420+001
43 .430+001
44 «440+001
45 «450+001
46 4604001
47 24704001
48 <480+001
49 «490+001
50 «500+001
51 510+001
52 5204001
53 «530+001
S4  «540+001
55 +550+001
56 +560+001
57 5704001
58 +580+001
59 +590+001
60 «600+001
61 6104001
62 «620+001
63 +630+001
64 «640+001
65 ¢650+001
66 +660+001
67 +670+001
68 +680+001
69 «690+001
70 7004001

NODI ¢ 1}

.100+001
-«589~018
=.129-018

«125=-018

«186-018

«119-018

«100-019
~e736-019
=+983-019
~+686=-019
~.141-019

«309-019

«446-019

«249-019
-.128-019
=+470-019
-.603-019
~.480~-019
=-.177-019

»156~019

«374-019

«402-019

«257-019

+278-020
=+174=019
=+206-019
=+229-019
=+997-020

2496-020

«151-019

»168-019

«108-019

+104-020
=e754=-020
=e114-019
~+956=020
~+382-020

«267-020

+693-020

+745-020

2461-020

«213-021
=+356~020
=+516-020
=e423-020
=~«161-020

«130-020

+315-020

«332-020

+201-020

+298-022
~s164-020
=+231-020
=+186~020
=+669-021

«620-021

°143-020

«147-020

«866-021
=+206=022
=+753~-021
=«103~-020
-+8lp=021
=e275-021

«297-021

«645-021

+653-021

«373-021
=e242-022
=«34p6=-021
=e463-021
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+398=-003
+339-002
.137-001
+356-001
«674-001
2»993~001
+118+000
.113+000
+849-001
«413-001
-,280~-002
-+335-001
-.433-001
~.334~-001
-.122-001
«931-002
»222=-001
«228-001
+135-001
+296-003
-.102-001
-.138-001
-.103-001
-e.2U6-002
«536-002
.960~002
.892-002
+437-002
-,142-002
-.570-002
-+682-002
-.478-002
-«.983-003
+263-002
-452-002
«412-002
«200~002
-,642-003
-.256=~002
-+305~002
-.211-002
-.409-003
«119-002
+200~002
»180-002
«B843~003
-+329-003
~.116-002
-.135-002
-+914-003
~-.148-003
+557-003
+903-003
«795-003
+356-003
-+166-003
-+.531-003
-+602-003
-.398~003
-e527~004
+259-003
.406-003
+350-003
«151-003
-.825-004
~.241-003
-.268-003
~,173-003
~.175-004
«120-0G63
+.182-003

AL NODO
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334 Esempi riguardanti un filtro 11.D.1

Esempio I11.D.3.

Determinare |'andamento della tensione di uscita v (t) nel caso che |'eccita-
u
zione v (t) di fig.lll.D.1 coincida con un'onda quadra di ampiezza 1 volt e di frequen-

za normalizzata 0.5.

Scegliamo l'intervallo di campionamento, il numero di istanti di campionamento
e le tensioni da stampare come nell'esempio III.D.1. Le schede di ingresso coincidono
percid con quelle riportate in tale esempio. La subroutine M23 in questo caso deve for-
nire 1'andamento previsto per l'eccitazione. Per effetto dell' intervallo di campionamen-

to scelto tale andamento €& quello mostrato in fig.III.D.2.

3
vg(t)
1 j| [ g I
I | |
Fig.ll1l.D.2 - Andamento dell'ec- | | |
citazione fornito dalla subrouti- 1 ]1 'L -
ne M23 nel caso dell'es.lIL.D.3. 0.8 0.9 1871.9 2.8 2.9 "
' | | oot
= [ | f .k

Da un punto di vista qualitativo si nota che l'eccitazione applicata, al crescere
del tempo, tende a coincidere con la somma di varie funzioni sinusoidali di frequenza
multipla dispari di 0,S. In particolare cuella di frequenza piu bassa, cioe 0,5, ha una
ampiezza di 4/7. Poiché il filtro passa-basso di fig.Ill.D.1 ha unafrequenza di taglio
normalizzata di 1.1, esso ha un effetto tagliante su tutte le componenti dell'eccitazio-
ne, esclusa quella di frequenza 0.5. Per questa ragione al crescere del tempo la tensio-
ne Vg(t) tende ad avere un andamento sinusoidale di frequenza 0,5 ¢ di ampiezza u-
guale a circa meta di guella della suddetta componente, cioe 2/7. Se si esamina l'u-
scita del programma si vede che tale andamento e gia presente dopo i primi 40 passi.
Per questa ragione viene troncata la stampa anche in questo caso dopo i primi 70 pas-

si.

— Uscita del programma.

CIRCUITO ASSEGNATO:NUMERO NODI= §

NUMERO RESISTORI= 2

NUMERQO INDUTTORI = 2

NUMERO CONDENSATOQRI = 3

NUMERO GENERATORI DI CORRENTE= 0

NUMERO GENERATORI DI TENSIONE= 1

NUMERO GENERATORI DI CORRENTE CONTR. IN TENSe= 0
NUMERQ' NULLORI= 0 ] .

(segue)
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RESeN. 1 «100+00} 1 2
RESeN. 2 «1004001 4 5
INDeNe 1 «194+000 2 3 CORReIN.= +000
INDeNs 2 1944000 3 4 CORRGIN,= «000
CONDeNe 1 21884000 e 5 TENS«INe= <000

CONDoNe 2 «307+000 3 5 TENS.IN.= « 000
CONDeNe 3 .188+000 4 S TENS.IN.= « 000
GENoTENSIONE: N« 1 21004001 1 5

SIMULAZIONE: NoISTANTI = 100
INTERVALLO DI CAMPIONAMENTO! = +1004000

TENSIONI DEI NODI RISP. AL NODO 5

TEMPO  NODI : 1 4

+000 .1004001 .398-003
21004000 1004001 .378-002
22004000 1004001 .175-001
23004000 «100%901 ,532-001
24004000  +100#001 1214000
+500+000 .1004001 .220+000
«600+4000 1004001 .338+000
+7004000 1004001 .451+000
28004000 1004001 .536+000
+9004000 =.100#001 +577+000
21004001 =.1004001 .567+000
21104001 =.100+001 ,506+000
21204001 =<1004001 +392+000
21304001 =~.100+001 .2234000
1% +140¢0u1 =.100+001 .124~001
15 1504001 =.1004001 =-.214+000Q
16 +160+001 =¢100+4001 =.419+000
17 1704001 =.1004001 -.566+000
18 +180%001 =.100+001 =.&35+000
19 +190+001 1004001 =,628+000
20 .200+4001 «1004001 =.565+000°
21 +210+001 «100+4001 =.464+000
22 +220+001 «1004001 =.337+000
23 .230+004 «100+00% =,180+000
24 22404001  <100+4001 +559-002
25 +250+001 1004001 ,2074000
26 +260+001 «1004001 .397+000
27 2704001 21004001 .544+000
28 -280+001 21004001 .625+000
29 +290+001 =.1004001 .633+000
30 3004001 =.1004001 .580+000
31 «31040v1 =.1004001 .4824000
32 3204001 =-.1004001 ,348+000
33 3304001 =.1004001 .180+000
34 «3404001 =.1004001 =-.145-001
35 3504001 =-.100+001 -.220+000
36 3604001 =.1004001 -.408+000
37 3704001 =.1004001 -.5484000
38 3804001 =.1004001 =-.622+000

P g e
GO QCODONTUMEWLN-O

39 <390+001 «100+4001 -.625+000
40 .400+001 «1004001 -,5714000
41 .410+4001 1004001 -.476+000
42 4204001 «1004001 ~.347+000
43 4304001 +100+001 -.184+4000

44  <440+001 .1004001 .857=-002
45 +450+001 «1004001 ,215+000
46 +460+001 «1004001 .406+000
47 «470+001 +100+001 .550+000
48 4804001 .1004001 +625+000
49 <490+001% =.100+001 +629+000
S0 5004001 =-+1004001 .5743G00
51 5104001 =.100+001 .476¢000
52 +5204001 =.1004001 .345+000
53 5304001 =-.100+001 .182+000
54 +540400%1 =.100+001 -.107-001
55 5504001 =.100+001 -.216+000

(segue)
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56 +5604001 =~.1004001 -.405+000
57 «570+001 =<100+001 ~.548+000
58 5804001 =.100+001 -.623+000
59 «590+001 «100+001 -.628+000
60 «600+001 «100+001 -.574+000
61 .610+001 +100+001 -.477+000
62 +620+001 «1004001 =-.3474000
63 +«630+001 «1004001 -.183+000
64 «640+001 +1004001 .104-001
65 6504001 1004001 .216+000
66 «660+001 «1004001 .406+000
67 +670+001 «1004001 .549+000
68 +680+001 «1004001 .6244000
69 +690+4001 =-.1004001 .628+000
70 .7004001 =.1004001 .5734000

Esempio I11.D.4.

Determinare I'andamento della tensione di uscita vu(~t) nel caso chel'eccitazio-
ne vg(f) di fig.l11.D.1 coincida con un'onda quadra di ampiezza 1 volt e di frequenza

normalizzata 2.

In questo caso occorre scegliere 1'intervallo di campionamento piu piccolo, ri-
spetto a quello usato negli altri esempi, per evitare gli errori connessi con il metodo
alle differenze finite!). Per questa ragione scegliamo tale intervallo(normalizzato) u-
guale a 0,025 ed il numero degli istanti da considerare uguale a 400. Lasciando inal-
terata la tensione di eccitazione all'istante iniziale e le tensioni desiderate, le sche-

de di ingresso divengono:

123456 789 10111213141516
TR Ut P SRVE SR COOE) cHNRT (SUAN TN At G S G OO i §

1 *000DOO 1 S
/llllllllllllllll
2
/4[ PSS e ST IS R (SR ISR (SRS U YO R S
1 4
¢ . RO TS SOV RS N N SN N DN, e Y VO G DO |
400 0 =02 5DO0O
/llJJ;LJ T U Calil TS, (RGN TRANS T | 11

L.a subroutine M23 in questo caso deve fornire 1'andamento previsto per l'ecci-
tazione. Per effetto della scelta dell'intervallo di campionamentotale andamento & quel-

lo mostrato in fig.IIL.D. 3.

(1) - La valutazione di questo errore € molto semplice se si tiene conto che il program-
ma basato sulle differenze finite lavora come un vero e proprio filtro digitale. Per det-
tagli su questo punto si rimanda all'appendice C, riportata in fondo al libro.
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v (t)
4
1 S i
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o
1 | | = |
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Fig.ll1.D.3 - Andamento dell'eccitazione fornito dalla subroutine M23 nel
caso dell'esempio III.D.4.

Da un punto di vista qualitativo si nota, come nel caso dell'esempio III.D.3,che
le componenti sinusoidali,alla cui somma tende l'eccitazione al crescere del tempo,han-
no tutte frequenze superiori a quella di taglio. Percio in uscita la tensione e essenzial-
mente dovuta a quella di frequenza piu bassa con un'ampiezza uguale a 4/7 moltipli-
cata per l'attenuazione del filtro in corrispondenza alla frequenza di tale componente.

L'attenuazione in cuestione vale

2
2 [l +0.2 T5 <i)] = 82,6

essendo T5 il polinomio di Cebicef di ordine S.

Quindi la tensione di uscita tende, al crescere del tempe, ad un andamento si-

nusoidale di frequenza 2 e di ampiezza

4 1 9
— —— = 1,54 107
m 82,6

Se si esamina l'uscita del programma,tale andamento & presente dopo 300 passi.Per ra-
gioni di spazio si riportano di seguito le stampe di uscita relative ad un intervallo ini-

ziale, ad uno centrale e ad uno terminale di quello complessivamente previsto.

— Uscita del programma.

CIRCUITO ASSEGNATO:NUMERO NODI= 5

NUMERO RESISTORI= 2

NUMERO INDUTTORI = 2

NUMERO CONDENSATORI = 3

NUMERO GENERATOR[ DI CORRENTE= 0

NUMERO GENERATORI DI TENSIONE= 1

NUMERO GENERATORI DI CORRENTE CONTR. IN TENS.= 0
NUMERO NJULLORI= 0

(segue)
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RESeNe 1 <100+001 1 2
RESeNs 2 21004001 4 5
INDeNe 1 21944000 2 3 CORR.IN.= «000
INDsNe 2 21944000 3 4 CORR.IN.= .000
COND«N. 1 21884000 2 5 TENS.INe= +000
CONDeN. 2 +3074000 3 5 TENS.IN.= .000
CONDeNe 3 21884000 4 5 TENS.INe= «000
GENeTENSIONE: N« 1 .100+001 1 5
SIMULAZIONEe NJISTANTI = 400
INTERVALLO OI CAMPIONAMENTO = .250=001
TENSIONI DEI NODI RISP. AL NODO
TEMPO  NODI : 1 4
0 000 21004001 .648-006
1 +250-001 1004001 .694-=005
2 +500-001 .100+001 .372-004
3 .750-001 +1004001 .136-003
4  +100+000 .1004001 .383-003
5 1254000 «100+001 .903-003
6 +150+000 +100+001 .186-002
7 +175+4000 1004001 .347-002
8 +2004000 .1004001 .596-002
9 +225+000 =.1004001 .959~002
10 2504000 =+1004001 .1i46-001
11 «275+000 =-.100+001 .213-001
12 3004000 =-100+001 ,.298-001
13 3254000 =.100+001 ,401-001
14  +350+000 =.100+001 .522-001
15 +3754000 =.100+001 .659-001
16 +400+4000 =.1004001 .808-001
17  «425+4000 =.100+4001 .963=001
18 4504000 =.100+001 ,112+000
19  «475+000 «100+091 .127+000
20 5004000 «100+001 ,141+4000
21 +525+000 «1004001 1524000
22 +550+000 21004001 .161+000
23 +575+000 «1004001 .167+000
24 +600+000 .1004001 .168+000
25 +625+000 «100+4001 .166+000
26 +650+000 «100+001 .159+000
27 +675+000 «100+001 .148+000
28 +700+000 «1004001 .134+4000
29  «725+000 =.100+4001 .117+4000
30 +7504000 =.100+001 .,976-001
88 +220+001 «1004001 .128-001
89 ¢222+001 =.1004001 .119-001
90 +225+4001 =.1004001 .101-001
91 42274001 =.100+4001 .767-002
92 «2304001 =.100+001 .509-002
93 .232+001 =.1004001 .271-002
94 +235+001 =.100+4001 .B80-003
95 +2374001 =.1004001 -.166-003
96 +240+001 =.100+4001 -.285-003
97 <242+4001 =.100+4001 .549-003
98 2454001 =-.100+4001 .224-002
99 +247+001 «100+001 .457-002
100 2504001 «1004001 .725-002
101 +252+001 +1004001 .989-002
102 +255+001 +1004001 ,121-001
103 2574001 «100+001 ,136-001
104 +260+001 «100+001 .141-001
105 2624001 «1004001 ,133-001
106 2654001 «1004001 .113-001
107 2674001 .100+001 .801-002
108 2704001 .1004001 .373-002
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1i.D.1 Esempi riguardanti un filtro
109 2724001 =.1004001 =-.127-002
110 2754001 =.1004001 -.659-002
111 +277+4001 =.1004001 =-.118-001
112 +2804001 =.1004001 -.164-001
113 +282+001 =+100+4001 =-.200-001
114 +285+001 =.1004001 -.223-001
115 +287+001 =+100+001 =.230-001
116 +290+4001 =+1004001 -.220-001
117 .292+4001 =.1004001 -.194-001
118 2954001 =+1004001 -.155-001
119 2974001  «1004001 -.103-001
120 ¢300+001  +1004001 -.453-002
121 3024001  +1004001 .149-002
122 +3054001  +1004001 .721-002
-123  +307+001 21004001 .122-001
124  +310+001  +1004001 .160~001
125 3124001  +1004001 ,184-001
126 +315+001  +1004001 .192-001
127 +317+001  +100+001 .183-001
128 3204001 1004001 .160-001
129 3224001 =+1004001 .125-001
130 +325¢001 =.100+001 .817-002
131 «327+00¢ =.1004001 ,342-002
132 +330+00L =.1004001 -.127-002
133 +3324001 =.1004001 -.544-002
134 335+001 =-.1004001 =-.872-002
135 +337+001 =-.1004001 -.108-001
136 3404001 =.1004001 -.116=001
137  +3424001 =.100+001 ~.110-001
138 3454001 =.1004001 -.918-002
133 +3474001  +1004001 =-.632-002
180 +3504001  +100+001 -.230-002
141 +352+001 .1004001 .996-003
142  +3554001  +1004001 .462-002
143 «357+4001 1004001 .768-002
144  +360+001  +1004001 .932-002
316 7904001 =.1004001 -.145-001
317 +7924001 =.100+4001 =-.130-001
318 7954001 =.1004001 ~.102-001
319 +797+0U1 1004901 =.647-002
320 -800+4001  +1004001 -.207=002
321 +802+4001 «100+001 ,252-002
322 +805¢001 1004001 .686-002
323 .807+001 1004001 .105-001
324 «810+0ul  +1004001 .131-001
325 .812+4001  +1004001 .145-001
326 +B15+001 1004001 144=001
327 +B17+0ul 1004001 .129-001
328 -820+001  +1004001 .102-001
329 .8224001 =.1004001 .642-002
330 .825+001 =-.100+001 .203-002
3351 «B27+001 =.1lU0+001 -.256-002
332 .830¢001 =-.100+001 -.6RB=002
333 8324001 =.1004001 =-.105-001
334 8354001 =.1004001 -.131-001
335 8374001 =.1004001 -.145-001
336 +B40+0Ul =.1004001 -.144-001
357 +B42+4001 =-.1004001 =-.129-001
338 +B45+001 =+1004001 -.101-001
339 <B8474001  «100+001 =-.639-002
330 +850+001  +1J0+001 =-.179-002
341 .852+001  .lU04001 ,259-002
342 «855+001  +100+001 .692-002
343 .857+001 1004001 .106-001
344 .BK0%001  -100+001 .132-001
345 8624001 1004001 .145-001
346 +865+001 1004001 .144-001
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347 8674001 »100+4001 .129-001
dug 8704001 «1004001 .102-001
349 8724001 =.100+001 .640-002
350 8754001 =-.1U00+001 ,201-002
351 «877+001 1004001 -.259-002
352 «880+001 +100+4001 -.692-002

353 8824001 =-.100+4001 -.106-001
354 8854001 =-.100+4001 =-.132-001
355 «887+001 =»1004001 ~.145-001
356 +890+001 =.100+001 =-.144-001
357 +892+001 =.1004001 -,130-001
358 +«895+001 =.1004001 ~-.102-001
359 +897+001 +1004001 ~-.643-002

360 +900+4001 +100+4001 -.203-002
361 9024001 1004001 .256-002
362 +905+001 -1004001 .690-002
363 +907+001 «100+001 .106-001
364 +910+001 21004001 .132-001
365 9124001 21004001 .145-001
366 +915+001 1004001 .144=-001
367 +917+4001 «100+001 .129-001
368 9204001 «100+4001 .102-001
369 9224001 =-.1004001 .643-002
370 .925+001 =.100+001 .203=-002
371  +927+001 =.100+4001 =-.256~002
372 .9304001 =-100+001 =-.689-002

111.D.2 - Esempi riguardanti un amplificatore video.

Il secondo gruppo di esempi che si considera riguarda il compor-
tamento di uno stadio amplificatore video. In particolare si vuole mettere
in evidenza |'effetto della compensazione effettuata tramite un induttore.
Lo stadio considerato, mostrato in fig.III.D.4, completo dello sckema e-
quivalente del transistore, & tratto da J.Millman, H. Taub, «Circuiti ad
impulsi e digitali», Ed. Bizzarri, 1967, pag.70. I nodi C, ed E d'ingres-
so rappresentano |'uscita dello stadio precedente;in particolare C, ed
El coincidono con il collettore e 1'emettitore del transistore dello sta-
dio precedente. I nodi B,, B}, C,, E, corrispondono rispettivamente
alla base, al nodo interno, al collettore ed all'emettitore del transistore
dello stadio in esame. I componenti L. ed R, inseriti tra B, ed il nodo
di riferimento costituiscono il circuito di compensazione. [l generatore
di corrente controllato in tensione & parte integrante del circuito equiva-
lente del transistore, insieme alle resistenze ry,, r,, edal condensa-
tore C. Utilizzando il circuito equivalente del transistore, considerato
nel testo citato, nelle condizioni previste di polarizzazione, risulta:

g =5102Q"1; r . =100 0Q; r,,, = 1000 0

C =128 pF
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111.D.2 Esempi riguardanti un amplificatore video 341

In assenza del circuito di compensazione lo stadio amplificatore
¢é incapace di seguire i fronti di salita dell'eccitazione. L'effetto della
compensazione & quello di rimuovere tale inconveniente, nel senso che
ad un gradino di corrente in ingresso deve corrispondere in uscita una

forma d'onda che sia la piu vicina al gradino stesso, a parte un ritardo.

C, B, frpy c,
o A
HZ
L
r g v
be Sl vuse
¢ 22
R
c
F —0
_l hz
Fig.lll.D.4 - Schema equivalente dello stadio amplificatore video.

La compensazione si realizza solo quando il valore di L ed R
sono opportuni. Nel seguito faremo vedere, avendo fissato R _= 1950 ,le
tre situazioni tipiche corrispondenti a:

1) sottocompensazione (valori di L inferiori al valore ottimale). In que-

sto caso il fronte di salita é poco ripido e la grandezza di uscita rag-
giunge il valore di regime in un tempo notevole;

2) compensazione (valore di L ottimale). 1l fronte di salita é ripido e la
grandezza di uscita raggiunge il valore di regime senza oltrepassarlo;

3) sovracompensazione (valori di L superiori al valore ottimale). Il fron-
te di salita é ripido; la grandezza di uscita oltrepassa il valore di regi-
me.

Completiamo il circuito di fig.II.D.4, con un generatore di cor-
rente a gradino in ingresso ed un resistore in uscita per visualizzare la
corrente erogata dal generatore controllato. Inoltre, normalizziamo con il
metodo descritto nel $V.8 i componenti in livello rispetto a 1000 ed
in pulsazione rispetto a 107 rad/sec. 1l circuito normalizzato completo
é quello di fig.Il.D.S, in cui L assume i valori normalizzati S+ 10-3,
25103, 0.1, che corrispondono alle tre situazioni di sottocompensazio-
ne, compensazione e sovracompensazione (v. J.Millman, H.Taub, op.cit.).
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41

ig(t)?Q D 1 >v

0,195

,E élSOv 21\,
1,28 B

(11, F,H,V, A)

Fig.l11.D.5 - Schema normalizzato del circuito considerato negli esempi III.D.5,
IIL.D.6, I11.D.7.

Le schede di ingresso al calcolatore sono le stesse nei tre esem-
pi che verranno considerati, salvo che cambia il valore di L.Precisamen-
te si ha, scegliendo come intervallo di campionamento normalizzato 0,04,
un numero di istanti da considerare uguale a 100e come tensioni da
stampare quelle dei nodi 1 e 3 rispetto al 5:
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11.D.2 Esempi riguardanti un amplificatore video 343

Per quanto riguarda l'eccitazione, si considera in tutti e tre i ca-
si una funzione a gradino unitario, per cui la subroutine M23 non deve
intervenire a modificare il valore iniziale unitario della corrente.

Esempio Il1.D.5.

Determinare |'andomento della tensione v nel circuito di fig.ll1.D.5, nel caso

che L assuma il valore normalizzato 5 1073,
La scheda di ingresso relativa all'induttore in questo caso vale:

1121344 '5 l6 l7 I8 19 I10111112113I14|15116l
0“5 00D — 2 1 4

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 A 1 1

L'esempio presente corrisponde alla situazione di sottocompensazione dello
stadio amplificatore. Come si vede chiaramente dalla stampadi uscita del calcolatore,
la tensione di uscita raggiunge il valore di regime lentamente senza superarlo entro i

primi 43 passi. Per questo la stampa stessa viene troncata al 48- simo passo.

— Uscita del programma.

CIRCUITO ASSESNATO:NUMERO NODI= 5§

NUMERD RESISTORI= 4

NUMERO INDUTTORI = 1

NUMERO CONDENSATORI = 1

NUMERO GENERATORI DI CORRENTES 1

NUMERO GENERATORI DI TENSIONE=

NUMERO GENERATOR1 DI CORRENTE CONTR. IN TENS.= 1
NUMERO NULLORI= 0

RESeNe 1 +195+000 4 5

RESeNe 2 «1004000 1 2

RESeN. 3 «100+001 2 5

RESeN» & «1004001 3 5

INDeNs 1 «500-002 1 4 CORReINe= = 000
CONDWN. 21284001 2 5 TENSeINe=- 2000
G.CORR«N, | +100+001 1 5
GEN+CONTR.TENS.N: 1 .5004002 2 5 3 S

SIMULAZIONEe N.ISTANTI = 100
INTERVALLO DI CAMPIONAMENTO = +400-001

(segue)
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344 Esempi riguardanti un amplificatore video

TENSIONI DEI NODI RISP.

TEMPO
000
+400-001
+800-001
«120+000
«160+4000
+200+000
«2404000
+280+000
+320+000
+360+000
10 «400+000
11 <440+000
12 480+000
13 +520+000
14 «560+000
15 «600+000
16 +640+000
17 +680+000
18 «720+000
19 +760+000
20 +800+000
21 «840+000
22 +880+000
23 +920+000
24 +360+000
25 +100+001
26 <lou+001
27 1084001
28 1124001
29 .llet001
30 1204001
31 .l24+001
32 1284001
33 +132+001
34 «136+001
35 »1lu0+001
36 luu+001
37 «lug+001
38 .1v2+001
39 +156+001
40 1604001
41 +leu4+001
42 «168+001
43 «172+001
44 1764001
45  «180+001
U6 «lBu+00l
47  «188+001
48 +192¢001

VO NCU EFULNV—O

NODI ¢ )

+916-001
«835-001
+100+000
«109+000
1174000
«123+000
«129+000
«134+000
«138+000
+1424000
«1454000
«1484000
«1504000
«152+000
1544000
«156+000
«157+000
«158+4000
+ 1534000
1604000
«1614000
«1614000
16249009
«162+000
«1634000
«163+000
«164+000
«1644000
1644000
«164+000
«164+000
«165+000
1654000
+165+000
« 1554000
«165+000
«165+000
1854000
+155+000
«165+000
«165+000
+165+000
«165+000
1654000
«165+000
«166+000
«1664000
«166+000
«156+000
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3
-+6114000
-.164+001
-.2434001
-¢3114001
-,3714001
-,422+001
-.466+001
-.505+001
-.538+001
-.567+001
~.592+001
-.614+001
-+532+001
-.6494001
-.663+4001
-:5754001
~.685+001
-.694+001
-«7024001
-¢709+001
-.715+4001
-+720+001
-,724+001
-.728+001
-.732+4001
-+ 7344001
-.737+4001
-+739+4001
-.741+4001
~.7u43+001
-, 7444001
-, 7454001
-.746+001
~.747+001
~.748+001
-.749+001
-.749+001
-.750+001
-,750+001
-.750+001
-.7514001
-.751+001
-.7514001
-.752+001
-,752+001
-.752+001
-.752+001
~.7524001
-.752+001
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Esempio Ili.D.6.

Determinare |'andamento della tensione v nel circuito di fig.ll1.D.5, nel caso

che L assuma il valore normalizzato 2,5 10°2.

LLa scheda di ingresso relativa all'induttore vale in questo caso:

123 45 67 8 910111213141516
R (W | | 1 1 J 1 | — | I 1 i 1

2 *5 00 D~ 2 1
R e (O NG, (oA Rl ik PR Gl TR (OO, (-0 | RO |

4

1 1

L'esempio presente corrisponde alla situazione di compensazione dello stadio

amplificatore. Come si vede chiaramente dalla stampa di uscita del calcolatore, la ten-

sione di uscita raggiunge il valore di regime rapidamente senza oltrepassarlo in corri-

spondenza al passo 27-simo.

Per questa ragione tronchiamo la stampa stessa in corrispondenza al passo 40-

-simo.

— Uscita del programma.

CIRCUITO ASSEGNATO:!NUMERO NODI= 5
NUMERO RESISTORI= 4

NUMERO INDUTTORI = 1

NUMERO CONDENSATORI = 1

NUMERO GENERATORI DI CORRENTE= 1
NUMERO GENERATORI DI TENSIONE= 0
NUMERO GENERATORI DI CORRENTE CONTR.
NUMERO NULLORI= o0

RESeNes 1 1954000 4 S

RESeN. 2 +100+000 1 2

RESeN. 3 «100+4001 2 5

RESeNs 4 «100+001 3 5

INDeNe 1 +250-001 1 4 CORR.IN,=
COND«N. 1 1284001 2 S TENS.IN.=
G.CORReN. ) +1004001 1 S
GENeCONTR.TENS.N: 1 «500+4002 2 S5 3

SIMULAZIONE» NJISTANTI = 100

IN TENS.= 1

.000
<000

5

INTERVALLO DI CAMPIONAMENTO = .400-001

TENSIONI DEI NODI RISP. AL NODO 5

TEMPO NODI ¢ | 3

«000 «1074000 -.712+000
+400-001 «1194000 -.201+001
+800-001 +1294000 -.307+001

nN-o
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346 Esempi riguardanti un amplificatore video n.n2

3 «120+000 21374000 =-.334+001

4  «160+000 21434000 =-.465+4001

5 +200+000 214g+000 -.523+001
6 +240+000 21524000 -.569+001

7 +280+0U0 «1554000 =.606+001
B8 +320+000 +157+000 =-.636+001

9 +360+0G0 «1594000 ~.660+001
10 4004000 «160+000 =.680+4001
11 +440+000 «1624000 =.695+001
12 +480+4000  +162+000 =-,707+001
13 +520+000 +1634000 =.717+4001
14 +560+000 21644000 =-.725+4001
15 +600+000 «1644000 =.731+001
16 +640+000 +1654000 ~-.735+001
17  «680+000 21654000 ~,7394001
18 «720+000 21654000 =,7u2+001
19 +760¢000 21654000 =-.7454001
20 +800+000 «1654000 =,746+001
21  «B40+000 «1654000 =-.748+001
22 «880+000 +1654000 -.749+001
23 +920+000 21654000 ~-.7504001
24 +960+000 +166+000 =,7514001
25 +100+001 21664000 =-.7514001
26 1044001 «166+000 =,7514001
27 +108+001 +1664000 =,7524001
28 +112+001 +1664000 =-,7524001
29 +115+001 21664000 =-.7524001
30 1204001 «1664000 -.7524001
31 .124+001 «166+000 =,753+001
32 +128+001 «1664000 -.753+001
33 «132+001 «166+000 =-.753+001
34 «136+001 +1664000 -.7534001
35 1404001 +166+4000 =.7534001
36 +luu+001l 21664000 =.753+001
37 1484001 21664000 ~-,7534001
38 +152+001 2166+000 =-.7534001
39  «156+001 21664000 =-,753+4001
40 +<160+001 «166+000 =,753+001

Esempio I11.D.7.
Determinare |'andamento della tensione vy nel circuito di fig.Il1.D.5, nel caso

che:L assuma il valore normalizzato O,1.

La scheda di ingresso relativa all'induttore vale in questo caso:

1 2345 67 89 10111213 141516

1 1 1 1

1

1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1

0 100DOO
FER S N A, e Y |

1

1 | 1 1 1

L'esempio presente corrisponde alla situazione di sovracompensazione dello

stadio amplificatore. Come si vede chiaramente dalla stampa di uscita del calcolatore,

la tensione di uscita tende al valore di regime con oscillazioni che superano il valore
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di regime. Si riporta anche in questo caso solo una porzione dell'intero intervallo con-

siderato, sufficiente a rilevare quanto detto.

— Uscita del programma.

CIRCUITO ASSEGNATO:NUMERO NODI= 5

NUMERO RESISTORI= &

NUMERO INDUTTORI = |

NUMERD CONDENSATORI = 1

NUMERO GENERATORI DI CORRENTE= 1

NUMERO GENERATORI DI TENSIONE=

NUMERO GENERATORI DI CORRENTE CONTR. IN TENS.= 1
NUMERO NULLOR1= 0

RESsN. 1 21954000 4 5

RESeN. 2 .1004000 1 2

RESeN. 3 «+100+001 2 S

RESeNs 4 «100+001 3 5

INDeNs 1 «100+000 1 4 CORR.IN,= 2000
CONDeN. 1 21284001 2 5 TENS.IN.= «000
G.CORRN., | »100+001 1 5

GEN-CCNTR.TENS.N: 1 .5004002 2 5 3 S

SIMULAZIONEr N.ISTANTI = 100
INTERVALLO DI CAMPIONAMENTO = .400-001

TENSIONI DEI NODI RISP. AL NODO 5

TEMPO NODI ¢ 1 3

«0vo «1134000 -,753+000
«400-001 1374000 -.220+001
«800-001 +158+000 -,352+4001
«120+000 1774000 -.4734001
«1604000 ° +1934000 -.581+001
«200+000 2064000 ~.676+001
2404000 22174000 -,759+001
«280+000 «225+000 -,831+001
+3204000 22324000 -.892+001
«360+000 22364000 -.942+001
+400+000 +2394000 ~,983+001
44504000 +240+4000 ~.101+002
+480+000 22404000 =-,1044002
«520+000 «239+000 -.1054002
«560+000 «2374000 ~.106+002
«600+000 «2344000 «.106+002
«640+000 «231+¢000 -.1064002
«+680+000 22274000 -,106+002
« 7204000 22234000 -.105+002
19 +760+000 22184000 -.103+002
20 +800+000 «2134000 -.102+002
21 +840+000 «209+000 -.1004002
22 «880+000 22044000 ~.982+001
23 +320+000 1994000 -.962+001
24 +960+000 «1954000 =.943+001
25 1004001 +1904000 -.923+001
26 «lou+001 «186+000 ~.903+001
27 .lus+0ul +182+4000 -.883+001
28 .112+001 «179+000 -.865+001
29 +l16+001 «1754000 -.847+001
30 «120+001 «172+4000 ~-.830+001
31 «l24+001 »1704000 ~.815+001
32 +l28+001 «157+000 -.801+001
33 «132+001 «1654000 =.788+001

P b e e e e e
ENOUFULNFFCO NTCUVEWUN-O

(segue)
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34 +1364001 21644000 =,776+001
35 «140+001 +1624000 -.765+001
36 +luy+001 +161+4000 -,756+001
37  «148+001 «160+000 -,748+001
38 «152+001 +1594000 =-,7ul1+001
39 +1564001 +159+4000 -.736+001
40 +160+4001 1584000 -.731+001
41  «leu4+001 «158+000 ~.727+001
42 «leB+001 +158+4000 -.7254001
43 1724001 +1584000 ~-.723+001
4y 1764001 +158+000 -.721+001
45 .+180+001 +1584000 -.721+4001
46 «184+001 +1594000 -,721+4001
47 .188+001 1594000 -.721+001
48 +192+001 +1604000 =-,722+001

Il1.E - Riferimenti bibliografici.

F importante notare che nel presente capitolo sono stati conside-
rati i circuiti a costanti concentrate lineari e permanenti. Quando le ipo-
tesi precedenti non sono piu verificate & necessario utilizzare tecniche
di analisi di tipo diverso da quelle descritte. Si veda ad esempio: G.C.
Temes, S.K.Mitra, «Modern filter theory and design» J.Wiley, 1973, ca-
pitolo 10, per quanto riguarda il caso in cui cada l'ipotesi di permanen-
za ed L.O. Chua, «Introduction to non linear network theory», Mc Graw-
-Hill, 1969, per quanto riguarda il caso in cui cada l'ipotesi di linearita.

Le grandezze elettriche sono state costantemente supposte de-
terminate, cioé si & escluso dalla trattazione il casoin cui una grandez-
za elettrica sia nota solo attraverso le sue proprieta statistiche (gran-
dezze aleatorie). Si veda ad esempio, per un'introduzione a questo argo-
mento, il $11.6 di G. Biorci,» Fondamenti di elettrotecnica», op.cit. e
per maggiori dettagli: P. Mandarini: «Teoria dei segnali», Ed. Goliardica,
Roma, 1976, Cap.III.

Le tecniche di analisi svolte nel capitolo richiedono essenzial-
mente la conoscenza della trasformazione di Laplace e dei metodi alle
differenze finite. In ambedue i casi & stato introdotto il minimo di sup-
porto analitico necessario, rimandando in nota alla letteratura tecnica.
A completamento di cid, & opportuno mettere in evidenza come sia stato
necessario utilizzare nozioni riguardanti la teoria delle distribuzioni, nel
caso dell'introduzione dell'impulso di Dirac. La definizione di tale im-
pulso presenta infatti difficolta insormontabili nell'ambito della teoria
usuale delle funzioni, come si evince chiaramente da A.Ghizzetti: «Cal-
colo simbolico», Ed. Zanichelli, 1943, pag.58 + 62.
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S

Il metodo alle differenze finite impiegato & stato quello trapezoi-
dale e si é rinviata alla letteratura tecnica la descrizione degli altri al-
goritmi possibili. Tuttavia é da ricordare l'importanza basiliare che ri-
veste la scelta dell'intervallo di campionamento. Tale intervallo in par-
ticolare pua essere anche variabile ed in ogni caso va controllato, ad
esempio con la tecnica esposta nei $12.7 e 12.8 di L.Chua, Pen-Min-Lin, op.cit.

Per quanto riguarda il programma di calcolo descrittonel capito-
lo, & stato messo in evidenza che esso ha finalita essenzialmente di-
dattiche. A livello professionale sono disponibili numerosi programmi
di complessa architettura. Si veda ad esempio per informazioni generali
R.W_ Jensen, L.P.Mc Namee, «<Handbook of circuit analysis languages
and techniques», Prentice-Hall, Englewood Cliffs, 1976.
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CAPITOLO IV

FUNZIONI DI RETE

l)\lgf- Eccitazione e risposta di un circuito.

Un circuito elettrico diviene sede di fenomeni elettrici sotto la
azione di eccitazioni di origine sia esterna che internaal circuito stes-
so. Le eccitazioni di origine esterna 'sono «rappresentate » dai generato-
&mdlpendentl le cui ‘grandezze impresse sono 1mposte dall'esterno; le
eccitazioni di orlgme interna sono quelle dovute ai generatori 1nd1pen-
denti presenti nei circuiti equivalenti secondo Laplace dei componenti
reattivi, che tengono conto delle condizioni iniziali di questi, tramite
le Toro grandezze impresse.|Dal punto di vista dell'analisi di un circui-
to, i due tipi di 'generatorl sono perfettamente equivalenti ed indistingui-
bili. Le loro grandezze impresse sono le «cause » dei fenomeni elettrici
che si svolgono nel circuito e le grandezze elettriche conseguenti sono
1 relativi «effetti» o «risposte » del circuito.

Il legame tra effetto e causa nei circuiti che consideriamo é fa-
cilmente caratterizzabile per la linearita degli stessi, in conseguenza
| della quale 1'effetto di ciascuna causa risulta indipendente dalla presen-
' za delle altre e dipendente in modo semplice dalla causa stessa. La ca-

ratterizzazione quantitativa di tale legame & 1'oggetto del presente ca-

I EitoloJ

1V.1.1°- Caso di una sola eccitazione.

Il legame tra una qualsiasi eccitazione e(t) (grandezza impres-
sa di un generatore di tensione o corrente) ed una qualsiasirisposta u (t)
(tensione o corrente che si stabilisce nel circuito) € in generale di tipo
integro-differenziale, come visto nel cap.lIl. Solo nel caso particolare
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dei circuitt senza memoria, tale legame si riduce ad una proporzionalita
diretta, cioe: .

(Iv. 1. 1) u(t) =ael(r)

in cui a dipende dalla struttura del circuito,|

_‘“Tr'réga'mé‘ai semplice proporzionaliti vale per una classe di cir-
cuiti molto piu ampia, se si utilizza il metodo della trasformata di Lat
place. Infacti nel cap.Ill & stato fatto vedere che qualsiasi circuito li-
neare e permanente con memoria pud essere analizzatoin modo del tutto
simile ad un circuito senza memoria, se in luogo di considerare il cir-
cuito assegnato nel dominio del tempo, se ne considera un altro equiva-
lente nel dominio della variabile s.| In tale nuovo circuito si hanno, al
posto delle __g_rarLd_e‘_z*ze e(t) e u(t ),kle corrlsppndentl_trr_asformate cioé
E(s) trasformata della eccitazione ed U(s) trasformatadella risposta.
Tra U(s) ed E(s) esiste di conseguenza un legame di semplice pro-
porzionalita. Occorre perd notare che la costante di proporzionalita, pur
non dlpendendo da E(s) per la linearita del circuito, dipende dalla va-

rLbile S, _cioé:

(IV. 1.2) U(s) =[F(s) E(s))

L'espressione (IV.1.2) ha validita molto pit ampia della (IV.1.1), ig
quanto si riferisce a qualsiasi circuito per il quale si pu¢ applicare il
metodo della trasformata di Laplace !

| ILa funzione F(s) che he permette di ottenere nel dominio di s la
nspostm eccitazione, prende il nome d1« funzione di_rete».

ale quindi la seguente defmlzmne l e

Definizione I1V.1.1 - « Si definisce come funzione di rete il rapporto fra //
Ia - -trasformata dell ‘effetto (r:sposta) dovuto ad una determinatacau- |/
sa (eccnaz:one) e Ia L frasformafa della causa sfessa».

!

‘i
E evidente che la funzione di rete dipende:| 1) dalla struttura. del

circuito; 2) dal tipo e posxzxone del generacore e di ecc1tazxone 13) dal ti-
po e posizione della grandezza elettrica considerata come risposta, Ve-

dremo 1 mfluenza di quesn fatcori nel & IV.2 e nell'appendice IV.A.

(1y=E opportuno notare il fatto che la (IV.1.1) & un caso particolare della (IV.1.2). In-
fatti nel caso in cui F(s) non dipende das,come ad esempio per i circuiti senza me-
moria, si ottiene:

U(s) = F E(s)

che equivale alla (IV.1.1) nel dominio del tempo, essendo F una costante.
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Esempio IV.1.1

Nel circuito di fig.1V.1.1 determinare la funzione di rete, relativa alla tensio-
ne ai capi del resistore R1 (risposta) ed alla tensione del generofore(”.

La determinazione della funzione di rete richiede di considerare una sola cau-
sa; supponiamo percio scarico il condensatore all'istante iniziale. Di conseguenza il

circuito nel dominio di s che corrisponde a quello d'interesse écome indicato in figura

1v.1.2.

rato nell'esempioIV.1.1. 1 va- +
lori dei componenti sono: vg(t) q

Ry =3,Ry=1,C=2 ({}, B

Fig.IV.1.1 - Circuito conside- vV J_

Al
@)

Prendendo il nodo 1 come riferimento e scrivendo 1'equazione al nodo 3 delle

correnti uscenti, si ottiene:

1 1 1
E3<5C+— +—>+V(s)'<sC+-—>=0
Ry Ry ¢ Ry

Da cui, essendo VRI(S) =#Eq si ha:

1
sC+—
R2
Vei(s) = N Vg(S)
G+ ===
RI R2

Quindi risulta:

sCRyR, +R; |

V.,(s) = Y (s)
R1 [
SCRyRy+ R, + R,

Tenendo conto che nel caso presente Vg(s) =E(s), U(s) =VR1(S), si ha, in
base alla (IV.1.2).
R
c 1
Fig.IV.1.2 - Circuito che cor- n 1 J_

risponde nel dominio di s a

quello di fig.IV. L.1. v @ g T 2

©)]

@

(1) - Nell'esempio 1'andamento della tensione v_(t) non ¢ stato indicato, poichela fun-
zione di rete dipende solo dal tipo e dalla posiztone del generatore di eccitazione.
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sCR1R2+R1
F(s) =

SCR R, +R +R, o

Sostituendo i valori numerici, si ha:

che € la funzione di rete richiesta.

Osservazione IV.1.1

Dalla definizione di funzione di rete si puo dedurre che essa, pur essendo una
funzione di s, non € una trasformata di Laplace, ma semplicemente un rapporto di tra-

sformate di Laplace( D, L'uilica della nozione di funzione di rete deriva dal fatto che

eccitazione, qualunque essa sia.|

k’essa € un operatore molto semplice che permette di ottenere la risposta a partire dalla

Osservazione 1V.1.2

L'espressione (IV.1.2) definisce la funzione di rete F(s) come rapporto fra
effetto e causa nel dominio di s. Si sarebbe potuto con pari validita definire una fun-
zione G(s) come rapporto nel dominio di s fra la causa e l'effetto,in base allaseguen-

te relazione:|

(1v.1.3) [E® =6 ue |

In alcuni casi viene effettivamente utilizzata l'espressione (IV.1.3); rurtavia

occorre osservare che in generale la G(s) non € una funzione di rete, ma l'inverso di
una tale funzione, risultando G(s) = 1/ F(s). Tale distinzione € necessaria, poiché le
funzioni di rete e le loro inverse non godono delle stesse proprieta. Un esempio molto
semplice in tal senso é il seguente. Si consideri il circuito «partitore resistivo» di fi-
gura IV.1.3. In questo caso la causa e la tensione Vg, mentre l'effetto € la tensione

Vu; la funzione di rete risulta:

R,
(IV.1.4) F(s) =
R1 + R2
mentre il suo inverso:
R; + R,
(IV.1.5) G(s) =
R2

> . ~ . .
(1) - E opportuno mettere in evidenza che un rapporto di trasformate non € mai legato in
modo semplice al rapporto delle rispettive grandezze nel dominio del tempo.

G.MARTINELLI-M.SALERNO : Fondamenti di Elettrotecnica 45
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Fig.1V.1.3 - Partitore resistivo.
v.®

Entrambe le funzioni non dipendono da s, poiché il circuito € senza memoria.
Tuttavia mentre F(s) ¢é sempre minore di uno (e tale proprieta é caratteristica del par-
titore), G(s) é sempre maggiore di uno. La differenza di proprieta delle funzioni di re-

te e delle relative inverse verra discussa in maggiore dettaglio successivamente.

I‘\I\JZ - Caso di piU eccitazioni.

&

Nel caso che siano presenti nel circuito piueccitazionila rispo-
sta si ottiene come somma delle risposte dovute alle smggLe eccitazio-
ni, ciascuna agente da sola.\Tenendo conto che le eccitazioni sono do-
vute o a cause esterne o a cause interne (generatori presenti nei circui-
ti equivalenti dei componenti reattivi), si ottiene per la risposta la se-
guente espressione; I

\\ u N N, N L

(IV:1.6) U(s)i=‘_2 Fi(S)E, )+ z U, (s) v, (o )\ﬁ 5 K, (s)f, (09)

dove:

U(s) é la generica risposta nel circuito in esame;

E.(s) ¢ la trasformata di Laplace della i-esima eccitazione di tipo e-
sterno (relativa ad un generatore di tensione o di corrente);

Ng € il numero delle eccitazioni di tipo esterno;

Fi(s) ¢ la funzione di rete relativa all'eccitazione Ei(s);

vi(O') ¢ la tensione ai capi dell'i-esimo condensatore all'istante t=07,
N, ¢ il numero dei condensatori presenti;

ii(O') é la corrente relativa all'i-esimo induttore all'istante t =07
N, ¢ il numero degli induttori presenti.

Le funzioni H. (s) e K. (s) differiscono da una funzione di rete
per un fattore che dlpende dal partlcolare generatore usato per le condi-
zioni iniziali. Precisamente, si ha la seguente situazione:

1\)<nel caso che si consideri per il condensatore un generatore di tensio-
ne, la cui grandezza impressa & v.(07)/s, la funzionedirete relativa é:

sHi(s)
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2) nel caso che si consideri per il condensatore un generatore di corren-
te, la cui grandezza impressa & C, v,(0%), la funzione direterelativa é:

1H()
ik had I

1

3) nel caso che si consideri per 'induttore un generatore di tensione, la
cui grandezza impressa &€ L. i, (07), la funzione di rete relativa é:
1 1 |
'I:" Ki(S) [

i /

4) nel caso che si consideri per l'induttore un generatore di corrente, la
cui grandezza impressa & i.(07)/s, la funzione di rete relativa &:
|

(s K;(.s)

Esempio 1V.1.2 - [

1 do
Determinare le funzioni di rete relative alle singole eccitazioni per il circuito
di fig.IV.1.4, essendo la risposta d'interesse la corrente i(t) chepercorre il generato-

re di tensione.

R
Fig.1V.1.4 - Circuito considerato ARG b
nell'esempio IV.1.2. I valori dei K(") L
componenti sono: +

+
L C
R=1,L=2,C=1, v (=u 0 vg(® ), -J- c

v (00 =2,i; (0)=1 (0, H, F, V, A)

Il circuito equivalente nel dominio di s, ottenuto utilizzandoper i componen-
ti reattivi gli schemi di tipo serie, € mostrato in fig.IV.1.5. Applicando il metodo di a-

nalisi su base maglie, si ottiene:

(R+sL)Il+sL12=Vg(s)+LiL(0.)

1 vc(O-) . N
sLI;+( sL + —JI,= +L1L(0)
sC s
Ricavando la corrente I2 dalla seconda equazione si ha:

Iy,=

sC vc(O.) .
[ +Li, (00 -sLI,

sZLC+1 s
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Sostituendo nella prima equazione tale espressione, si ottiene:

<R sL ) : sLC ” L 5
S— L' Y E S | T S .
s?Lc+1/ 1 & Zp e+ B Lc+l b

s + s

R

+ + ) s
2 S
Vg(S) GD II(S) L 3
s e

Fig.1V.1.5 - Circuito di fig.IV.1.4 trasformato nel dominio di s.

L'espressione della Il(s) € quindi:

. s?LC+1 o sLC : L
s) = V (s)- v (07) + i (07
! s?2RLC+sL+R &  s?RLC+sL+R © s2RLC+sL +R [
Confrontando tale espressiong con la (IV.1.6) si ha:
U(s) =Il(s)
=1 . =
Ng i Eq(s) Vg(s)
s2Lc 41
Fils) = —
s " RLC+sL +R
Nc =1 vI(O.) = VC(O-)
-sLC
Hi(s) = —
s“RLC +sL +R
NL=1 : il(O') =iL(0')
L
Ky(s) =—3
s“RLC+sL +R
Sostituendo i valori numerici si ottiene:
2s2+ 1 2s 2
Fi(s) =——F— ; Hi(s) =- —5— ; K (s) =
‘ 252425 +1 ! 25242541 . 25242541
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Quindi le funzioni di rete richieste sono:

252 1
E.(s) . n —— . .
1 2 6% 2w 1 2s2+2s+ 1

1V.2 - Classificazione delle funzioni di rete.

Abbiamo osservato, in relazione alla definizione di funzione di
rete, che essa dipende da tre fattori: struttura del circuito, p03121one &
tipo della causa e dell'effetto) Nel presente paragrafo esaminiamo l'in-
fluenza degli ultimi due fattori, rimandando per il primo all'appendice
IV.A. L'influenza di questi fattori & notevole e conviene che sia messa
in evidenza gia a livello di definizione Precisamente dal punto di vista

gggn_oﬁ_m [unzwm di zrasfenmento e funzzom di zmme}ﬁgnza di Lngresso
(o semplicemente di immettenza). Nel primo caso la|causa|e [ ['effetto sT
riferiscono a copple di morsetti di fferenu_n'éTEf" to e possono essere
a seconda dei casi o tensioni o correnti; nel secondo caso invece la cau-
sa e |'effetto si riferiscono alla stessa coppia di _morsetti e percid una
deve essere una tensione e I'altra una corrente o viceversa. Ad esemplo
nel caso considerato nell'esempio 1V.1.1 la funzione di rete richiesta &
una funzione di trasferimento (I'eccitazione & infatti una tensione, men-
tre la risposta & la tensione ai capi di un altro bipolo); nel caso dell'e-
sempio IV.1.2, invece, la funzione di rete F ,(s) € una funzione di im-
mettenza di 1ngresso p01che l'eccitazione & la tensione ai capi di un
bipolo e la risposta & la corrente che lo attraversa.

Dal punto di vista del tipo della causa e dell'effetto, le funzio-
ni di rete si dlst1gguono in quattro tipi, a seconda che l'eccitazionee la
r—l’s_p_qsca siano tensnpm o correnti) La nomenclatura utilizzata nei quat-
tro casi & nportata in tab.IV.2.1} Si pud notare da questa tabella che
quando ['eccitazione e la rxsposta sono entrambe tensioni (o entrambe
correnu)_‘s}__b_a} senz'altro il caso di una funzione di tfasferlmento‘{ Nel

aso invece di 1mpedenza 0 ammettenza, esse possono essere sia fun-
zioni di trasferimento sia funzioni d' 1mmetteg5a_dﬂressoj

Infine & opportuno mettere in evidenza che le funzioni di rete non
hanno dimensioni fisiche nel caso che l'eccitazione e la risposta siano
dello stesso tipo. Nei rlmanennﬂ#(iue_crasx esse hanno le dlmehsmm di

ohm quando si tratta di un'impedenza e di mho quando si trattadi un'am-
mettenza.
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Tabella 1V.2.1 - | vari tipi di funzioni di rete che si ottengono tenendo
conto della natura dell'eccitazione e della risposta.

Eccitazione
Risposta Tensione Corrente
Tensione Funzione di tra- Impedenza
- sferimento in
tensione

Corrente Ammettenza Funzione di tra-
sferimento in
corrente

Osservazione 1V.2.1

Le definizioni di impedenza ed ammettenza introdotte in tab.IV.2.1 sono con-
gruenticon le definizioni di tali grandezze date nel cap.IIl e ne rappresentano la natu-
rale estensione. Cio puo essere visto chiaramente nel seguente caso particolare. Con-
sideriamo due induttori accoppiati mutuamente ed esaminiamo dapprima il caso in cui
sia presente una sola eccitazione applicata ad uno di essi (generatore di corrente) e si
prenda come risposta la tensione ai suoi capi (fig.IV.2.1). Supponendo che gli induttori

siano a riposo all'istante t =0  ed usando la trasformata di Laplace, si ha che:
(Iv.2.1) Vi(s) =sL;I,(s)

In questa situazione, sL, & l'impedenza del primo induttore, gia introdotta
nel cap.Ill, e che in base alla tab.IV.2.1 rappresenta un'immettenza d'ingresso del tipo
impedenza, in quanto la causa & la corrente del generatore e 1'effetto e la tensione ai.
suoi capi. Consideriamo ora come effetto la tensione V2; dalle relazioni costitutive

degli induttori accoppiati mutuamente si ha che:

(1v.2.2) V,=sMI,

M
e o
e +
Fig.1V.2.1 - Induttori ac- I v v
coppiati mutuamente. 0 1 1 2
Ly k3

Dalla tab.IV.2.1, vediamo che sM é una funzione ditrasferimento del tipo im-

pedenza.
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In conclusione, dall'esame delle relazioni costitutive degli induttori accop-|

Platl mutuamente, c1oe

!/ B f ; vV 9

si vede chiaramente la congruenza delle definizioni di tab.IV.2.1 con quelle del cap.III,

sLIy +sMI2‘

sMI1 + sL2I2l

in quanto tutte le funzioni s LI’ sL2, s M sono funzioni di rete del tipo impedenza, le

prime due funzioni d'ingresso, 1'ultima di trasferimento.

Osservazione 1V.2.2

/ RS S S—

\-——’—”— ——y
Nell'osservazione IV.1.2 é stato fatto notare che in generale non sono delle

(e ISR CINOE R SN
Lfimzmm di rete quelle funzwm ottenute consxderando nel domxmo di s il rapporto fra

.eccuazmne e risposta (e non come dalla definizione il rapporto fra risposta ed eccita-
Jl . T

{pzlone) tali funzioni sono infatti mverse di funzxom di rete e corrispondono al fatto fi-
sico di uno scambio fra causa ed effetto. Tale distinzione rimane essenziale per le fun-

zioni di _trasferimento, -mentre nsulta superflua nel caso delle funzioni di immettenzadi

ingresso; infatti in quest ultlmo caso 51 puo con51derare come eccitazione latensione,

ottenendo come nsposta la corrente OWEL'O come ecc1taznone la corrente ottenendo co-

me effetto la ten51one ‘Il fenomeno eletmco ¢ nei due casi il medesxmo, cio implica

che per ogm bxpolo 1'impedenza d'ingresso & sempre l'inversa dell'ammettenza d'in-

gresso. Ambedue queste grandezze appartengono alla classe delle immettenze e percio
e

si pud enunciare la seguente proprieta:

Proprieta I1V.2.1 - « L 'immettenza d'ingresso e la sua inversa sono en-
trambe funzioni di rete».

Tale proprieta verra utilizzata nel $1V.4.

V.3 - La risposta impulsiva.

Nell'osservazione 1V.1.1 é stato messo in evidenza che una fun-
zione di rete F(s) non & la trasformata di Laplace di una grandezza e-
lettrica presente nel circuito, ma bensi un rapporto di trasformate | E tut-
tavia possibile individuare una situazione nella quale una funzione di
rete assume tale significato,\ facendo riferimento alla relazione che-la
definisce, cioé alla: B R e

(Iv.3.1) U(s) = F(s) E(s)
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Ponendo infatti nella (IV.3.1):
(IV.3.2) E(s) =

si ha che la risposta corrispondente € proprio uguale alla funzione di re-
te, cioe vale la seguente proprieta:

Proprieta 1V.3.1 - « Nel dominio di s, la risposta di uncircuito coincide

con la corrlspondenfe i‘ unzione di rete, quando la funz:one _di eccitazio-||
"ne e uguale ad uno»g

La proprieta IV.3.1 pud essere posta in una forma pilt 51gn1f1ca-'

t1va effettuando 1'antitrasformata della (IV.3, 2). e della risposta, cioé:
(1v.3.3) £-1[E(s)]=L- I[1]—u (c)
(1V.3.4) L-Hu)] =L 1[F(S)]—h(t)

La risposta h(t) ha un significato fisico preciso: essa rappre-
senta |'andamento nel teinpo dell'effetto quando la causa ha un andamen-
to nel tempo coincidente con un impulso unitario. Tale risposta prende
il nome di risposta impulsiva.]
© T Dall"espressione (IV.3.4) si vede che la risposta impulsiva & a-
_naliticamente espressa dall'antitrasformata della funzione di rete. Vale

|percio la seguente propneta che rappresenta la traduzione nel dominio

{del tempo della proprieta IV.3.1.)

|| Proprieta IV 3.2-¢lLa risposfa impulsivq ¢ uguale all'antitrasformata

La risposta impulsiva come la funzione di rete, dipende dalle
' jposizioni dell 1mpulso di eccitazione e della rxsposta‘t Di conseguenza
in un circuito si possono definire piu risposte impulsive, ciascuna delle

L, ISP Ll
quali corrlspondmcolare funzione di rete. |

Esempio 1V.3.1

Nel circuito di fig.1V.3.1 determinare la rispo sta impulsiva, relativa alla cor-

rente i(t) (eccitazione) e alla tensione v (t) (risposta).

Fig.1V.3.1 - Circuito consi- _l_*‘
derato nell'esempio IV.3.1. ite 1 L c wie)
[ valori dei componenti so-

no: L=1, C=1 (H, F). -
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Ricaviamo la funzione di rete relativa alla risposta impulsivarichiesta. A que-

sto scopo trasformiamo il circuito assegnato come mostrato in fig.IV.3.2. Si ottiene:

1 T Y L
I(s) = V(s) <sC+—) N O
sL
e quindi:
V(s) sL s
F(s) = = = —
I(S) sLC +1 s“ +1

Indicando con h(t) la risposta impulsiva, si ha in base alla proprieta 1V.3.2:

h(t) =£—1 [ 28 :|=cost'u_1(t)

s“+1

+
Fig.1V.3.2 - Ciccuito di fi- 1 \
gura IV.3.1trasformatonel I(s) r sL — = V@&
dominio di s. sC =

L'importanza della nozione di risposta impulsiva risiede nella
seguente proprieta:

[ Proprieta 1¥.3.3 - «In un circuito lineare e permanente, se € nota la ri- \\,‘
5 sposta impulsiva h(t), & univocamente determinata la risposta ad ung !l
t (

generlca ecc:taz:one e t) (,4_;;:’

Infatei, per la proprieta IV.3.2,si pud ottenere la funzione di rete
corrispondente:

N J Fs) T’B('t)/]_f(

Percio, dopo aver calcolam la trasformata dell'eccitazione,cioé:

si ha per la trasformata della rlsposta'
» L U(s) =F(s) E(s)
e quindi:

lu(e) = £°1 [U(s)]

(1) - Supponiamo che sia h(t) sia e(t) siano L - trasformabili.

G.MARTINELLI- M.SALERNO : Fondamenti di Elettrotecnica 46

La cultura & un bene dell'umanita (fantomasping@libero.it)



Iv.3

362 La risposta impulsiva

In conclusione in un circuito lineare e permanente larisposta im-
pulsiva & sufficiente per caratterizzare il comportamento del circuito in
presenza di eccitazioni di qualsiasi tipo.

Esempio 1V.3.2
Sapendo che un circuitﬂlineare e permanente ha una risposta impulsiva:

hin =3¢ v ()

determinare la risposta u(t) che corrisponde ad un'eccitazione a gradino e (t) =u ,(1).
P g A |

Trasformando h(t) si ottiene:

H(s) =
s+ 2
D'altra parte si ha:
1
E(s) =—
s

Percio la trasformata della risposta vale:

U(S) =
s(s+2)

Sviluppando la U(s) in frazioni parziali, si ha:

A B

U(s) = — +
s s+2

dove:

3 3
=— : B=— =
s+2 =0 2 s

Quindi si ha, antitrasformando:
B et |

P ,
u(® = L5 (1 - e u_y (o)

. S
che rappresenta la risposta all'eccitazione a gradino.

Osservazione 1V.3.1

E stato visto che i circuiti lineari e permanenti sono caratterizzati dalla se-

guente relazione tra risposta ed eccitazione:
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(IV.3.5) U(s) = F(s) E(s)

Ci si puo porre la domanda se sia possibile ottenere una relazione esplicita
nel dominio del tempo tra la risposta u(t) e l'eccitazione e(t); tale relazione dovra
essere ovviamente di tipo integro-differenziale.

Per rispondere a tale domanda é necessario fare uso della nozione di risposta
impulsiva e di una operazione integrale detta «prodotto integrale» o«prodoito di convo-

5 1 " « .
luzione»' V. Tale operazione € definita nel seguente modo:

Definizione 1V.3.1 - « Assegnate due funzioni f (t) e f,(t),sidefinisce
prodotto integrale di tali funzioni la seguente espressione:

t
(1v.3.6) fq(t) =/ f (T)fy(t—T)dT
0

L'utilita dell'operazione di prodotto integrale & dovuta al seguente teorema,

che viene dimostrato nell'ambito della teoria della trasformazione di Laplace:

%

/Teorema 1V.3.1 - «La trasformata di Laplace del prodotto integrale di
Ihldue funzioni € uguale al prodotto delle rrasformare di Laplacedelle fun-

fzioni sfesse(zv)».

er——r—

In base al teorema del prodotto integrale siottiene,antitrasformandola(IV.3.5)

e ricordando l'espressione (IV.3.4):

\\ —

. )
(1V.3.7) ,u(t)-E‘[U(s)] E"[F(s)rz(s)] =/ h(Dle(c-7)dT |

La (IV.3.7) rappresenta il 1egame diretto, nel dominio del tempo, fra 1'eccita-
zione e (o) e la rxsposta u(t), in tale espressione la risposta xmpulswa h(t) tiene con-

to _dell,azmne del circuito. Quanto detto si puo riassumere nella seguente proprieta:

Proprieta 1V.3.4 - «La risposta u(t) di uncircuito lineare e permanente
é uguale al prodotto integrale (prodotto di convoluzione) fra la risposta
impulsiva h(t) e la funzione di eccitazione e (t)».

(1) - 11 prodotto integrale viene indicato spesso con la notazione abbreviata:

() = £,(0) * f4(0)

(2) - Tale teorema vale sotto opportune ipotesi restrittive per le quali si rimanda ai te-
sti riguardanti le trasformate di Laplace. Si veda ad esempio: A. Ghizzetti, L.Marchet-
ti, A.Ossicini, op. cit., $IV.6.
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L'espressione (IV.3.7) rappresenta la generalizzazione dell'espress. (IV.1.1)
valida per i circuiti senza memoria. Infatti, per tali circuiri, larisposta impulsiva & un

impulso di ampiezza a, cioé:
(I1v.3.8) h(t) =auy (o)

e percio si ottiene dalla (IV.3.7):

t
(IV.3.9) u(t)=A/l auO(T)e(t-'r)d‘r=a e(t-7) =a e(t)
0

T=0

Osservazione 1V.3.2

La nozione di risposta impulsiva € molto piu generale della nozione di fun-

| zione di rete: Quest ultima, che vale nel dominio di s, puo essere utilizzata solo per

i c1rcu1_t1‘lmean e permanenn mentre la prima, che si riferisce a cofxdxzxom operénve
d1 funzxonamento e non a proprieta matemauche puo essere considerata per qualunque
CllCU.ltO

Per ottenere operauvamente la risposta impulsiva di un circuito & necessario
utilizzare una forma d'onda di eccitazione che approssimi in modo adeguato 1'impulso
unitario. Si puo facilmente mostrare che cio non é difficile da ottenersi nel caso dei
circuiti lineari. Infatti 1'impulso unitario puo essere approssimato in questo caso in mo-

do adeguato da una qualunque forma d'onda’ e(t), che goda delle seguenti proprieta:
1) la funzione e (t) & diversa da zero solo nell'intervallo (0, 8);
2) la risposta impulsiva h(t) deve potersi considerare costante indettointervallo, cioe

h(c-8) = h(e).

Per dimostrare la sufficienza delle suddette condizioni consideriamo il pro-

dotto integrale fra h(t) ed e(t). Si ottiene!:

t
(IV.3.10) h(0 =/ e(m)h(e-T)d T
0

Per la prima ipotesi, poiché e(7) & nulla all'infuori dell'intervallo (0, &), si
puo sostituire 1'integrale (IV.3.10) con il seguente:

)
(IV.3.11) hl([)= e(7) h(e-m)d 7

(1) - 11 prodotto integrale (IV.3.10) é stato espresso in forma diversa da quella consi-
derata nella (IV.3.7), scambiando fra loro e(t) ed h(t). E facile dimostrare che le
due forme sono equwalenu
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Per la seconda ipotesi risulta h(t- 7) ':h(t), quando 0 <7< 8. Perciosi ha:

8 8
(1v.3.12) hl(t)=/ e(‘T)h(t)d‘r=h(t)/ e(r)d T
0 0

In conclusione la risposta h(t) differisce dalla vera risposta impulsiva h(t)

per la quantita: -

(1vV.3.13) a = e(r)d T
0

La risposta del circuito h;(t) ha quindi lo stesso andamento della risposta
impulsiva ed inoltre la forma d'onda di eccitazione si comporta come se fosse impulsi-
va. Tuttavia essa non € un impulso unitario; la sua ampiezza infatti & pari alla quanti-
ta a (che si misura in volt sec).

D'altra parte in molte applicazioni non € possibile e spesso nemmeno conve-
niente approssimare |'impulso unitario meglio di quanto richiesto nell'ambito delle due
ipotesi precedenti. Premesso che una forma d'onda esattamente impulsiva é fisicamente
irrealizzabile., I'avvicinarsi troppo a tale forma d'onda potrebbe significare 1'utilizza-
zione di variazioni tanto rapide nel tempo da rendere non piu valide le ipotesi fatte sui
modelli circuitali adottati; in particolare potrebbe non essere piu valida l'ipotesi di co-

stanti concentrate.

|.V.4 - Proprieta delle funzioni di rete.

Come ¢ stato detto precedentemente, una funzione di rete costi-
tuisce un operatore per passare,nel dominio di s, dalla funzione di ec-
citazione alla risposta del circuito. Una funzione di rete dipende, oltre
che dalla posizione e dal tipo della eccitazione e della risposta, anche
dalla struttura del circuito a cui si riferisce. E chiaro quindi che non si
possono specificare le proprieta delle funzioni di rete se non viene pre-
cisata la classe di circuiti a cui si fa riferimento.

Nel presente paragrafo l'attenzione verra limitata alle proprieta
pit generali delle funzioni di rete, rimandando per quelle piu particolari
all'appendice IV.A.

IV.4.1 - Proprieta derivanti dal carattere «costanti concentrate».

Per tutti i circuiti lineari e permanenti a costanti concentrate, le
funzioni di rete, di qualsiasi tipo, godono delle seguenti proprieta.
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a-

s : . 0. . S
Proprieta 1V.4.1 - «Ogni funzione [di rete di un circui »
flicientirea: .

nente, a costanti concentrate € una funzione razionale acc
tli della variabile syl.

gre.per

La proprieta IV.4.1 si dimostra in modo molto semplice,Consideriamo allo sco-
po, senza perdita di generalita, come funzione di eccitazione la grandezza impressa da
un generatore di tensione ed analizziamo il circuito utilizzando il metododelle r;xagiie,
ngc; averlo trasformato nel dominio di s, cio che si puo fare in quanto € lineare e per-
manente per ipotesi. Detto allora [Im] il vettore delle trasformate di Laplace delle cor-
renti di maglia, [Zm] la matrice delle impedenze di maglia e [Vg] il vettore dei ter-
mini noti, si ottiene il seguente sistema di equazioni risolventi:

(IV.4.1) [z )i[1,] = [v,]

Si puo osservare che ciascun elemento della matrice [Zm] ¢ di tipo raziona-
le a coefficienti reali nella variabile s, rappresentando la somma delle impedenze di
ciascuna maglia, ovvero la somma delle impedenze in comune fra maglie diverse, in

quanto il circuito € a costanti concentrate. Risolvendo il sistema si ha:
‘ _ -1
(1V.4.2) [1,] [z 17" [v, ]

Ciascun elemento della matrice [Z ]'1 si ottiene effertuando il rapporto fra
due opportuni determinanti della matrice [Zm] . Percio la matrice [Zm ]"1 ¢ formata da
elementi coincidenti con funzioni razionali reali in s. Ricordando che si & supposta
presente una sola eccitazione V(s) si otterra allora dalla (IV.4.2) la seguente espres-

sione per la generica corrente di maglia:
(IV.4.3) I, =F, V(s

dove Fi € un opportuno elemento della matrice [Zm] -1,

Di conseguenza ogni corrente del circuito risulta del tipo (IV.4.3), in quanto
€ una combinazione lineare con coefficienti * 1,0 delle correnti di maglia. Analoga-
mente ogni tensione del circuito € del tipo (IV.4.3), in quanto si ottiene moltiplicando
un'impedenza (funzione razionale reale in s nel caso presente)per una corrente.

E evidente che un risultato simile si sarebbe ottenuto se la funzione di ecci-
tazione fosse stata la grandezza impressa di un generatore di corrente e si fosse ap-
plicato il metodo dei nodi o dei tagli per 1'analisi del circuito.

In conclusione, ogni risposta di un circuito lineare,permanente a costanti con-
centrate € proporzionale all'éccitazione nel dominio di s tramite una funzione razio-

nale reale della variabile s.

Osservazione 1V.4.1

La proprieta [V.4.1 & stata implicitamente utilizzata in precedenza quando si

¢ detto che nelle applicazioni usuali le funzioni di s delle quali ¢ necessario effet-
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tuare l'antitrasformazione sono funzioni razionali a coefficienti reali.’ Risulta infartti
venhcato tale fatto per tutte le risposte corrispondenti ad eccxtazxom&la cui trasforma-
‘ta E(s) sia a sua volta razionale a coefficienti reali, come avviene nella maggior parte
del casi d'interesse. |

La propneta d1 essere a coefhcxenn reali € essenziale, pou:he garantisce il

nio delﬂgempo (come ¢ fisicamente necessario). Il carattere di essere acoefficientirea-

li per la F(s) viene spesso espresso in un'altra forma equivalente, che si basa sulla

seguente definizione:

| Definizione IV.4.1-«Una funzione di variabile complessa F(s)é detta rea-
/e, se F(s) ¢ reale per s reale, cioé, se calcolando la funzione F(s) sul-
l asse reale della variabile si ottiene una parte immaginaria uguale a zero».

- M . . ph . . -
E immediato verificare che una funzione razionale F(s) risulta reale se e solo

se risulta a coefficienti reali.Di conseguenza e del tutto equxvalente dlre funzxone ra-

ﬁ?lonale reale ovvero funzione raztonale a coefficienti reali, ieta IV. 5 1
Fiona e reate Ovvero tunzionc razionale a cociiicicnt

|5J_qg_es_pg_{mcre_?.nche nel seguente modo.
\ Dere anolly Nbl se 0

|Proprieta 1V.5.2 - « Ogni funzione di rete di un circuito lineare, permanen-

1
5 re _a costanti concenfrafe & una funzione razionale reale della variabile s».

1V.4.2 - Proprieta derivanti dalla stabilita.

Un comportamento molto importante dei circuiti, che occorre co-
noscere a prmn nelle applicazioni, & quello’ connesso con la stabilita.
Un circuito €& stabile se, sottoposto a sollecitazioni esterne di durata li
mitata, capace di ritornare alla situazione di riposo dopo che le solle-
citazioni esterne hanno finito di agire. Nel caso dei circuiti lineari e
permanent1 tale comportamento stabile puo essere precxsato facilmeate
in termini di risposta impulsiva. Infatti le eccitazioni di breve durata
possono sceghersn senza perdita di generahta coincidenti_con funzio-
ni impulsive sia nel caso di generatori di tensione siain quello di ¢ gene-
ratori di corrente. Tenendo conto che tali generatom possono essere Si-
tuati dovunque nel circuito e che come ri: sposta si_pudconsiderare qual-
siasi _grandezza elettrica _presente. nel circuito, ne derivache affinche il

c_usmco sia stabile & necessario che ogni. possibile. risposta_impulsiva

tenda a zero al crescere del tempo. :Sx pud percid adottare ld seguente

definizione di circuito stabile:

s:b:lt risposte tmpuls:ve tendono a zero al crescere del tempo’

{’ Definizione 1V.4.2 - «Un circuito si dice stabile quando tutte /e suepos-
\

(1) - La stabilita definita in questo modo & spesso denominata « stabilita asmt,g,g_,ca»
$stapilita asing
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Ad ogni risposta impulsiva corrisponde una funzione di rete, co-

‘me €& stato fatto notare nel 'SIV 3. Nasce quindiil problema di determma-
re quali proprieta debba avere una funzione di retL]F(s) 'affinché la ri-
| 'sposta 1mpulsnva comspondente h(t) tenda a zero al crescere di t. Per
la proprieta IV.3.2, si ha:

(IV.4.4) h(9) =/C-1[F(s))

Poiché la funzione F(s) é razionale e reale la sua antitrasfor—

to nell’ appendlce [1I. A. I termini che si ottengono con tale sv1luppo so-
no dei seguenti tipi:

1) termini corrispondenti a poli reali:

(IV.4.5) ™ a,a, reali
(s-a))" n=L2 ;..

2) termini corrispondenti a coppie di poli complessi coniugati:
A A A, s, complessi
X 1 1 0

+ *
(s-8,)" (s~55)" n=12 ...

(IV.4.6)

3) termini del tipo:

(IV.4.7) a, s"
Questi termini sono presenti quando la funzione F(s) & razionale im-
propria.

Calcoliamo il contributo di questi termini alla risposta impulsi-
va h(t), effettuandone l'antitrasformata come indicato nell'appendice
I[II.A.S, e verificandone il comportamento al crescere di t.

1) Le antitrasformate dei termini del tipo (IV.4.5) hanno la seguente e-
spressione:

a: a. t
(IV.4.8) f,(0) = =t " le’ u_ (0

Gli andamenti di tali funzioni f (t) sono mostrati nella fig.IV.4.1, nei
tre casi a, <0, a; =0, a, > 0.

Si vede chiaramente da questa figura che le funzioni f, (¢) tendo-
no_a zero nel caso in cui risulti:

(1V.4.9) a. <0

1
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Non tendono a zero, ma rimangono limitate al crescere di ¢, nel
caso in cui risulti:

(IV.4.10) a, =0 e n=1

Tendono all'infinito negli altri casi, cioé quando risulti:

(IV.4.11) la, > 0] oppure a, =0, n>1

NGO f,(0 | =2

AI’ n=1
t t
a. =0
1
f! (t) n = 1
n>1
Fig.l1V.4.1 - Andamento nel tempo delle
funzioni che corrispondono ai termini
del tipo (IV.4.5).
a. >0

1

12) Le antitrasformate dei termini del tipo. (IV.4.6) hanno la seguente e-
Espressmne come messo in ev1denza in appendice IIL AL

th ) & ; -

(n-1)!

(IV.4.12) f,(t) =2|A, |

;dove IA | & il modulo del numero A, cp el argomento del numero A7,
EE éla parte reale del polo s, ed «, ne &la parte immaginaria.

a Gli andamenti delle funzioni f,(t) sono mostrati nella flgura
1V.4.2 nei vari casi possibili. Si vede chiaramente da questa figura che
le funzioni f ,(t) tendono a zero quando rxsulu

(1V.4.13) loy'=Re [s,] <0

Non tendono a zero, ma rimangono di valore limitato al crescere
di t, nel caso in cui risulti:

(IV.4.14) o, =Re [so] = ed n=1

G.MARTINELLI-M.SALERNO : Fondamenti di Elettrotecnica 47
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Tendono all'infinito negli altri casi, cio& quando si abbia:

(IV.4.15) o, =Re [s,] >0 oppure o,=Rels,]=0 ed n>1

fq(t)

N

be,00

>0 oy > 0
=1 n>1

“
n

Fig.IV.4.2 - Andamento nel tempo delle funzioni che corrispondono ai ter-
mini del tipo (IV.4.6).

3) Le antitrasformate dei termini del tipo (IV.4.7) hanno la seguente e-
spressione:

(IV.4.16) f' i, 1) =a, u;(,()./

Le funzioni f,(t) sono sempre nulle per t maggiore di zero.
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Possiamo riassumere la precedente discussione nelle seguenti

proprieta:

Proprieta 1V.4.3 - « Condizione necessaria e sufficiente affinché una ri-
sposta impulsiva tenda a zero al crescere di t+ € che la corrispondente
funzione di rete abbia tutti i poli con parte real gativa. Talipoli deb-
bono essere quindi contenuti tutti nel semipiano sinistro aperto dellava-
riabile s, indicato fraffeggiafo in f‘ig.l'V.4’.'3 e detto semipiano di stabi-

litan.
//// 1 [s]

Fig.1V.4.3 - Semipiano di .
stabilita (tratteggiato). Re [s]
e

Proprieta 1V.4.4 - « Condizione necessaria e sufficiente affinché una ri-
sposta impulsiva rimanga limitata al crescere di t € che la corrispon-
dente funzione di rete abbia tutti i poli con parte reale minore od uguale
a zero e che i poli con parte reale uguale a zero siano semplici».

Prendiamo ora in esame i possibili comportamenti di un circuito
nei riguardi della stabilita, considerando separatamente le due grandi ca-
tegorie dei circuiti pa551 vi ed attivi. Tali comportamenti possono essere
discussi in maniera intuitiva, valutando il bilancio energetico del cir-
cuito stesso. Tenendo presente che l'accertamento della stabilita avvie-
ne solo dopo che sono cessate le sollecitazioni esterne, la valutazione

in questione riguarda i seguenti tipi di componenti:
1) componenti con memoria: tali componenti immagazzinano energia;’

2) componenti dissipatori di energia: lessi sottraggono energla al circui-|

to! Se la loro azione prevale, si ha lo “smorzamento di tutti i fenomeni e-
ettrici e quindi un comportamento stabile;

"3) componenti attivi: tali componenti formscono energla al c1rcu1to5 Se

‘la loro azione prevale si ha un comportamemo 1nstablle

ll’CUlfl PCSSIVI. [
- ~
I circuiti passivi sono quelli costituiti dai componenti immagaz-
zinatori di energia e dissipatori.| In assenza di eccitazioni esterne, tali
circuiti non possono incrementare la propria energia e percio l'andamen-
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(O3}

to nel tempo delle grandezze elettriche deve rimanerelimitaio al cresce-
re.di_t. Di conseguenza vale per essi la seguente proprieta: -
Proprieta 1V.4.5 - «Ogni risposta impulsiva di un circuito passivo rima-
ne limitata al crescere del tempob.

Per quanto riguarda la posizione dei poli delle funzioni di rete,
si puo allora applicare la proprieté IV.4.4, deducendo che tali poli si
debbono trovare nel semipiano sinistro, compreso 1'asse immaginario del-
la variabile s e che questi ultimi devono essere semplici.

In particolare deve essere semplice l'eventuale polo all'infinito, cioche si pud
dedurre nel seguente modo. Si supponga per assurdo che esista un circuito passivo a-
vente una funzione di rete F(s) con un polo multiplo all'infinito. Indichiamo con A ta-
le circuito. Si consideri quindi un circuito B, ottenuto da quello A sostituendo: 1) ad
ogni condensatore di capacita C un induttore di induttanza 1/C; 2) ad ogni induttore
di induttanza L un condensatore di capacita 1/L.

E evidente che ogni funzione di rete del circuito B si ottiene sostituendo
1/s al posto della variabile s nella corrispondente funzione di rete del circuito A. In

particolare il circuito B ha una funzione di rete pari a:

1
(IV.4.17) G(s) = F <——>

s

Poiche abbiamo supposto che la funzione F(s) abbia un polo multiplo per s
che tende all'infinito, la funzione G(s) in base alla relazione (IV.4.17)possiedera un
polo multiplo per s che tende a zero. D'altra parte il circuito B ¢ anch'essopassivo
e quindi non puo avere poli multipli sull'asse immaginario ed in particolare per s = 0.
Si puo quindi concludere che non esiste un circuito A passivo avente una funzione di

rete con polo multiplo all'infinito.

Riassumendo quanto & stato detto sulle funzioni di rete di un cir-
cuito passivo, si pud enunciare la seguente proprieta:

'Proprieta 1V.4.6 - el poli delle funzioni di rete di_un circuito passivo
possono essere dei seguenti tipi:\

}Q ‘poli dlSpOSfI nel semipiano sinistro della variabile s;

‘2) poli semplici disposti sull'asse immaginario;

3) un polo semplice all'infinito !>

(1) - 11 caso 3) puo essere omesso, quando si segua la convenzione di considerare il
punto s =® come se fosse un punto dell'asse immaginario di s. Cidopuoessereaccet-
tato proprio in base all'analogia di comportamento.
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~J
i

Rimane da discutere se il comportamento di un circuito passivo
sia o meno stabile. Per quanto & stato detto precedentemente i poli del
tipo 2) danno luogo ad un andamento che non tende a zero. nel dominio
del tempo, per t che tende all'infinito; I"f?;esenza di tali poli mdx"he-
rebbe qu1nd1 un comportamento non asintoticamente stabile. Tuttavia ¢
necessario notare che cio ¢ dovuto ad un processo dL Ldeahzzazwne
‘dei componenti con memoria, in base al quale ¢ stata ammessa “comel|

possibile ['evoluzione del fenomeno elettrico all’interno del circuito sen:
‘za alcuna dissipazione di energia. Tale ipotesi, introdotta per comodital
“di calcolo, non risulta mai verificarta in realta, poichéad ogni componen-
te con memoria & sempre associato un elemento parassitache tiene con-
to delle inevitabili perdite. Per questa ragione & conveniente classifi-
care un circuito passivo come circuito stabile, ricordando che i suoi e-
ventuali poli sull'asse immaginario provengono da un processo di idea-
lizzazione e corrispondono sempre nella realta a poli dlSpOStl nel se-
mipiano di stabilita. Tale corrispondenza pud essere messain una forma
esatta, come vedremo successivamente nell'osservazione IV.4.2.

Esempio IV.4.1

Determinare i poli della funzione ammettenza d'ingresso del circuito di figura

1V.4.4.
? f v
R
Fig.1V.4.4 - Circuito consi- t (; l 2
derato nell'esempio IV.4.1. \Y% (]D R, _1_ (& L

La funzione ammettenza d'ingresso € pari al rapporto fra la corrente I(s) e la
tensione V(s). Tale funzione pud essere facilmente determinata risolvendo il circuito

di fig.IV.4.4 mediante operazioni di serie e di parallelo. Si ottiene:
1

1
—E— [+ sC+

\Y Ry Ryo+sL

Eseguendo i calcoli si ha:

I s2LCR, +s(L+CR;Ry + R, +R,
Y (s) :—v-:

Ry (sL + Ry

La funzione Y(s) ha i seguenti poli:
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5
s =- —=

L
Si vede che il polo al finito é reale e negativo e sitrova percio nel semipiano

di stabilita. Il polo all'infinito & semplice, poiche il grado del numeratore supera di una

R

sola unita quello del denominatore. Cio ¢ in accordo con la proprieta IV.4. 6.

Circuiti attivi.

I circuiti attivi sono quelli che contengono i componenti capaci
di fornire energia quali ad esempio il nullore, i generatori controllati,
ecc. In tali circuiti, anche in assenza di eccitazioni esterne, si pud a-
vere qualsiasi tipo di comportamento in quanto sono presenti componen-
ti sia capaci di fornire che di assorbire energia Si possono percio ave-
re circuiti att1v1 stabili ed mstabllx Ne1 c1rcu1t1 attiviquindi la stable-

viene richiesto nelle appchazwn.L

“Per verificare se un circuito attivo & stabile occorre appllcarela
definizione IV.4.2, controllando in base alla proprieta IV. 4.3 che i poli
di tutte le sue funzioni di rete si trovino nel semlplano sinistro > aperto.

Occorre notare che in questo caso i poli sull'asse immaginario corri-

spondono ad un comportamento instabile, in quanto non provengono Ppill ||

da un processo di 1deal‘17?az1‘one—come—nel—ease—de1—effe&m—pas&-vr—ma*

corrispondono a precise modalita di funzionamento del circuito.|

Osservazione 1V.4.2

g

E stato precedentemente affermato che per un clrcuuo E;aﬂs_sﬂwoj i poli sull'as-
se immaginario sono dovuti alla presenza nel circuito d‘lcoml;énenn con memoria idea-
li, completamente pnv1 di perdite. Verra ora mostrato come mtroducendo tah perdite si
provoca uno spostamento di tutti i poli del circuito verso il semipiano sinistro, in mo-
do che vengono eliminati tucti i poli sull'asse immaginario. A tale scopo utilizziamo
per gli elementi con memoria gli schemi gia introdotti nel $ I.G; precisamente ad ogni
induttore associamo un resistore in serie e ad ogni condensatore un resistore in paral-
lelo. Ad ogni induttore con perdite del tipo mostrato in fig.IV.4.5 a) corrisponde un'im-

pedenza pan a:

R

. (

M.,l\. D\ AT
LWy
L

(IV.4.18) Z, () =»:S 5 HRS-:L 5t

Ad ogni condensatore con perdite del tipo mostrato in fig.IV.4.5 b) corrispon-

de un'ammettenza pari a:

La cultura & un bene dell'umanita (fantomasping@libero.it)

I



V.4 Proprieta delle funzioni di rete 375

1 1 i do
(1V.4.19) Y, (s)=Cs + — = (s + - > \\\ AN
Rp . CRp \

Supponiamo ora per semplicita di trattazione che per turti gli induttori e per

tutti i condensatori del circuito si abbxa )

" R I i=1,2,. N
(IV.4.20) d = 8 ] = —— \
L /. CR k=1,2..N
. i p 7k C

o

dove d e una quanura costante. Tale e ipotesi corrisponde ad ammettere ?um[ormz »Ile

SNP———

perd:te dex componenn reattivi.

“In base alla (IV.4.20) ed alle (IV.4.18) e (IV.4. 19) si ha:

(IV.4.21) Z; (s) =L (s +4d)
(1V.4.22) Yc (s) =C(s +d)
e ——————— L
'Fig.1V.4.5 - Schemi equx-l
valenu con perdite del-)
I mduttore e del conder)- G Rp
satore. : R
L | S
a) b)

Introduciamo ora una nuova variabile p definita nel modo seguente:
(IV.4.23) p=s+d

In funzione di questa variabile, le impedenze 2y, ed Y _ divengono:

(1V.4.24) Z e =lp Lo L\'
(IV.4.25) Y @) =C6 T =
L L r\v

Dalle espressioni precedenti si deduce che gli elementi con memoria si com-
portano come se fossero senza perdite nella variabile p. Consideriamo ora una funzio-
ne di rete generica F(p); tale funzione riferendosi ad un circuito passivo con compo-

nenti senza perdite ha i poli disposti anche sull'asse immaginario (in base alla proprie-

ta 1V.4.6). Consideriamo un polo generico E;{Eoi Passando alla variabile {57 si ha:

(I1V.4.206) s+d=p,
e percio:
(IV.4.27) s =p,=d
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Essendo d positivo, si ottiene che tutti i poli nella variabile s possono es-

sere calc_o_]‘a_n‘ a partire da quelli nella yzgrgabllev P} spostandoli verso_sinistra della

quantita_d.\ In particolare per un polo sull'asse immaginario p =j @y sihaunpolo pa-
ri a:
(1v.4.28) s=jw -d|

In conclusione vediamo che la funzione di rete F(s) non puo avere poli a
destra di una retta parallela all'asse immaginario e distante da quest'ultimo della quan-
tita d (fig.IV.4.6).

Im[p] Im[s]
|

i j g -dt=—t
|

e Pg Sy ew - d
Re [p] | Re [s]

|

' < |

-] @q -j a)o—d P9

Piano p Piano s

Fig.1V.4.6 - Legame tra la posizione dei poli di una funzione di rete di un
circuito passivo nel piano p e nel piano s.

La limitazione sulla posizione dei poli, dovuta alle perdite dei componenti
reattivi, € molto importante nelle applicazioni, in quanto tali poli hanno una grande in-
fluenza sul comportamento del circuito stesso. Per questa ragione € opportuno, sia de-
finire dei fattori di merito per la valutazione delle perdite deisuddetti componenti (co-

me fatto nel $1.0), sia introdurre una misura della vicinanzaall'asse immaginariodi un

polo disposto nel piano complesso. '\l'ali fattori di merito sono i seguenti:||

(1V.4.29) per un polo ‘0'0 +j

per un induttore
(IV.4.30) (alla pulsazione )

er un condensatore
(Iv.4.31) Falla pulsazione wo)

In base alle considerazioni precedenti si deduce che: sotto!'ipotesi di unifor-
mita della distribuzione delle perdite, il fattore di merito dei poli non pué superare il
(ktg aelid aiscriguzione A€:16 peTarie, ie JOTLOIC Cf melt 20 _Bon puo Superare

fattore di merito dei componenti con memoria.
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La tratrazione qui fatra costituisce solo un cenno alla teoria delle perdite as-
sociate ai componenti reattivi di un circuito passivo.|Tale teoria e particolarmente uti-
le in fase di progetto dei circuiti e da essa trae origine un metodo detto della «predi-
storsione », pér il quale si rimanda ai testi di sintesi dei circuiti elettrici, come ad e-
sémpio E.A. Guillemin, « Synthesis of passive networks», Wiley, 1957, pag. 537.

Esempio 1V.4.2

Assegnata la funzione di rete:

,24_'\—‘1’1-'——"’
3|

| ‘I)‘

!

_.{

i

= —ty

di: v 2 .
nell'ipotesi che i poli sull'asse immaginario abbiano un fattore di merito pari a Qp =
= 100, determinare il numero di oscillazioni della risposta impulsiva corrispondente,

affinche la sua ampiezza si riducadi 1/e del valore iniziale.

La parte reale del poloda considerare ¢ inbase alla (IV.4.29) uguale a w,/100,

percio nella variabile s la funzione che corrisponde alla F (p) assegnata é:

1

@q 2 5
S o —— + @y
100

Sviluppando in frazioni parziali tale funzione, si ha:

F(s) =

A A¥
F(s) + +
@ w
s+—o +jw0 g + e —jwo
100 100
dove:
1
A= = :
@q '2)("0
§t — =] 0
100 -
s:-.._o.-j @
wo  °
Antitrasformando, si ottiene:
S0 L, S 5 PPN
f(t)=[Ae 100 e g + A¥e 100 e 0 ]u_l(t)=

w
_0
foo*

= £ sin@jtu_y (1)
“0
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W

La funzione f(t) ha l'andamento di una sinusoide leggermente smorzata. La

ampiezza per t =0 ¢ pari ad l/wo. L'ampiezza si riduce di 1/e quando risulta:

w
0 tx

100

Quindi, ricordando che il periodo T della sinusoide é:

1 27
T= —=—
f @y
si ottiene:
100 100 -
i s=—= === T = 159 T
* w 2m

0

Quindi l'ampiezza si riduce ad 1/e del valore iniziale all'incirca dopo 16

periodi di oscillazione.

Esempio 1V.4.3

Calcolare i poli dell'impedenza d'ingresso del circuito di fig.1V.4.7, nell'ipo-
g g P

tesi che i componenti con memoria abbiano perdite uniformemente distribuite con d =

=0,1 ase™,

Fig.1V.4.7 - Circuito conside-
rato nell'esempio IV.4.3.1 va-
lori dei componenti sono:

Cc=1 L=1 (F, H)

Supponendo il circuito di fig.IV.4.7 senza perdite, si ottiene:

A% 1 pL p
N L plLc+1l 2+1=F(P)
C+ P P
P E—
pL

Essendo d =0,1 si ottiene:

p=s+0,1

e quindi:
s +0,1

F(S) = ——2"
(s+0,D)° +1

che é la funzione impedenza d'ingresso cercata.
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Essa ha i seguenti poli:

sy =-0,1+j sg=-0,1-j

Osservazione 1V.4.3

Nell'osservazione IV.2.2 ¢ stato fatto notare che quando si considera la fun-
zione di rete F(s) di tipo impedenza o ammettenza d'ingresso, anche la funzione
1/ F (s) € una funzione di rete dello stesso tipo. Tale considerazione comporta ulterio-
ri proprieta derivanti dalla stabilita di un circuito per le funzioni di rete tipo immetten-
za. Infatti gli zeri di una funzione F(s), cioé quei valori di s per cui la funzione ri-
sulta uguale a zero, sono coincidenti con i poli della funzione 1/F(s). Di conseguen-

za vale la seguente proprieta:

fil Proprletu IV.4.7 - «Per le funzioni immettenza d’ ingresso dl qualslas:i
‘ circuito, gl: zeri sodd:sfano le sfesse proprlefa dei polw T
t

|| Y s aamam it

1v.5 'Suddlwswne della risposta di un circuito in parti signifi-

‘cuflve.

)

La risposta di un circuito U(s), nel caso pitgeneralee nel do-
minio di s, & data dall'espressi:)ﬂém(flfv 1.6), dove la funzione U(s) &
espressa in funzione delle eccitazioni e delle condizioni iniziali. L'an-
damento nel tempo u(t) si ottiene antitrasformando la U(s). Per ricor-
dare che sono stati tenun ‘in conto tutti i p0551b111 contributi, la U(s)
viene indicata come ¢risposta compﬁ'dv‘d’d circuito:;

E usuale suddividere la nsposta completa in parti con lo scopo
di evidenziare in essa degli aspetti ritenuti particolarmente importanti.
Le suddivisioni pil usate sono le seguenti:

1) suddivisione in risposta libera e risposta forzata;

2) suddivisione in risposta permanente e risposta transitoria.

Nel presente paragrafo ci occuperemo solo della prima, in quan-
to la seconda verra trattata diffusamente nel cap. V.

Per risposta libera di un circuito si intende la risposta quand
non & presente alcun generatore esterno, ma solo le condizioni lanlalﬂ
Nel dominio di s, tale risposta U, (s) si pud esprimere nel modo_se-
guente (a partire dalla (IV.1.6)) (D S

(1) - I simboli utilizzati nelle espressioni (IV.5.1) e (IV.5.3) hanno gli stessi significa-
ti indicati nella formula (IV.1.6).
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il
'

(1V.5.1) U(s)= 2 H(s) v,(0)+ 2 K (s)i(0)

La comspondente espressione nel tempo si ottiene antitrasfor-
mando la (IV. 3 1):

(1V.5.2) u, () =L-1[U, (s)]

Per risposta forzata di un circuito s'intende la risposta quando
sono presenti i generacorl esterni con condizioni iniziali nulle.| Nel do-

minio di s, tale risposta U (s) si pud esprimere nel modo seguen-
ok 1y v \

T =

2

(Iv.5.3) Up(s)= S F,(s) E,(s) |

=1 \ \
\

)
La corrispondente espressione nel tempo si ottiene antitrasfor-

mando la.(IV.S.3):
(IV.5.4) Jup (@ =£-1 (U, (s)]

E evidente che risulta:

(IV.5.5) U(s) =U, (s) + U (s)

1
/A
| D

Esempio IV.5.1

Dato il circuito di fig.1V.5.1,determinare la risposta libera e la risposta for-

zata, considerando come grandezza d'interesse la tensione v2(t).

Fig.1V.5.1 - Circuito considerato H
nell'esempio IV.5.1. I valori dei +
componenti sono: v_(07)

} v @ RS v,
R=2,C=1,vc(0)=2,vg(t)= g

=sin 2t su_j (0 (£, F, V).

Con riferimento a fig.IV.5.2, dove & riportato lo schema trasformato nel domi-

nio di s del circuito d'interesse, in cui:

2

v () =L [sin2cu, ] = R

(1) - v. nota di pagina precedente.
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— L

/
Fig.1V.5.2 - Circuito trasfor- LieiC v, (07)

Y

mato nel dominiodi s di quel- V _(s) V,(s)
lo di fig.IV.5.1. DV, s g
1(s)
si ottiene la seguente equazione di equilibrio:
1 Vig (07)
I(S)'<—+R> =V (s) +
sC g s
Quindi si ha:
sRC. RC _
Vo(s)= ——— V _(s) + ——— v _(0)
1+sCR] & 1+sRC €

In base alla definizione data in precedenza risulta:

2 2s 2
2 3 V2F(s)=

Vo (s) =

1+2s 1+2s 52+4

Antitrasformando Vg, siottiene la risposta libera nel dominio del tempo,
cioeé:

~

"21‘(t)=£'l|i } :Ze'o’st“-l(t)

s+0,5

Per ottenere la risposta forzata nel dominio del tempo, occorre sviluppare pre-

liminarmente V2F in frazioni parziali:

2s 2 2s A B B*
Vop(s)= Bz 3 5 * *
142s s°+4 (s +0,5)(s“+4) s 40,5 s-j2 s+j2
dove:
A= 225 =__4_ ; B=__2_S__ =i(1_4i)=_2.e'iartaz4=__e'i1v33
s“+4 6=-0.5 17 (s +0,5)(s +j2) a=j2 17 m ﬁ—7
Antitrasformando i singoli termini dello sviluppo si ottiene 1'espressione vo-
luta:
vop(D =(A e 05t L pel?ty B*e‘j2t)u_1(t) =
4 -0, 5t
= | e Tk cos(2t - 1,33) | u_q(0)
17 17
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382 Suddivisione della risposta di un circuito in parti significative 1V.5

Osservazione 1V.5.1

Le risposte libera e forzata hanno proprieta caratteristiche nel caso della clas-
se molto importante dei circuiti stabili. In base alla definizione data nel $1V.4.2, un
circuito stabile & caratrerizzato dal ritornare nelle condizioni di riposo dopo che é sta-
to sottoposto all'azione di eccitazioni di breve durata. Poiché con tali eccitazioni &

possibile ottenere nel circuito una qualsiasi configurazione di grandezze elertriche in

corrispondenza all'istante in cui esse cessano di agire, possiamo affermare che:

5
;Xcuifo stabile tende a zero al crescere del tempo, per un qualunque insie-
‘ime di condizioni iniziali».

proprieta equivale nel dominio di s alla seguente altra:]

e
¢ Tal
Proprieta |V.5.2 - «I poli della risposta libera di un circuito stabile si
trovano nel semipiano sinistro aperto della variabile s, per un qualun-

que insieme di condizioni iniziali».

Per quanto riguarda la risposta forzata nel dominio di s, € facile constatare
che i suoi poli appartengono o alle funzioni di rete oppure alle eccitazioni (nell'ipote-
si che queste siano coincidenti con funzioni razionali reali della variabile s). Di con-
seguenza € possibile trarre qualche conclusione generale nel caso dei circuiti stabili
solo se si considerano eccitazioni di tipo particolare. Un caso che ha importanza pra-
tica € quello delle eccitazioni che hanno un andamento limitato nel tempo.Per tali ec-
citazioni sappiamo che le relative trasformate di Laplace hanno poli o nel semipiano
sinistro aperto o semplici sull'asse immaginario. Poiché le funzioni di rete di un cir-
cuito stabile hanno poli solo nel sempiano sinistro aperto, ne deriva che la risposta
forzata nel caso presente abbia poli o nel semipiano sinistro aperto oppure semplici

sull'asse immaginario. Di conseguenza vale la seguente proprieta:
Proprieta 1V.5.3 - «L 'andamento nel tempo della risposta forzata di un

circuito stabile si mantiene limitato quando tutte le funzioni di eccita-
zione sono a loro volta limitate».

/4

v/‘§
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APPENDICE AL CAPITOLO 1V

APPENDICE IV.A - Proprietd delle funzioni di rete conseguenti dalla

struttura del circuito.

L'effetto della struttura del circuito sulle proprietadelle funzio-
ni di rete & notevole sia per quanto riguarda la natura dei componenti
presenti sia per quanto riguarda la sua toRologwuuNella presente appen-

dice voghamo dare un'idea di_ di questo argomegitiorr_;mandando per l'appro-
fondimento ai testi di sintesi delle reti elettriche,dove |'argomento stes-
so assume un'importanza predominante, in quanto solo attraverso la co-
noscenza dettagliata delle proprieta delle funzioni di rete si pud risali-
re al circuito che soddisfa le specifiche di progetto. Si veda ad esempio

G. Martinelli, «Sintesi delle reti elettriche», Vol.I e II, Ed. Siderea 1971.

jrl—:V_Allz Proprieta derivanti dalla natura dei componenti.
e

La presenza o meno dei vari tipi di componenti ha un'influenza
notevole sulle funzioni di rete. L'analisi di tale influenza é importante
ai fini della caratterizzazione di ciascuna funzione di rete, in modo che
si possa sapere a priori se una funzione &realizzabile o meno come fun-
zione di rete di un certo tipo di circuito. Ha anche una notevole influen-
za sulle funzioni di rete l'eventuale numero di componenti di uno stesso
tipo presenti nel circuito; accenneremo a cid per quanto riguarda i tran-
sistori schematizzati tramite il loro elemento ideale (nullore sbilancia-
to). Le proprieta delle funzioni di rete che scaturiscono dalla presenza
di interi circuiti equivalenti sono usualmente poco note e sono state in-
dividuate solo per classi limitate di circuiti, come ad esempio quelli che
contengono diodi tunnel. Si rimanda per notizie su questoargomento agli
articoli:
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384 Proprieta derivanti dalla natura dei componenti IV.A.1

- [.W. Sandberg, « The realizability of multiport. structures obtained by
embedding a tunnel-diode in a lossless reciprocal network», BST],
Vol. 41, n.3, 1962, pagg. 857-876;

- [.W. Sandberg, « The tunnel diode as a linear network element», BST],
Vol. 41, n. S, 1962, pagg. 1537-1556;

- G. Martinelli, «Sulla teoria e sintesi delle reti lineari attive », N.R.N.,

Vol. 15, 1966, pagg. 5-48, 143-211, 290-38S5.

Nel presente paragrafo accenniamo brevemente alle proprieta di
alcune funzioni di rete di circuiti tipici. Le proprieta sonoriassunte nel-
la tab.IV.A.1 e si riferiscono all'ammettenza d'ingresso ed alla funzio-
ne di trasferimento in tensione, come precisato nella tabella stessa. I
circuiti considerati sono: 1) quelli passivi tradizionali, costituiti da re-
sistori, condensatori, induttori e trasformatori; 2) alcune categorie pit
particolari di circuiti passivi, cioé i circuiti RC (costituiti solo da resi-
stori e condensatori) ed i circuiti reattivi (caratterizzati dall'assenza
dei resistori); 3) i circuiti attivi corrispondenti ai microcircuiti lineari,
cioé costituiti da resistori, condensatori e transistori.

Il transistore viene schematizzato nel suo funzionamento lineare
con un nullore sbilanciato. E evidente che una schematizzazione miglio-
re richiederebbe 1'uso di un circuito equivalente del transistore com-
prendente, oltre al nullore, anche dei resistori e dei condensatori. Tut-
tavia le proprieta delle funzioni di rete che si hanno in questo caso so-
no poco note e molto complicate a dedursi. Per questa ragione nella ta-
bella IV.A.1ci limitiamo a distinguere soltanto i due casi di presenza
di uno o piu transistori, allo scopo di far vedere come questa semplice
differenza gia comporti notevoli conseguenze a livello di proprieta del-
le funzioni di rete.

Nella tab.IV.A.1 le proprieta delle funzioni di rete considerate
sono espresse in termini di posizione di zeri e poli della funzione razio-
nale reale corrispondente, di residui nei poli, di parte reale della fun-
zione per s =jw, di costante moltiplicativa.

IV.A.2 - Proprieta derivanti dalla topologia del circuito.

La configurazione topologica del circuito ha una notevole in-
fluenza sulle funzioni di rete. Allo scopo di dare un'ideaditale influen-
za, consideriamo un caso tipico: quello del circuito a scala. Per tale
circuito, rappresentato in fig.[V.A. 1, esaminiamo l'influenza della con-
figurazione topologica su una qualsiasi funzione di trasferimento ingres-
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Tabella 1V.A.1

Esempi di proprieta delle funzioni di rete conseguenti dalla natura dei componenti.

Tipo di cir-
Funzione di~S4!t°

rete

Circuito RC

Circuito reattivo

Circuito passivo

Circuito RCartivo con-
tenente un solo transi-
store ideale

Circuito RCattivo con-
tenente un numero
qualsiasi di transisto-
ri ideali

Ammettenza d'ingresso:

I(s)
VE(S)

Y(s) =

I(s)

Ve D

Circuito

- Poli e zeri semplici
sull'asse reale negati-
vo, alternati tra loro;

- Costante moltiplicati-
va positiva;

- Primo punto critico
(polo o zero) vicino al-
l'origine  coincidente
con uno zero.

- Poli semplici  sul-
1'asse immaginario con
residui reali positivi;

- Parte reale per s=jw
identicamente nulla

- Polinel semipiano si-
nistro aperto  oppure
sull'asse immaginario,
nel qual caso sono sem-
plici con residui reali
positivi;

- Parte reale sull'asse
immaginario non-nega-
tiva.

- Zeri ovunque con 1'e-
sclusione dell ' asse
reale positivo;

- Costante moltiplica-
tiva positiva;

- per s=0 non c'é po-
lo, lo zero é possibi-
le madeve essere sem-
plice;

- per s=®@ non c'e ze-
ro; l'eventuale polo de-
ve essere semplice.

Non ci sono limita-
zioni.

Funzione di trasferimento
in tensione:

N V (s)
T(s)=— =—4 —
D Vg(s)
Circuito }—o +
+
O AT
g

- Polirealinegativi sem-
plici non nully;

- Zeri ovunque eccetto
che sull'asse reale po-
sitivo;

- Grado del denominato-
re maggiore od uguale
a quefo del numeratore;

- Costante moltiplica-
tiva H tale che:

0<HSH0

con il segno di uguale nella precedente diseguaglianza solo se Hy

in cui HO

- Funzione razionale |- Polinel semipiano si- [1.'unica condizione €| Non ci sono limira-
pari; nistro aperto oppure che gli zeri non devo- | zioni.
. . . semplici sull'asse im- | no stare sull'asserea-
- Poli semplici sullo esel
maginario,conl'esclu- |le positivo.
asse xmmagmano con
sione di s=0, s=®;
'esclusione dell'ori-
gine e dell'infinito. - residui dei poli sul-
1'asse immaginario pu-
ramente immaginari.
1 1
é la minore delle tre seguenti quantita d

me il minimo valore del parametwo K (se esiste) per cui il pohnomxo

D(s) - K N(s)

ha uno zero reale positivo di molteplicita pari.

T(w) T(0)

¢ diverso da H,. La quantita H,

é definita co-




386 Proprieta derivanti dalla topologia del circuito IV.A.2

Fig.1V.A.1 - Circuito a scala. I bipoli 22K+1’ K=1,2,...n-1, sono i rami
longitudinali; i bipoli ZZK’ K=1,2,...n, sono i rami trasversali.

so-uscita. E intuitivo che la grandezza elettrica in uscita & nulla, se la
trasmissione ingresso-uscita € interrotta, cid che pudaccadere o perchée
un bipolo longitudinale ha un'impedenza infinita o perché un bipolo tra-
sversale ha un'impedenza nulla. Tuttavia, un esame piu accurato della
trasmissione fa vedere che tale interruzione non sempre avviene nelle

due situazioni dette, per cui vale la seguente proprieta:

Proprieta 1V.A.1 - «Gli zeri di una funzione di trasferimento ingresso-u-
scita di un circuito a scala possono essere solo o poli dell 'impedenza
dei rami longitudinali o zeri dell'impedenza dei rami trasversali».

Tenendo conto di questa proprieta e di tab.IV.A.1 vediamo che
gli zeri delle funzioni di trasferimento di un circuito RC ascala posso-
no essere situati solo sull'asse reale negativo. Analogamente, nel caso
di un circuito a scala passivo tali zeri possono essere situati solo nel
semipiano sinistro chiuso della variabile s.
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CAPITOLO V

ANALISI IN REGIME PERMANENTE

Gli andamenti nel tempo pit comuni nelle apphcaznom per 1 le
grandezze elettriche sono quelli sinusoidali sia nel caso dei circuiti di
potenza sia nel caso dei circuiti per la manipolazione dei segnali| Inol-
tre il comportamento di un circuito sotto l'azione di eccitazioni di tipo
risalire da questo comportamento a quello dovuto ad eccitazioni di tipo
pil generale; La risposta del circuito che interessa in tutti questi casi

€ quella c cﬁ,@n__l:n% al assare del tempo. Tale risposta Erendell no-

me di « «permanente » e analisi che si effettua in queste condizioni &
quella in «regime permanente sinusoidale »., Tale analisi & I'argomento
del presente capitolo, in cui viene introdotto un metodo estremamente ef-
ficiente per svolgerla «il metodo dei fasori», derivato da quello della tra-

sformata di Laplace, gia descritto nel cap. IIL

V.1 - Suddivisione della risposta di un circuito nello parte tran-
sitoria e nella parte permanente.

V.1.1 - Definizione di risposta transitoria e permanente.

Si consideri un circuito lineare e permanente che sia sede di un
fenomeno elettrico sotto le seguenti ipotesi:

v
X

)il fenomeno elettrico abbia inizio all' istante t =0, in presenzadi con-
dizioni 1n121alx nulle; '

e ——

h)ﬁsm presente un ecc1tazzone esterna‘ d1 thO smusmdale avence il se-

B guente andamento ed inizio all’ 1stante t —0 l I

[

(1) - Per il nome ed il sig mficato dei simboli che si usano nel caso di un'eccitazione
sinusoidale, si veda il 311012 .3 del cap.lII.
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388 Suddivisione della risposta di un circuito V.1

(V.1.1) e(t))= A cos(wt + @) u_,(t)

¢) il circuito sia stabile1),

In tali condizioni analizziamo l'andamentonel tempo di una qua-
lunque risposta u(t) del circuito, utilizzando il metodo della trasforma-
ta di Laplace Detta con E(s) la trasformata di Laplace dell'eccitazio-
ne e(t) e con F(s) la funzione di rete d' 1nteresse si ha:

(V.1.2) U(s) = F(s)| E(s))

L'andamento della funzione u(t) si ottiene effettuando lo svxlup-
po in frazioni parziali della U(s) ed antitrasformando isingoli termini.
A questo scopo occorre esaminare dove sono i poli della U(s). Si _vede
facilmente che essi sono- a due TP <y, 0, \'.N.L.;,\ c
_fu) poli comc1dent1 con quelh della funzione di rete F(s); tali poli si

trovano nel sem1p1ano sinistro aperco della variabile s, essendo per i-
potesi il circuito di tipo stabile, cioé risulta:

/ . \
(V.1.3) s, o, 1] o, - o, <0
b) poh c01nc1dent1 con_ i poli della funzione di eccitazione E(s); tah po-
li si trovano sull'asse immaginario, cioé sono del’ tipo seguente:

(V.1.4) s. =t jw

essendo | w  la pulsazione della funzione e(t) riportata nella (V.1.1).
Distinguendo i poli nelle due categorie precedenti, lo sviluppo

in frazioni parziali risulta suddivisibile nel modo seguente:

R R*
(V.1.5) U(s) = U (s) + —— +

s-jw  stjw

dove la funzione U (s) _cg):rﬂisponde alla parte dello sviluppo relativo
ai poli del tipo a), mentre gli altri due addendi corrispondono ai poli
del tipo b).

E facile verificare le seguenti proprieta:

I) 'antitrasformata ul(t) della funzione U (s) tende a zeroal cresce-
re del tempo, in base alla (V.1.3);

2) l'antitrasformata della funzione:

(1) - Si tengano presenti le considerazioni fatte nel $1V.4.2 relativamente alla stabili-
ta.
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V.1 Suddivisione della risposta di un circuito 389

R R*
(V.1.6) U (s)=—"+ -

P S-jw stjw
non tende a zero al crescere di t, ma il suo andamento appartiene alla
stessa classe di funzioni a cui appamene 1 eccitazione e(t) e cioé del
[l PO [? | L/’// ., l\‘

e //

(V.1.7) u () = A, cos(wt+cp)u 1(t)

E opportuno notare gll_gjale funzione ha la stessa pulsazione «
della funzione e(t), ma ha ampiezza A“ e fase iniziale ¢, differen-
t1 in generale dalle corrispondenti ampiezza e ‘fase iniziale di e (t).

Le considerazioni precedenti conducono ad una suddivisione del-
\|la risposta, valida nel dominio di s e nel dominio di t, deltiposeguen-
\te:

(V.1.8) lue

(v.1.9) u(te)

U(s) + U (s) |
ﬁ(ﬂ+u(ﬂ

La parte Lu (t) viene detta risposta.transitoria del circuito (poi-
ché tale rlsposta Si’ esaunsce al crescere del tempo) [mentre la parte

& quella che P;ed“mlna al crescere del tempo) A volte la risposta u (t)
viene anche detta risposta a regime del circuito (poiché essa comcxde
con la risposta totale “u(r) quando 1 fenomeni transitori si sono esau-
riti).

Esempio V.1.1

Determinare la risposta transitoria e la risposta permanente del circuito di fi-

gura V.1.1, considerando come grandezza d'interesse la tensione vy (1)

R
Flg.V 1.1 - Circuito considerato nel- A4S -
I'esempio V.1.1. I valori dei compo- 3
nenti sono:
v, (1) LY vy
R=1,L=2,v ()=2cos2t"u_ (1), 0P .
ip©O)=0, €LHW. '

Risolvendo il circuito nel dominio della trasformata di Laplace (fig.V.1.2), si

ottiene la seguente espressione per la tensione V, (s):

sL
V2(S) = ﬁ VE(S)
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390 Suddivisione della risposta di un circuito

dove:

V (s) =L [2cos2t u, ()] =
g cos u_l s2+4

I poli della funzione V2(s) sono i seguenti:

a) poli della funzione di rete. Vi & un solo polo reale e negativo:

R
§ S~ ==10,5
L

b) poli della funzione di eccitazione. Vi sono due poli con parte reale nulla pari a:

s=1% j2

Effettuando lo sviluppo in frazioni parziali della V2 (s), si ottiene:

B B*
Vz(s) = + +
s +0,5 st+j2 s-j2
dove:
2s 2
A=V2(S)'(s+0,5) =s 5 e
§=-0,5 s"+4 | u0,5 17
s 2s 16-j4
B=V2(s)(s+j2) = - =
e S +0,5 s-j2 a2 17
La parte transitoria (nel dominio di s) risulta:
A 2/17
Vau(s) = =
s+0,5 s+05
Antitrasformando si ha:
2
-0,5¢t
Ve, (t)=— e """ u, (1)
2t 17 -1
R
+-
Fig.V.1.2 - Circuito trasfos- ¥
mato nel dominio di s di
quello di fig.V.l.1. Vg (s) (]D sL V,(s)

La parte permanente (nel dominio di s) risulta:
4 < 4-j 4+ )
V, (s) =— +
2p 17\ s+i2 s=j2
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V.1 Suddivisione della risposta di un circuito 391

Antitrasformando si ha:

4 . ;
vap® = A T rd ) a0

Essendo:

si ha:

4 : :
(t) = {e-;(2:+0.25)+ e](2:+0,25)} 1(‘)
17 17

Si vede che I'andamento nel tempo della tensione transitoria Yoy (t) tende a

cos (2t +0,25) u_; (v)

zero al crescere di t, mentre la tensione permanente v, (t) ha un andamento cosinu-

soxdale avente la stessa pulsazxone della eccitazione v (t)

V.1.2 - Limiti di validita della suddivisione della risposta di un circui-
to nelle parti transitoria e permanente.

La suddivisione della risposta di un circuito in permanente e
transitoria & stata effettuata sotto le ipotesi_a), b) e c) riportate all'ini-
zio del § V.1.1. Queste ipotesi tuttavia sono state scelte pii restrittive
del necessario per semplicita di trattazione e per introdurre la nozio-
ne di risposta permanente. Non sussistendo piu le ragioni precedenti,
conviene riprendere tali ipotesi, estendendole a situazioni pil generali
,wmhneste nelle applicazioni, sempre tenendo presente che i

circuiti che stiamo considerando sono quelli lineari e permanenti.

a) Si puo ammettere la presenza anche di condizioni iniziali non nulle.
Infatti in tale caso,in luogo dell'equazione (V.1.2) per la U(s), si pud
utilizzare 1'espressione seguente (derivata dalla (IV.1.6) del cap.IV,a
cui si rimanda per i simboli)

N L
(V.1.10) U(s)=F(s)E(s)+ Z H,(s)v,(00+ Z K, (s)i, (07)

i=1 i=1

Si riconosce facilmente che i contributi alla risposta u(t) dei
fattori:

Ne Np
(V.1.11) S H () v )+ 3 K ()i (0)
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tendono a zero al crescere del tempo per i circuiti stabxh\ | Quindi si pud
affermare che la risposta del circuito pud ancora essere “suddivisa in
transitoria e permanente e che quest'ultima ha un andamento del tutto
identico a quello che si ha nel caso in cui si abbiano condizioni inizia-
li nulle.

b) Si pud ammettere la presenza di piU eccitazioni esterne del tipo se-
guente:

(V.1.12) e.(t)=A.cos(wt+ ®,)u_, (t)

purché aventi tutte la medesima pulsazwne «. Infatti in tal caso, in

luogo della (V.1.2), si pud utilizzare la seguente espressione:

N
(V.1.13) Us) = = F,(s) E,(s)
i=1

Si riconosce facilmente che la (V.1.13) pud essere suddivisanel-
,la parte transitoria e nella parte permanente. | [Quest'ultima & uLale alla
/somma delle pam permanenti che si ottengono consxderando una eccita-

.‘l zione Eer vol ta.

¢) Si pud accettare la presenza di poli sull'asse immaginario perla fun-
zione di rete F (s), sotto le seguenti condizioni:

1) il circuito considerato & passivo;

2) non si ha coincidenza di detti poli con i poh derivanti dall' ecc1tazxoj‘
ne, .~ BHINE g1 )\ \/\Q %1,

Infatti, nel caso dei circuiti passivi, i poli sull asse immagina- \g
rio delle funzioni di rete corrispondono ad aver trascurato 0 ( ita
di calcolo) tutte le perdite associate ai componenti con memoria (si ve-
da il 3I1V.4.2 e l'osservazione IV.4.2 del cap. IV); da un punto di vista
fisico tali poli si trovano sempre disposti nel semipiano sinistro (anche
se molto vicini all'asse immaginario, nel caso di elevato fattore di me-
rito). Percid, nel dominio del tempo, in corrispondenza a tali poli si ot-
tiene un andamento che non tende a zero,come limite di un andamento

. leggermente smorzato. Si pud quindi fisicamente giustificare la separa-
bilita della risposta transitoria (il cui andamento & leggermente smorza-
to) dalla risposta permanente (il cui andamento nel tempo mantiene una
ampiezza rigorosamente costante); quest'ultima infacti prevale, anche se
a lungo termine. |

La suddivisione in transitorio e permanente non & invecepiu ac-
cettabile quando un eventuale polo sull'asse immaginario della funzio-
ne ﬁete F(s) coincide con il polo dell'eccitazione. In tal caso infat-
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V.1 Suddivisione della risposta di un circuito 393

\ti per la presenza di un polo multiplo, lo sviluppo in frazioni parziali
\assume una forma del tutto particolare, nella quale non édistinguibile il
\Lg_rmxb o del circuito da quello dell'eccitazione.

Esempio V.1.2

Determinare la parte transitoria e la parte permanente della corrente i (1) che

percorre il circuito di fig.V.1.3.

TR

Fig.V.1.3 - Circuito conside- L
rato nell'esempio V.1.2.1 va-

+
lori dei componenti sono: v (t) L
g GD i(t)

c=1 , L=1 , vg(t)=
-cos2tu1(l) (F,H, V).

Si ottiene nel dominio di s:

! sC
I(S) = '—2——' A\ (s)

s“LC+1 g
in cui:
s
v (s) =L [cosZtu 1(t)] ==
s + 4
Quindi si ha:
” s s
§) = ——— ———
24+1/s%+4

Sviluppando la I(s) in frazioni parziali si ottiene:

1/3 4/3

b T
s

I(s) =- g
+1 s+ 4

Nel dominio del tempo, antitrasformando la rI(sj si ottiene:
e . 2, ;
i(t) =|-—/sint|+ — 'sin2t/| u.l(()
3 3 b

Si constata che la corrente i(t) & la somma di due sinusoidi, la prima corri-
spondente ai poli della funzione di rete\\e la seconda corrispondente aipoli dell'eccita-
zione. Per quanto detto, pero, il primo termine & presente solo perché abbiamo trascu-
rato le perdite degli elementi reattivi, Se tenessimo conto di tali perdite,il termine sud-
detto sarebbe moluphcato per un'esponenziale decrescente Per questa ragione esso
puod essere considerato come risposta transxton_a del” cu-cuu:o.\Il secondo termine inve-

ce non tende a zero in alcun caso, percid la quantita:

G.MARTINELLI-M.SAL ERNO : Fondamenti di Elettrotecnica 50

La cultura & un bene dell'umanita (fantomasping@libero.it)



394 Suddivisione della risposta di un circuito V.1

ip(t) = ? sin2tu_; (v)

¢ la risposta permanente del circuito.

Osservazione V.1.1

In alcuni casi particolari, ma notevoli dal punto di vista delle applicazioni,
puo accadere che nella suddivisione (V.1.5) della risposta U(s) inparte permanente e
in parte transitoria, quest'ultima risulti identicamente nulla. In questi casi la (V.1.5)
diviene:
R R*

+

(V.1.14) U(s) = -
s-jw  stjw

essendo U (s) =0.

Vediamo sotto quali condizioni si verifica questa situazione, escludendo il
caso banale del circuito senza memoria, per il quale la parte transitoria éhggm};;e'a‘s-
sente. Considerando percio un circuito con memoria, sia»_»sloﬂ il genericopolodella fun-
zione di rete F(s)“). ‘ » , ‘ T

Il corrispondente residuo a, vale:

(V.1.15) a, = lim [(s-s()F(s) E(s)]

s=s
Affinché si abbia U (s) =0, si deve avere per ogni polo So:
(V.1.16) a, =0

Tale condizione (V.1.16) & compatibile con la (V.1.15) solo nel caso in cui
sia:

(V.1.17) E(s;) =0

cio che si verifica quando s, & uno zero della funzione di eccitazione. Nel caso qui

considerato di eccitazioni del tipo (V.1.1) la funzione E(s) ha la forma:

scos P - wsin @
(v.1.18) B(s) =S
s"t w

Dal confronto della (V.1.17) con la (V.1.18) si deduce che deve essere:
(V.1.19) sg = wtag P

In conclusione la parte transitoria della risposta del circuito & identicamente

nulla sotto le due seguenti condizioni:

(1) - Non verra considerato, per semplicita, il caso di funzioni F(s) aventi poli mul-
tipli.
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a) la funzione di rete F(s) ha un unico polo, disposto sull'asse reale (eventualmente
nullo o infinito);

b) fra il polo di F(s), _ligp_ﬂl;_g;i_o‘ge @ e»lgi_rf'asevirni_:_:‘iflle @ della funzione di ecci-
tazione sussiste la relazione (V.1.19). N o

Le considerazioni qui svolte hanno importanza in molti casi di interesse tec-
nico; precisamente in tutti quei casi in cui si desidera che il regime permanente abbia
inizio all'atto della inserzione dell'eccitazione, evitando la presenza difenomeni tran-
sistori il cui effetto puo essere dannoso.

Esempio V.1.3

Dato il circuito di fig.V.1.4, ariposo all'istante iniziale, determinare la fase
iniziale @ della funzione di eccitazione in modo che nella corrente i(t) non siapre-
sente il termine transitorio.

Fig.V.1.4 - Circuito conside-
rato nell'esempio V.1.3.1l va-
lore di v(t) e:

+
v (t)
v(t)=Vcos(wt+9) . qD

=0
@ )

Nel dominio di s si ottiene il seguente legame fra V(s) ed I(s)

1
I[(s) = —— V{(s)
) sL+R

La funzione di trasferimento F(s) é uguale a: :

1
F(S)=‘—'—
sL + R

Tale funzione possiede un polo reale e negativo avente il seguente valore:

R
O, == —
0 L

Applicando la relazione iV.l.l9) si ottiene:

R
Tomtp T ere?

da cui:

R

@ =- artag +km
wlL
con k =0 oppure k =1.
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396 Suddivisione della risposta di un circuito V.1

Nel caso in cui R =0, il fenomeno transitorio ¢ assente quando la fase ini-
ziale @ é uguale a zero ovvero a 7; cid corrisponde ai casi in cui la forma d'onda di
tensione assume il valore assoluto massimo per t =0.

L'esempio qui svolto ha importanza quando interessi alimentare con una ten-
sione sinusoidale un utilizzatore il cui circuito equivalente sia approssimabile con un
circuito di tipo RL; rale situazione & molto comune, come ad esempio nel caso della
alimentazione di un trasformatore ovvero di una macchina elettrica. In tali casi come &
stato qui mostrato ha importanza la fase con la quale viene inserita la tensione di ali-
mentazione. Se la fase @ ha uno dei valori ricavati in precedenza, non si ha alcun fe-
nomeno transitorio, per cui la corrente assorbita ha subito 1'andamento di tipo perma-
nente. Nei rimanenti casi, si ha un fenomeno transitorio, a causa del quale la corrente
assume valori massimi che possono essere molto maggiori (fino a due volte) rispetto a

quelli che si hanno in regime permanente.

V.2 - Derivazione del metodo dei fasori da quello della trasfor-
mata di Laplace.

Quando un circuito si trova in regime permanente tutte le gran-
dezze elettriche (tensioni e correnti) sono di tipo sinusoidale e ricondu-
cibili all' espressxone (V.1.1) nella quale risultano variabili da grandez-
za a grandezza i valori di A (ampiezza) e o (fase iniziale), mentre il
valore di _w (pulsazmne) risulta uguale per tutte le grandezze del cir-
cuito. A segu1to di tale circostanza, prlma di svqupparel metodi di ana-
lisi in regime permanente & necessario introdurre la nozione di fasore,
mediante la quale tutte le operazioni che si possono effettuare sulle fun-
zioni sinusoidali isofrequenziali risultano grandemente semplificate.

Y.2.1 - Fasori associati alle funzioni sinusoidali.

Si consideri una classe di funzioni sinusoidali del tipo seguente:
(V.2.1) | e(c)\— Acos(w, t + 0)

nella quale le grandezze A (amplezza) e o (fase iniziale) sono i pa-
rametri da cui dlpende ciascuna funzione appartenente alla classe, men-
tre 'w, (pulsazmne) é da considerarsi come una quantitd costante. Le
funzioni del tipo (V.2.1) vengono dette funzioni sinusoidali isofrequen-
ziali. Ogni funzione appartenente alla classe & completamente individua-
ta quando si fissi il valore di A e di @. Considerando A e ¢ come
le coordinate polari di un punto di un piano, & evidente che esiste una
corrispondenza biunivoca tra le funzioni della suddetta classe ed i suoi
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punti. A tale piano si da il nome di kpiano dei fasort » . definendo come
fasore(” associato alla funzione (V.2.1) I a quantita complessa
1 i [

(v.2.2)  E=A eJ(p 2RO 4+ N vn ¥

rappresentante un punto del piano in coordinate polari.

! passaggio dalla generica funzione e(t) al corrispondente fa-
sorel E, e viceversa,é immediato, come risulta dall'esame delle (V.2.1)
e (V.2.2) e dagli esempi seguenti.

A
Esempio V.2.1 p,

Data la seguente funzione sinusoidale:
e(t) =5 sint

'determinare il fasore corrispondente.

Occorre dapprima esprimere la e(t) nella forma (V.2.1); si ha:

m
e(t) =5 cos <t ———)
2

da cui si ricava:

Esempio V.2.2

Dato il seguente fasore:

E=3+j2
ottenere la corrispondente funzione sinusoidale.
Mettiamo dapprima E sotto forma polare, cioe:
jartag %
=\13e

da cui si ricava:

2
e(t) = (1—3 cos <w0: 1 artag —>
)

Il valore di w, deve essere assegnato separatamente, in quanto non ¢ dedu-

cibile dal fasore.

(1) - Per indicare il fasore a volte sono usati altri nomi, come «vettore simbolicos e
«sinore».
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E possibile determinare un legame diretto fra la funzione e(t)
ed il corrlspondence fasore E, esprimendo la prima  nel campo comples-
so. Precisamente si ha:

jlw,t+ @) jlw, t+ Q)
0 +e 0

(v.2.3) e(t)=Acos(w0t+cp):A m

Confrontando la (V 2.3) con la (V.2.2) si ottiene:

e E+EY=Re[E]

t
E erO + EX

(vV.2.4) e(t) = >

dove E* rappresenta il complesso coniugato del fasore E. Osservan-
do inoltre che la (V.2.4) esprlme la funzione e(t) come semisomma di
due numeri complessi coniugati, si ottiene:

t

(V.2.5) .e(t)=Re[E e’ 0"

Le espresswm (V.2.4) e (V.2.5) sono i legam1 cercati fra il fa-
sore E e la grandezza e(t). Tali legami hanno importanza fondamen-
tale e verranno largamente utilizzati nel seguito insieme ad altre pro-
prietd e nozioni, che verranno introdotte successivamente(!),

V.2.2 - Legame fra il fasore dell'eccitazione ed il fasore della risposta
in regime permanente.

L'introduzione della nozione di fasore associatoad una grandez-
za sinusoidale & particolarmente utile nella determinazione della rispo-
sta di un circuito in regime permanente. Si consideri, infatti, un circuito
al quale sia applicata un'eccitazione sinusoidale di pulsazione '« del
tipo (V.2.1), il cui fasore & dato, per quanto detto, dalla quantita (V.2.2).
Supponendo di applicare tale eccitazione all'istante t =0 etenendo con-
to dell'espressione (V.2.4), si ha nel dominio di Laplace

-jw,t

@ Ee °+E>'E 0
=L 5 u_,(0) | =

2)stje,

(V.2.6) E(s) =Cle®u_ (0]

(1) - La relazione (V.2.5) permette anche di stabilire le dimensioni fisiche che si pos-
sono associare al fasore di una srandezza sinusoidale. [n particolare si deduce che o-
gni fasore oossiede le dimensioai fisiche dellu grandezza corrispondente nel dominio
de! tempo.
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Si noti che E/2 é il residuo della funzione E (s) nel polo j @y
La risposta del circuito nella variabile s é&.di conseguenza

(v.2.7) U(s)= F(s)[1 £ -Fi e :|

s-jw, 2 stjaw,

Limitando 1'attenzione alla parte permanente di U(s), indicata
con U (s), & sufficiente considerare la parte dello sviluppo in frazio-
ni parziali riguardante i poli +jw 0» Cioé:

1 *
o
S-jw, 2 stjow,

(v.2.8) Up (s) = —

avendo indicato con U il doppio del residuo di U(s) nelpolo s =jw,
La quantita U vale, tenendo conto della (V.2.7)

(V.2.9)  U=2U(s) (s-jw,) =2F(s) %E =F(jw,)E

s=jw0 s=jw0

D'altra parte, antitrasformando l'espressione (V.2.8) si ottiene:

Ue ok + U* e R
(V.2.10) u (0= > uy ()

da cui, confrontando con la (V.2.4),si riconosce chelaquantita comples-
sa U ¢ pari al fasore associato alla grandezza sinusoidale u_ (t); que-
“st'ultima inoltre risulta 1sofrequen21a1e con l'eccitazione e (t). "Da quan-
to detto consegue la propneta

Proprieta V.2.1 - «Per un circuito lineare e permanente, limitatamente ai
casi nei quali € possibile suddividere la  risposta_ nella parte transitoria
e nella parte permanente, la risposta aregimerisulta lsofrequenz:ale con
/a funz‘:one dl eccitazione. Inoltre il fasore U relativo alla risposta €
legato al fasore E dell'eccitazione tramite la relazione seguente:

(V.2.11) U=F{jw,)E
dove F(jw,) é il valore assunto dalla funzione di rete F(s) per s =

= /wo»

La proprieté V.2.1 riveste importanza fondamentale nell'analisi
dei circuiti in regime permanente.|Da essa si puo trarre un metodo di a-
na1151 estremamente efficiente per calcolare direttamente la risposta a
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Derivazione del metodo dei fasori V.2

regime di un circuito, detto metodo dei fasori, che verra sviluppato nel
paragrafo seguente.

Esempio V.2.3

Determinare la risposta in regime permanente del circuito di fig.V.2.1.

Fig.V.2.1 - Circuito considera- ‘hﬁ
to nell'esempio V.2.3. I valori i
dei componenti sono:
: AMOT( ) i(:D RS v, (0)
R=1. €=, vg(t)=25in2t
w0, €, F V).

Risolvendo il circuito nel dominio di Laplace, si ottiene:

V (s) sRC
Vz(s)=R g = V (s)
1 sRC+1 E&
R+ —
sC

La funzione di rete F(s) d'interesse risulta quindi:

sRC s

sRC+1 s+1

Calcoliamo ora il fasore della funzione di eccitazione; si ha:

T
v (t) = 2sin2t = 2cos( 2t-—>
& 2
da cui si ricava il fasore:

=)
V =2e %=-j2

™
2

Applichiamo la proprieta V.2.1; ponendo nella (V.2.11) s =] @y = j2, si ottie-
ne il fasore della risposta permanente:

v v > v iz La-in
= F(j wp) =( ) - Li2)E — (=2
2 T8 Xatt) o © G2 %1 5

Per determinare 1'andamento nel tempo della risposta in regime permanente
V2([), poniamo il fasore V2 in forma polare, cioe:

V. = 4 e-jartag2

\s
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Quindi si ottiene:

vz(t) = cos(2t - artag2)

5

Y.3 - Descrizione del metodo dei fasori.

Il metodo per calcolare la risposta in regune _permanente, _de-
éscntto nel paragrafo precedente, basato sulla proprieta V.2.1, pud esse-
ire riassunto nel seguente procedimento:

Vil

. Primo procedimento di analisi in regime permanente.
1) Sostituire al circuito assegnato nel dominio del tempo il circuito nel
dominio di s, supponendo nulle le condizioni iniziali. Cié si ottiene ef-
fettuando le seguenti sostituzioni:
a) ad ogm resistore R un bipolo di impedenza R;
b) ad ogm induttore L un bipolo di impedenza sL P
c) ad ogni condensatore C un bipolo di impedenza l/sC
Non occorre effettuare esplicitamente la trasformata E (s) della funzione
di eccitazione;
2) Analizzare il circuito al fine di ottenere la trasformata U(s) della ri-
sposta;
3) Determinare la funzione di rete F(s) nel modo seguente:
U(s)
E(s)
4) Verificare la validita del calcolo della risposta permanente. Tale ve-
rifica consiste dei seguenti passi:
a) la funzione F(s) non deve avere poli nel semipiano destro o multipli
sull'asse immaginario;

b) la funzione F (s) pud avere poli semp11c1 sull'asse immaginario solo

1

se il circuito non contiene elemenu att1v1 gy

(V.3.1) F(s) =

¢) un eventuale polo di F(s) sull'asse 1mmag1nario, nel caso permesso,
non deve coincidere con la quantita ]C«) corrispondente al polo della
funzione di eccitazione; \

5) Calcolare la quantita:
(V.3.2) F=F(jw,)
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Tale calcolo & sempre possibile poiché, in base alla condizione 4) c la

.

funzione F(s) non é singolare nel punto s =] @i
6) Determinare il fasore E dell'eccitazione;
7) Determinare il fasore U della risposta con la seguente espressione:

(V.3.3) jU=FE

8) Determinare, a partire dal fasore U, 1'andamento nel tempo della ri-
sposta permanente con la (V.2.5).

Il procedimento qui descritto, che risulta derivato dal metodo di
analisi di Laplace e dalla proprieta V.2.1, permette non solo di determi-
nare la risposta in regime permanente, ma anche di verificare se tale ri-
sposta esiste effettivamente. Ovviamente se & gia nota a priori la vali-
dita per il circuito in esame della risposta permanente, il passo 4) pre-
cedente puo essere omesso.

E importante osservare che la quantita F=F (jw ) é stata otte-
nuta effettuando 1'analisi nel dominio di s e ponendo successivamente
s =] w,. Si pud perd procedere in senso inverso e cioé porre subito s=
=jw, e successivamente analizzare il circuito. I risultati del calcolo
sono chiaramente identici nei due casi, ma nel secondo caso si & otte-
nuta una notevole semplificazione dei calcoli. In particolare, quando si
analizza il circuito con il primo procedimento, & necessario in generale
effettuare 1'inversione di una matrice i cui elementi sono funzioni razio-
nali di s, mentre con il secondo procedimento basta invertire una ma-
trice i cul elementi sono numeri complessi.

Il procedimento che si ottiene € il seguente:

Secondo procedimento di analisi inregime permanente (metodo dei fasori).
1) Detta w'la pulsazione del generatore, sostituire al circuito assegna-
to nel dominio del tempo un circuito fittizio ottenuto nel modo seguente:
a) sostituire ad ogni resistore R un bipolo di impedenza R;

b) sostituire ad ogni induttore L un bipolo di impedenza j wL;

c) sostituire ad ogni condensatore C un bipolo di impedenza 1/jw C;

d) sostituire al generatore e(t) un generatore la cui grandezza impressa
sia uguale al fasore E della funzione e(t);

2) Analizzare il circuito risultante con i metodi usuali, tenendo conto
chele grandezze elettriche sono rappresentate dai rispettivi fasori. De-
terminare il fasore U della risposta;

3) Passare nel dominio del tempo, determinando la funzione ”u(t)_corri-
spondente al fasore U con la (V.2.5).
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Il procedimento qui descritto &€ completamente differente dal me-
todo di analisi secondo Laplace. La differenza prmcxpale consiste nel
) fatto che il circuito fittizio ottenuto al punto 1)|contiene dei bipoli la
cui impedenza non & una funzione di s, ma & un numero complesso il
cui valore dxpende dalla pulsazmne w,! del generatore. In secondo luo-
?Te teénsioni e le correnti associate al circuito fittizio rappresentano,
in base alla proprieta V.2.1, i fasori delle corrispondenti grandezze nel

dominio del tempo e non piu le loro trasformate di Laplace.

Esempio V.3.1

Determinare la risposta in regime permanente del circuito di fig.V.3.1 median-

te il metodo dei fasori.

( {
I

Fig.V.3.1 - Circuito considera- % LU #:

to nell'esempio V.3.1. I valori

dei componenti sono: vg(t) QD R v2(t)

R=1,C=1, v (= -

=2sin2c¢ (0, F, V) . I

Sostituiamo al circuito di fig.V.3.1 il circuito fittizio di fig.V.3.2,il quale con-

tiene i seguenti componenti:

1) un generatore di tensione, la cui tensione impressa Vg é uguale al fasore corri-
spondente alla funzione di eccitazione; si ottiene:

ey

vV =[-2j |

g | 214

2) un bipolo la cui impedenza vale 1/ @, C al posto del condensatore; si ottiene:

1 1 1

=— =-j—

i3
Fig.V.3.2 - Circuito trasfor- 1'!
mato nel dominio dei fasori + +
di quello di fig.V.3.1. <
-2j QD |> 1 v,
Nel circuito di fig.V.3.2 tutte le grandezze elettriche rappresentano i fasori

delle corrispondenti grandezze relative al circuito reale nel dominio del tempo. Si puo
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404 Descrizione del metodo dei fasori V.3

quindi risolvere il circuito con i metodi usuali. Il fasore | della corrente vale:

P Z '2i
2 , f=
¢ 1
] me
11 fasore della tensione di uscita é: {/( - ‘
-2j 4 A
V2=RI=——————-=—(1-j2) A e f ]
1 5 ’ J a

1-j— ' /

11 risultato ottenuto € ovviamente identico a quello dell'esempio V.2.3, dove
I'analisi & stata effettuata con un altro procedimento.

Osservazione Y.3.1

Il procedimento di analisi basato sul metodo dei fasori risultain generale piu
semplice rispetto al primo procedimento descritto nel presente paragrafo. Cio & dovuto
al fatto che viene evitato il calcolo dell'espressione della funzione di rete nella varia-
bile s, determinando direttamente il valore che tale funzione assume in corrisponden-
za alla pulsazione del generatore.

E tuttavia necessario mettere in evidenza il fatto che, accanto a tale vantag-
gio, il metodo dei fasori presenta lo svantaggio di non permettere di verificare la vali-
_dita del regime permanente del tho Infatti, non essendo nota l'espressione anali-
tica della funzione di rete F(s), non risulta possibile effettuare la verifica indicata al
punto 4) del primo procedimento di analisi in regime permanente. Si puo andare incon-

tro di conseguenza ai seguenti inconvenienti:

1) Caso dei circuiti contenenti elementi attivi. Tali circuiti possono o meno essere
stabili a seconda della loro costituzione. Il calcolo effettuato mediante il metodo dei
fasori perde di validita nel caso di circuiti non stabili. Purtroppo nelcorso dello svol-
gimento dei calcoli non & presente alcun passaggio che permetta di accertare tale e-
ventualita.

2) Caso dei circuiti passivi. Tali circuiti sono_sempre stabili, anche in _presenza di
poh sull'asse immaginario. Il calcolo effettuato mediante il metodo dex fasori perde di
validita solo se un polo della funzione di rete coincide con il polo della funzione di
eccitazione. Nel corso dello svolgimento dei calcoli, tale eventualita viene evidenzia-
ta dalla presenza di una operazione di divisione con divisore nullo. In conclusione si
puo affermare che il metodo dei fasori puo essere applicato solo quando ¢ notaa prio-

ri la validita dell'analisi in regime permanente per il circuito in esame.
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Esempio V.3.2

Determinare con il metode dei fasori la rispostapermanente del circuito di fi-

gura V.3.3 (il generatore v, & controllato dalla corrente i).

+
Fig.¥.3.3 - Circuito conside- ‘ +
to nell'esempio V.3.2. I va- 2 Ve
lori dei componenti sono: vy dD

./) vz
i '
C=1, vl(t)=2cost . . -
v =3i (F, V, A) .

c

Applichiamo il metodo dei fasori. Il circuito fittizio associato a quello di fi-

gura V.3.3 & quello di fig.V.3.4, in cui V, & il fasore dellatensione impressa dal ge-
neratore indipendente e vale:

+
Fig.V.3.4 - Circuito trasfor- +
mato nel dominio dei fasori +
di quello di fig.V.3.3. v GD 1 v

1

Inoltre si ha:

1

:-j :
jw, C ¢

0

Dalla fig.V.3.4 si ottiene:

V1+Vc .
l= —— = j(2+vc)=)(2+3|)
=)
Percio risulta:
j2
1(1-33) =32 : I = -
1-j3
Si ha quindi:
2 2
V2=-j|= = — (1+33)
1-j3 10

da cui si pud ricavare facilmente 1'andamento nel tempo della tensione di uscita.
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Si puo notare che il circuito assegnato contiene un elemento di tipo attivo (il
generatore controllato) e quindi potrebbe essere instabile. Per verificare cio, calcolia-
mo nel dominio di Laplace 1'espressione della funzione di trasferimento fra la tensione
di ingresso e l'uscita considerata. Il circuito nel dominio di Laplace & quello mostrato
in fig.V.3.5. Per tale circuito si ha:

I(s) = [Vi(s) + v_(s)] sC

Essendo:

V.(s) = 31(s)
e sostituendo il valore della capacita,si ottiene:

I(s) = [V (s) + 31()] s

Da cui risulta:

Vi(s)

1
V2(s) = — I(s) =
s 1-3s :

Fig.V.3.5 - Circuito trasfor- +
mato nel dominio di s di

+
quello di fig.V.3.3. VI(S)GD I(SD LC. V2(s)
ST

Quindi la funzione di rete cercata e-

Vals) 1
F(s)= —— = ——
Vi(s) 1-3s

Poiché la funzione F(s) possiede un polo nel semipiano destro di s, il cir-
cuito & di tipo instabile. Di conseguenza la risposta di tale circuito risulta crescente
nel tempo e quindi non é fisicamente valida la suddivisione di tale risposta nelle parti
transitoria e permanente.

L'applicazione del metodo dei fasori, nel presente esempio, ha quindi condot-
to ad un risultato non corretto, poiché l'andamento della risposta, determinato con tale
metodo, non ha alcun riferimento con il fenomeno fisico che si svolge nel circuito in e-
same. E bene notare che, dal punto di vista formale, i calcoli effettuati durante lo svol-
gimento del procedimento di analisi con il metodo dei fasori sono del tutto corretti. Cio
mette in evidenza il fatto che tale metodo deve essere adoperato con cautela nel caso

dei circuiti contenenti elementi attivi.
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Esempio V.3.3

Determinare con il metodo dei fasori la risposta permanente del circuitodi fi-

gura V.3.6.

R
Fig.V.3.6 - Circuito considera- - *
to nell'esempio V.3.3. I valori
dei componenti sono: HO) 'e C _]_ L vo(t)

R=2,L=1, C=0,25,
i(t) =sin2c¢ (0, H,F,A, V).

Utilizzando il metodo dei fasori, essendo:
w, =2 I =-j

si ottiene il circuito firtizio di fig.V.3.7. Applicando il metodo dei nodi si ha la se-

v<l 1y
——— - c— =-]
2\ i2 iZ)

Da tale equazione non € possibile determinare il valore del fasore incognito

guente equazione:

V2, in quanto il coefficiente moltiplicativo di V, ¢ nullo.

Per trovare la causa di tale risultato € necessario considerare il circuito as-
segnato -in maggiore dettaglio. Si puo senz'altro dire che tale circuito é stabile in quan-
to non contiene elementi attivi. Turtavia la funzione di rete potrebbe avere deipoli sul-
l'asse immaginario della variabile s, avendo supposto per semplicita i componenti
reattivi privi del tutto di perdite. Per verificare cio consideriamo il circuito fittizio nel

dominio di Laplace mostrato in fig.V.3.8. Per tale circuito si ottiene:

1 2
V,(s) (i +—>=1<s) Erd |
4 s ds
2

mato nel dominio dei fasori
di quello di fig.V.3.6. P ? -j2

vVW— +
Fig.V.3.7 - Circuito trasfor- -[-
)2 v

La funzione di rete corrispeniente risulta uguale a:

Vv, (s) 4s

I(s) s2+4
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2
A'AY -
Fig.V.3.8 - Circuito trasfor- *
mato nel dominiodi Laplace 4
di quello di fig.V.3.6. I(s) 19 - s V2(s)

ed ha i poli sull'asse immaginario per:
s, = j
o=t 12
Tali poli coincidono con i poli della funzione di eccitazione e quindi non ri-
sulta possibile la suddivisione della risposta nelle parti transitoria e permanente, co-

me detto in precedenza.

V.4 - Metodo grafico dei fasori.

Quando si considera il regime permanente sinusoidale, tutte le
grandezze elettriche presenti in un circuito hanno un andamento nel tem-
po di tipo sinusoidale e sono isofrequenziali. Il comportamento del cir-
cuito pud essere descritto utilizzando i fasori associati a tali grandez-
ze. Poiché d'altra parte ogni fasore, essendo una quantita complessa,
puo essere rappresentato come un vettore nel piano dei fasori, l'analisi
dei circuiti in regime permanente viene spesso effettuata considerando
la disposizione di tali vettori nel piano complesso.

Il presente paragrafo & dedicato ai metodi che si basano su que-
ste considerazioni e che verranno indicati con il nome di metodi grafici.
Occorre fare attenzione che tutto quanto sara detto, & valido nell'ipote-
si che nel circuito in esame sia effettivamente presente un regime di ti-
po permanente. Tale ipotesi sarad considerata sempre verificata, salvo e-
splicito avviso contrario. '

V.4.1 - Interpretazione grafica del legame fra le grandezze nel gfempo ed
i fasori.

Si considerino le relazioni (V.2.4) e (V.2.5), che rappresentano il
legame fra un fasore E e la corrispondente grandezza nel tempo e (t).
Tali relazioni possono essere facilmente interpretate per via grafica,

Consideriamo dapprima la relazione[ﬁY_. 2.}_2/ che riportiamo di se-
guito per comodita: -
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le@®=Re [E™) |
L'espressione (V.4.1) implica due passi: il primo consiste nella

]

|

i

i moltiplicazione del fasore E per la quantita ei®}; ; il secondo nell'o-
ﬁperatore «parte reale». Effettuando il primo passo si ottiene un nuovo

' vettore F, definito come segue:

(V.4.1)

jowat
(V.4.2) F=Ee °

Il vettore F prende il nome di | vettore rotante \associato alla
grandezza e(t). Graficamente tale vettore si pudrappresentare nel ino-
do indicato nella fig.V.4.1 nel piano dei fasori.

Im

Fig.V.4.1 - Rappresentaznone o
grafica del vettore F=Eel®0", \ ¢
E

Re

Infacti F, che risulta dipendente dal tempo, & un vettore che

ruota in senso antiorario al crescere del tempo t con velocita angolare
Esso mantlene il modulo costante e coincide con il fasore E all'i-

\stante t =0
Effettuando successivamente 1'operazione «parte reale» sul vet-

?tore rotante F, si ottiene, in base alla (V.4.1), la grandezza sinusoida-

el
ile. Vale perc1o la seguente interpretazione grafica di detta relazione.

Proprieta V.4.1 - «La grandezza sinusoidale e(t) & uguale alla proie-
zione sull'asse reale del vettore rotante associato al fasore della gran-

dezza stessas.

La proprietd V.4.1 & illustrata nella fig.V.4.2.

Im
Fig.V.4.2 - Rappresenta- j
zione grafica d%lla pro- F=E e;wo '
prieta V.4.1. :
|
+ Re
e(t)

In alcuni casi & utile interpretare graficamente anche l'espres-

sione (V.2.4), che riportiamo per comodita:

(V.4.3) e(t) = % [Ee '+ EX 04

52
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In base alla relazione (V.4.3), la tensione e(t) éugualealla se-
misomma di due vettori coniugati. Il primo & il vettore rotante F; il se-
condo & il vettore coniugato F*. Quest'ultimo vettore pud essere inter-
pretato come un vettore che ruota in senso orario (opposto a quello di F)
al crescere del tempo.

Queste considerazioni sono interpretate graficamente nella figu-
ra V.4.3.

Im
F
F|g V.4.3 - Interpretazio-
rafica della relazio- N
? V.4.3). N
\,2 e(t) Re
N e~ 07 7
7 L = + C ~ “;’5_‘3‘,”;{:“‘{( //
< (@\< ; 1= |
— \Y. Q J
< ¥

V.4.2 - Interpretazione grafica dei legami fra i fasori delle grandezze e-
lettriche relative ai singoli componenti elementari/

Si consideri una grandezza sinusoidale e(t), il cui fasore sia
E. Se si effettua la derivata rispetto al tempo di e(t), cioé de/dt,ta-
le nuova grandezza é ancora sinusoidale isofrequenziale con la e(t) e
quindi caratterizzata da un fasore, che possiamo ottenere derivando ri-
spetto al tempo ambo i membri della (V.4.1). Si ottiene:

(V.4.4) = =Re {jugEe ™)

Quindi il fasore cercato €& | la)Q E7
Ricordando che j=ei™/2%, si pud enunciare la seguente pro-

e

prieta:

Proprieta V.4.2 - Data una grandezza sinusoidale e(t), il cuifasore € E,
S\ldg W Ul i0a

il fasore relativo alla derlvafa de/dt, ha un modulo pari ad @ mé

ruofafo rlspefro ad E ¢0°V m ‘senso _antiorario, come LU_U;_PM-

gura V.4.4%

Utilizzando la propriet2 V.4.2 si ottengono facilmentele relazio-
ni fra i fasori della tensione e della corrente, relativi al resistore. alio
induttore ed al condensatore riportati in tabella V.4.1.

(1) - La propricta V.4.2 si enuncia spesso dicendo che il vettore ju  E € in anticipo
di fase di 90° rlsretto ad E. Tale enunciato & conseguenza del fatto che il vettor2r.-
tante associato alla derivata precede di 90° il vettore rotante associato ad E.
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= 2
g={[ £
] Im JZ
Fig.V.4.4 - Legame tra il jo,E=G 17( = T s L'I
fasore E di una grandez- = -
za sinusoidale ed il faso- . Ay
re G della sua derivata Re & =) E
rispetto al tempo.
E

Tabella V.4.1 - Relazione tra i fasori della tensione e della corrente per
gli elementi ideali resistore, induttore e condensatore.

Elemento Relazione costitutiva | Interpretazione grafica della
ideale nel dominio dei fasori relazione costitutiva
Res‘iscore Im V=R
(resistenza R) V=RI |
Re
Induttore V=) woL | Im
(induttanza L) V=) @, LI
Im
Condensatore 1=jw,CV
(capacita C) =jo,CV
Re
N

V.4.3 - Interpretazione graficadelle leggi diKirchhoffnel piano dei fasori.

L'operazione di passaggio dal fasore alla relativa funzione del
tempo & lineare, in quanto basata sull'operatore «parte reale», come ri-
sulta dalla (V.4.1). Cid implica la seguente proprieta:

Proprieta V.4.3 - «Una combinazione lineare di funzionisinusoidali iso-
frequenziali & una funzione sinusoidale di frequenzaugualea quella del-
le funzioni componenrl i fasore di tale funzione si _ottiene so;t:fuendo
ne”a comblnaz:one rlneare alle funzioni componenrl i relahv: fasori».
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Una situazione particolare si verifica quando la combinazione li-
neare che si sta considerando ¢ identicamente nulla, come accade ade-
sempio quando si applicano le leggi di Kirchhoff. in conseguenza della
proprieta V.4.3, i fasori relativi alle tensioni di una maglia o alle cor-
renti di un taglio di un circuito hanno somma algebrica uguale a zero. Di
conseguenza tali fasori possono essere rappresentatinel piano comples-
so per mezzo di una linea poligonale chiusa come mostrato in fig.V.4.5.

Fig.V.4.5 - Interpretazione grafica delle leggi di Kirchhoff: a) caso della
prima legge; b) caso della seconda legge.

Esempio V.4.1

Determinare con il metodo grafico |'ampiezza e la fase della seguente funzio-

ne sinusoidale:
f(t) = cos2t + 3 sin2t

Nel piano dei fasori si possono
individuare facilmente i fasori relativi ai Im 1
due addendi dellafunzione f(t). Il fasore 1

F della funzione f(t) € quindi pari alla Re

somma dei due fasori (fig.V.4.6).
Risulta:

F=1-3j

e quindi:

f(e) = m cos (2t - artag 3) Fig.V.4.6 - Esempio V.4.1.
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Esempio V.4.2

Dato il circuito di fig.V.4.7 determinare con il metodo grofico le tensioni e le
correnti in tutti i suoi rami.

g N B < +
Fig.V.4.7 - Circuito considerato & AYAY: J"L D
nell'esempio V.4.2. I valori dei +
componenti sono: 3 +
|1=1+’;|2=l-);R=] ; |11 vg] L L vg2 tIZ
o L =1; w;C=2 A, Q) . i
A

Riportiamo nel piano dei fasori il diagramma delle correnti nei vari rami del

circuito; tale diagramma si ottiene immediatamente applicando la prima legge di Kirch-
hoff al nodo B (fig.V.4.8).

Im

Fig.V.4.8 - Legame tra i faso-
ri delle correnti che entrano _Il L
nel nodo B delcircuito di fi-
gura V.4.7. Le correnti sono e-
espresse in ampere.

Re

B

Il diagramma delle tensioni nel piano dei fasori si puo ottenere dalle correnti
gia determinate e dalle definizioni dei componenti, come mostrato infig.V.4.9,dove con
VL’ VC, VR sono state indicate le tensioni ai capi rispettivamente dell'induttore, del
condensatore e del resistore, con VBl e ng le tensioni ai capi dei generatori dicor-
rente. Si noti che il nodo A & stato preso come riferimento e quindi il fasore della re-
lativa tensione & l'origine del piano dei fasori. Si puo anche notare che ildiagrammadi
fig.V.4.9 & equivalente al grafo del circuito considerato.

Im
VR
Fig.V.4.9 - Legame tra
i fasori delle tensioni / /
del circuito di figura \ 4 /
V.4.7.

VL /
v
Vg2 gl
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Esempio V.4.3

Dato il circuito di fig.V.4.10 determinare con il metodo grafico le tensioni e
le correnti di tutti i suoi rami.

v3
o
L4
Fig.V.4.10 - Circuito considera- 'f_ Igz
to nell'esempio V.4.3. I valori R 4 g3 3
dei componenti sono: D +——AN =t C
+ i B v +
V=1, V,=1-j, V,=-3, R=l 5 2 4
\' 1 s
wl=1 , wC=1 ; (v, 5, H, ) L 1 Pl 'a =;c
A

Riportiamo nel piano dei fasori (fig.V.4.11) il diagramma delle tensioni; tale
diagramma si ottiene immediatamente, osservando che i generatori ditensione sono po-
sti su un albero del circuito.

Im
Fig.V.4.11 - Diagramma
deifasori delle tensioni | A Vl B I Re
del circuitodi fig.V.4.10
(v).
YL v,
v
c
B |
D 1 C
v3

Dal diagramma di fig.V.4.11, in base alle definizioni dei componenti ed alle
leggi di Kirchhoff relative ai nodi D, C e B si possono ottenere le correnti nei rami
lel circuito (fig.V.4.12).

Im

|

R 'L
Fig.V.4.12 - Diagramma Re
det fasori delle correnti I
del circuitodi fig.V.4.10 g3

4).
Isld [
Ig2 c
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Osservazione V.4.1

Gli esempi V.4.2 e V.4.3 mostrano che in alcuni casi un circuito in regime
permanente sinusoidale puo essere risolto utilizzando il metodo grafico. Cio non vale
in generale, in quanto per 1'analisi di un circuito é usualmente richiesta 1'urilizzazio-
ne di uno dei metodi visti precedentemente (metodo delle maglie, dei nodi o dei tagli)
e quindi la soluzione di un sistema di equazioni lineari a coefficienti complessi.Inque-
sti casi il diagramma delle tensioni e delle correnti del circuito nel piano dei fasori
puo essere ottenuto solo dopo aver analizzato nel modo detto il circuito; tali diagram-
mi sono ancora utili per mettere in evidenza le relazioni di ampiezza e di fase fra le

varie grandezze elettriche.

Osservazione Y.4.2

/ In alcuni casi, nelle applicazioni, si fa uso di rappresentazioni grafiche su un

tw_gpmpl&sso_dm_o_da_qudlo_del fasor_l Tale piano ¢ il pianodelle impedenze,ov-

‘ilvero il piano delle ammettenze.}Cxo ¢ possibile in quanto, in regime permanente, l'im-

pedenza o l'ammertenza di un bipolo ¢ identificabile con un numero cnmplessol‘. Nel ca-

so del piano delle impedenze, 1'asse reale prende il nome di asse delle resistenze

mentre 1'asse immaginario prende il nome di asse delle reattanze. Nel caso del piano
delle ammettenze, tali assi vengono dettl nspetuvamente, “asse delle conduttanze ed

asse delle suscettanze.

V.4.4 - Primo esempio tipico di applicazione dei me'rodl grafici: i siste-

b mel0ts
mi trifase.

s

Si consideri il circuito di fig.V.4.13 composto da tre generatori
di tensione E_, E,, E_ e tre 1mpedenze di carico (Z~ Z_Z (Z). Talecir-
cuito prende il nome di sistema trifase; in particolaré 4 nod1 a, b, cpren-
dono il nome di fasi e le tre tensioni E_, E,, E_ prendono il nome di

tensioni stellate. Il primo problema che nguarda un_sistema trifase &

quello di determinare Te tensioni tra le due fasi, c dette tensioni concate-
nate. Tale problema si risolve individuando il dxagramma delle tensioni
nel piano dei fasori (fig. V.4.14).

Le tensioni concatenate sono rappresentate in modulo e fase dai
vettori corrispondenti ai lati del triangolo (a, b, c¢). Si noti che il rife-
rimento & stato preso coincidente con il nodo T, detto _centro-stella re-
lativo ai generatori.

Un secondo problema riguarda il carico, rappresentato in figura
V.4.13 dalle tre impedenze Z . Z, e Z _ disposte a stella. Si tratta di
determinare la tensione del nodo 2 centro-stella del carico, riferita al
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Fig.V.4.13 - Sistema trifase con generatori a stella.

Im
a
Fig.V.4.14 - Determina-
zione delle tensionicon- E
catenate da quelle stel- 1
late (V). b Eb Re

nodo di riferimento 1. Tale problema si risolve facilmente utilizzando il
metodo dei nodi e precisamente esprimendo 1'equazione di equilibrio del-
le correnti uscenti dal nodo 2. Detta E_ la tensione incognita di que-
sto nodo, rispetto al nodo 1, si ha:

(V.45)  E_(Y,+Y,+Y)-Y E,-Y,E, -Y_E_=0

dove Y, Y,, Y_ sonole ammettenze pari all'inverso delle impedenze
Z.,Z,, Z_ Dall'equazione (V.4.5) si ottiene:

Y E,+Y,E +Y_E
(V.4.6) E = k..
x Y +Y, +Y,

Riportando E_ nel piano dei fasori,si ottiene il diagramma com-
pleto delle tensioni del circuito trifase (fig. V.4.15). In particolare da ta-
le diagramma si possono determinare le tensioni E', E}, E', relative ai
tre bipoli che rappresentano il carico.

Il diagramma delle correnti deriva immediatamente da quello del-
le tensioni, essendo note le impedenze di carico.

Il sistema trifase viene a volte assegnato in forma differente da
quella qui descritta. Si consideri il circuito di fig.V.4.16, in cui il siste-
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ma trifase dei generatori costituisce un triangolo invece di una stella

come in fig.V.4.13. Per la legge di Kirchhoff applicata alla maglia dei
generatori, deve essere(!):

(v'4'7) vnb + vbc +vca =0

Re

Fig.V.4.15 - Derivazione delle tensioni di carico.

il diagramma delle tensioni pus essere anchein questo caso de-
terminato facilmente, come mostrato in fig.V.4.17, in cui il nodo ¢ vie-
ne preso come nodo di riferimento.

n

L

-+
ﬂj
o

Fig.V.4.16 - Sistema trifase con generatori collegati a triangolo.

In questo caso la tensione E_del nodo 2 (centro-stella del cari-
co) si pud determinare con la seguente equazione di equilibrio:

(1) - In molti casi invece di assegnare le tensioni concatenate in modo completo, viene
dato soltanto il loro modulo. In tal caso il sistema trifase si puo determinare per mez-
zo del triangolo delle tensioni concatenate, sotto la condizione di esistenza di tale

triangolo (ciascuna tensione deve essere in modulo maggiore della differenza e minore
della somma dei moduli delle altre due).

G.MARTINELLI-M.SALERNO: Fondamenti di Elettrotecnica 53

La cultura & un bene dell'umanita (fantomasping@libero.it)



418 Metodo grafico dei fasori V.4

(V.4.8) E (Y, +Y, +Y.) +Y, vV, "Y, V. =0
da cui:
Yb Vbc— Y, Vca
(V.4.9) E =
x Y +Y, +Y,

[l diagramma delle correnti risulta indeterminato,in quanto la cor-

rente che scorre nella maglia formata dai generatori- & arbitraria. Fissa-
ta tale corrente il diagramma si ottiene facilmente.

Im

Fig.V.4.17 - Diagramma delle tensioni dei generatori del sistema trifase di fig.V.4.16.

In altri casi anche il carico & assegnato con disposizione a trian-
golo (anziché a stella come in fig.V.4.16). Si pus dimostrare in generale
che le disposizioni a stella o a triangolo di un carico trifase sono equi-
valenti, essendo riconducibili le une alle altre mediante opportune tra-
sformazioni circuitali, come vedremo nel § VII.3.

Particolarmente importanti, nelle applicazioni, sono quei siste-
mi trifase in cui il triangolo delle tensioni ed il triangolo delle correnti
presentano particolari proprieta di simmetria. Alcuni di questi casi sa-
ranno trattati successivamente nell'appendice V.A.

V.4.5 - Secondo esempio tipico di applicazione del metodo grafico: il
circuito a scala,

Il circuito a scala,rappresentato in fig.V.4.18, & particolarmente
indicato per l'applicazione del metodo grafico di analisi, quando inte-
ressi il legame tensione di uscita-tensione d'ingresso. In questo caso
infatti & sufficiente supporre nota la tensione di uscita e risalire per via
grafica alla tensione d'ingresso. A questo scopo, posto V =1, si calco-
lano per via grafica i seguenti fasori (fig.V.4.19).
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Fig.¥.4.18 - Circuito a scala.

(V.4.10) ln = Yln ’ vu
o v =V+Z, Il
n u n n
Tali fasori corrispondono alla tensione e alla corrente relative’
alla sezione n-esima del circuito a scala (fig.V.4.18). Si pud ora proce-
dere al calcolo della tensione e della corrente nella k-esima sezione a
partire da k =n-1 fino a k=1, procedendo dal fondo del circuito verso
la sezione iniziale. [l passo generico di tale procedimento, illustrato in
fig.V.4.20, consiste nelle seguenti operazioni:

Il

lk Ik+l+\tk vk*l

(V.4.11) V.=V, +Z, 1,

Il

con k=n-1,n-2,...,2,1

No
,/‘{\.“
\o
Vv, =1
L P > Re
o Ziy"

Fig.Y.4.19 - Interpretazione grafica delle (V.4.10).
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Tale procedimento permette di determinare tutte le tensioni e le
correnti del circuito, compresa la tensione del generatore che risulta pa-
ri alla tensione V, di fig.V.4.18; cioé si ha:

(V.4.12) V=V,

Im §

A/ V. j 2j v Fig.V.4.21 - Esempio di applica-

BQD 2 ! u zione del metodo grafico per I'a-
nalisi di circujti a scala. I valo-
ri sonoin V, {1,

~ Poiché il calcolo grafico é stato fatto ponendo arbitrariamente
Vu=1, il valore di vs ottenuto tramite la (V.4.12) rappresenta in effet-
ti il rapporto v, /V,. Pertanto il valore effettivo di V, si ottiene divi-
dendo per questa quantita, determinata per via grafica, il fasore asse-
gnato della tensione di ingresso(1).
Nelle figure V.4.22 viene risolto mediante il metodo grafico il
circuito a scala indicato in fig.V.4.21.

(1) - Il metodo qui descritto ed in particolare le formule ricorrenti (V.4.11) costituisco-
no un procedimento molto efficiente per 1'analisi automatica di circuiti a scala.
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Im

= Re > Re
L |2 |2=V“/2)

m<

/

e
=

a) b)

Fig.Y.4.22 - Risoluzione grafica del circuito di fig.V.4.21;
a) diagramma delle tensioni;
b) diagramma delle correnti.

V.5 - Potenza ed energia in regime permanente sinusoidale.

L'analisi degli scambi di energia tra i componenti in regime per-
manente sinusoidale richiede I'introduzione di grandezze opportune, in
quanto sia la potenza sia l'energia variano nel tempo, essendo le gran-
dezze elettriche presenti variabili sinusoidalmente nel tempo. Per le va-
rie applicazioni dei circuiti occorre avere a disposizione i mezzi per mi-
surare gli aspetti che piu interessano, quali il valore medio dell'energia
fornita od assorbita, il valore medio dell'energia scambiata con gli ele-
menti accumulatori di energia. Nel presente paragrafo definiremo le gran-
dezze piu usate per raggiungere questi scopi, fornendo contemporanea-
mente le formule che le collegano ai fasori delle grandezze elettriche
presenti nel circuito.

V.5.1 - Espressione della potenza istantanea in regime permanente.

Si consideri un bipolo alimentato da un generatore (fig.V.5.1). Sup-
poniamo, senza perdita di generalita, che il generatore sia di tensione e
che I'impedenza del bipolo sia Z. Nel dominio del tempo, dette v(t) ed
i(t) la tensione e la corrente ai capi del bipolo (con i versi scelti come
in fig.V.5.1) & noto che la potenza p(t) ceduta in ogni istante t dal ge-
neratore al bipolo é:

(V.5.1) | p<t>“’="f}}';§ i( '
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Tale quantita, che si misura in watt, viene detta potenza istan-
tanea assorbita dal bipolo. a
~ 7 In regime permanente sinusoidale, le grandezze v(t) e i(t) hanno
entrambe andamento sinusoidale 1sofrequenznale Detta w, la pulsazio-

ne e
(V.5.2) v=ve®
i,
(V.5.3) l=1e "
+ s 2
Fig.V.5.1 - Situazione considerata per qD ] _BlpOIO di
la definizione della potenza istanta- v impedenza
nea. Z

i fasori rispettivamente della tensione e della corrente, ricaviamo un'e-
spressione della potenza istantanea nella quale compaiono in modo e-
splicito i suddetti fasori. ‘A tale scopo utilizziamo i legami del tipo del-
la (V.2.4), che sono riportati qui di seguito per comodita:

1 i -jw
(V.5.4) e =~ [v 0" 4 y*ei®t)
(V.5.5) i(t) =% [1ei0" 4 1* %"

Sostituendo le espressioni (V.5.4) e (V.5.5) nella (V.5.1) si ot-

tiene:
p(t) =-‘1? [v " F Ve [ e’ 1 1% it o=
(V.5.6)
1 1 j2w .
=¥ 4+ v D oz (Y 790 4yt e 0

Osservando che i termini ottenuti sono a due a due comple531 co-
niugati, si ha: ‘

j2wol]

(V.5.7) p(t) = ;—Re vi™ +%Re [Vie
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La (V.5.7) & |' espressione cercata: essa consiste della somma
di due termini, di cui il primo non dipende dal tempo, ed il secondo & di
tipo sinusoidale con pulsazione uguale a 2w . La(V.5.7)costituisce il
punto di partenza di tutte le considerazioni successive. 'Analizziamo in
dettaglio i due termini che la compongono.

N
\\ =
V.52 - Potenza attiva.|

[l significato del termine costante della potenza istantaneaﬂp(t);{
si puo ottenere facilmente esplicitando |'espressione (V.S5.7) nel modo
seguente:

p—

1
(V.5.8) p(t) = Re [VI*] + -2— VI cos (2 w,t + cpv+<\oi)

Fl

Riportando in funzione del tempo ' andamento di p(t) si ottiene
un diagramma del tipo indicato in fig.V.5.2. Tale andamento mostra che
la potenza p(t) varia sinusoidalmente con pulsazione 2w _ed ha un va-
lore medio uguale al termine costante della (V.5.7), cioé:

(V.5.9) P = % Re [VI™] |

e —

p(r)
(watt)

_

Fig.Y.5.2 - Andamento nel tempo della potenza istantanea.

(sec)

La grandezza P,, che rappresenta la potenza ceduta in media al
bipolo di carico dal generatore, viene detta potenza attiva e viene misu-
rata in watt (multipli: kilowatt; sottomultipli: milliwatt, microwatt).

La potenza arttiva implica quindi una media della potenza istantanea da effet-

tuarsi su un opportuno intervallo di tempo. A questo riguardo occorre osservare che se
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'intervallo di tempo in questione non & scelto bene, il valore medio risultante & diver-

so dalla potenza activa. Due scelte tipiche che forniscono i risultati voluti sono:

1) intervallo di tempo uguale ad un multiplo intero N di semiperiodi delle grandezze e-

lettriche. Il valore medio della potenza istantanea é:

i ) T
— 1 m 1 m iy T |
p(t) = — p(t) dt = — —Re[VI)+—VI cos(2w t+@ +@.)bde =
T_ds T J, D) 2 0" Fv

(V.5.10)
vifl+— — [ : 1
——Z‘Re Vi +? m Sln(zonm+(Dv+(Di)_SIn((pv+(oi)
0

Poiché per ipotesi Tm € uguale a N7/w, ; N=1,2,3,... il contributo del termi-
e \
ne variabile della potenza istantanea ¢ nullo. Quindi il valore medio & in questo caso

propno la potenza attiva;

2) mtervallo di tempo mfmifamenfe grande. Il contributo del termine variabile della po-

tenza istantanea vale:

1 VI
(V.5.11) lim —
T,—~o 2 ZwOTm

r.. . T =
,_sxn(Zonm+CPv+Q0i)—Sln((Dv"”(Qi)J =)

Percio anche in questo caso il valore medio della potenza istantanea coincide

con la potenza attiva.

b3 . . . .
E evidente che se si effettua la media della potenza p(t) su intervalli di tempo
che non rientrano nei due casi precedenti, si ottiene un valore medio differente da P,

poiché in tale caso il termine variabile da un contributo diverso da zero.

L'espressione (V.5.9) della potenza attiva P, puo essere espllcx-
tata in base alle espressioni (V.5.2) e (V.5.3) in modo che compaiano 1
valori dei moduli e delle fasi di V ed I. Si ottiene:

1 1 0, a0q L
(V.5.12) P, = Re [VI")=—Re [Ve™ [e™] == VIcos(o,-0)

Detto ® l'angolo di sfasamento della tensione rispetto alla cor-

rente: S
(V.5.13) ®=lo,- 0, \
si ha: B
] 1 T
(V.s5.14) Pa=?V[cost 1'
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La quantita cos® prende il nome di «fattore di potenza», Si vede chiaramente
da questa espressione che la potenza attiva dipende in modo notevole dallo sfasamen-
to tra corrente e tensione. In particolare puo accadere che anche con valori grandi del-
la tensione e della corrente si abbiano valori piccoli di potenza attiva a causa di uno
sfasamento tra le due grandezze elettriche vicino a 90°. Tale constatazione & di fon-
damentale importanza nella trasmissione dell'energia clettrica e rende chiara la neces-

sita dell'azione di ¢rifasamento» che si opera in tali casi (cfr. esempio V.5.3).

La presenza del coefficiente 2 nella (V.5.14) viene usualmente
resa superflua mediante l'utilizzazione dei «valori efficaci» delle gran-
dezze sinusoidali. Si definiscono come valori efficaci della tensione e
della corrente le seguenti quantita:

1 1
(V.5.15) V., =—YV [ .. ==

e ff E eff 5

[n termini efficaci la potenza attiva assume la forma:

(V.5.16) ' P, =V, [ cos®

Altre espressioni equivalenti della potenza attiva si ottengono,

tenendo coanto del legame tra tensione e correnteimposto dal carico. Pre-
cisamente si ha:

(V.5.17) P

a

1 1
—Re [Z11") = =Re [Z)12=Re [Z) 12,
2 2 e

U
Il

(V.5.18) 5 Re [YVV']= -2—Re [Y) V2=Re[Y] V2,

Da queste espressioni si deduce che la potenza . attlva dlpende

solo dalle parti reali dell'impedenza e dell'ammettenza.|

V.5.3 - Potenza complessa e potenza reattiva.

La potenza attiva definita in precedenza non fornisce alcun ele-
mento di valutazione del termine variabile nel tempo che appare nell'e-
spressione (V.5.7) della potenza istantanea. Occorre percid introdurre
ulteriori grandezze. Per raggiungere questo scopo & opportuno trasforma-
re preventivamente il termine suddetto, in modo che in esso compaia e-
splicitamente la potenza attiva, cioé:
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D

i o1 )
PO = Re VI = ke (] 42‘?\3‘2 0y

(V.5.19) -
j t 3 v/ 9 ’ o
_ 7 Re [v r‘iel(zwo +2(D|)'} ] Lo o

avendo indicato con_g, l'argomento del fasore della corrente. L.a quanti-
ta p,(t) & di tipo sinusoidale con pulsaznone 2w,; ad essa pud essere
Iassoctato ll fasorel

(V.5.20) P =—VI

ruolo 1mportante'nella enzzaznone det c1rcu1t1 in reglm
te sinusoidale , come vedremo successi\ . 11 modulo di — c, - che
coincide con gy amplezza della quantlta p (), prende 1l nome dl «poten-

za apparente) le vale

’permanen-

1

(V.5.21) P =—VI=V I

ap —2- eff "eff

La potenza apparente, che si misura in voltampere, ha interesse in quei casi in
cui occorre conoscere contemporaneamente |'ampiezza della tensione e della corrente
per valutare globalmente I'impegno che ne deriva per 'apparecchiatura che si sta con-
siderando. Infarti in una macchina elettrica la complessita dell'isolamento e dei circui-
ti magnetici & proporzionale all'ampiezza deila tensione e la complessita degli avvolgi-
menti e proporzionale all'ampiezza della corrente. Percid in questo caso la potenza ap-
parente fornisce una misura della complessita della macchina stessa. E interessante

osservare che la potenza apparente non & mai inferiore alla potenza attiva, cioe:

(V.5.22) P 2>2p

ap a
Sviluppando il termine (V.5.19) si ottiene:

p (1) = -% Re [VI¥) cos (2w, t+29,)
(V.5.23)

1
-E Im [VI*] sin(Zth +2:pi)
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[ due termini in cui risulta suddivisa la parte variabile della po-
tenza istantanea hanno un significato fisico preciso, anche se sono sta-
tl ottenutl soltanManalmca E551 cornspondonomfattl all'effet-

BIALE al) elic

tanea; I' andamento smusotdale delle grandezze elettr,ghf._e_la,pxesmza
degli elementi 1mmagazzmator1 di energ@ﬂ’Per separare __E:lue effetti &
sufficiente osservare che in assenza di elementi reattivi 1 due fasori |V |
ed | sarebbero in fase e_gul'ndl sarebbe_Bresente solo il |_primo. ﬁgcj:mln,e,
della.(V.j.ZS). Percid & del tutto naturale identificare tale primo termine
con |'effetto della prima caus_a{[ed il secondo con l'effetto della seconda

causa. Osserviamo che quest'ultimo termine ha un'ampiezza pari a:

;‘ =Zgm v | —
2

‘ 'plessa, definita nella (V.5.20).| Tale parte lmmagmarla quindi, costitui

lche coincide con 1' amplezza della Eél;fe 1mfna3mana dell,_poLenzalcom%

wd_e@&gmbm energetico con g i elemewagamm
tori di energia e prende il nome di cpotenza reattivas, cloé:
T i ess——————— T

1,5 P :
(V.5.24) P, = ?(VI/‘sin(cp'v-@i)/:—— VI[Ein ®'=V I _.sin ®

[ "
Esplicitando la (V.5.24)/in funzione dell'impedenza o dell'am-
mettenza del bipolo si ha un'ulteriore conferma del legame della potenza
reattiva con gli elementi reattivi; infatti si ha:

Pg

1
EIm [Z)-12=1Im[Z] 12
(V.5.25) g
D _ U2 — 77 .
Pp=-—Im [Y)-v2=-Im[Y]-VZ

L'unita di misura usata per la potenza reattiva & il var (volt ampere reattivi;

multiplo: kilovar). Non si usa quindi il watt, in quanto si tratta di una potenza soltanto
scambiata e non utilizzata.

E importante notare che tra le varie grandezze introdotte esiste
un legame molto semplice, come si deduce dalle (V.5.20), (V.5.14) e
(V.5.24), cioé:

(- 526 < P, =P ¥iPy // bsosee o pudboei o Yo,
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Inoltre la potenza apparente & semplicemente il modulo del faso-

re P_. Queste relazioni sono ricavabili in modo immediato nel piano del-
le potenze complesse, come si deduce dalla fig.V.5.3.

(var) PR
Fig.V.5.3 - Legame tra potenza com- A
plessa, potenza attiva e potenza reat-
tiva. La potenza apparente coincide P.
con la lunghezza del segmento OA.
0 ® P,
(watt)

Esempio.V.5.1.

Dato il circuito di fig.V.5.4, determinare le potenze attiva, reattiva, complessa,

apparente entranti nel bipolo.

R
vV
Fig.V.5.4 - Circuito considerato nell'e- +
sempio V.5.1. I valori dei componenti VQD | L
sono: V=100, R=3, L=2, ¢y=2(V, (], .
H, rad/ sec).

Dall’equazione di equilibrio dell'unica maglia presente, si ha:

v 100 100 . .
I = = = — (3-j4) = 12-j16 = 20 e7arte8d/3 - 50 10,93
R+jol  3+j4 25

In base alle definizioni precedenti si ha:

1 *
P =—RelVI ] =600 watt
2

1 %
—1Im[vI ) =800 VAR
2

PR =
P, =P, +jPy =600+j800
1 :
P = —VI = 1000 voltampere
ap )
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Tra le quantita precedenti esiste il legame mostrato in fig.V.5.5.

(var) PR

) 800
Fig.VY.5.5 - Rappresentazione delle po-

tenze attiva, reattiva e complessa per
il circuito dell'esempio V.5.1.

- Pa
(watt)

Applicando la formula (V.5.8) si ottiene |'espressione della potenza istantanéa
p(t):

1 * 1 .
p(t) = — Re [Vl J + —VI cos(2w0t'+ Q- +Q) =
2 i 2 * v 1

1 1
= — Re [100(12+j16)] + — 100 20 cos(4 t-0,93) = 600+1000 cos(4t-0,93) warct
2 2

L'andamento nel tempo di tale potenza istantanea p(t) é riportato nella fig. V.5.6.
Dall'esame di questa figura si vede chiaramente che:

Pa = 600 wartt

1l termine variabile della potenza istantanea pud essere ulteriormente suddiviso come
indicato nella (V.5.23), cioeé:

1 * 1 *
p() = — Re [V1 ] cos(4e- 1,86) - —1Im [VI ] sin(4c- 1,86) =
2 2

600 cos(4t- 1,86) - 800 sin(4¢ - 1,86)

La pv(t) & percio uguale alla somma di due sinusoidi, la prima d° ampiezza pari a
600, la seconda di ampiezza pari a 800. Tenendo conto del termine costante, si ottiene la

seguente espressione della potenza istantanea:
p(t) = 600 [1 + cos(4¢- 1,86)] - 800 sin(4¢ - 1,86)
1l primo termine rappresenta la potenza dissipata sulla parte reale dell'impedenza
(cioe la resistenza R). Il secondo termine, la cui ampiezza & 800, rappresenta la potenza

scambiata tra il generatore e la parte immaginaria dell’impedenza (cioe la reattanza wOL).

L'andamento di tali termini é riportato in fig.V.5.7.
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p(t)

(watt)
16004

120

— — 400

Fig.V.5.6 - Andamento della potenza istantanea: p(t) =600 + 1000 cos(4t-0,93).

V.5.4 - Conservazione della [potenza complessa,

E stato messo in evidenza nel §1.10.3 che i circuiti a costanti
concentrate soddisfano al principio fondamentale di conservazione della
energia, come conseguenza delle leggi di Kirchhoff. Di conseguenza an-
che in regime permanente sinusoidale vale la seguente proprieta:

Proprieta V.5.1~ «In ogni circuito, in regime permanente sinusoidale, |a
\;———_-D*""' e 0 % 3 . FEZ S B)
somma delle potenze istantanee pi(f) assorbite da tutti i bipoli® pre-

senti e uguale a zero, cioé:

N
(V.5.27) s pm=0

3=

dove N é il numero dei bipoli che compongono il circuito, inclusi i ge-
neratori indipendentis.

Nel caso del regime permanente abbiamo visto che & opportuno
utilizzare al posto della potenza istantanea, altre grandezze qualila po-
tenza complessa, la potenza attiva, la potenza reattiva e la potenza ap-
parente. E quindi naturale domandarci se sia possibile o meno estende-
dere la proprietd V.S5.1 a queste grandezze. La risposta a tale domanda
¢ data dalla seguente proprieta:

come vedremo nel ) VI.10.2, ogni componente a due porte & sostituibile con un circuito

(1) - L'ipotesi chegiano presenti nel circuito solo bipoli non e restrittivo, in quanto
. S S0
equivalente costituito da bipoli.

La cultura & un bene dell'umanita (fantomasping@libero.it)



V.5 Potenza ed energia in regime permanente sinusoidale 431

Proprieta V.5.2 -~ «In ogni circuito, in regime permanente sinusoidale,
la somma delle potenze complesse P_; assorbite da tutti i bipoli presen-
fi € uguale a zero, cioe:

(V.5.28) ZP. =0

dove N e il numero dei bipoli costituenti il circuiton.

(wate) § P(O)

1200 |

600 [1+cos(4t-1,86) )

1767 200

-800 sin(4t- 1,86)

Fig.V.5.7 - Andamento delle potenze istantanee applicate al resistore ed all'in-
duttore del circuito di fig.V.5.4.

La dimostrazione di cuesta proprieta € una conseguenza immediata delle pro-
prieta topologiche del circuito, utilizzate nella dimostrazione del teorema di Tellegen
nel §I.10. Infacti, siano s b Va . VC rispettivamente i vettori dei fasori delle cor-

[od

renti dei rami dell* albero e del co-albero. In base alle (1.10.5), (1.10.6) e (1.10.7) ri-

sulta:

) =-[a] [n)
[v.) = [a)'[v,]

(V.5.29)

Percio la somma delle potenze complesse assorbite dai rami del circuitopud e-

sprimersi come segue, a meno di un fattore moltiplicativo 1/2:
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S p =3 vi- et e v

(V.5.30)
- D)+ Iy, TAl ) =0

cio che dimostra la proprieta.
E opportuno osservare che nel piano dei fasori delle potenze complesse, la re-
lazione (V.5.28) impone ai fasori delle potenze complesse assorbite dai bipoli costituen-

ti il circuito, di formare una poligonale chiusa.

Nalla proprieta V.5.2 si deduce che anche le potenze attiva e
reattiva soddisfano al principio di conservazione. Per vedere cia & suf-
ficiente ricordare la (V.5.26), in base alla quale si derivano le seguenti
proprieta:

Proprieta V.5.3 - «In ogni circuito, in regime permanente sinusoidale,
la somma delle potenze attive P,; assorbite da tutti i bipoli presentié
uguale a zero, cioé:

N
(V.5.31) >_: P.=0

Proprieta V.5.4 - «In ogni circuito, in regime permanente sinusoidale,
la somma delle potenze reattive P, assorbite da tutti i bipoli presenti
e uguale a zero, cioe:

(V.5.32) Z Py, =0

Le proprieta dimostrate nel presente paragrafo mettonoin eviden-
za che & possibile trattare le potenze complessa, attiva e reattiva come
fossero potenze istantanee ed effettuare per ciascuna di esse i bilanci
energetici nel circuito considerato. Occorre notare che una proprieta a-
naloga non vale per la potenza apparente, in quanto nella sua definizio-

ne interviene l'operazione di modulo, che non & lineare.

Esempio V.5.2,

Verificare la conservazione delle potenze attive e reattive per il circuito di fi-

gura V.5.8.
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V.5

Ry e Ry
o ) + o

—_—

Ver GSl'gl E IEZMDng

Fig.V.5.8 - Circuito considerato nell'esempio V.5.2. I valori dei componenti
sono: V| =S+j, V) =-1-2j, Ry =Ry=R=1, L=1, wy=2,(V, (1, H, rad/sec).

Risolvendo il circuito con il metodo dei nodi, si ottiene:

Sostituendo i valori numerici si ha:

Sti=E ==l
1

-(S+j)) +E( 2+— |+1+2j=0
2j

= E=1=2) == |82

La soluzione e:

=3+2j (v, A)

E=2, Igl='3-), Igz—

Si ottengono cuindi i seguenti valori per le tensioni e le correnti applicate a

ciascun componente:

55
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Vgl =

VR =
VL =

VR2 =

]

€2

S+ 3
: ol 1
2

-3-2j ;
-1-2j;

Iy =3

Iy =349

b == (v, A)
g2 =73 2i

lyp = 3+2

In fig.V.5.9 sono riportati i diagrammi vettoriali dei fasori relativi alle tensioni
ed alle correnti del circuito. Le potenze attive e reattive assorbite da ciascun compo-

nente sono le seguenti:

Generatore Vg] § Pal =-8 ; pRl =1
Resistore Rl 3 Pa2 S PRZ =0
Induttore : P113 =0 ; PRS =1 (watt, var)
Resistore R2 Pa4 =6,5; PR4 =0
Generatore ng : . Pas ==-3,5; pRS ==-2
Im
b Im ® I L
Vgl
Vv i
0] Bl Re u Re
E @
v
’ VRr2

Fig.V.5.9 - Fasori delle tensioni e delle correnti del circuito di fig.V.5.8(V, A).

Si verifica immediatamente che la somma delle potenze attive e reattive e uguale
a zero. In fig.V.5.10 é riportato infine il diagramma delle potenze complesse per il cir
cuito in esame (accanto ad ogni vettore e indicato il componente che assorbe la poten-
za corrispondente). Si vede chiaramente che i fasori di tali potenze costituiscono i lati

di una poligonale chiusa.

La cultura & un bene dell'umanita (fantomasping@libero.it)



V.5 Potenza ed energia in regime permanente sinusoidale 435

_
Lol
I

|
|
|
|
{
=<
~
.

(waau:)

Fig.¥.5.10 - Diagramma delle potenze complesse assorbite dai bipoli costituesti
il circuito di fig.V.5.8.

V.5.5 - Espressione esplicita della potenza attiva e reattiva assorbita
dai componentidi un circuito.

Le grandezze introdotte in precedenza per caratterizzare la po-
tenza in regime permanente sinusoidale assumono una forma caratteristi-
_ca nel caso dei componenti tipici del circuito, quali il resistore; il con-
densatore, 1'induttore, il trasformatore ideale ed il giratore ideale. Esa-
miniamo in dettaglio tali componenti nel presente paragrafo; Per quanto
riguarda gli altri componenti, & immediato rendersi conto che sia la po-
tenza complessa, sia la potenza attiva, sia la potenza reattiva possono
assumere qualsiasi valore per i componenti del tipo generatori indipen-
denti, generatori controllati, nullori. Tali componenti verranno percid nel
seguito indicati come «componenti energeticamente indefinitis.

a) Resistore.

Si consideri un resistore di resistenza R | in regime permanente
sinusoidale. Detti V ed | i fasori della tensione e della corrente, la
potenza istantanea p(t) assume la seguente espressione, in base alla
(V.5.8):

1
(V.5.33) p(t) = 3RI2 [1+cos(23;ot+2®v)].

ed ha quindi l'andamento riportato in fig.V.5.11.
La potenza complessa P_ assume la seguente forma:

1 1 1, .
(V.5.34) P =—vVvI =_—RIZ==GV? . |y /*
¢ 2 2 2 —
A R
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(watt) 4 p(t)

1
5 RI%(1+c0s29,)

Fig.V.5.11 - Andamento della potenza istantanea assorbita da un resistore di
resistenza R.

Essendo la potenza complessa puramente reale, si deduce che la
potenza attiva P_ vale:

1 1
(V.5.35) P, = = RI2 == GV2 = RI%, = GV}
a 2 2 e e ff

e che la potenza reattiva Py ¢ nulla cioé:

(V.5.36) P, =0

A volte si indica con il simbolo F_. il valore della potenza me-
dia dissipata nel resistore di resistenza R, facente parte diun circuito.
Dalla (V.5.35) si ottiene:

1
(V.5.37) F =—R_I?

mi1 7 1

b) Induttore.

Si consideri un induttore di induttanza L. in regime permanente
sinusoidale. Detti V ed | i fasori della tensione e della corrente, la po-
tenza istantanea p(t) assume la seguente forma, inbase alla (V.5.8):

1 . 1 7
p(t) ? Re [,wOLI'I*] +—é—w0L12cos<2w0t+2cpi+ ?> =

(V.5.38) 1 .
= w Ll2c05<2w t+2(p.+—)
) 0 0 1 2

ed ba quindi 1'andamento riportato in fig.V.5.12.
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p()
(watt)

_1 2. 1 .2
EwOLI snnwi/[\ /\ 5:001_1
1 9 t(sec)
-7w0Ll
[ 4

Fig.Y.5.12 - Andamento della potenza istantanea assorbita da un induttore
di induttanza L. R

La potenza complessa P_ assume la seguente forma: -

1 1
V.5, Po= 5 ¥ =g = o
(V.5.39) =3 V=15« L] ——
J el
Essendo la potenza complessa immaginaria pura, si ottiene il ri-

.

sultato che la potenza attiva P_ & uguale a zero:

< -

(V.5.40) P =0
e che la potenza reattiva P, & uguale a:

1
(V.5.41) P, = — w,LI
2

l.a potenza reattiva & una misura degli scambi di energia con i
componenti reattivi. Nell'ambito dell'induttore & intuitivo che la potenza
reattiva sia legata in qualche modo con l'energia immagazzinatain esso.
cioé a:

1

(V.5.42) E(r) = 5 L i2(t)

Per individuare questo legame calcoliamo il valore medio di que-
sta energia istantanea, usando come intervallo di tempo su cui effettua-
re la media lo stesso visto nel caso della potenza attiva. Si ha:

5 1 [T L2 [
(V.5.43) gL = Eft) = —'I:/o\ 5Li2(t)dt = T /(: cos2(w0t+(0i)dt=

m

=1/4 LI?
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Confrontando la (V.5.41) con la (V.5.43) si ottiene la seguente
proprieta:

Proprieta V.5.5 - «La potenza reattiva assorbita da un induttore di in-
duttanza L & uguale a:

(V.5.44) Py =22 E

avendo indicato con E"L |'energia media immagazzinata nell'induttores.

a) Condensatore.

Si consideri un condensatore di capacita C in regime permanen-
te sinusoidale. Detti V ed 1 i fasori della tensione e della corrente, la
potenza istantanea p(t) assume la seguente forma, in base alla (V.5.8):

1 . 1 7
(V.5.45) p(o) =7Re [-,obCV”+?w0CV2cos<2wot+2(Dv+ —2—)=

1 2 T
=~ w,CV cos(2w0t+2<pv+—2—)

ed ha quindi 1' andamento riportato in fig.V.5.13.
La potenza complessa P_assume la seguente forma:

AT |
(V.5.46) P.=> VI =-,_2_w0cv2 -

Essendo la potenza complessa immaginaria pura, si ottiene il ri-
sultato che la potenza attiva P_ & uguale a zero:

(V.5.47) P =0
e che la potenza reattiva P, & uguale a:

1
(V.5.48) Py =- 2w, CV?

Si noti che nel condensatore la potenza reattiva assume in ogni
caso un valore negativo, a differenza dell'induttore,dove la potenza reat-
tiva & sempre positiva.
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La potenza reattiva nel condensatore & legata all'energia media
immagazzinata in esso, analogamente a quello che accade per I'indutto-
re. Calcoliamo l'energia media in questione; si ha, utilizzando un inter-
vallo di tempo su cui effettuare la media, scelto come nel caso della po-
tenza attiva:

i .
F_ = 1 [™1 cv? [lm
(v.s.49)  E.= E(v = f/; ECvz(t)dtz T /; cos?(wyt+0,)dt =

1
= —CV?
4

Confrontando la (V.5.49) con la (V.5.48), si ottiene la seguente
proprieta:

Proprieta V.5.6 - «La potenza reattiva assorbita da un condensatore di
capacita C & uguale a:
£

avendo indicato con gc !'energia media immagazzinata nel condensato-
re.

p(t)
(watt)

ANAN N
AL NS\ e 7

Fig.V.5.13 - Andamento della potenza istantanea assorbita da un condensatore
di capacita C.

1 9 .
‘Ea)oCV sin2 (Dv

\

d) trasformatore ideale.
In base alle relazioni costitutive:

vV, = nv

(V.5.51) l 2
i, =-i,/n

il trasformatore ideale non assorbe potenza istantanea, come gia messo
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in evidenza nella (I.8.8). Analogamente, utilizzando le (V.5.51) scritte
nel dominio dei fasori,-si ha:

1 1 | x 1 1 %
(V.5.52) Pc=?V I,_-i-?v2 |2=5V1 |1+EnV1 (--—|1>=0

Vale quindi la seguente proprieta:

Proprieta V.5.7 - «Un trasformatore ideale non assorbe sia |la potenza
istantanea sia la potenza complessa sia la potenza attiva sia la poten-
za reattivas.

e) giratore ideale.

In base alle relazioni costitutive:

(V.5.53) v, =-R i, ; v,=R, i

il giratore ideale non assorbe potenza istantanea, come gia messo in e-
videnza nella (I.8.10). Per quanto riguarda la potenza complessa si ha,
utilizzando le (V.5.53) nel dominio dei fasori:

1 * 1

(V.5.54)

* 1 * 1 * 5 *
2 =_ER0'2'1+3R0'1'2=’““ [Ry 1, 1,)

Quindi vale la seguente proprieta:

Proprieta V.5.8 - «Un giratore ideale non assorbe né potenza istantanea
né potenza attiva. La potenza reattiva € data da:

(V.5.55) | Py = Im [R) I I}

in cui R, & laresistenza di girazione ed |l ed |, sono i fasori delle
correnti entrantis.

V.5.6 - Bilancio energetico di un circuito.

Si consideri un circuito costituito da componenti energeticamen-
te indefiniti (generatori indipendenti, generatori controllati, nullori), re-
sistori, condensatori, induttori, trasformatori e giratori ideali. In base
alla proprieta V.5.2 (conservazione della potenza complessa)si pus scri-
vere:
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Ng NR N, N¢ Ng
(V.5.56) Zp(g‘ = ZP _*_z P(L )+ZP(C)+ ZP

frm ] © i=1 i=1 =1 © Faf
dove:
Ng ¢ il numero dei componenti energeticamente indefiniti;

Pc(si) ¢ la potenza complessa erogatadall'i-esimo componente energeti-
camente indefinito;
Ny & il numero dei resistori;

(Rj) : . S oy
P.™'" & la potenza complessa assorbita dall'i-esimo resistore;

NL
P(Li)
c

é il numero degli induttori;

¢ la potenza complessa assorbita dall'i-esimo induttore;
N é il numero dei condensatori;
Pc(ci) ¢ la potenza complessa assorbita dall'i-esimo condensatore;

N, éil numero dei giratori ideali;

(G;) ; ” v i .
P! & la potenza complessa assorbita dall'i-esimo giratore. -

Ricordando 1'espressione (V.5.37), si ha:

NR ; NR] Ngr
(V.5.57) sPR o s—RI2=53F
i=1 © i=12 ' ! i=1 ™!

Tale potenza complessa, assorbita da tutti i resistori del circuitq
é una quantita reale.
Ricordando l'espressione (V.5.44), si ha:

NL ;) N, —
(V.5.58) 2P Vi=j2w, = &
i=1 i=1 2

Tale potenza complessa, assorbita da tutti gli induttori del cir-
cuito, & una quantiti immaginaria pura.
Ricordando l'espressione (V.5.50) si ha:

Be Nc_
(V.5.59) ZP =-jzw0280
i=1 i=1 1
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Tale potenza complessa, assorbita da tutti i condensatori del cir-
cuito, & una quantitd immaginaria pura.

Scindendo il bilancio della potenza complessa (V.5.56) nella par-
te reale ed immaginaria, si ottiene, tenendo conto delle (V.5.57), (V.5.58),
(V-5:59) & (V.5:59):

% oy
(V.5.50) & F’agl =
i=1 i=1 ™'
N N
g (gi) C 6y N - Ne _
(V.5.61) ZP -2Py =20,Z28 . -5¢8
. R . R 0. Lj . C;
i=1 j=1 i=1 i=1 1
(Si)
dove P, éla potenza am va erogata dall'i-esimo componente energe-
ticamente indefinito; Pg‘ é la potenza reattiva erogata dallo stesso

componente; PI(‘G‘) 2la" potenza reattiva assorbita dall'i-esimo giratore.

Le due espresstone (V.5.60) e (V.5.61) rappresentano 1 bilanci
energetici che si possono effettuare in un circuito in regime permanente
sinusoidale. Esse equivalgono alle seguenti proprieta:

Proprieta V.5.9 - «In ogni circuvito in regime permanente sinusoidale, la
somma delle potenze attive erogate da tutti i componenti energeticamen-
te indefiniti é uguale alla somma delle potenze medie assorbite da tutti

i resistori presenti».
Corollari dellaproprietd V.5.9 sono le seguenti formule:

[ (g.)
(V.5.62) > Par >0 per i circuiti con perdite
i=1
e (g)
(V.5.63) s P =0 per i circuiti senza perdite

Proprieta V.5.10 - «In ogni circuito in regime permanente sinusoidale,
la somma delle potenze reattive erogate da tutti i componenti energeti-
camente indefiniti e dai giratori & legata, tramite |'espressione (V.5.61),
alla somma delle energie medie immagazzinate negli induttori ed alla
somma delle energie medie immagazzinate nei condensatori».

Si noti che il segno della potenza reattiva globalmente erogata
dai componenti energeticamente indefiniti e dai giratori  dipende dalla
prevalenza o meno dell'energia totale media di tipo magnetico rispetto a

La cultura & un bene dell'umanita (fantomasping@libero.it)



V.5 Potenza ed energio in regime permanente sinusoidale 443

quella totale media di tipo elettrico. Si pué avere un valore nullo
per la potenza reattiva totale quando non sono presenti componenti reat-

tivi, ovvero quando i due tipi di energia totale media si bilanciano esat-
tamente.

Esempio V.5.3.

Assegnato il circuito di fig.V.5.14, determinare il vaicre della capacita C, in
modo che risulti nulla (se possibile) la potenza reattiva erogata dal generatore. Effet-

tuare inoltre il bilancio energetico del circuito.

Fig.V.5.14 - Circuito considerato nell'esempio V.5.3. I valori dei componenti
sono: R =100, R8=10’ w,L =10, w, = 314 ({1, rad/sec).

Risolviamo il problema con il metodo grafico, utilizzando il procedimento de-
scritto nel § V.4.5. Poniamo a questo scopo | =1 A e riportiamo tale valore sul dia-
gramma delle correnti (fig.V.5.15). Sul diagramma delle tensioni (fig.V.5.16) deriviamo
la posizione dei vettori Vu» ¥ e V.. Sipuod quindi ottenere, sul diagramma delle cor-
renti, la direzione che dovra avere la corrente |_ che percorre il condensatore. Tale

direzione deve essere tale da formare un angolo di 90° in anticipo rspetto alla direzio-

nedi V_.
Im Im
=
Vo v,
NS Re Yo 100 Re

Fig.V.5.15 - Diagramma delle correnti del Fig.V.5.16 - Diagramma delle tensioni
circuito di fig.V.5.14. Le correnti sono in del circuito di fig.V.5.14. Le tensioni
ampere. sono in volt.
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La corrente lc, sommata alla corrente Iu’ fornisce la corrente erogata dal ge-
neratore |,. Non & nota a priori, tuttavia, |"ampiezza della corrente | , poiché ¢ inco-
gnita la capacita C. Tale incognita viene determinata imponendo che il generatore di
tensione non eroghi potenza reattiva. A questo scopo occorre che Ic sia tale chela cor-
rente lg formi un angolo nullo con la direzione della tensione V.. Tale scelta e indi-

cata in fig.V.5.17, dove € mostrato il diagramma completo delle correnti.

Fig.V.5.17 - Determinazione della
corrente | . 1 i

-In fig.V.5.18 e riportato il diagramma completo delle tensioni. Si noti che a pa-
rita di | la scelta effettuata per la corrente del condensatore | é rale da rendere mi-
nimo il valore del modulo della corrente Ig che scorre nel generatore e nella resisten-

za R .
Il valore della capacita C pud essere determinato sia per via analitica sia per

via grafica. Usando il metodo grafico si ha da fig.V.5.17:

I =1 sin® = sin® ,

c

D'altra parte dalla fig.V.5.16 si ottiene:

YL 10
\i=Vc sin® ; tag = — = — =0,1 ; ® = 0,099
\% 100
u
che equivale a:
lt: sin?®
10 = sin® =
wOC wOC
Il valore della capacita & dunque:
sinzq)
€ === 3,153 & F
10 @

Procedendo per via analitica, tenendo conto che il generatore non deve erogare

potenza reattiva, si deve avere per la proprieta V.5.10:
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m
il
M|

dove:

. 1

o

’ p L IL

é I'energia media immagazzinata sotto forma magnetica nell'induttore e:

= 1
&, = =G ¥2
Cc 4 c
e l'energia media immagazzinata sotto forma elettrica nel condensatore. Si ha guin-
di:
2
IL
€ = L=
v2
(>

Sostituendo i valori numerici si ottiene il valore precedente, cioe:

10 1
314

= 3,153 uF

(1002 + 102)

Fig.V.5.18 - Determinazione della ten-
sione V

Re

Per completare il bilancio energetico occorre verificare 1'uguaglianza tra la po-
tenza attiva erogata dal generatore e la somma delle potenze medie dissipate nei resi-
stori. Si ottiene:

Ig = lu cos® = 0,995 A

Inoltre da fig.V.5.18, si ha:

V=V +L'R = \Iwo% 102 + 10° 0,995 = 110,45 V
Quindi si ottiene per la potenza attiva erogata dal generatore:

1
P® = _ v 1 = 5495 wart
a 2 g B
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Per le potenze dissipate dai resistori si ha:

! 2 1 2
= =
s Rulu + 2 RSIB 50 + 4,95 = 54,95 wartt

Risulta quindi verificato il bilancio delle potenze attive.

Il problema trattato nel presente esempio prende il nome di problema del rifasa-
mento di un carico reattivo, Tale problema si incontra molto spesso nelle appli.cazioni
tecniche. In tal caso i bipoli R, ed L rappresentano il carico dove, accanto ad un e-
lemento resistivo, c'é anche un elemento induttivo, per cui alla potenza attiva & sem-
pre associata anche una potenza reattiva. Se non fosse presente il condensatore C, ta-
le potenza reattiva dovrebbe essere fornita dal generatore. Cio darebbe luogo ad un au-
mento delle perdite sulla resistenza R , che rappresenta la resistenza interna del ge-
neratore stesso e le perdite della linea che serve a trasportare 1'energia dal generatore
al carico. La presenza del condensatore C evita l'erogazione di potenza reattiva da
parte del generatore, minimizzando in cuesto modo, a parita di potenza attiva fornita al
carico, il modulo della corrente Ig che scorre lungo la linea e quindi diminuendo le

perdite lungo la linea stessa.

~
\

\
V. 6 - Regime permanente in presenza di grandezze elettriche di
tipo non sinusoidale.

Quanto detto nei paragrafi precedenti st riferisce al caso in cui
le grandezze elettriche impresse varino sinusoidalmente nel tempo e sia-
no isofrequenziali. Nei limiti di validita del metodo dei fasori, 1'analisi
viene effettuata considerando al posto di tutte le grandezze elettrlche i
relativi fasori e quindi procedendo con tecniche del tutto simili a quelle
usate nel caso del cap.ll peri circuiti resistivi. Tale semplificazione

wnella trattazione dell'analisi in reglmg_Rermanente é tuttavialimitata so-
)lo al caso visto.| Quando sono presenti eccitaziont stnuﬂd_a_h_rlo_n_gg-

I,r uenziali oppure eccitazioni periodiche qualsiasi_oppure,|ancor u
fre ziali p itazioni periodiche Isiasi e,|ancora pi

in generale, eccitazioni di tipo aperiodico, occorre procedere in modo di-
verso per ricavare la risposta permanente. Le osservazioni fondamentali
! su cui & basato il procedimento di analisi i in qu n questo caso sono tre:

M My _

[ / UMQ smusoLda I_e suluppabl_le in una serie
R dl funzioni sinusoidali di freﬂuenza multipla della propria fregyenza(sw-_

{luppo in serie di Fourter); ) —— B

P S—— s ma———
_— Y

2) un eccntazmnednon genochc /& sviluppabile in una serie infinita di

funzioni sinusoidali i di ognt frequenza possibile '(sfwluppo neIT 'integrale
di Founer)

,3) in un circuito lineare |' effetto d1 plu eccttazmm coincide conla som-
ma degli effetti delle singole eccitazioni, constderace come se aglssero
\da sole (prlnmplo di sovrapposizione degh efferri). - |
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La conseguenza immediata della prima e della seconda osserva-
zione & che posslamo limitare la nostra attenzwne solo al caso in cui le
eccitazioni presenti siano di tipo sinusoidale.| La terza osservazione,
m%éﬁsce di procedere a pa551 successnvt - suddividendo prell-
‘minarmente le eccitazioni presenti in gruppi lsofrequenzmll | qumdl de-

terminando con }l ‘metodo dei fasori 1'effetto di ciascuno di e551 ed infi-

ne sommando questi effetti per ottenere il risultato voluto. Il metodo ri-
sultante pun essere scheméplzzato operauvamente ‘come se segue

WLW”“ 2 1

“Metodo di analisi in regime permunante in presenza- di eccitazioni sinu-
soidali di frequenza diversa.

1) Raggruppare le eccitazioni di !qu gruppi siano in to-

2) Disattivare tutti i grupp1 di eccitazioni con l'esclusiope del primo;

cid lmphca il corto-circuito per i generatori indipendenti di tensione ed
il Circuito aperto per quelli di corrente di frequenza diversa da £

| |sente che la pulsazione & wL—an Determmaﬂrer la grandezza elettri-|

—_—— Ty
ca incognita e quindi calcolare la sua espressnone in funzione del tem-B

| [po, cloé: ow =M (
| p————— > \y

'3) Applicare al circuito cosi ottenuto il metodo dei fasori, tenemdo pre-f

(V.6.1)

u (t)( IU cos(w t+co)‘

4) Ripetere i passi 2) e 3) per il k-simo gruppo, k=2, 3,...N, disatti-
vando tutei gli altri gruppi. Si ottiene per la grandezza d'interesse l'e-
spressione:

}-
AP i

(V.6.2) u, () = U, cos(w,t+¢.) - |

5) La soluzione del problema d'analisi é:

(V.6.3) u(t) =

.;MZ

Uk cos(ZWfkr. + Q)k)

Il metodo precedente & applicabile sia nel caso che le varie ec-
citazioni siano gia assegnate in forma sinuscidale sia nel caso che oc-
corra preventivamente svilupparle in componenti di questo tipo, come nel

caso di funzioni periodiche ($ V.6.2) ed aperiodiche ($ V.6.3).
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V.6

Esempio V.6.1.

Determinare I'espressione della tensione v (t) in regime permanente nel cir-
cuito di fig.V.6.1.

v82(t)
ot

hry

RI R,
VvV T M

. AN—
b -]: Rs
vgl(t) QD Tip,l(t) C

Fig.V.6. 1 - Cll’CUl(O considerato nell'esempio V.6.1. I valori dei componenti
sono: R 1, C=1,

L=1, v =2 cos(2t), Ve -cos(1,<c+w/3),'
=15 cos (0, ?ui/;n) Q,F, H, V, 5.

Applichiamo i passi del procedimento precedente

Passo 1. [ gruppi di eccitazioni presenti sono tre, ciascuno contenente un solo genera-
tore. Le pulsazioni implicate sono

w3 = 0,8
Passo 2. Disattivando tutti i generatori

esclusi quelli del primo gruppo
cuito di fig.V.6.2a .

, si hail cir-
Nel dominio dei fasori tale circuito diviene quello di fig.V.6.2b
Il valore della tensione incognita e

v = 1/2j 5 = 6 6 10,9273 /
< 1/2j + 2/3 3+4j 5
2/3
; (R, +Ry)R, _l: - ;
TR.+R_tR. (1
Dva® | R, +R,+R, FEv ZGD . V(c”
- 27 |-
a)

Fig.V.6.2 - Circuito che si ottiene nel passo 2 da quello di fig.V.6.1

Percio l'espressione nel tempo e

<C”(z) = 1,2 cos(2t - 0,9273)
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Passo 3. Facciamo agire i generatori del secondo gruppo.Si hail circuito di fig.V.6.3a,
che nel dominio dei fasori assume la forma di fig.V.6.3b. Il valore della tensione inco-

gnita e: 1
——
i1,5+0,5 - 2 .
v(2) = e3 . e)'"'/12
c 1 3
i
i1,5+0,5

Percio l'espressione nel tempo e:

2 T
V(Z)(t) =£cos (1,$t+——>
€ 3 12

]
-+
=
xg
w
S
=
|
NA
I._

a) b)

Fig.V¥.6.3 - Circuito che si ottiene nel passo 3 da quello di fig.V.6.1.

‘Passo 4. Facciamo agire i generatori del terzo gruppo. Si ha il circuito di fig.V.6.4a ,

che nel dominio dei fasori assume la forma di fig.V.6.4b . Il valore della tensione in-

cognita e:
1
s 47
0,5j+1 i— ,
v - y5e3 =0,4743 i 3:867
1
ik 3
0,5j+1
1
VM Vv
L L
3 3
Ry b CT R, 1Quse 11 o
a) b)

Fig.V.6.4 - Circuito che si ottiene nel passo 4 da quello di fig.V.6.1

Percio l'espressione nel tempo é:

vf)(t) = 0,4743 * cos (0,5t + 3,8670)
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Passo 5. La soluzione cercata é:

o

2 ,
vc(t) =1,2cos(2t-0,9273) +—43: cos <l,5t+ —1;)+ 0,4743 cos (0,5 t + 3,867)

La presenza di eccitazioni rioh‘s'iﬁ*ﬁaa—a’lif in regime permanen-
te, oltre alla necessita di avere a disposizione un metodo di analisi, ri-
chiede la caratterizzazione dei fenomeni di scambio energetico median-
te grandezze globali approprlate analogamente a quanto fatto nel caso
sinusoidale. E opportuno precxsare che nel caso preseate, l'unica gran-
dezza correntemente usata é la’p_oteni_ailva“ definita come media di .
quella istantanea) L' intervallo di tempo su cui effettuare la_media va ||

Eﬁelto in modo c__P_aublle con quanto fatto nel $V.5. 2 nel caso SlﬂllSOl'p‘;
/dale Dall"esame dell' influenza dell'intervallo in questione si vede chia-l\-
ramente che l'unica possibilita valida in generale & quella di una lun-
ghezza molto grande, al limite mflmta) p_er_@_l,n_t_euallo [nfatti solo
tale scelta & compatibile con grandezze sinusoidali aventi periodi non
commensurabili tra di loro.| Nel caso particolare che le grandezze si-
nusoidali abbiano periodi commensurabili, allora evidentemente & pos-
sibile scegliere l'intervallo coincidente con il mini mune_multiplo

di tali periodi od un multiplo intero di tale quantital Valgono percio le
smehmzlom della potenza attiva

Definizione V.6.1 — «Si definisce come_potenza_attiva in regime perma-
T nente in presenza di eccitazioni smusoTﬁ,L aventi penodl commensu-
., rabili tra loro, il valore medio della potenza istantanea calcolato su un
- PU)-JT' intervallo di fempiig_l_nmdenfe o con il minimo comune multiplo dei pe-
vl e e —————

W) r:odl di tutte le eccitazioni s:nusomr presen?: o can un multiplo inte-

v <
) me quannra» }

Definizione Y.6.2 — «Si definisce come potenza attiva in regime perma-
nente in presenza di eccitazioni sinusoidali qualsiasi, il valore medio
della potenza istantanea calcolato su un intervallo ditempo infinitamen-

te lun go». e

La potenza attiva, cosi definita, gode di proprieta assaiutilinel-
le applicazioni, che considereremo in dettaglio di seguito.

V.6.1 - Proprieta della potenza attiva in regime permanente non sinusoi-
S dale.

Nel caso del regime permanente in cui siano presenti eccitazio-
ni sinusoidali di frequenza diversa, tutte le grandezze elettriche sono
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esprimibili mediante una combinazione lineare di funzioni sinusoidali di
frequenz: uguale a quelle delle suddette eccitazioni,|cioé del tipo
(V.6.3). Lis implica che la potenza istantanea, cssendoil prodotto di u-

na tensione per una corrente, & del tipo:)

(V.6.4) ( Zal\: cos(w, t+ cpk )><k El I, cos(w, t+ 8&)) =~

Nella determinazione della potenza attiva dalla potenza istanta-
nea tramite operazioni di media, i termini che derivano dallo sv11uppo
della (V. 6. 4) subiscono un trattamento assai diverso, a seconda che sia-
jno o meno il prodotto d1 due funzmm smuso1dah di uguale pulsazione.

Nel primo caso si ha;|

(1) PTm
(V.6.5) =< f lV lcos (w t+ cpk) \ ccos(w, t+6,) de=
0 '

T
VI 1
= {cos(cpJl 9)+—[sin(2wkT +cpk+9k)-sin((pk+8k)]}
2 Tm @y "
che é uguale a:
V. I

cos(cpk- ¢9k)

sia nel caso che T_ sia il minimo comune multiplo dei periodi delle
funzioni sinusoidali presenti (nel caso che esista) sia nel caso che sia
infinitamente grande.

Quando il termine dello sviluppo (V.6.4) & invece il prodotto di
due funzioni sinusoidali di pulsazione diversa, allora si ha:

1 Tm
(V.6.7) T_f V, cos(w,t+ ®,) 1, cos(w,t+6,)dt =
m ¥ 0

VkIh{ 1
2 (T _(0,-w,)

(sin [(wkf w,) 1 +9. - Qh] -sin (fpk- 6,)+

1

+ m (sin (w, +@, )T _+ o +86,]-sin(q + gh))}

che & uguale a zero sia nel caso che T sia il minimo comune multi-
plo dei periodi delle funzioni sinusoidali presenti (nel caso che esista)
sia nel caso che sia infinitamente grande.
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In conclusione l'espressione della potenza attiva &

N V. I,
(V.6.8) P= %
k=1

cos (3, ,)

L'esame della (V.6.8) mette in evidenza la seguente proprieta
fondamentale della porenza attiva in regime permanente non sinusoida-
le.

Proprieta V 6.1 - «La potenza attiva in regime permanenre in_presenza
di eccitazioni sinusoidali di pulsaz:one diversa uguale alla somma del-
le potenze attive che si hanno considerando separaramenre gl: effetfl dei

wcnaz:om d: ugua/e pulsaz:one».

La proprieta precedente fornisce un modo abbreviato ed operati-
vo per calcolare in regime permanente non sinusoidale la potenza atti-
va,

Esempio V.6.2

Nel circuito di fig.V.6.1 calcolare la potenza attiva assorbita dal resistore
et ——

R3’ verificando la propneto V 6 1.
s U A e

——— —r

Applicando il metodo di analisi in regime permanente non sinusoidale, si ot-

tiene per la tensione applicata al resistore R,:

— o L) (2) (3)
YR3 =VR3 * VR3 t VR3
v(1)=v -v(1)=£cos(2t+06435)
R3 gl c 5 ’

V(Z) SN = véz)

m 2 m 5
9 cos<1,5t+—— -i—— cos<1,5t+—>= rcos(l,5:+ 1,511)
& 3/ 3 12 3

;33) =3 =0,4743 cos (0,5t + 3,867)

I periodi delle eccitazioni presenti sono:

ed hanno il minimo comune multiplo 4 7. Utilizzando percid la definizione V.6.1, la po-

tenza attiva vale:
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1 47 rg ‘B
P‘l = [-— cos(2t+0,6435) +—— cos(1,5t+ 1,511) + 0,4743 cos (0,5t +
417R3 5 3

+ 3,867)] 2 de = 1,670 watt

Calcoliamo ora le potenze attive dissipate sul resistore RS quando agiscono se-
paratamente i tre generatori. Si ha:

vy -8 osass : p'Y = 1,280
R 5 a
2 S = (2)
V(n) =£en.sn ; P~ =0,2778
3 3 a
(3) : 3) '
Vas = 0,4743 3867 P - 0,1125

p =py F(Z) s p£3) = 1,670 watt

a a a

Osservazione V.6.1.

La proprieta V.6.1 fornisce un modo molto semplice di procedere nel calcolo

. .. . . . . - . = .
della potenza attiva quando sono presenti piu eccitazioni sinusoidali. E importante pe-

16 notare che tale proprieta ¢ valida solo se le pulsazxom delle eccitazioni sono diver-

se. Si commetterebbe un errore se si sommassero o le potenze attive relauve ad eccita-

zioni sinusoidali di uguale pulsazione, Mettiamo in evidenza questa osservazione con
un esempio.

Esempio V.6.3.

Nel circuito di fig.V.6.5 calcolare la potenza attiva assorbita dal resistore.

YA'AY

+ R +
cos wlt GD

Fig.v.6.5 - Circuito considerato nel-
D coswyt ]’ esemplo v.6.3.

o

Utilizzando la propneta V.6.1, determiniamo la potenza atuva assorbxta dal re-

sistore quando aglscono singolarmente i due generatorﬁSTha o
1 1
P. = — 2 P = —
1 2R LI
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La potenza attiva assorbita vale percio:

1
P = —
R

Se i generatori sinusoidali avessero una stessa pulsazione, cioe:

allora, come si vede direttamente dalla figura, il resistore non sarebbe percorso da cor-
rente e la potenza attiva da esso assorbita sarebbe zero. Chiaramente, non vale in que-

st'ultimo_caso la proprieta V.6.1.

Osservazione V.56.2.

Nel calcolo della potenza attiva assorbita o erogata da un bipolo in regime per-
manente non sinusoidale occorre considerare, in base alla proprieta V.6.1, le potenze
attive corrispondenti alle singole pulsazioni. Cio implica che un generatore sinusoida-
le presente nel circuito eroga od assorbe energia solo per effetto della componente di
uguale pulsazione che risulta ad esso applicata. In particolare puo accadere che la po-
tenza attiva erogata od assorbita dal generatore in questione sia nulla, malgrado che le

grandezze elettriche ad esso applicate siano di notevole ampiezza.

Esempio V.6.4. ’

Far vedere nel circuito di fig.V.6.6 che la potenza attiva erogata dal _generato-

Ll o AL
re di tensione di pulsazione @ e nulla, anche se la corrente che lo attraversa e di am-

1

Fig.v.6.6 - Circuito conside-
rato nell'esempio V.6.4.1 va-
lori di L e C sono tali che cosy tq
LCe =1 i

cosaw, t

L
o
oD
N+
L)

Consideriamo presente il generatore di pulsazione @ - Poiché il bipolo costitui-
to dal parallelo di L e C ha impedenza infinita in corrispondenza alla pulsazione «,,
non circola corrente nel circuito e percio il generatore in questione non eroga potenza
attiva. Calcoliamo quindi 1'effetto dell'altro generatore. La corrente i vale in questo

caso, usando i fasori:

1
@) : -
jan/C jw, /C
g2 g 120
]
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Il valore del modulo di 1(2) puo essere anche notevole nel caso di valori parti-

colari dei componenti e delle pulsazioni, cid che dimostra guanto asserito.

V.6.2 - Sviluppo in componenti sinusoidali di un'eccitazione periodica.
PP p p

Le eccitazioni dei circuiti che possono interessare le applica-
zioni sono molteplici, anche nel caso che interessi il solo regime per-
manente. Nel presente paragrafo consideriamo il caso in cui le funzioni
che rappresentano le eccitazioni siano periodiche nel tempo, nel senso
che il loro andamento si ripete ad intervalli regolari di uguale larghezza.
In modo esatto, si pud dire che una funzione periodica f(t) & caratteriz-
zata dalla condizione:

(V.6.9) f(t) = f(t+T) ~o <t <4 ®

ed a T si da il nome di «periodo». Esempi tipici di funzioni periodiche
d'interesse (oltre alla funzione sinusoidale) sono «l'onda quadras, «l'on-
da triangolare» riportate in fig.V.6.7. ?

£(x)
N

—— - - -—

2T |ST

N[
o
N |-
-
W
~

Fig.V.6.7 - Forme tipiche di eccitazioni periodiche: a) onda quadra; b) onda
triangolare.

La combinazione di funzioni sinusoidali di ampiezza, frequenza
e fase opportune permette di ottenere forme d'onda periodiche. Un esem-
pio semplice in tal senso & quello mostrato in fig.V.6.8 dove sono rap-
presentate le seguenti funzioni periodiche:
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f (t) = — sin7te
1 T

(V.6.10) fz(t)=i<sin77t + lsin377t>
77 3

1 77
3 \Slll Tt sin 3 77T + Sin

4 1 1 1
f (t)‘=—<sin‘nt + — sin37t + — sinS7t+ — sin7m>
s w 3 5 7
£,(0) 4
f2(t)l
4/ m+--
1 4£€\-£-
0 t 0 it
1 2 1 2
) P e e, M
st e e e e =
fa(t) f4(t)‘
l‘r\/\/’r I 4 -
0 -t 0 -t
1 2 1 2
5 A B T

Fig.V.6.8 - Funzioni periodiche risultanti dalla combinazione lineare di funzio-
ni sinusoidali.
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Si vede chiaramente che, all'aumentare delle funzioni sinusoida-
li componenti, la forma d'onda risultante tende ad avvicinarsi a quella
quadra di fig.V.6.7. Ci$ permette di intuire la possibilita di sviluppare
in tutti i casi d'interesse una qualsiasi eccitazione periodicainuna som-
ma di funzioni sinusoidali. In termini analitici esatti, cid viene fatto con
lo sviluppo in serie di Fourier, in base al quale una funzione periodica
¢ sviluppabile nella serie di funzioni sinusoidali del tipo:

(V.6.11) f(t) =a +a cos(wt)+a,cos(Qw t)+... +

+b, sin(w )+ b,sin(2Qw O+-..

F o) @
ao«+~k2=l [akcos(k wot)+bksin (k wot)] =a + > dkcos(kw0t+d>k)

k=1
in cui:
£ szf() paddes Boere|  HEsintoH
) . = — - — t) * t t - —_— . .
¢ T a, T i cos(kw, : - . (t ‘sm( wot) t:
d = qaf # b2 ; ®, =-artag (b, /a,) ; k=1,2,...
1 ity
iy = —f f(t) de (v.6.12)
TJ,

La componente di pulsazione w; prende il nome di «componente
fondamentale» e quella di pulsazione kw, di «armonica di ordine ks.

o
E importante tenere presente che lo sviluppo in serie di Fourier esiste per una

funzione periodica solo se essa soddisfa le condizioni di Dirichlet, cioé:

1) in ogni periodo il numero dei massimi e dei minimi deve essere finito e le ampiezze

relative devono essere finite;
2) il numero di discontinuita in un periodo deve essere finito;

3) deve essere:

T
(V.6.13) f | ée)] de < 0
0

Per le dimostrazioni e per le proprieta dello sviluppo in serie di Fourier, per le

semplificazioni che si possono ottenere in conseguenza di proprieta particolari della

G.MARTINELLI-M.SALERNO: Fondamenti di Elettrotecnica 58
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f(t) (funzioni pari, dispari, ... ecc.), si rimanda ai testi specifici di analisi. Per quan-
to riguarda 1'uso del calcolatore per effettuare tale sviluppo, si veda ad esempio il
§X.S di L.P. Huelsman, « Basic circuit theory with digital computations», Prentice-
-Hall, 1972.

Esempio V.6.5.

Determinare la tensione di uscita v (t) del rettificatore di fig.V.6.9a), nell'ipo-
tesi che sia accettabile la schematizzazione mostrata nella parte b) di tale figura (tale

schematizzazione consiste nel supporre il trasformatore ideale ed i dicodi ideali).

e(®)=Eg|sinw, ¢

vg(t) =VO sinwgt

a) b)

Fig.V.6.9- Schema di un rettificatore con filtro ad induttanza di blocco. I valori

dei componenti sono:
L=3, C=30, R=2, E(=10, =314, V,=nE,(H, uF, k2, v, rad/sec).

Per poter applicare il metodo di analisi in regime permanentein presenza di piu
eccitazioni sinusoidali, occorre sviluppare in serie di Fourier la funzione di eccitazio-

ne e(t). Si ha, considerando solo |sin @)t | , in base alle (V.6.12).

T T
g 1 2 2
A a, = — lsinwtldt=—-; b = — |sinwt|sinwtdt=
- 0 0 1 0 0
TJ, ™ T 0

Ll I 1 ™ 27
i) =—[f sinzxdx-f sin2xdx]=0
| ™
0 ™
2 PE i p
G = Isinwotlsinkwot dt =—f Isinxlsinkx'dx =
Tdo T do

1 ™ 27
—[f sinx sink xdx —f sinx sinkxdx:l =
™

0 T

~f

o
I
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1 m T 2m 21
= — f cos(k-1)xdx- cos(k+1)xdx- cos(k-1)xdx + cos(k+1)x dx} =0
2 o 0 e 5

Sono percio presenti solo le componenti in coseno, come del resto si puo de-
durre dalle proprieta generali, osservando che la funzione lsin w0t| é pari. Per quan-

to riguarda i coefficienti a,, siha:

2 T 1 m 27
S = lsin motlcoskwotdt= e sinxcosk x dx- sinxcoskxdx | =
T 0 " 0 ™

0 per k dispari

»
1

per k pari
™

2 [cos(k-l)x cos(k +1)x ]‘="

= 2(k-1) 2(k+1) x=0

s
E facile constatare che sono diversi da zero solo gli ay che corrispondono a

valori pari di k. Per questi risulta:

2< 1 1 > 4 1
a = — S —Cop—
b \2h+1 2h-1 m 4h2-1

In particolare si ha:

4 4 4
a, =- — a, =- — a, =-
2 ER & 15 o 6 357
L 11L N
20 LF L
- ®
Fig.V:dé.'IO - Circixlito cor- 40 +
rispondente a quello di fi- 2=
gies V6.9, 1 weloel ded @ 30529
componenti L, C, R edi c= RDY
@, sono quelli riportaci 40 4 -T
in’fig.V.6.9. d TY bl -
+
QD 40 ¢
s 357 Cos6e@gt

Limitandoci a considerare le componenti armoniche di ordine 2, 4, 6 il circui-
to risultante & quello di fig.V.6.10. E interessante osservare che nel caso presente si
ha anche un'eccitazione continua, il cui effetto in regime permanente & deducibile in
modo assai semplice, notando che in continua i C9ndensat0ri equivalgono a circuiti a=-

perti e gli induttori a corto-circuiti. Percio la determinazione della componente conti-
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460 Regime permanente per grandezze elettriche di tipo non sinusoidale V.6

nua di Vo viene fatta mediante il circuito di fig.V.6.11 a), ottenuto disattivando tutti
i generatori fuorché quello in continua ed eliminando il condensatore e 1'induttore nel

modo detto. Si vede da tale circuito che:

oo 2
m
j 1884
+] 20 y + 40 _L "
®- R w0 @ - -j 53,08 2000 S Vo'
T ™3
a) b)

c) d)

Fig.V.6.11 - Circuiti corrispondenti alle varie pulsazioni del circuito di fi-
gura V.6.10. I valori dei componenti sono in {/, V

Il contributo degli altri generatori viene ottenuto facilmente mediante gli sche-

mi di fig.V.6.11. Precisamente si ha:

40 -j1,062 10° 20 4
v - — = = =—0,0193 /%027
. 37 3,662 10° +1,000 10 ”
* 40 -} 26,54 2000 20 )
vi4) - ) . 5’; = D46 1074 i0,013
u 157 7,483 10%+1,000 10 i
. 4
40 -j 3,538 10 20 .
v(6) —_ ) - - T 1,79 1074 £i0,0089
s 357 j1,127 10° +1,000 10 ™

In conclusione, la tensione all'uscita del rettificatore vale:
20 -4
vu(t) = — [1 + 0,0193 cos (628t + 0,027) + 9,46 10" ° cos (1256t + 0,013) +
m

+1,79 10"4 cos (1884 ¢ + 0,0089)]
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V.6 Regime permanente per grandezze elettriche di tiponon sinusoidale 461

e si vede chiaramente come il circuito analizzato trasformi la tensione alternata di in-

gresso in una ad andamento quasi costante nel tempo di valore 20/ 7.

V.6.3 - Sviluppo in componenti sinusoidali di una eccitazione non perio-
dica. Analisi nel dominio della frequenza.

[l regime permanente puo interessare anche quando le eccitazio-
ni_non sono periodiche;mel-qual caso non possiamo usufruire delle tec-
niche recedenti volte all' utilizzazione ripetuta del metodo dei fasori.

E tuttavia ancora posstB‘T» Ergggc_igre in_questo modo estremamente sem-
plice, utlllzzanao una trasformazione (trasformazlone di Fourier)che per-
mette, sotto opportune ipotesi, di _sviluppare una funzione di eccitazione
aperiodica in una somma di infinite componenti sinusoidali a frequenza

variabile con continuita da zero ad infinito..

La sviluppabilita di funzioni aperiodiche in termini sinusoidali pud essere com-
presa intuitivamente, derivandola dallo sviluppo in serie di Fourier. A questo scopo os-
serviamo che tale sviluppo puo essere messo in un'altra forma, equivalente alla(V.6.11),

utilizzando la forma esponenziale delle funzioni trigonometriche. Precisamente si ha:

s . Ul = .3
]kwot+ -ikegt jkwg jkawgt

: @
e - e =g jkewpt
(V.6.14) f(t)=a0+z [a +b ]:2 e & 0
- k k F k
k=1 2 2 .
in cui:
a, - jb. 1 PT 1 pT kg
& =——— =T f(c) [coskwot - jsinkwot] de = — f(o) e de
2 T T
0 -
(V.6.15) k=123,..o
! 1 pT
= —f f(t) de
Li 0
Le formule precedenu possono essere anche scritte nel modo seguente, tenendo
conto che: 1) @,
i T ' 27 \
1 e jkat . :
(V.6.16) fr) =— 3 w F(k wo)e’ ®; F@ =f f(r) e 1€t dt
27 k=-o .

Si vede chiaramente da queste formule che se la funzione periodica che si sta

considerando ha un periodo T molto grande, e quindi una pulsazione fondamentale @
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! W

-
)
T J-

molto piccola, I'espressione della f(t) tende a divenire un integrale effetruato rispetto

alla variabile g cioe:

1 +0
(V.6.17) f(c) = —f F(o) & “" dw

m
-

in quanto i valori di F(w) da considerare nella sommatoria tendono ad avvicinarsi. D'al-
tra parte, al crescere del periodo T, la funzione periodica che si sta considerando si
avvicina come comportamento sempre piu ad una aperiodica. Il discorso qualitativo sin
qui fatto pud essere reso quantitativo ed esatto; per cid si rimanda ai testi di analisi
matematicall), pj seguito riportiamo solo i risultati, che vengeno usualmente utilizzati

nelle applicazioni sotto il nome di trasformazione di Fourier.

Trasformata di Fourier - ¢ Data una funzione del tempo f(t), che abbia sol-
tanto un numero finito di massimi, minimi e discontinuitd e che soddisfi
la relazione:

+@
(v.6.18) f lf(#)] dt < @ S0 £ ' (’\

-

essa si puo esprimere nella forma:
1 +@
(V.6.19) ft) = —f Flw) e dw
27 J_q
in cui l'integrale & di tipo improprio ed F(w) é data da:
s +@ -
(V.6.20) Flw) =f f(t) e i®" dt

La funzione F(w) prende il nome di trasformata di Fourier della
funzione f(t)».

La trasformata di Fourier di una funzione éuna funzione comples-

sa, caratterizzata percid da un modulo e da un argomento, quindi da due
funzioni reali della variabile wy A tali funzioni si da il nome rispettiva-
mente di <spettro di ampiezzas € espettro di fases. La conoscenza dei
due suddetti spettri & sufficiente a determinare la corrispondente funzio-

ne del tempo. -

(1) - Si veda ad esempio A.Ghizzetti, L.Marchetti, A.Ossicini, « Lezioni di complemen-
ti di matematica», Ed. Veschi (Roma), 1972, par.IV.10.

£557 i pl B |
7 §.% { 7

V,?’ L
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V.6 Regime permanente per grandezze elettriche di tipo non sinusoidale 463

E importante tenere presente che lo sviluppo in funzioni di tipo
sinusoidale di una funzione aperiodica che avviene tramitela trasforma-
zione di Fourier, implica la presenza di infinite componerm sinusoidali

‘a spe_t_;gq continuo. Cio significa che I'analisi del circuito in questo ca-
so si pug effettuare mediante il metodo dei fasori, lasciando perd varia-
z' bile la pulsazwne w, Le grandezze elettriche vanno quindi determinate
Itramxte un operazmne “di antitrasformazione del tipo (V.6.19) e la loro F(w)
"si determina a partire dalle trasformate di Fourierdelle eccitazioni e dal-
le funzioni di rete relative./In altre parole si procede in modo del tutto
simile a quello che si fa nel caso del metodo di analisi basato sulla tra-
sformata di Laplace, specializzando il metodo al caso s=jw, Quanto det-
to richiede, per avere validita dal punto di vista analitico,chele funzxo-

ni ‘soddisfino opportune condizioni. Koo e

Il legame tra la trasformazione di Fourier e quella di Laplace puo essere posto
in termini esatti nel modo seguente: « se una funzione f(t)\vu (t) euna funzione del tem-
_po nulla per t<0, che ammette la trasformata di LaplaceT(s) allora Ise eszsteila sua
trasformata di Fourier, essa deve coincidere necessariamente con F(j &

te, se la funzxone Vgt u_l(t) ammette la trasfonnata di Fourier G(;w) allora la "sua

Analogamen-
trasformara di Lapla?e esxste ed e ug,uale a G(s).

Per effetto dell'esistenza del legame precedente é possibile effettuare 1'anali-
si in regime perménente nel caso piu generale di eccitazioni aperiodiche, esattamente
c:r;l;nel caso di Laplace, salvo la sostituzione della variabile s con la variabile je.
Vale qumdx il seguente procedlmento di analisi, che viene detto emetodo di analisi nel

‘dominio della frequenzas.

;Mefo'doAdi analisi nel dominio della frequenza.

(Valido nel caso che le eccitazioni siano trasformabili secondo Fourier).

1) Effettuare le trasformazioni secondo Fourier delle grandezze impres-
se. Utilizzare dove possibile la corrispondenza di tab.V.6.1;

2) Analizzare con il metodo dei fasori il circuito, considerando pera la
D N
|pulsazione come un parametro;

3) La generica grandezza elettrica viene ad essere individuata tramite
i suoi spettri di ampiezza e fase| L'andamento nel tempo pué essere ri-
cavato con l'operazione di antitrasformazione secondo Fourier. Utilizza-
re dove possibile la corrispondenza di tab.V,6.1.
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464 Regime permanente per grandezze elettriche di tipo non sinusoidale V.6

Tabella V.6.1 - Trasformate di Fourier.

f(t) F(jw)
uq (1) 1
1
u_y (t) . ‘rruo(w) + —
Jw £
2
le| -
w2
1
e-at U_l(t) :
at)w
1
re®t u_l(t) @
(atjw)
. n “o
sin@gt -u_l(t) ;—]- [uo(w—w0)+uo(w+wo)] +w2_7
0
sinwjt jrr[uo(w+wo)—uo(w-w0)]
“o

-at -
e “sinw,t *u_,(t)
0 *1 (a*l-ja))2 + wg

Esempio V.6.6

Un filtro passa-basso ideale & definito tramite la risposta in frequenza di fi-
gura V.6.12, cioe: 1) ha una risposta in ampiezza costante ed uguale ad uno nell'inter-
vallo -w0+ @gs dove wgy & la sua pulsazione dr;;glip e costante ed uguale a zero per
le altre pulsazioni; 2) ha una risposta in fase decrescente linearmente con la pul sazio-

ne e zero per w = 0.
Fare vedere che tale risposta provoca |'assurdo fisico che un’eccitazione ap-

plicata all'istante t = 0, ha un effetto antecedente all'applicazione.
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IH(jw)| arg (H(j @)

1

- wo [2) ’\

Fig.V.6.12 - Risposta in frequenza di un filtro passa basso ideale.

Consideriamo come eccitazione il gradino unitario, che ha la rasformatadi Fou-
rier (tab.V.6.1) uguale a:
| 1
\7u (@) +—

e

Determiniamo quindi la risposta, moltiplicando la funzione; H()w)‘per lo spettro

dell'eccitazione, cioe:

1 .t
UG @) =[wu0(w) + —] |Gy [0

J@

in cui ,’,&).,f‘? la pendenza della curva arg(H(jw)).
Calcolando I'andamento della risposta nel tempo mediante la (V.6.19), si ha:

*ay joo( t-to)

1 [0 jeltty) 1 e
u(t) = — uo(w) e dw + dw =
-,

27 ~ap w

I 1 @y ejw(l-lo) _ e'jw(l-lo) 1 1 wO sinw(t- t0)
= —+ — dw = — + — —dw =
2 mdy 2jw 2 "do w

1 1
= —+ — S¢ [wo(t- to)]
2 T

in cui la funzione Si[...] & la funzione seno integrale(l). L'andamento della risposta

e mostrato in fig.V.6.13 e chiaramente & assurdo, in guanto é diverso da zero per t <0,

(1) - La funzione seno integrale & considerata in dettaglio in A. Angot, «Compléments

de mathématiques», Ed. de la Revue d'Optique, 1957, cap.VIL.2.

G.MARTINELLI-M.SALERNO: Fondamenti di Elettrotecnica 59
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466 Regime permanente per grandezze elettriche di tipo non sinusoidale V.6

Fig.V .6.13 - _Andamento.della risposta del filtro. passa-basso ideale ad. un'ec-
citazione a gradmo.

V.6.4 - Risposta in frequenza di un circuito.

Il metodo di analisi in frequenza di un circuito fornisce -la pos-
sibilita di individuare il suo éomporcamento utilizzando il metodo dei fa-
sori. Cia & vantaggioso soprattutto dal punto di vista pratico. Infatti co-
me conseguenza della sua applicazione, vediamo che possiamo caratte-
rizzare il legame nsposta eccitazione mediante la-relativa funzione. di

rete definita per. s=jw, Percia, al posto di_una funzione di variabile
complessa s

in conseguenza del metodo precedente possxamo mettere
reali di variabile reale coincidenti rlspettlvamente con il
modulo el argomento della funzione di rete calcolati per s=jw, Tali fun-
zioni reali prendono il nome rispettivamente di «risposta in ampiezza»
e «risposta in fase» di un circuito (globalmente vengono chiamate le ri-
sposte in frequenza del circuito). Vedremo pid in dettaglio tali nozioni
nel § VI.7.2, poiché quando interessa una sola eccitazione ed una sola
risposta stiamo gia specializzando il circuito al caso 2-porte, conside-
rato specificatamente nel cap.VIL.

L'importanzé della caratterizzazione di un circuito tramite la
sua risposta in frequenza sta nel fatto che tale risposta é facilmente ris
levabile sperimentalmente tramite strumentﬁpportum, a differenza sia

della r risposta nel tempo sia della risposta nel dominio di Laplace;

V.7 - Analisi automatica in regime permanente sinusoidale.

Quando occorre analizzare in regime permanente un circuito mol-
to complesso oppure quando interessa l'analisi per molti valori di fre-
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v.7 Analisi automatica in regime permanente sinusoidale 467

quenza, é necessario ricorrere all'uso del calcolatore. Utilizzando il me-
todo dei fasori, il circuito assegnato risulta trasformato in un circuito
simile ad uno senza memoria, eccitato in continua, con l'unica differen-
za che i valori dei componenti e le eccitazioni sono numeri complessi;
per questo motivo i programmi per l'analisi in regime permanente si ot-
tengono con poche modifiche a partire da quelli in continua.

Nel presente paragrafo verra descritto un programma di tale tipo,
ottenuto come estensione del programma NODI descritto nel $11.7; il
programma qui descritto ba lo scopo di analizzare in regime permanente
un circuito elettrico per molti valori della frequenza in modo da ottene-
re, per punti, l'andamento della risposta in amplezza introdotta  nel
§V.6.4

Nell" appendlce V.B verra fornita la traduznone in FORTRAN del
programma qui presentato, mentre alcuni esempi di applicazione verran-
no sviluppati nell'appendice V.C.2.

Lo schema a grandi linee del programma di calcolo & mostrato in
fig.V.7.1; nel seguito verranno descritti in dettaglio i singoli blocchi.

Blocco di ingresso dati.|

Ingresso dati

L'ingresso dei dati riguar-
da diverse quantita, alcune relati- !
ve alla rete (componenti e topolo- F =Fl
gia del circuito), altre relative al
campo di frequenza che interessa

e alle grandezze di cui interessa Caleolo delleim-
la stampa. pedenze

Per il primo gruppo di dati T
si rimanda al §1.11; il secondo — =

. . Analisi con il
gruppo riguarda le seguenti quan- mecodo dei nodi
tita:

1

Stampa dei ri-
F=F+DF sultati

1) dati relativi alle frequenze; so-
no previste tre grandezze (gia uti-
lizzate nel diagramma di fig.V.7.1):
F1, F2, DF, di cui le prime due
indicano il campo di frequenze di
interesse (da F] a F2, con F1< no

< F2), mentre l'ultima indica il . si
passo DF. Pertanto l'analisi verra STOP
effettuata pertutte le seguenti fre-

quenze: Fig.V.7.1 - Schema a blocchi del
programma considerato.
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468 Analisi automatica in regime permanente sinusoidale V.7

F1, F1 + DF, F1 + 2 DF, ..., F1+N DF
finoa F2.:

2) dati relativi alle grandezze di uscita; tali dati sono(!):

NU numero delle grandezze di uscita considerate;

]U(l-), JU(2), ... JU(NU): numeri d'ordine dei nodi per i quali si
desidera la stampa del modulo della
tensione in uscita.

Blocco relativo al calcolo delle impedenze.

Questo blocco ha lo scopo di trasformare il circuito assegnato
nel circuito trasformato nel dominio dei fasori,sostituendo a ciascuncom-
ponente la relativa impedenza. Il circuito trasformato & ottenuto in forma
tale da poter essere direttamente analizzato per mezzo del programma
NODI descritto nel §11.7; cié & ottenuto per mezzo dello schema a bloc-
chi di fig.V.7.2.

Per il significato delle quantita NR, R, NI, N2; NL, ZL, NLI,
NL2; NQ, ZQ, NQI, NQ2, relative alla rete assegnata, si rimanda al
SL.11.

Lo scopo dello schema di fig.V.7.2 & quello di determinare un
numero N7 di impedenze pari alla somma del numero NR dei resistori,
NL degli induttori e NQ dei condensatori; la k-esima impedenza viene
caratterizzata tramite le seguenti quantita:

1) ZZ(K) valore dell;impedenza come numero complesso;
2) NZ1(K), NZ2(K) nodi a cui é connessa l'impedenza.

In fig.V.7.3 & mostrata la convenzione adottata per le impeden-
ze; si puo notare che essa & identica a quella adottata per i resistori, a
meno dei cambiamenti di denominazione delle quantita.

Lo schema a blocchi di fig.V.7.2 viene percorso per ogni valore
di frequenza‘?); inoltre in esso sono previste delle verifiche necessarie

quando nel circuito non fossero presenti alcuni tipi di componenti (as-
senza di resistori oppure di induttori oppure di condensatori).

(1) - Tali grandezze sono le stesse gia introdotte e utilizzate nel §III.6,in relazione al
programma di analisi con il metodo alle differenze finite.

(2) - Si puo notare che alcune operazioni effettuate nello schema a blocchi di fig.V.7.2
non dipendono dalla frequenza; tali operazioni potrebbero pertanto essere eseguite fuori
dal ciclo delle frequenze, previsto in fig.V.7.1.
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OM=2*7w"F

ZZK)=R(K)+j0
NZI (K) = N1 (K)
NZ2 (K) =N2 (K) K=K+1

no

K 2 NR

()

s1

K1 =K + NR
ZZ (K1) =0 + jOM x ZL (K)
NZ1 (K1) = NL1 (K)

NZ2 (K1) = NL2 (K) K=k+1 |
X > NL -
si
= @
si
K=1
K1 =K + NR + NL
1
ZZART =1 5 o
OM % ZQ (K)
NZ1 (K1) = NQ1(K)
NZ2 (K1) = NQ2 (K) K=K+1
si
Fig.V.7.2 - Schema a blocchi relativo
NZ = NR + NL + NQ %1.7calll.colo delle impedenze di figura
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ZZ(K)
Fig.V.7.3 - Impedenza k-esi- (———
magu:ilizzata. P NZ1(K) 1 ¥ NZ2(k)

Blocco relativo all'analisi con il metodo dei nodi.

L'analisi del circuito trasformato nel dominio dei fasori non pre-
senta alcuna difficolta; essa pud essere infatti effettuata per mezzo di
sottoprogrammi del tutto simili a quelli gia esaminati perl'analisiin con-
tinua nel §II.7. Tuttavia & necessario predisporre alcune modifiche che
tengano conto .delle operazioni con i numeri complessi. Cié vale per il
sottoprogramma che permette di ottenere dalla rete il sistema risolvente
e per il sottoprogramma che risolve il sistema stesso.

Alcuni dettagli delle modifiche necessarie sono riportati nella
appendice V.B.

Blocco relativo alla stampa dei risultati.

Poiche il programma descritto ha lo scopo di effettuare i calcoli
per ottenere la risposta in ampiezza del circuito dato, occorrera preve-
dere delle stampe che forniscano le grandezze d'interesse per ogni sin-
golo valore di frequenza considerato.

Le stampe previste sono descritte in modo dettagliato nell'ap-
pedice V.B.

Osservazione V.7.1

L'analisi in regime permanente da luogo sovente a calcoli mediante valori nu-
merici variabili entro limiti molto vasti che interessano parecchi ordini di grandezza;
cid da spesso luogo ad inconvenienti nell'esecuzione del programma, acausa delle im-
plicazioni numeriche associate al numero limitato di cifre. Per limitare tali inconve-
nienti & sempre opportuno analizzare circuiti i quali siano statipreventivamente norma-
lizzati; le modalita con cui & opportuno effettuare la normalizzazione sono descritte nel
§v.s.

. Y.8 <« Normalizzazione in livello ed in frequenza.

[ valori che assumono i parametri che caratterizzanoi componen-
ti disponibili commercialmente sono variabili entro limiti molto vasti,
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che dipendono dal campo di frequenze in cui é destinato a funzionare il
circuito in cui essi sono inseriti. Di conseguenza i valori delle resisten-
ze, capacita, induttanze e della frequenza possonoassumere valori mol-
to grandi o molto piccoli. Cid & estremamente dannoso per la precisione
dei calcoli da svolgere nell'applicazione dei metodi di analisi. Infatti,
quando si eseguono i calcoli le quantitad con cui si ha a che fare vengo-
no rappresentate con un numero limitato di cifre, entro campi di variazio-
ne ben definiti: Per sfruttare appieno tali campi di variazione occorre
che i valori delle suddette quanuta siano centrati rlspetto ad essi, cioé
abbiano valori il pil possibile vicini all'unita: Una situazione ancora pitl
pericolosa per le implicazioni numeriche associate & quella che si ha
quando si utilizza la rappresentazione in virgola fissa; in questo caso
la centratura preliminare delle quantita usate & essenziale per una loro
corretta rappresentazione, Si veda a questo scopo quanto detto nel
SI.A.1, relativamente a questo problema nella soluzione di un sistema
di equazioni lineari, del tipo di quelh che si debbono risolvere nei pro-
blemi di analisi.

Per riportare i valori dei parametri entro i campi voluti, occorre
ricorrere ai cambiamenti di scala della frequenza e del hvello delle im-
pedenze.

V.8.1 - Cambiamento di scala della frequenza.

Il cambiamento di scala delle frequenze consiste nell'alterare i
valori delle frequenze in ragione di una quantita pres;abjljta,f‘;. Contem-
poraneamente, si altera anche la scala delle pulsazioni e della variabi-
le di Laplace s in ragione della medesima quantitd f. Le grandezze
risultanti vengono indicate come «normalizzate in frequen si ha la
seguente corr1spondenza con le quantita effettive’.

- - \/ \
(v.8.1) FN) = I TSI Lo S(N)zfi

f ’ ‘fo 0

».

& i

Le (V.8.1) sono usabili nei due sensi, cio& esse vengono impiegate sia
per effettuare la normalizzazione sia per ricavare, alla fine dei calcoli,
i valori effettivi (denormalizzazione). E importante tenere presente 1'ef-
fetto che ha la normalizzazione di frequenza sul valore dei parametri pid
comuni e sulle funzioni di rete. Vale la seguente corrispondenza in cui
con l'apice N siindica il valore normalizzato e senza apice il valore
effetuvo o
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capacita: CN) = C fO

induttanza: L(N) =L fo

(V.8.2) elementi senza memoria (reststenza rappor-
to di trasformazione, resistenza di gu-azm-
ne, parametri di controllo dei generatori con-

trollati): inalterati -

Funzione di rete;F(s): i FN) (s = F(s™ fo)

Osservazione V.8.1.

Quando si usa la normalizzazione di frequenza fo, il circuito assegnato viene
normalizzato in modo che al valore di frequenza effettivo f—f corrisponda il valore
normalizzato fN) =1 e quindi al valore effettivo di pulsaznone ®= W)= 27rf il va-
lore normalizzato @N) = 27. A volte interessa invece che al valore effettivo w =w,
corrisponda il valore normalizzato ™) = 1 In questi casi occorre effettuare una nor-
malizzazione in ragione della quantita Wy = 2 77f0 e allora si parla di pulsazioni nor-
malizzate. Ovviamente tutte le formule fornite nel presente paragrafo rimangono in tal

caso valide, purché si sostituisca ovunque il valore @

0 al posto di f

0-

V.8.2 - Cambiamento di scala delle impedenze.

Il cambiamento di scala del livello delle impedenze consiste nel-
I'alterare i valori delle impedenze di una quantita prestabilita R ; con-
temporaneamente si alterano della quantita inversa 1/R ; le ammettenze.
[ valori risultanti vengono indicati come «normalizzati in livello». Vale
la seguente corrispondenza, indicando sempre con l'apice N i valori nor-

malizzati e senza apice i valori effettivi.

resistenza: RN = R/R '

capacita: C(N) = C R o

AWL/R

rapporto di trasformazwne inalterato

induttanza:

(v.8.3)
transimpedenza r: rN) = r/RO
transammettenza g: N R,
8 8 g Ry

(segue)
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V.8 Normalizzazione in livello ed in frequenza 473

resistenza di girazione R: ~R®M) = R/R,

parametri di controllo del generatore
di tensione controllato in tensione e
del generatore di corrente controlla-

to in corrente : inalterati
(V.8.3) impedenza di ingresso o.di trasferi-
I mento Z(s): ZW)(s)=Z(s)/R,

ammettenza di ingresso o di trasfe-

rimento Y(s): Y N)(s) = Y(s) R,

funzioni di trasferimento in tensione
o in corrente: inalterati

Le due normalizzazioni in frqu_e_za e livellgﬁsggg_}_{t_iliz'zate con-
temporaneamente nelle appllcazmnl nei due sensi. Infatti & opportuno,
per gli inconvenienti numerici detti in precedenza, effettuare preventiva-
mente la normalizzazione prlma di risolvereil problema d'interesse. Quin-
di 1 risultati ottenuti vanno riportati ai valori effettivi conla denormaliz-
zazione. Nella tab.V.8.1 sono riassunte le relazioni tra le quantita nor-
malizzate ed effettive nel caso che siano presenti ambedue le normaliz-

zazionl.

Tabella V.8.1 - Legame tra valori normalizzati ed effettivi nel caso di
normalizzazione contemporanea difrequenza (pulsazione)
e livello.

Quantita normalizzata

. . (DO = fO: normalizzazione in frequenza
Quantita effettiva . i . .
Q)O =w,:normalizzazione in pulsazione

Resistenza R RN = R/RO
Capacita C c™ - CROq)O
Induttanza L L(N) = L(DO/RO

Rapporto di trasforma-

zione (trasformatore) inalterato
Transimpedenza r (N = /R
Transammettenza g g('N) =g RO
tIl{eesli‘stenza di girazio- R(N) - R/RO
(segue)
60
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Quantita normalizzata
Quantita effettiva q)o=f0: normalizzazione in frequenza
® = w :normalizzazione in pulsazione
0~ “ p
Parametri di controllo dei
generatori di tensione con-
trollati in tensione e di inalterati
corrente controllati in cor-
rente
Impedenza di ingresso o
di trasferimento Z(s) zMsMh =z (sM g/,
Ammettenza di ingresso o
di trasferimento Y(s) VAR ELLES (St R T
Funzioni di trasferimento
in tensione o in corrente
F(S) F(N )(S(N)) = F(S(N)(bo)

Esempio V.8.1.

Mettere in evidenza le operazioni di normalizzazione e denormalizzazione se-

guite nell'analisi del circuito di fig.V.8.1, che rappresenta un filtro passa-basso tipo

),

O r @) TN O VT

o<

Fig.V.8.1 - Circuito considerato ‘r'lell'esempio V.8.17./(I valori dei componenti sono:
R=600, C,=27,50, C,=7,813, Cq=31,50, C,=46,85, Cs=24,42, Cg=31,88, Cy;=
=15,58, L,=9,899, L ,=4,244, Lg=5,232 (3., nF, mH).

Effettuiamo le normalizzazioni in pulsazione e livello, scegliendo:

@y = 66.130,5 rad/sec ; R = 6002

(1) - Lo schema del filtro & preso da R.Saal, ¢« Der Entwurf von FilternmitHilfe des Ka-
talogues normierter Tiefpasse», Ed. Telefunken, 1963.
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V.8 Normalizzazione in livello ed in frequenza 475

Applicando le corrispondenze di tab.V.8.1 con (I)0= @ si ha:

R=1
C,=1,091; C,=0,3102; C,=1,250; C,=1,859;
C5=0,9689 ; C,=1,265; C,=0,6181;
L,=1,091; L,=0,4678 ; Lg=0,5767

Effettuando 1'analisi in frequenza del circuito mediante il calcolatore con il pro-
gramma descritto nel § V.B, si ottiene per il modulo della funzione di trasferimento in

tensione V“/Vg 1'andamento di fig.V.8.2.

-1n —-‘ I ! I
g 1
R e P DM o s
| |
I | I
| [
| : |
=S | e
IR 18 |§
0,041 | e IR IR 1=
1o 1= M
0 =P -
' 1
o! f(Hz)
F

T T T T
10525 11288 12325 18092

Fig.V.8.2 - Risposta in frequenza del circuito di fig.V.8.1, dopo la normalizza-
zione e successiva denormalizzazione.

La risposta effettiva del circuito si ottiene denormalizzando la frequenza in fi-
gura V.8.2. Cio comporta semplicemente la modifica dell'asse .delle ascisse, come in-

dicato nell’asse riportato in basso nella stessa figura. L'asse delle ordinate rimane i-

nalterato, in guanto la funzione di trasferimento in tensione non subisce variazioni per

effetto della normalizzazione in liveilo.

Osservazione V.8.2.

L'operazione di normalizzazione pud essere intesa in senso piu ampio di quello
fatto, per raggiungere scopi particolari. Di seguito ripertiamo un esempio a tale riguar-
do, relativo alle normalizzazioni generalizzate di frequenza e di livello, usate per tra-

sformare un circuito costituito solo da resistori e condensatori in uno costituito da in-
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476 Normalizzazione in livello ed in frequenza V.8

dirttori e condensatori(l), La normalizzazione generalizzata in livello consiste nel so-

stituire al posto di R una funzione di una variabile p opportuna, cioé:

(V.8.4) Ry = &(p)
La normalizzazione generalizzata in frequenza consiste nel sostituire alla va-

riabile s la nuova variabile p tramite la relazione:

(v.8.5) s = f(p)

Per effetto delle due normalizzazioni contemporanee, il resistore di resistenza

R corrisponde ad un bipolo nella variabile p d'impedenza:
(V.8.6) 2™ ) = R/g()

ed il condensatore di capacita C ad un bipolo di impedenza:

1

(V.8.7) zM™ep) = ———
C1(p) &(p)

Volendo trasformare un circuito costituito da resistori € condensatori in uno co-
stituito da induttori e condensatori, si vede facilmente che é sufficiente scegliere:

(V.8.8) Tep) = 1/p; A fp) = p2

In tale modo il resistore corrisponde nella variabile p ad un induttore di indut-
tanza R ed il condensatore rimane inalterato. Supponendo di conoscere le proprieta dei
circuiti costituiti da induttori e condensatori & facile ricavare quelle dei circuiti costi-
tuiti da resistori e condensatori (circuiti RC); infatti la funzione di rete del circuito

RC e legata a quella del circuito LC nel seguente modo, effettuando la denormalizza-

zione:
impedenza di ingresso Z. (s) = 1_2 ()
o di trasferimento RC P Lc'P
p={%
ammettenza di ingresso _
(v.8.9) o di trasferimento YRC(S) - {P YLC(p)}p=(?

funzione di trasferimento .
in tensione o in corrente FRC(S) B FLC(p)}D=E

(1) - La trasformazione riportata come esempio & la base del metodo per la derivazione
delle proprieta dei circuiti costituiti da resistori e condensatori da quelle dei circuiti

(segue)
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V.9 Caratterizzazione nel dominio della frequenza di alcuni circuiti tipici 477

V.9 - Caratterizzazione nel dominio della frequenza di alcuni cir-
cuiti tipici.

La caratterizzazione nel dominio della frequenza dei circuiti &
di fondamentale importanza, in quanto, come messo in evidenza nel pa-
ragrafo precedente, & la piii facilmente rilevabile per via sperimentale.
Il caso pid importante dal punto di vista delle app‘liéazidni cioé quello
in cui interessi una sola eccitazione ed una solarisposta (caso della re-
te 2-porte), verra considerato in dettaglio nel $ VI.7.2.Nel caso presen-
te limiteremo la nostra attenzione ad una categona di circuiti elementa-
ri di grande tmportanza pratica: i circuiti risonanti. -La caratteristica di
questi circuiti & il fenomeno della «risonanza», “che consiste in un'inten-
sificazione notevole dell'effetto dell'eccitazione, quando tlcircuito con-
siderato si trova in una situazione particolare, detta di <risonanza». Il
fenomeno della risonanza & chlaramente visibile nel dominio della fre-

V.9.1a) e di circuito risonante serie (fig.V.9.1b).

R
s
C Lp Rp C, Fig.V.9.1 - Circuiti risonanti:
P a) parallelo; b) serie.
L,
a) b)

V.9.1 - Circuito risonante parallelo.

Consideriamo per primo il circuito risonante parallelo,eccitando-

“lo con un generatore di corrente sinusoidale di ampiezza unitaria e fre-

quenza variabile. Come risposta consideriamo la corrente 1, che scorre
‘nel resistore. Usando i fasori, si ha (fig.V.9.2):

costituiti solo da induttori e condensatori. Si veda ad esempio G.Martinelli, « Sintesi
delle reti elettriche», Ed. Siderea, 1970, Vol.I, $II.8.
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| T
Gp 1
(V.o. 1 =1; I = =
. ) @ w,
G+]wC+] T 1+]Q<—-—-—>
w
0
in cui: —
X ¢ I R ]
P
(V.9.2) Q=a,C R = A
0 p 'p L 0
wO Lp d chp
i
} o
Fig.¥.9.2 - Circuito risonante pa- 5 J_
rallelo con eccitazione mediante 1o~ Gosat @t Cp LP Rp
generatore di corrente. -[-

I rapporto tra risposta ed eccitazione ¢é di conseguenza:

i 1
(V.9.3) et
'E w wo 2
Lrgr (& -20)
(4)0 w
w wo
(V.9.4) arg(1,/1)) = —artag[Q(w—o -]

Gli andamenti di tali due funzioni, che definiscono la risposta in
frequenza del circuito risonante parallelo, sono riportati in fig.V.9.3. Il
fenomeno della risonanza risulta chiaramente visibile nell'andamento del
modulo, in quanto al variare di wy I effetto,_garlta di causa, varia no-

questa raglone alla pulsazione wo, defmua nella (V.9.2),s1 da 11 nome

di «Pulsauone di risonanzas ed alla cornspondente frequenza «freu-
za di risonanza». L'entita della risonanza, cioé della rapidita di varia-
zione dell'effetto al variare della pulsazmne dipende dal coefficiente Q,
a cui si da di conseguenza il nome di « coefficiente di risonanzas. In
pz-rt—lcolare il coefficiente Q fornisce una misura diretta della forma del-
la «campana» che rappresenta I'andamento del modulo dellarisposta. In-
fatti, se calcoliamo i valori di pulsazione per i quali il modulo al qua-
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drato della risposta & ridotto a meta del valore !’ che ha in corrisponden-
za alla risonanza, si trova

(V.9.5) L L2 PR N | PR S

1+Q2 <f‘i ﬂ)

(1.)0 @

[ 4 2k

/ /". |
0,8 ’

0,6

Modulo

0,4

[
A/
AR

w/ w

y—
N

~w/w0

04Q=1/2

Argomento

\-.

- 604
-90

1
w
o
1
( =

0 1

Fig.V.9.3 - Andamento del modulo e dell'argomento della risposta in fre-
quenza del circuito risonante.

(1) - Utilizzando le unita logaritmiche, tale riduzione corrisponde a 3 dB, poiché la mi-
sura in decibel (dB) e definita da:

-20 logm lrisposta = decibel

Le pulsazioni che si considerano, definiscono di conseguenza la banda entro cui 'at-
tenuazione & inferiore a2 3 dB.
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480 Caratterizzazione nel dominio della frequenza di alcuni circuiti tipici V.9

I valori che interessano in pratica per il coefficiente Q sono mol-
to maggiori di uno, per cui:

w"'1+1 > 1
W, ©2Q Q

(V.9.6)

a cui corrisponde:

1 1
(V.9.7) ﬂ=%<1-36> ff#0<1+56>

Di conseguenza il coefficiente Q & uguale a:
(V.9.8) Qs

che corrisponde alla seguente definizione:

Definizione V.9.1 - « Il coefficiente di risonanza di un circuitorisonante
€ il rapporto tra la frequenza di risonanza e la larghezza della banda di
frequenza per cui la risposta in ampiezza é ridotta per non piv di 1/ V2
di quella a risonanza (3 dB). Tale definizione vale solo se il coeffi-
ciente Q e sufficientemente maggiore di uno»s.

La definizione V.9.1 fornisce un procedimento operativo per mi-
surare sperimentalmente il coefficiente di risonanza Q.

V.9.2 - Circuito risonante serie.

Consideriamo il circuito risonante serie, eccitandolo mediante
un generatore di tensione sinusoidale di ampiezza costante e pulsazio-
ne variabile, come indicato in fig.V.9.4. Come risposta consideriamo la

tensione v_ ai capi del resistore R_. Usando i fasori, si ha:

R » 1

s

(V.9.9) ¥ =1 ; Vg= =
4 . 1 . @ W,
R +jwL +—— 1+jQ(— -2

E] k] ]CL)C

s wO «

Dalla (V.9.9) si vede chiaramente che il comportamento del cir-
cuito risonante serie, eccitato con un generatore di tensione e conside-
rando come risposta la tensione sul resistore, coincide con quello del
circuito risonante parallelo, eccitato con un generatore di corrente e con-
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Fig.V.9.4 - Circuito riso- +
nante serie eccitato con v _=coswt R
un generatore ditensione. g

siderando come risposta la corrente nel resistore. Di conseguenza si pos-

sono estendere al caso serie tutto quello che & stato detto per il caso
parallelo.

,‘/Y' . . . . . . .
V.9:3"- Considerazioni fisiche ed energetiche sulla risonanza.

Il fenomeno della risonanza & caratterizzato dal puntodi vista fi-
sico dall'equilibrio tra l'azione del condensatore e quella dell'induttore.
Cid pud essere visto sia in termini energetici sia in termini di corrente
per il circuito risonante parallelo ed in termini di tensione per il circui-
to risonante serie.

"7 Consideriamo il circuito risonante parallelo. In questo caso i fa-
sori delle correnti che percorrono i tre elementi, rapportati al fasore del-
la corrente del generatore (fig.V.9.2) valgono:

- 1
R ) w w
(5 2)
(4)0 w
w
jwC, AP
(V.9.11) I = =
G +jwC + —— 1+jQ(— -—2
P J P
@ 0
P
1 .
T -jQ 2
I = .. = =
L 1 B . w w
G +jwC +—— 1+jQ(— -2
p ] p
]wLp W, w

Si vede dalle formule (V.9.11) che negli elementireattivi, in cor-
rispondenza della risonanza:

1) le correnti nel condensatore e nell'induttore differiscono solo per il
segno;

G.MARTINELLI-M.SALERNO: Fondamenti di Elettrotecnica 61
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482 Caratterizzazione nel dominio della frequenza di alcuni circuiti tipici V.9

2) il modulo della corrente che scorre in ciascuno degli elementi reatti-
vié TQ {volte maggiore di quello della corrente che scorre nel resistore,
che c_g;gg_dg con la corrente erogata dal generatore.'

La pnma osservazione mette in evidenza l'azione di bilancia-
mento tra le azioni del “condensatore e dell” mduttore per effetto del qua-

sente nella valutazwne effettiva delle correnti che scorrono negh gle-
Nt

menti. Per valori elevati del Q la corrente negli elementi reattivi & di

ampiezza notevolmente maggiore di quella che il circuito risonante as-

sorbe esternamente dal generatore.\In particolare dalla osservazione 2)

scaturisce la seguente definizione del coefficiente Q nel caso del cir-

cuito rlsonante parallelo

) — . Definizione V.9.2 - «/l coefficiente di risonanza di un circuito risonan-

(’\,: de ’ te parallelo € definito come il rapporto tra |'ampiezza della corrente in

\ ~0 | uno qualsiasi dei due elementi reattivi (condensatore o induttore)e | ‘am-

& w-w,piezza della corrente erogata dal generatore quando la frequenza della
eccitazione & quella di risonanzan.

Un'ulteriore definizione del coefficiente di risonanza & basata
sull'aspetto energetico del bilanciamento delle azioni del condensato-
re e dell'induttore. A questo scopo calcoliamo l'energia media imma-
gazzinata in questi due elementi, in funzione della corrente del genera-

tore di corrente (fig.V.9.2). In base alle (V.5.43) e (V.5.49), si ha:

(V.9.12)

Ml
I
I
@)
<
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In corrispondenza della risonanza risulta:
(V913) o —_1__L 2 . o _LL QZ . =
- “L - 4 P Q ; “c — 4 p ’ w = &)0

Contemporaneamente la potenza attiva dissipata sul resistore va-
le Rp/ 2. Quindi tenendo conto di cid e della (V.9.13), si vede che:

<] c
(CpiSe) e
0
1

—R
2 P

(V.9.14) Q=

da cui scaturisce la seguente definizione alternativa di Q:

Definizione V.9.3 - «/| coefficiente di risonanza di un circuitorisonante
e il prodotto della pulsazione per il rapporto tra |'energia media imma-
gazzinata negli elementi reattivi e la potenza attiva assorbita dal resi-
store in corrispondenza alla risonanza».

Consideriamo ora il circuito risonante serie nella situazione di
eccitazione di fig.V.9.4. In questo caso i fasori delle tensioniapplicate
ai vari elementi valgono:

V. = 1
a =
1+jq<i_ﬂ>
w w
0
_t Qe
jwC w
(Vi915) Vg = I =
Rs+)a)Ls+1/1wCs 1+jQ w W,
o - )
0
R
ist JQK

(@3]

V'
L Rs+ijs+1/ijs 143 Q w W,
o2 22)

@y

Da queste formule derivano osservazioni analoghe a quelle che
abbiamo fatto nel caso del circuito risonante parallelo ed in particolare «
una definizione analoga alla V.9.2, cioé:
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Definizione V.9.4 - « |l coefficiente di risonanza di uncircuito risonante
serie e definito come il rapporto tra |'ampiezza dellatensione ai ca-
pi di uno qualsiasi degli elementi reattivi e |'ampiezza della tensione
impressa dal generatore, quando la frequenza dell'eccitazione & quella

di risonanza».

Una conseguenza interessante di questa definizione & che nel
caso di circuiti ad alto Q la tensione ai capi degli elementi reattivi &
molto piu elevata di quella del generatore. Si ha percié un aumento no-
tevole della tensione, a cui & opportuno fare attenzione. Nel caso del
circuito risonante serie l'energia media immagazzinata nei due elementi

reattivi vale:

e ———
2
2 [ %o
= 1 Q <7>
8sz-cs
; 5
1+Q2( £ .%o
W<
(V.9.16) ,
()
€ = tpfp pP=Lty 1 “q -
L~ s L 4 sw2L: w o 2
o (5 2)
CUO w
1
—C 02
— \4" SQ
w w 2
1+Q2<_-_°>
w w

Tenendo conto che la potenza attiva dissipata sul resistore vale
1/2R, e che a risonanza:

(V.9.17) Cet+€)prw = 23 Q2

si ottiene che,anche nel caso del c1rpu1to risonante serie, il coefficien-

te di risonanza~ pud essere ‘caratterizzato med1ante la deflmzlone V 9. 3

La cultura & un bene dell'umanita (fantomasping@libero.it)



V.9 Caratterizzazione nel dominio della frequenza di alcuni circuiti tipici 485

V9.4 - Legame tra coefficiente di risonanza ed i cAoej_f_ig.'Lg,n‘jj_,_.;diz,_,mg,gjj_o
dell'induttore e del condensatore.

La presenza di un resistore nei due tipi di circuiti risonanti &do-
vuta al fatto che !'induttore ed il condensatore reali sono affetti da per-
dite. Come messo in evidenza nel $1.6.7 tali perdite vengono schematiz-
zate mediante opportuni coefficienti di merito che dipendono usualmente,
oltre che dalla tecnologia con cui vengono realizzati gli elementi, anche
dalla frequenza. Chiamando con Q, econ Q_ 1 coefficienti di merito

dei due elementi reattivi per w = w, ed utilizzando il circuito equiva-

i A e Bl

=
g
—
il
—

A AT =]
|

1 Ga . 1 I

: Ls QL Il : 'S wOCch :

—T T ——vW——— |

e e e e e J L - 4

Fig.V.9.5 - Circuiti risonanti parallelo e serie realizzati con componenti
reattivi reali.

lente serie o parallelo di fig.1.6.9, si ha per i due tipi di circuiti riso-
nanti la situazione di fig.V.9.5. Si vede che il coefficiente di risonanza
nei due casi vale:

1 Ry 1 [%Ls L1 ] 1 1
caso serie: — = = _—
Q wOLs wOLs QL wOCch QL Qc
(V.9.18) .
1 1 Po>p 1 1
caso parallelo: —=w L — =w L =—+
Q PR, Pl Q, Queol, ] Q

che dimostra la seguente proprieta:
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Proprieta ¥.9.1 - «Il coefficiente di risonanza di un circuito risonante ¢
sempre inferiore al coefficiente di merito deglielementireattivi che com-
pongono il circuito risonante».

Ulteriori notizie e proprieta riguardanti i circuiti risonanti pos-
sono essere trovate in un qualsiasi testo di radiotecnica. Si veda ad e-
sempio: F.E. Terman, «Electronic and Radio Engineering» McGraw-Hill,
1955, Cap.IIL
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APPENDICI AL CAPITOLO V

APPENDICE V.A - Sistemi trifase tipici.)

Nel par.V.4.4 & stata considerata la soluzione di un sistema tri-
fase generico, nel quale non vi era alcuna relazione fra le tensioni e le
correnti di fase. Tuttavia, in molte apphcazmm risultano particolar-
mente importanti quei sistemi trifase nei quali il triangolo delle tensio-
ni e quello delle correnti, nel piano dei fasori, soddisfano a particolari
condizioni di simmetria. I,\I_el presente. paragrafo verranno presi in esame
tali sistemi e verranno descritte alcune loro proprieta caratteristiche.]

emi trlfase snmmefnc: ed equilibrati.},

Con riferimento alla fig.V.A.1, si considerino le tre tensioni stel-
late E,, E,, Ea. Se esse godono delle seguenti proprieta:

[0) I
® I3
® I

Fig.V.A.1 - Schema generale di un sistema trifase.
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488 Sistemi trifase simmetrici ed equilibrati V.A.1

Si-n 2L
(V.A.1) Ek=Ee’ T con k=1,23 O(CJ

ove E & un vettore generlco allora il sistema trifase viene detto sim-
metrico, di tipo dzretto Se invece della (V.A.1) &soddisfatta la seguen-
te proprieta: —

: 27
(V.A.2) E, =E e+l(k V5 , con k=123
e e
allora il sistema trifase viene detto simmetrico di tlpO inverso. Ripor—
tando le tre tensioni stellate sul piano dei fasori, si ottengono i dia-
grammi riportati nella fig.V.A.2, per il caso diretto a) e per il caso in-
verso b), avendo scelto arbitrariamente E = j.

Fig.V.A.2 - Diagramma delle tensioni stellate e concatenate per sistemi
trifase simmetrici; a) sistema trifase simmetrico diretto, b) sistema tri-
fase simmetrico inverso.

E evidente dalle fig.V.A.2 che anche le tre tensioni concatenate

V., Vi, Vi, godono di particolari condizioni di simmetria_ed in parti-

7c01are hanno tutte lo stesso modulo lV] & facile ricavare la relazione
fra il modulo V ed ‘il modulo E delle tensioni stellate\Tale relazione

¢ la seguente: P
(V.43 =15 E |

Se le tre impedenze di carico Z,, Z,, Z', sono uguali fra loro:
(V.A.4) i =E,=Z, =X

allora anche le tre correnti di fase 1,, 1,, 1, godono di particolari con-
dizioni di simmetria. Infatti, in questo caso, in base alla (V.4.6), si ri-
cava per la tensione E_frainodi 0 e 0' di fig.V.A.1:

(V.A.9) E =0

X
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V.A.1 Sistemi trifase simmeirici ed equilibrati 489

Pertanto le tre correnti di fase si possono ricavare con le relazioni se-
guenti:

(V.A.6) i, =E,/Z con k=123

Quindi le correnti di fase godono di proprietd del tutto analoghe alle
(V.A.1) per i sistemi diretti e (V.A.2) per i sistemi inversi.In questo ca-
_so il sistema trifase prende il nqmerdx « ethbrato ».

I1 dxagramma delle tensioni e delle correnti per un sistema trifa-
se simmetrico ed equilibrato & mostrato in fig.V.A.3, nel caso diretto.

@

Fig.V.A.3 - Diagramma delle
tensioni stellate e delle cor-
renti di fase per un sistema
trifase simmetrico ed equili-
brato. I

©)

Applicando le definizioni di potenza attiva e reattiva, date nel
3 V.S, si ottiene per un sistema trifase simmetrico ed equilibrato:

|

3 1 \ 3
(V.A.7)  potenza attiva = P _ =k§1 ERe(Ek If) ::2—

3

—— Vlcos &
2

E:lcos® =
L.

ove 1 & il modulo comune delle tre correnti di fase e @® & l'angolo di
sfasamento fra ciascuna tensione stellata e la relativa corrente di fase,
come mostrato in fig.V.A.3. La potenza P _ rappresenta la potenza at-
tiva trasferita globalmente dai tre generaton verso le tre 1mpedenze di
carico. Per la potenza reattiva si ha:

1
12

M w

(V.A.8) P, =

R Im[Eklf]=%E-Isin¢=—?Vlsin<b

k

Una notevole proprieta si ha nei riguardi della potenza istanta-
nea totale transitante dai generatori verso il carico. Utilizzando infatti
la (V.5.7) si ottiene:

G.MARTINELLI-M.SALERNO: Fondamenti di Elettrotecnica 62
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% 3 L. =7, % 1 e
— wt
p(t) . ( ) —kgl Re [*—2 Eklk:l+k§1 —Z—Re [Ek 'k ¢! J

Tenendo conto delle (V.A.1) e delle (V.A.G) si ottiene:

3 1 E2 3 i
p(t)y =—E-lcos® +— Re[— ei2ot's e—,(kl)3:l

k=1
Essendo:
(V.A.9) :ZI DT _ g
risulta:
(V.A.10) p(D) = %E lcos® = P,

e pertanto si ottiene la seguente proprieta(1):

ll""ropne'h: V.A.1 - 'Un sistema trifase simmetrico ed equilibrato trasferi-
sce dai _generatori verso il carico una potenza istantanea fofale costante

inel tempo ed ugua/e alla pofenza afflva fofale/

H SRS

Osservazione V.A.1.

La proprieta V.A.l1 mostra che, a differenza del caso generico in cui la poten-
za istantanea p(t) in regime permanente dipende dal tempo (si veda ad esempio la fi-
gura V.5.2 riferita al circuito di fig.V.5.1), nel caso di un circuito trifase simmetrico
ed equilibrato si ha l'indipendenza dal tempo della potenza istantanea totale; natural-
mente la propneta V.A.1 non vale nei riguardi delle singole potenze istantanee assor-
bite da ciascuno dei tre bipoli costituenti il carico.

In base alla proprieta suddetta é facile prevedere che il trasferimento di ener-
gia dai generatori verso il carico, nel caso dei sistemi trifase simmetrici ed ecuilibra-
ti debba avere dei vantaggi rispetto al caso generico, poiché in quest'ultimo caso la
potenza attiva € pari solo in media alla potenza istantanea e non istante per istante.
Tale risultato puo essere provato facilmente facendo riferimento ai due circuiti mostra-
ti nelle figg.V.A.4a e b.

Il circuito di fig.V.A.4a mostra un carico trifase alimentato da unalinea carat-

terizzata da tre resistori di resistenza R; il circuito di fig.V.A.4b mostra invece un

(1) - Si vede facilmente che la proprieta V.A.1 vale anche per i sistemi trifase di tipo
inverso.
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V.A.1 Sistemi trifase simmetrici ed equilibrati 491

singolo bipolo alimentato da una linea caratterizzata da due resistori di resistenza R.

Quest'ulti mo circuito verra denominato per contrapposizione ¢circuito monofases.

Fig.V.A.4 - Confronto fra un circuito trifase simmetrico ed equilibrato (a) ed
un circuito monofase (b).

Considerando come «utile» la potenza dissipata sul carico e come «perdutas la

potenza dissipata sui resistori di linea, nel caso trifase si ottiene:

3
(V.A.11) potenza utile = — E* 1 cos® = Pu(l)
2

3
(V.A.12) potenza perduta = — II IZR = P‘(’”
2

mentre nel caso del circuito monofase si ottiene:

1
(V.A.13) potenza utile = — E* 1 cos® = Pu(Z)
2

(V.A.14) potenza perduta = |112 R = g

Effettuando il rapporto fra potenza utile e potenza perduta, si ottiene:

(V.A.lﬁ) p(l)/p(l) =2 p(2)/P(2)
u P u p

che mostra la convenienza del sistema trifase rispetto a quello monofase nei riguardi

della trasmissione dell'energia nel caso simmetrico ed equilibrato.
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V.A.2 - Sistemi trifase non simmetrici e non equilibrati.

Nelle applicazioni, il casodei sistemi trifase perfettamente sim-
metrici ed equilibrati & difficile da ottenere, in quanto uno squilibrio sul-
le tre impedenze di carico da luogo ad uno squilibrio fra le tre correnti
di linea e quindi una dissimmetria fra le tre tensioni sul carico a causa
delle impedenze interne dei generatori (pur ammettendo perfettamente
simmetrico il sistema delle tensioni a vuoto). Pertanto risulta molto im-
portante il casodei sistemitrifase che si discostano da quelli considera-
ti nel paragrafo precedente.

Tuttavia il caso simmetrico ed equilibrato conserva la sua impor-
tanza a causa della seguente proprietd, che permette di ricondurre ad es-
so anche il caso piu generale.

Proprieta V.A.2 - Ogni terna di grandezze (tensioni o correnti) costitui-
ta da tre vettori generici Al, A, Aa’ si puo sempre suddividere nella
somma di tre terne, nel modo seguente: 1

a) una terna trifase simmetrica diretta A, , A, A, 5

b) una terna trifase simmetrica inversa A, A, A ;

c) una terna monofase A , A , A .

La dimostrazione della proprieta V.A.2 si riduce alla risoluzione di un sistema
di tre equazioni in tre incognite. Infatti la proprieta stessa si pud esprimere analitica-

mente nel modo seguente:

|
>

At Adl + A, =

1
(V.A.16) A0+ Ad2 +Ai2 = A2 3
A0+ Ad3+A = A P

i3 3 ¢ it

j—

Ricordando le (V.A.1) e le (V.A.2), detto d=e ° | si ha:

P ey e 2 )
| Ay =Ryl (Mg =A@ | AMag= AT
(V.A.17) s o 2 2 |
Ail ?Al H AizzAia ; Ai3— Ai |
e tenendo conto che (a3 = f, siha a’l=a? 2 a?=a. S

\j &/ iy N o ) ~ 1 2 A% .
,: 5 Hd{ - p}di AR 1 e X LN
¥s @ Al C ol Il i/'\ o J/ 1\ A=l By

z !‘;} < d A d2 V42
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- 4 ’ ¢ =z —: ¢ 12,y
D) / N oK+ ) — o 4= =0l (/d 3“4l

-

1 1 1 A, A

(V.A.18) 1 a2 al = 5
2

1 a a ; A3

Essendo il determinante dei coefficienti diverso da zero, si _possono ricavare le
tre incognite A, Ay e A ,il che dimostra la propneta (V.A. 2)\

11 sistema (V.A. 18) permette anche di ¢ determmare la formula per il calcolo di
Ag, Ad ewAi; infatti ricordando che ]+ a+a? —0 si ottiene facxlment 4

1

Ay =— (A +A +A)

3
1

(V.A.19) Ad —(A +A a+A a)
3
i

Ai - (A +A o2 +A a)
3

Le formule (V.A.19) possono essere utilizzate facilmente anche pervia grafica,

osservando che @ & un operatore che ruota un vettore di un terzo di angolo giro in sen-

so anuorano& tale interpretazione graflca ¢ data in flg VA5 \

Fig.V.A.5- Costruzione grafica per ot-
tenere la suddivisione di una terna di
tre vettori secondo la proprieta V.A.2,
in base alle formule (V.A.19).
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La proprieta V.A.2 & notevolmente importante in molte applica-
zioni, quali ad esempio quelle riguardanti le macchine elettriche sia nel
caso che la si utilizzi per trattare una terna non simmetrica di tensioni
sia nel caso di una terna non equilibrata di correnti. Particolarmente u-
tili sono le conseguenze di tale proprieta sulla potenza complessa tran-
sitante globalmente in un sistema trifase.

Considerando infatti un sistema trifase generico,la potenza com-
plessa assorbita dal carico risulta:

I

3 *
> E |

3
(V.A.20) Po=3% P,==3 EI

c k=1 ck

{ N]r—

Supponendo che il sistema trifase sia non simmetrico e non equi-
librato, applicando la proprieta V.A.2 si ottiene:

* *
1 (E0+ Edk + Eik) (Idk+ lik)

M w

1
(V.A.21) P =—
= 2k

tenendo conto che il termine monofase della corrente & nullo in base alla
prima della (V.A.19), essendo hi‘ 1,=0.La (V.A.21) si puo semplificare
notevolmente, poiché:

3 3 3 3
> E=0 SE.=0; = 15=0; X 1,=0
i (7 ) b K ) ooy Loy ik
3 3
* *
kzzlEdklik—Q kz=l Eila=0 .
Quindi si ottiene:
(V.A.22) P=22 * *

&= Ea la +'2—kz___l Eor likj

—

Pertanto la potenza complessa totale & pari alla somma delle po-
tenze trasportate dai due sistemi trifase simmetrici _ed equilibrati, diret-
to e inverso, essendo nulli tutti i termini mutui nell'espressione (V.A.21).
Si ha pertanto la seguente proprieta:

Proprieta V.A.3 - «La potenza complessa trasportata da un sistema tri-
fase generico & pari alla somma delle potenze complesse trasportate sin-
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golarmente dai due sistemi trifase simmetrici ed equilibrati, diretto ed
inverso, ottenibili applicando la proprieta V.A.2 alla terna delle tensio-
ni e alla terna delle correnti».

Ovviamente la proprieta V.A.3 da luogo a due analoghe proprie-
ta riguardanti la potenza attiva e reattiva.

Esempio V.A.l.

Assegnato il sistema trifase simmetrico di fig.V.A.6,ricavare con il metodo gra-
fico la terna delle correnti di fase. Suddividere quindi tale terna secondo la proprieta

V.A.2 ed ottenere la potenza assorbita dal carico utilizzando la proprieta V.A.3.

Fig.V.A.6 - Sistema trifase simmetrico e non equilibrato considerato nell'esem-
pio V.A.1, E=200V, R=10().

Utilizzando la (V.4.6) si ottiene la tensione del nodo 0' rispetto al nodo 0, Ec.

Si ha:
G E,
E, —+ E,G+E,G -—
15, 2 3 2 E,
E = = RPN
x G 5 5
— + 26 —
2 2

. Utilizzando il metodo grafico e scegliendo arbitratiamente pari a 7/2 la fasedi
E], si ottiene il diagramma delle tensioni indicato in fig.V.A.7 a; il corrispondente dia-
gramma delle correnti é riportato in fig.V.A.7b.

Dalla fig.V.A.7b si ottengono i seguenti valori approssimati per le correnti:

L2, L= 12,5 =6 ; i

1 9 =-‘ 17,5 =i 6 (A)

3
Suddividendo la terna delle correnti in base alla proprieta V.A.2, secondola co-
struzione di fig.V.A.95, si ottiene il diagramma di fig.V.A.7 c; dal suddetto diagramma

si ottengono i seguenti valori approssimati di 3 Iy e 31;:
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3, i 48 ; 3,T-j12 (A

d

da cui si ottiene Iy ’;j 16 e |i ':-jéi.

Per quanto riguarda la potenza, si ottiene che la potenza reattiva & nulla, es-
sendo il carico resistivo ed inoltre risulta anche nulla la potenza trasportata dal siste-
ma trifase inverso delle correnti, essendo il sistema trifase delle tensioni simmetrico

e diretto. Pertanto, per la potenza attiva, si ha:

3
1 s * 3 >
P = — E, *1l = — E*I, = 4800 W
a 2 k=1 k dk 2 d
%
\ya
\
i.a
3 A |2
x| |h
N
El |2a2 ﬁ/ |3
0 Il ,ll 2
E, EYo\E: S | s
| P '3 \’\ l
f——i ——ei —_—
100 volt 10A 10A
a) b) c)

Fig.V.A.7 - Diagrammi utilizzati nell'esempio V.A.l.

a) diagramma delle tensioni;

b) diagramma delle correnti;

c) diagramma per ricavare i sistemi equilibrati diretto
e inverso delle correnti.

APPENDICE V.B - Programma FREQUENZA.

Nella presente appendice viene riportata la lista in FORTRAN
del programma FREQUENZA, che permette di analizzare in regime per-
manente un circuito elettrico con il metodo dei fasori. Tale programma &
la traduzione fedele dello schema a blocchi descritto nel § V.7 (figure
V.7.1 e V.7.2).
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Il programma FREQUENZA utilizza le subroutine NODI1 e GAUSS,
per la cui descrizione si rimanda all'appendice II.B del cap.ll; tuttavia
tali subroutine devono essere nel caso presente lievemente modificate,
allo scopo di permettere 1'esecuzione dei calcoli nel campo dei numeri
complessi. mentre in origine. per l'analisi in continua, era necessario
solo 1'analisi nel campo reale. Poiché tali modifiche riguardano poche
frasi, riportiamo di seguito solo le frasi da modificare rispetto alla lista
di istruzioni dell'appendice II.B.

Modifiche alla subroutine NODIT.

1) Dichiarare complesse le quantitd A, B, R.

2) Eliminare la frase dichiarativa «doppia precisione», che risulta in-
compatibile con l'analisi nel campo complesso.

Modifiche alla subroutine GAUSS.

1) Dichiarare complesse le quantita A, B, SUM, PIV.
2) Eliminare la frase dichiarativa «doppia precisione ».

' 3) Sostituire le frasi contenenti il calcolo del valore assoluto nel cam-
po reale (DABS), con altre contenenti il calcolo del modulo nel campo
complesso (CABS).

Di seguito verra descritto il modo con cui presentare i dati che
descrivono il circuito da analizzare e le stampe previste in uscita; se-
guira la lista delle istruzioni del programma.

Nell'appendice V.C.2 verranno riportati vari esempi di applica-
zione del programma FREQUENZA; in particolare, perogni esempio, ver-
ranno indicate le schede di ingresso dei dati e le stampe di uscita.

V.B.1 - Dati di ingresso.

Le schede che formano 1'ingresso di ogni problema che si vuole
risolvere con il programma FREQUENZA sono, in gran parte, le stesse
utilizzate per i dati di ingresso del programma TEMPO, riguardante 1'a-
nalisi con il metodo alle differenze finite e descritto nell' appendice
II1.B al cap.IIl. Facendo riferimento a tale appendice, ed in particolare
al § III.B.1 relativo ai dati di ingresso, di seguito verranno riportate so-
lo le differenze del caso presente rispetto a quello citato.

G.MARTINELLI-M.SALERNO: Fondamenti di Elettrotecnica 63
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Le schede indicate da a) fino ad h), riguardanti la struttura del
circuito e il valore dei componenti, sono identiche, salvo:

1) tueti 1 formati di ingresso relativi alle variabili reali sono modificati
in E10.3 (semplice precisione), invece di D10.3 (doppia precisione);

2) le schede c), relative agli induttori, e d), relative ai condensatori,
devono essere private dei dati relativi alle condizioni iniziali e pertan-
to 1l formato di ingresso diviene per ambedue: E10,3, 2I3

Le schede indicate con i) e 1), riguardanti le grandezze che in-
teressa ottenere come uscita, rimangono invariate e mantengono lo stes-
so significato previsto nel § IIL.B. 1.

La scheda m) & omessa e sostituita con la seguente:

m)- Una scheda dati nella quale & indicato nell'ordine:
- la frequenza iniziale;
- la frequenza finale;

- il passo di incremento delle frequenze.

Il formato di ingresso & il seguente: 3E10.3.

Osservazione V.B.1

Il programma FREQUENZA e stato elaborato_con finalita didattiche,allo sco-
po di ottenere la risposta in ampiezza di una rete per vari valoridella frequenza. Esso
ha pertanto dei limiti di utilizzabilita derivanti principalmente dalle seguenti osserva-
zioni: )

1) i calcoli sono eseguiti in semplice precisione; cio rende inadatto il programma per
analizzare circuiti con un numero di nodi superiore alla decinae che danno luogo a si-

stemi mal condizionati;

2) riguardo a tutti i generatori indipendenti, & previsto l'ingresso solo con quantitarea-
li; pertanto tali generatori devono avere tutti la stessa fase (questo peraltro e il caso

piu comune quando interessa la risposta in ampiezza);

3) i valori della frequenza sono in progressione aritmetica, mentre in molti casi é ri-

chiesta una diversa classe di valori.

> . . . . .. . . .
E evidente che, mentre alcuni dei limiti suddetti possono essere rimossi con

piccole madifiche al programma, altri necessitano modifiche piu sostanziali.
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Dati di uscita

V.B.2 - Dati di uscita.

499

Prima di presentare i dati relativi alla soluzione del problema
dell'analisi del circuito, vengono stampati, a scopo di controllo, i dati
di ingresso relativi al circuito stesso. Seguono le stampe riguardanti la
soluzione e sono rappresentate da tante righe di stampa quanti sono i
valori delle frequenze. Ciascuna riga contiene nell'ordine le seguenti

quantita:

- un numero d'ordine;

- il valore della frequenza;

- i valori delle ampiezze delle tensioni richieste dei vari nodi rispetto

al nodo di riferimento.

V.B.3 - Lista del programma.

1 (& PROGRAMMA
2 COMPLEX A
3 OIMENSION
L DIMENSION
5 DIMENSION
6 DIMENSION
T DIMENSION
8 DIMENSION
9 DIMENSION
10 DIMENSION
11 DIMENSION
12 =

13 C

14 G

15 £

i6 READ(S¢1)N
17 1 FORMATI(BI3
18 WRITE(6s2)
19 2 FORMAT (1HO
20 *6X+ "NUMERO
21 *6X s *NUMERO
22 *6X9» "NUMERO
23 *6X» *NUMERO
24 *6Xs 'NUMERO
25 #6X s 'NUMERO
26 *6X» ' NUMERO
27 IF(NR)1L101
28 12 READ(5¢3) (
29 3 FORMAT(ELO
30 WRITE(6eY4)
31 4 FORMAT (1X»
32 11 CONTINUE
33 IF(NL)23s2
34 24 READ(S5¢3)(
35 WRITE(6,22

FREQUENZA

8+22

A(60:60)¢B(60)

R{50)¢N1(50)»N2(50)

C(50) /NC1(50)¢#NC2(50)
T(10)eNT1(10)sNT2(10)
ZL(20)eNL1(20)sNL2(20)

20(20)¢NG1(20) #NG2(20)
CT(20)¢NCT1(20) s NCT2(20) s NCT3(20?»NCTU(20)
NNL1(20)sNN2(20) »NN3(20) +NNY(20})
2Z(100)eNZ1(100),NZ2(100)eJul10)2BU(LO}

DsNR#NLeNQ@sNC»NTeNCT¢NN

)

ND*NReNLsNQsNCoNTsNCTeNN

¢SXe *CIRCUITO ASSEGNATOINUMERO NUDI=",I3/
RESISTORI=*¢13/

INDUTTORI ='»13/

CONDENSATORI =',13/
GENERATORI DI CORRENTE=*»I3/
GENERATORI DI TENSIONE=*rI3/
GENERATORI DI CORRENTE CUNTR,
NULLORI=*,13//)

1712

RIL) eNLIL)sN2(L)sL=1+NR)
e30213)
(LeR(L)#NL(L)eN2(L)eL=1sNR)
"RESeNe*rI13,E12.3,214)

3.24
ZLIL) o NLI(L) PNL2(L) s=1vNL)
JOL»ZL L) oNLI(L) o NL2(L) P L=1oNL)

IN TENS.='»13/

(segue)
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36
37
38
39
40
41
42
43
4y
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57

59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
Ty
75
76
17
78
79
80
81
82
83
8y
85
86

es
89
90
91

93
9y
95
96
97
98
99
100
101
102

[aNa¥eNal

[aXal

Lista del programma V.B.3

22 FORMAT(1Xe'INDeNet+I3sE12.3,214)
23 CONTINUE
IF(NQ)254+25¢26
26 READ(5¢3)(ZQ(L)+NQI(L)sNG2(L) L=1¢NQ)
WRITE(6,27)(LeZQ(L) o NQL(L) e NG2(L)L=1,NQ)
27 FORMAT(1Xr*CONDeN.'+I3rEL12.3221I4)
25 CONTINUE
IF(NC)13,13,10
iy READ(5¢3) (C(L)+NCL(L)sNC2(L)sL=1¢NC)
WRITE(6,5) (LeC(L)eNCL(L)NC2(L)L=1¢NC)
5 FORMAT(1X?"'G+CORR N, ", I3¢,E12:30214)
13 CONTINUE
IF(NT)15¢15¢16
16 READ(5+3)(T(L)sNTL1(L),NT2(L)sL=1eNT)
WRITE(6e6) (LeT(L)oNTL(L) e NT2(L),L=1/NT)
6 FORMAT(1X»*GEN.TENSIONE: No'+I3¢EL123,214)
15 CONTINUE
IF(NCT)17¢17¢18
18 READ(Se7) (CT(L) o NCTL1(L)eNCT2(L)eNCT3(L)sNCT4 (L) L=1sNCT)
7 FORMAT(E10+3¢413)
WRITE(6+8) (LeCT(L)oNCTL(L)#NCT2(L)oNCTI(L)?NCTU(L)»L=1»NCT)
8 FORMAT (1X ¢ *GENsCONTRTENS.N: "o I3¢:E12,30413)
17 CONTINUE
IF(NN)20,20°19
19 READ(529) (NNL1(L)sNN2(L)eNN3(L)NNG(L)sL=1sNN)
9 FORMAT(413)
WRITE(6210) (LeNNL(L)NN2(L)sNN3(L) NNG(L),L=1,NN)
20 CONTINUE
10 FORMAT(1Xe *"NULLORE N:®»I3¢2Xe4I3)
N=ND-1
NAZN+NT
NB=NA+NN

INGRESSO DATI RELATIVI ALLA RISPOSTA
READ(5¢301)NU

301 FORMAT(10I3)
READ(5¢301) (JUL)+L=1¢NU)
READ(59302)F1¢F2¢DF

302 FORMAT(3E10.3)
WRITE(6+305)F1+F2,DF

305 FORMAT(1HO0#5Xs "RISPOSTA IN FREQUENZA'/
$6Xe 'FoINIZIALE ='+EBe3¢ %9 F.FINALE =*9EB.3¢'» PASSO ="¢EB.3)
WRITE(6+307)ND» (JUIL) sL=1sNU)

307 FORMAT(1HD¢5Xs "MODULO TENSIONI RISP. AL NODO',I4/
*6X+» QHFREQUENZE» 1Xe *NODI: ¢ 10(12/,8X)) ‘

CALCOLO DELLE IMPEDENZE
RESISTORI
IF(NR) 320,320 321

321 DO0322K=1+NR
AlzR(K)
ZZ(K)=CMPLX(AL100s)
NZ1(K)=N1(K)

322 NZ2(K)=N2(K)

320 CONTINUE

INDUTTORI E CONDENSATORI
P12=4.#AC0S(0.)
NFR=1
F=F1
NZ=NR+NL +NQ
330 CONTINUE
OMzpPI2=*F
IF(NL)340,340,341
341 DO3u2K=1,NL

(segue)
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103 K1zK+NR

104 Al=OMeZL (K)

105 ZZ(K1)=CMPLX(0.rAL)

106 NZ1(K1)=NL1(K)

107 342 NZ2(K1)=NL2(K)

108 340 CONTINUE

109 IF(NQ)350¢3500351

110 351 DO352K=1+NG

111 K1=K¢NR+NL

112 AL=OM#2Q(K)

113 Alz-]1./A1

114 ZZ(K1)=CHMPLX(0:0AL)

115 NZL1(K1)=NGL(K)

116 352 NZ2(K1)=N@2(K)

117 350 CONTINUE

118 (o

119 C ANAL ST

120 CALL NODIC(A+BeN+NA+NB?NDoZZoNZ1*NZ2sNZsCT*NCTLoNCT2¢,NCT3»
121 * NCTYoNCT,ToNT1oNT2sNT2CoNC1eNC2°NCoNNL»NN2»
122 . NN3 ¢ NNU o NN)

123 C

124 [« STAMPA DEI RISULTATI A FREQUENZA F
125 DO380L=1+NU

126 J=Ju L)

127 AL=CABSI(B(J))

128 380 8U(L)=A1

129 WRITE(6+,381INFR/F» (BU(L)2L=1sNU)
l;g 381 FORMAT(1XeI3+E10.3+1X¢10E10,3)

1 (5

132 C VERIFICA FINE CICLO

133 IF(F=F2)3621 362364

134 362 F=F+DF

135 NFR=NFR+1

136 IF (NFR=200)330+330+ 364

137 364 CONTINUE

138 C

139 SToP

140 END

APPENDICE V.C - Esempi di analisi in regime permanente.

Riportiamo di seguito alcuni esempi di applicazione dei metodi
di analisi proposti nel presente capitolo.

Un primo gruppo di esempi riguarda ['applicazione contempora-
nea, nello stesso esercizio, sia dei metodi considerati in questo capito-
lo, sia di quelli sviluppati nel cap.Ill. Tale situazione si presenta usual-
mente quando viene variato lo stato elettrico di un circuito eccitato da

un tempo molto distante da quello in cui interviene la variazione. In que-

sti casi occorre determinare la situazione elettrica al momento della va-
riazione con i metodi di analisi in regime permanente €, successivamen-
te, applicare i metodi sviluppati nel cap.III.

Un secondo gruppo di esempi riguarda la determinazione della
risposta in ampiezza utilizzando il programma di calcolo descritto nel
§ V.7, per quanto riguarda lo schema a blocchi, e nel § V.B, per quanto
riguarda la lista in FORTRAN.
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502 Primo gruppo di esempi: permanente-transitorio vV.C.1

V.C.1 - Primo gruppo di esempi: permanente-transitorio.

Esempio V.C.1.

Nel circuito di fig.V.C.1, I"interruttore si apre all'istante t=0. Nell'ipotesi che
il generatore di tensione indipendente sinusoidale agisca da un tempo sufficientemen-
te lontano rispetto a t=0, in modo da poter supporre il circuito a regime nel momento
dell'apertura dell'interruttore, determinare quanto vale |'energia immagazzinatanel con-

densatore di capacita Cl all'istante t =1 sec.

-
1l
o
%
w

Fig.V.C.1 - Circuito considerato nell'esempio V.C.1. I valori dei componenti,
espressi in (), F, V, sono:

m
R, =2 Ry=1,C =05,V =2 sm<2t+ -3-)
Ry=2; R,=3, C,5C,=1

Il circuito da analizzare pud essere considerato con buona approssimazione in
regime permanente sinusoidale all'istante t=0, prima dell'apertura dell'interruttore.
Occorre percio analizzarlo con il metodo dei fasori. Tenendo conto che la pulsazione

e w =2 e che il fasore della tensione del generatore indipendente &
-
E = 2¢ei7/6
si ottiene il circuito trasformato nel dominio dei fasori mostrato in fig.V.C.2.

Analizzando tale circuito con il metodo dei nodi, prendendo come nodo di cife-

rimento il nodo 6, otteniamo le seguenti equazioni:

nodo 1: (1?2j)E-E5-2i52 =Ig
1

nodo 2: — =2 E,-ZiE=|x
3 2

nodo 3: : i -
2)E_; Sl ll 1,
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1 1
do 4: — +— +]j =
nodo (2 9 ;) E4 |1

nodo 5: E_-E =-1

A causa della presenza del trasformatore ideale otteniamo le seguenti equazioni

aggiuntive:
E, = Eg s h =1

|

E 2
5 |® 1

E 4111) &

® 4 L1 |E; —= E, 2 o
1 ot

1 1 1
el 1 I E

®

Fig.V.C.2 - Circuito trasformato nel dominio dei fasori a partire da quello di
fig.V.C.1; accanto ai condensatori ed ai resistori € indicata la relativa am-
mettenza.

Per la presenza del generatore controllato otteniamo ancora:

Nel nostro caso non occorre analizzare completamenteil circuito, ma e sufficien-
te calcolare la tensione E, ai capi del condensatore Cl' Utilizzando le equazioni del

trasformatore, insieme a quelle dei nodi 4 e 5, si ottiene:

1+ E, = 1, E,-E=-1

da cui si ha:

E4 (2+j)) = E

e quindi:

(2t arig

E 2 "(— a'g—) :

s — g 27 20,8944 ¢i0:9872
2+]j ﬁ
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504 Primo gruppo di esempi: permanente-transitorio V.C.1

Quindi'la tensione ai capi del condensatore o8 all'istante t=0 vale:

v(0) = 0,8944 cos (2t - 0,9872) It_0 = 0,4928

Dopo 1'apertura dell'interruttore la tensione ai capi del condensatore decresce
in quanto questo si scarica sul resistore Rl. Per determinare ['andamento nel tempo

della tensione, utilizziamo i risultati dell'esempio III.1.3, per cui,inbase alla(II1.1.12),
si ha:

'l/Rl Cl t
vc(t) = v(0) e = 0,4928 e~ (volt)

Poiché l'energia immagazzinata nel condensatore vale:

1
—c, v = " (0,4928)% &2t (Joule)

all'istante t=1 sec, si ha un'energia di 8,217 1073 Joule.

Esempio V.C.2.

Nel circuito di fig.V.C.3, le eccitazioni sinusoidali agisconoda untempo molto
distante da quello di apertura dell'interruttore, considerato come t=0. Determinare, se
esiste, quel valore @ della fase di uno dei due generatori di corrente, per cui e nulla

la tensione ai capi del condensatore all'istante t=0.

‘g1 T€-)

Fig.V.C.3 - Circuito considerato nell'esempio V.C.2. I valori dei componenti,
espressi in A, (), F, sono:

i (t) = cos(t+Q);
g2
=2; r=3; C=1.

igl(t) =2cos3t ;
R1=R2=1; R3=R4

In base all'ipotesi di applicazione dell'eccitazione da tempo molto lontano ri-
spetto a t=0, possiamo analizzare il circuito per t <0 con il metodo dei fasori. Per
determinare la tensione ai capi del condensatore, applichiamo il principio di sovrappo-

sizione degli effetti, essendo i generatori di pulsazione diversa.
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Nel caso in cui & presente solo il generatore di pulsazione 3, il circuito divie-
ne, nel dominio dei fasori, quello di fig.V.C.4. Applicando il metodo delle maglie, se-

condo le indicazioni di fig.V.C.4, si ha:

1
3+ —Jl, -1, +3i=0
< i3>2 !

Dalla seconda equazione del sistema si ha:
< : )
J+~—=-3 )1, +21L =0
i3 2 1

=-6j1 =-j12

e quindi:
l2

La tensione ai capi del condensatore vale percio:

vy =__l_..| =4
c j3 2

Fig.V.C.4 - Circuito risultante da
quello di fig.V.C.3 quando: 1) vie-
ne disattivatoil generatore di pul-
sazione w =1; 2) viene conside-
rato nel dominio dei fasori per
w = 3.

e quindi, nel dominio del tempo:

vf:l)(t) = 4 cos3t

G.MARTINELLI-M.SALERNO: Fondamenti di Elettrotecnica
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Nel caso in cui agisca 1'altro generatore, il circuito diviene, nel relativo domi-

nio dei fasori (w = 1), quello mostrato in fig.V.C.5. Scrivendo le equazioni alle maglie

si ha:
3I1— 2|3+3i=0
(3‘i)|2—2l3-3l—0
4|3-2I1 - 21, =Vg

a cul occorre aggiungere le equazioni: )
|3 = ej(p; i= l:2

Dalla seconda equazione del sistema si ha:
G-i-3ly-26? =0

e quindi si ha:

®

=9z of
|2 2j e

Fig.V.C.5 - Circuito risultante da quel-
lo di fig.V.C.3, quando: 1) viene disat-
tivato il generatore di pulsazione w= 3;
2) viene considerato nel dominio dei fa-
sori per w=1.

La tensione ai capi del condensatore vale pertanto:

VéZ) = i 2j ejq) = 2ej([)
)

e quindi, nel dominio del tempo:

v(cz)(t) =2 cos (t+@)

L'andamento nel tempo della tensione v, & percio:

v () = v(c”(t) + v(c2)(t) = 4 cos 3t + 2 cos (t+ )
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e, per t=0, vale:
vc(O) =4+2 cos®

Dalla espressione precedente si vede che non esiste alcun valore di @ per cui

v (0) é nulla.
-4

¥.C.2 - Secondo gruppo di esempi: determinazione della risposta
di ampiezza,

Nel presente paragrafo riportiamo alcuni esempi di determinazio-
ne della risposta di ampiezza, utilizzando il programma di calcolo de-
scritto nel $ V.7; per chiarimenti riguardanti i formati con cui debbono
essere presentati i dati di ingresso, si rimanda all'appendice V.B, ove &
descritta la lista in FORTRAN del programma stesso.

Esempio V.C.3.

Si consideri il filtro passa-basso indicato in fig.V.C.6. Vogliamo determinare lo

andamento dello risposta in ampiezza per vari valori della frequenza, sia in banda pas-
FILTRO

@ R )] L ©) D
MWA—1— T —— T
1 1

sante, sia in banda opaca.

' +
Rv (9

wd ) X
T =T T

®

Fig.V.C.6 - Schema del filtro passa-basso normalizzato considerato nell'esem-
pio V.C.3. I valori dei componenti sono:
R=1,C, =0,1878, C, =0,3070, L =0,1942,

vg(t) =cos(27fo), (1), F, H, V).

Il filtro considerato € lo stesso preso in esame nel § [I[.D.1, riguardante 1'ana-
lisi nel dominio del tempo; qui & necessario ricordare che si trattadi un filtro normaliz-
zato in frequenza, per cui la frequenza di transizione fra la banda passante e ia banda
opaca é pari al valore normalizzato unitario. Pertanto saranecessario scegliere un cam-
po di frequenze in cui siano presenti sia valori inferiori all'unica (banda passance), sia
valori superiori ad essa (banda opaca) . Un campo di questo tipo si pud ottenere sce-
gliendo:

&

= 2 .\) '\:'VAi: TOR; & J\ 1(3 )‘7{/;‘ o "".; [

)< |10 Flowh .
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1) frequenza iniziale =0,05 (F1)
2) frequenza finale =5 (F2)
3) passo in frequenza = 9,05 (DF)

Qui di seguito sono riportate le schede di ingresso riguardanti il circuito in e-
same, tenendo presente che la tensione di eccitazione é stata scelta di ampiezza uni-
taria e che, in uscita, & stata richiesta la stampa dei moduli della tensione di ingres-

so (nodo 1) e della tensione di uscita (nodo 4).

1,23 456,7,8,9,101112131415]16,17,18,19.20 21 22 23,24,25,26 27,28,29,30,

S 2 2 3 0 1 0 ]
1 1 1 1 1 1 7 O (S} 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 1
1 lll'AOIOIOIEIOLol L 111 I 121 | T OO NSNS, S N N (N I VS (RN OV WO W |
1 11|'|0|0|01E|0101 1 144 1 lsl (NSNNGT [HET THN s VI, GOSN [N T, (RN TN WU NN SO TS
1 11|'|9x4|21E1_|11 1 12| 1 131 T (N O N TN |, TN, (A S, O S S S
1 lll.J9l4lzlEl—lll 1 |31 1 141 1 1 1 1 ] 1 1 1 1 1 iy 1 L 1
1 nll'|847481EL_111 3 121 L 1‘1 IR (NS SRV LR (O Y, BN | S SO MUY BN/ S S
L 131'1017101 E;-‘lj L 131 1 151 7 RO RN (RN, VDR |NEGI (U, TN, SN0 OO SOOI (N 1
1 114'4817181!21-111 1 141 L 151 TS TN CON TS, W (N U (N I SN S SR M |
1.0 00 EO0O 1 S
TR D WIS RS Sk el i Sl Uil (ST T Wl TS SR il NS GRS AN GIN) (S W (N S WA TS W WS S S |
2
7T TR YOS | JENY N (SN NN, (S [N OO S SO | N SR (R SO | SO, [N Y S (SO SRS S NSNS I
1 4
{ DR A WY, DU (s OO NS, (IO (NI, NS WHNG, DUNUE SN SN NN SN (U, (N R [N WS NN, SN WU S SO S R Y |
1 10 . 1s 10 10 lE = 1 L 10 i |S 0 |0 |E +.t, ,9-500E-=1

Successivamente sono riportati i dati di uscita del calcolatore. Si pud vedere
che, mentre il modulo della tensione del nodo 1 risulta pari all’ unita(rispetto alla ten-
sione del nodo di riferimento), sul nodo 4 si ottiene una tensione che conserva in mo-
dulo valori molto prossimi a 0,5 fino alla frequenza normalizzata unitaria (banda pas-

sante), mentre tende a zero per valori di frequenza maggiori di uno (banda opaca).

CLRCUITO ASSEGNATO:NUMERO NODI= 5

NUMERO RESISTORI= 2

NUMERQ INDUTTORI = 2

NUMERO CONDENSATORI = 3

NUMERO GEMERATORI OI CORRENTE= 0

NUMERO GEMERATORI D01 TENSIONE= L

NUMERO GENERATORI DI CORRENTE CONTR, IN TENS.= 0
NUMERO NULLORI= 0

(segue)
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RESeNe 1 +100¢01 1 2

RESeNs 2 2100401 4 5

INDeNe 1 +194+00 2 3

INDeN. 2 «194+00 F. 4

COND.Ne 1 «188+00 2 5

CONDeNe 2 2307400 3 5

CONDsN» 3 «188+00 4 5
GENeTENSIONE: Ne 1 «100+01 1 5

RISPOSTA IN FREQUENZA
E<INIZIALE = +500-01, F.FINALE = ,500401» PASSO = ,500=01

MODULO TENSIONI RISP. AL NODO 5

FREQUENZE NODI: 1) 4

1 +500-01 .100401  .499+00

2 +100+00 <100+401  .498+00

3 +150400 <100+01  .495+00

4 +200+00 £100401  +494+00 \

5 .250400  .100401  ,492+00 ! V

6  +300+00 L100+01 2490400 .

7 350400 <100401  .490+00

8 400400 £100+01  .491+00

9 +450+00 <100+401 4492400 _ -

10 -500+00 <100401  .495+00

11 +550+00 <100+01  +497+00

12 +600+00 <100401  .499+00

13 +650400 .100401  +500400 UqQO

14 +700+00 <100401  .499+00 /!

15 +750+00 <100+401  <497+00

16 +800+00 <100+401 2494400

17 +850+00 <100+401  .491+00

18 +900+U0 <100+01  .490+00

19 +950+00 2100401 .492+00
20 +100+01 <100401  L497+00
21 +105+01 2100401 +500+00
22 +110401 <100+01  .491+00
23 «115+01 <100+01  .454+00

24 120401 ©100+01  .385+00
25  «125+01 £100+01  .302+00

26 +130+01 2100401 .229+00

27 +135+01 <100+401  .172+00
28 +140+01 2100401 .130+00 ,
29  «145+01 <100+01  .100+00

30 «150+01 .100+01  .783-01 I |

31 .155+01 <100+01  .620-01 | s A
32 +160+401 .100+401  .498-01 : ] A SAK ¢
33 .165+01 2100401 +405-01 | :
34 +170401 .100+01  .332-01

35  «175+01 «100401  .275-01 ) : 41(j5\%
36 +180+01 2100+01  .230-01 A VielL T IR
37 +185+01 ©100+01  .194-01 J

38 190401 «100+01  <164-01

39 «195+01 ©100+01  .140-01

40 +200+01 2100401  .120-01
41 +205401 <100+01  .104=-01

42 210401 «100401  .902-02

43 215401 2100401  .786-02

4o +220+01 .100401  .688-02

45 225401 £100+401  +604=02
46  «230401 «100+01  .533-02
47 +235+01 2100401  .472-02
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Esempio V.C.4.

Si consideri il circuito mostrato in fig.V.C.7; tale circuito & relativo ad un pre-
amplificatore per segnali in banda audio, aggiustabile su due curve di equalizzazione

),

per mezzo di un commutatore

5,6nF 12k()
B (Y T T

InF
50.F 5002 -2
C
l—o—M—4- &gw———o,\ .
_'|4,7HF A A o f

ingresso \

0
uscita

Fig.V.C.7 - Circuito considerato nell'esempio V.C.4. |

Si vuole ottenere la risposta in ampiezza del circuito nel campo di frequenze
da 40 fino a 3000Hz, nei due casi in cui il commutatore si trovi nella posizione A e
nella posizione B. Schematizzando 1'amplificatore operazionale con un nullore, si ot-
tengono nei due casi suddetti i circuiti indicati nelle figg.V.C.8a e b.

Di seguito si riporta nell'ordine:

a) le schede di ingresso nel caso A e le uscite relative;

b) le schede di ingresso nel caso B e le uscite relative.

(1) - Il circuito & stato preso dal testo J.G. Graeme, « Applications of operational am-
plifiers; third generation techniquess», Mc Graw-Hill, 1975, pag.215; si rimanda a tale
testo per la descrizione delle caratteristiche applicative del circuito.
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3
—A—
®
o) 5 @ -
1
Vg([) Vu([)

WL} ®

a)

Fig.V.C.8 - Schema elettrico del circuito di fig.V.C.7, nel caso in cui l'inter-
ruttore € nella posizione A (fig. a) e nella posizione B (fig. b). I valori dei
componenti sono deducibili da fig.V.C.7, mentre 1'amplificatore operazionale
e stato schematizzato con un nullore.

- Schede di ingresso nel caso 4,

1,23 4,56 7,8 9 1011 121314151617,1819 202122 23 24 25 26,27 28 29 30,31

1 i

LJJJlJlllll3lllljlll
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- Uscita del calcolatore nel caso A.

CIRCUITO ASSEGNATO:NUMERO NODI= &

NUMERO RESISTORI= &

NUMERO INDUTTORI = 0

NUMERO CONDENSATORI = 3

NUMERO GENERATORI DI CORRENTE= 0

NUMERO GENERATORI DI TENSIONE= L

NUMERO GENERATORI DI CORRENTE CONTR. IN TENS.= 0
NUMERO NULLORI= 1

RESeNes 1 «+470+05 S ]
RESeNe 2 +500+03 3 2
RESeNe 3 +500+06 2 5
RESeNe & 680405 5 4
CONDeNe L +100-08 2 S
COND.Ne 2 -470=08 2 L]
CONDoNe 3 +500-04 3 6
GENeTENSIONE: N. 1 +100+01 1 6

NULLORE N: 1 1L 2 5 6

RISPOSTA IN FREQUENZA
FeINIZIALE = .400+02, F.FINALE = .300#0%» PASSO = .100%*03

MOQULO TENSIONI RISP. AL NODO 6
FREQUENZE NODI: 1 -]
«400+02 «100+01 «781+03
«140+03 «100+01 «356+03
«240+03 «100+01 «231+03
«340+03 «100+01 2179+03
+440+03 «100+01 «153+03
«540+03 «100+01 +137+03
«640+03 «100+01 +127+03
+740+03 «100+01 «121+03
«840+03 «100+01 «116+03
10 °940+03 «100+01 »112+03
11 «104+04% +100+01 +108+03
12 «114+04 «100+401 «106+03
13 124404 «100+01 «103+03
14 «134+04 «100401 2101+03
15 o144 +04 «100+01 «991 %02
16 *154+04 »100+01 «972%02
17 «164+04% «100+01 «954%02
18 e1744+04 «100+01 «937+02
19 «184+04 «100+01 «920%02
20 °194+04 +100+01 «904%02
21 «204+04 «100+01 «889+02
22 «214 404 «100+01 «§73¢02
23 +224+04 «100+01L «858+02
24 °234+04 «100+01 «843+02
25 244404 «100+01 .829+02
26 «254+04% «100+01 «815%02
27 *264+04 +100+01 «801%02
28 274404 «100+01 «787+02
29 *284+04% «100+01 «T74%02
30 +294+04 «100+01 «76§402
31 +304+0% +100+01 748402

VO NOUF G-
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- Schede di ingresso nel caso B.

1 23 456 7
(4.5 6 l8 I9 110111,12.13114.15.16,17.’8.19.20.21.22.23.24125126127.2812913013‘
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v d
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- Uscita del calcolatore nel caso B.

CIRCUITO ASSEGNATO:NUMERO NODI= 6
NUMERO RESISTORI= &

NUMERO INOUTTORI = 0

NUMERO CONDENSATORI = 2

NUMERO GENERATORI DI CORRENTE= 0
NUMERO GENERATORI DI TENSIONE= 1
NUMERD GENERATORI 0OI CORRENTE CONTR.
NUMERO NULLORI=z 1

RESeNe 1 470405 1 6

RESeN. 2 +500+03 3 2

RESeNs 3 +500¢06 2 S

RESsN. & .120+05 5 4

CONDeNe 1 +560-08 2 4

CONDeN. 2 +500-04 3 6
GEN<TENSIONE: N 1 4100401 1 6

NULLORE N: 1 ¥ 2 5§ &

RISPOSTA IN FREQUENZA

IN TENS.= O

FeINIZIALE = .400+02+, F.FINALE = .300+04»

MODULO TENSIONI RISP. AL NODO 6
FREQUENZE NODI: 1 S

1 +400+02 «100+01 +802+03

2 +140403 +«100+01 +369+03

3 *240+03 +100+01 «227+403

G.MARTINELLI-M.SALERNO : Fondamenti di Elettrotecnica
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514  Secondo gruppo di esempi: determinazione della risposta di ampiezza vV.C.2

4 «340+03 100401 +163+03
5 440403 «100+01 «128+03
6 540403 «100+01 «105+03
7 «640+03 «100+01 +399+02
8

*+740+03 .100+01 .787+02
9 +840403 «100+01 «704+02
10 *940+03 «100+01 .639+02

11 «104+Q4 «100+01 «587+02
12 °+114+04 «100+01 +545+02
13 2124404 «100+01 .510+02
14 +134+04 «100+01 «481+02
15 «144+04 «100+01 «456+02
16 +154+04 +100+401 -436+02
17 +164+04 2100401 «418+02
18 +174+04 «100+01 .402+¥02
13 +184+04 -100+01 »388+02
20 +194+04 «100+01 «376+02
21 «204+04 «100+01 «366+02
22 «214+04 «100+01 «356+02
23 2224404 +100+01 .348+02
24 2234404 «100+01 341402
25 <244 404 «100+01 334402
26 254404 «100+01 «328+02
27 «264+04 100401 322402
28 < 274+04 «100+01 .318+02
29 *+284+04 «100+01 +313+02
30 2294+04 «100+01 +309+02
31 «304+04% -100+01 «305+02

Esempio V.C.5.

Si consideri il circuito mostrato in fig.V.C.9; tale circuito e relativo ad un equo-
lizzatore per il controllo dei toni bassi ed alti di un sistema audio ad alta fedelta (1),
Il circuito contiene due potenziometri per la regolazione indipendente dei toni bassi ed
alti. Si vuole determinare la risposta in ampiezza in corrispondenza a varie posizioni
di tali potenziometri, avendo schematizzato I'amplificatore operazionale con un nullo-

re.
Caso a: R, =50k(l, R, = s0k€l, R} =5k0, R, =5k
I potenziometri sono in posizione centrale. L.a risposta del dispositivo in tale

caso e uniforme al variare della frequenza. Cio si rileva chiaramente dall'uscita del

calcolatore.

(1) - Il circuito e stato preso dal testo J.G.GRAEME, op. cit. pag.216; si rimanda a
tale testo per la descrizione delle caratteristiche applicative del circuito.
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- Dati di ingresso.
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Fig.V.C.9 - Circuito considerato nell'esempio V.C.S.
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516 Secondo gruppo di esempi: determinazione della risposta di ampiezza

= Uscita del calcolatore.

CIRCUITO ASSEGNATO:NUMERO NOOI=

NUMERO RESISTORI= 7
NUMERO INDUTTORI = 0
NUMERO CONDENSATORI =

NUMERO GENERATORI DI CORRENTE=
NUMERO GENERATORI DI TENSIONE=
NUMERO GENERATORI DI CORRENTE CONTR.

NUMERO NULLORI= 1

RESsNe 1 »100+05 1
RESeN« 2 .100+05 4
RESsN« 3 .100+04 3
RESeNe« 4 «500+04 6
RESeNe 5§ «500+04 6
RES+Ne 6 «500+05 3
RESeNe 7 «500+05 3
CONDeNe 1 «470-08 5
CONDeNe 2 «470-07 3
CONDeNe 3 «470-07 3
GENTENSIONE: No "1 ol

0
NULLORE N: 1 3 8 7 8

RISPOSTA IN FREQUENZA
FeINIZIALE = +300+02,

MODULO TENSIONI RISP.
FREQUENZE NODI: 1

1 +300+02 .100+01
2z +530+03 +100+01
3 .103+04 .100+01
4 +153+04 <100+01
5  <203+04 <100+01
6  +253+04 +100+01
7 =303+q4 +100+01
8  +353+04 .100+01
9 +403+04 +100+01

10 -453+04 <100+01
11 +503+04 +100+01

12 +553+04 «100+01
13 =603+04 «100+01
14 653404 «100+01
15 «703+04 -100+01
16 753404 «100+01
17 «803+04 «100+01
18 +853+04 +100+01
19 +903+04 -100+01
20 *953+04% «+100+01

21 »100+05 «100+01
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F.FINALE

AL NODO
7

.100+01
.100+01
.100+01
.100+01
.100+01
.100+01
.100401
.100+01
.100+01
.100+01
.100+01
.100+01
.100+01
.100+01
.100+01
.100+01
.100+01
.100+01
2100401
.100+01
.100+01

0
1

8

.100+05» PASSO = .500%03

v.C.2



V.C.2 Secondo gruppo di esempi: determinazione della risposta di ampiezza 517

Caso b: R, = 1k, R,= 99k (1, R} = 10092, R} = 9,9k (2

I potenziometri sono dispostiin modo da esaltare sia i toni bassi che quel'i al-

ti. Cio si rileva chiaramente dall'uscita del calcolatore.

= Dati di ingresso.

1 l2 I3 l4 |5 l6 l7 l8 l9 l101lll12113‘14115116l17118119120121122123‘24‘251%12712812913091
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1 101.1110101E1+15J e 141 1 171 TP TS SO P SR SOV QRN (OUE VO (SO IR, (SO [ 0 |
0. 100EH*+4 3 S
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2
S G R NG IV N SR S N N T L ) T TS (DU, OSSO \UUNT S | 1 S GO TR W W W R ¥
o4
1 7
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P 1 101.1310101E1+121 1 lol. LIJOJOIEI+ISI lol. ISIOIOJEJ+13J

- Uscita del calcolatore.

CIRCUITO ASSEGNATO:NUMERO NODI= g

NUMERO RESISTORI= 7

NUMERO INDUTTORI = 0

NUMERO CONDENSATORI = 3

NUMERO GENERATORI DI CORRENTE= 0O

NUMERO GENERATORI DI TENSIONE= 1

NUMERO GENERATORI DI CORRENTE CONTR. IN TENS.= 0
NUMERO NULLORI= 1

(segue)
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RESe<Ne
RES N
RES-N.
RES N«
RES N
RES+N-
RES«N.

NOUE WV

COND-N- 1

COND.N

e 2

COND.N. 3
GENe*TENSIONE :
NULLORE N: 1

.100+05
.100+05
.100+04
.100+03
+990+04
.100+04
«.990+05
-470-08

WD OUF -

RISPOSTA IN FREQUENZA
F.INIZIALE = .300+02.

MODULO TENSIONI RISP.
FREQUENZE NODI: 1

VODNOUNTFUN-

«300+02
«530+03
«103+04
«153+04%
«203+04
+253+04
«303+04
«353+04%
«403+04
«4S5S3+04
«503+04
«553+04
«603+04
«653+04
«703+04%
«753+04
«803+04
«853+04
«903+04
«353+Q4
«100+05

.100+01
«100+01
.100+01
.100+01
.100+01
.100+01
.100+01
.100+01
.100+01
.100+01
.100+01
.100+01
.1c0+01
-100+01
«942+00
«100+01
«978+00
«100+01
.100+01
«999400
«100+01

FIVN =0T NN

F.FINALE =

AL NODO
7
S 747401
+113+01
«104+01
«109+01
«117+01
.128+01
<139+01
«151+01
«164+01
«177+01
<190+01
.204+01
.217+01
.230+01
264401
«257+01
«275+01
.284+01
.297+01
«308+01
323401

8

APPENDICE V.D - Riferimenti bibliografici.

L'analisi in regime permanente &

N

vV.C.2

+500%03

il nucleo fondamentale di qual-

siasi testo riguardante l'analisi dei circuiti lineari. [l metodo dei fasori,
che ne costituisce la base, ha rappresentato sin dalla sua introduzione,
dovuta a Steinmetz (A.E. Keanelly, C.P. Steinmetz, Trans. Amer. Eng.,
vol. 10, 1893), lo strumento piu caratteristico di coloro che si sono oc-
cupati dell'analisi dei circuiti.

E importante sottolineare che hanno rilievo in connessione con
questo argomento tutti i metodi e gli algoritmi che portino ad una ridu-

La cultura & un bene dell'umanita (fantomasping@libero.it)



vV.D Riferimenti bibliografici 519

zione del numero di operazioni richieste per il calcolo della trasformata di Fou-
rier. Particolarmente importante ed utile a questo riguardo & la F.F.T. (fast
Fourier transform). Per dettagli sulla lista e sull'applicazione di tale algorit-
mo si rimanda a: M.Decina, F.Riciniello, A.Roveri, «Esercizi di sistemi digi-

tali», Ed. Siderea, 1976, cap.V.
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