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522 Introduzione ' VAR

tale condizione in modo automatico; tuttavia, in altri casi, che vedremo

successivamente nei § VL.8 e VI 10 occorre _verific 5 cnr mente -
la condizione, non_essendo possibile dire-a priorise-&-soddisfatta oppu-

re no.
~  Le grandezze elettriche che caratterizzano lo stato di una porta
sono due. Nel caso usuale esse sono la tensione tra i morsetti e la cor-
rente entrante in uno di essi, con i versi positivi coordinati nel modo u-
suale  previsto per | L blpoh in fig.I.2.1. In alcuni casi particolari, “quando
{nteressa mettere in evidenza la potenza transitante nelle porte, pua con-

venire usare altri tipi di grandezze come vedremo. nei_§VI.2.1, VL.3.2,

Da quanto detto risulta evidente che quando interessa il circuito
da un punto di vista esterno & necessario:,

>1_ individuare in_esso un certo numero N di porte;
) supporre che tutte le eccttaznom ggsenn_ sLano a_ppllcate ad alcune

d! correate, corredati di eventuali blpoll non separablh in pratica dai ge-
eratori;

&%wmwﬂmmmme e le grandezze elettri-
’che interesse in corrispondenza ad esse. |

E importante sottolineare il punto 2), che prescrive che nell'in-

terno del circuito N-porte non vi siano generatori _indipendenti di qual-

~{-stasti-ti] tensione ‘o corrente, in relazione a cause esterne o al passa-

to). Ogni rapporto con l'esterno o con il passato nel circuito N-borte si

deve localizzare solo in corrispondenza alle porte. Tale esigenza d'al-

tra parte, non ¢ limitativa, poiché pué essere sempre preventivamente

sodmﬁendo i generatori dal circuito con le tecniche che ve-
dremo nei _§VL2.2, VI.2.3, VL.4.2]

L'effetto di un circuito N-porte & quello di stabilire un legame

tra le 2N grandezze elettriche che caratterizzano lo stato delle porte nel

suo complessol. Tale legame per i circuiti che consideriamo, lineari e
ermanenti, ¢ costituito da un sistema di N equazioni lineariomogenee
coefficienti reali, complessi o funzioni della variabile s, a secondadel

circuito considerato e del metodo di analisi impiegato (caso di circuiti

}senza memoria, metodo dei fasori ovvero metodo della trasformata di L a-

!glacel,,Una prova molto semplice di questa affermazione si ottiene de-

scrivendo un modo possibile- per ottenere le suddette N equaznom Pre-

cisamente, consideriamo il circuito in detta&ljo nel suo interno e com-
pletlamolo con bipoli di corrente e tensione mcqgmta al posto delle por-

te, Prendiamo per questo circuito un albero e scriviamo le equazioni di

equilibriom glie ed ai tagli fondamentali. -

e — x’\\
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via Introduzione 523

Se il numero totale dei rami del circuito & R, le ioni itte

sono in totale R. Aggiungiamo a queste le equazioni_di_definizione dei
s — w4 . . - . . - .
Wﬁl equazioni sono in numero di[R-N,| in_quanto i bipoli
' che abbiamo messo al posto delle porte sono indeterminati) Le granﬁez-
Ze elettriche che compaiono nelle 2R-N| equazioni sono le R correnti e

e R tensioni dei ramif) Eliminando da queste tutt -
che con I"esclusione aelle 2N dei bipoli che sostituiscono le porte, ri-

mangono un numero di equazxonw &Qkﬁ,du

4

(VL.1.1)

Tali equazioni contengono solo le 2N grandezze elettriche delle
N_porte e sono omogenee in quanto nell'interno del circuito N-porte per.

ipotesi non ci sono generatori indipendenti.
Le N equazioni precedenti gia di per se stesse costituiscono

una rappresentazione del circuito|N-porte,|come vedremo nel & VI.4.1.
Tuttavia, nelle applicazioni sono utili moltissimi_altri tipi di rappresen-
tazione, che si ottengono esplicitando un gruppo di randezze elettri-
che in funzione delle rimanenti N, come verra messo in evidenza nel
SVI5, oppure ricorrendo a procedimenti particolari finalizzati ad esi-
genze precise (S VIL6). I vari tipi di rappresentazione sono poi caratte-
rizzati da proprieta che conseguon ir-

cuito (S VI.9, VI.BY.

V1.2 - Caratterizzazione di un circuito in corrispondenza ad una
POI'fG.

Iniziamo a considerare il caso piu semplice in cui interessi il
comportamento di un circuito in corrispondenza ad una porta/ Gli ‘aspet-
ti che prendiamo in considerazione sono due: la caratterizzazione ester-
na in assenza di eccitazionifinterne]e la caratterizzazione nel caso ge-
nerale in cui!nell'intemolci sono ec'citaznoml Nel primo caso ci soffer-
meremo sulla rappresentazione mediante variabili diverse da quelle u-
suali, tensione e corrente, che come abbiamo gia visto nei ca ta-
no alla rappresentazione del bipolo mediante !'E%gedenza e l'ammetten-
Za. Nel secondo caso tratteremo 1 noti teoremi di sostituzione, di_The-
venin e .di Norton.

e —————
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524 Caratterizzazione di un circuito in corrispondenza ad una porta Vi.2

V/I/Z/I - Rappresentazione di un bipolo con le variabili onda incidente e
riflessa: coefficiente di riflessione.

Come detto nell'introduzione, & opportuno fareriferimento ad una
coppia di 'grandez'zé diverse dalla tensione e dalla corrente quando si
vuole mettere in evidenza qualche aspetto particolare del comportamen-
Eg_ﬂgjggcmto Nel caso presente il comportamento che vogliamo eviden-
ziare & quello del trasferimento energetico tra il generatore e il bipolo
stesso. { dettagli di tale importante aspetto e i benefici che conseguono
dall'uso delle grandezze che introdurremo in questo paragrafo saranno
discussi in dettaglio nel prossimo & VI.3.|

E evidente che per caratterizzare lo stato elettrico di un bipolo,

\e - possibile fare riferimento a due grandezze qualsiasi in corrispondenza

biunivoca con la tensione e la corrente. Tali grandezze possono essere
ottenute in generale con il sistema}

(VL.2.1)

con l'unica condizione che il determmante della matrice dei coefficienti

sia diverso da zero, c10e U
l«
e — k«)

(VI1.2.2) A Ay ~ALA, # 0 8[7{»

Nel caso presente i coefficienti suddetti vengono scelti in modo
che le grandezze a e b permettano di analizzare in modo molto sempli-
ce il trasferimento energetico tra il bipolo ed un eventuale generatore ad
f?sso connesso} La scelta che ne consegue, giustificata nel 8VI32, &
Ta seguente: A

) 1 i ‘RO
(VL.2.3) A=A, =— ; A,=-A,, =—
21 R 12 22
11 2 Ro 2

in cui R, & una quantitd positiva, avente dimensioni fisiche di una re-
sistenza elettrica e denominata costante di normalizzazione(!). Le gran-
dezze elettriche risultanti sono:

(1) - La dimensione fisica della grandezza R, si ottiene dalla (VI.2. 4), notando che le
quantita v/‘Ro e ‘R i devono avere le stesse dimensioni. Si ottiene:

[v) [R,7* = () [R))* dacui [R))=[v) )7 = [0
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Vi.2 Caratterizzazione di un circuito in \com'spondenza- ad una porta 525

(V1.2.4) Ve e X

mensioni fisiche, pan alla radice quadrata di una ptenza[ Note le gran-

dezze a_e b, possiamo facilmente riottenere v ed i, invertendo le

(VI.2.4), cioe:
b T m)]
(a-b) \[

Le grandezze @ e(b) relative ad un bipolo possono essere mi-
surate, in via dt principio, utilizzando opportuni schemi Ad esempio, in
quello di fig.VI.2.1; utilizzando due trasformatori_1dealr il cut rapporto
di trasformazione é legato al valore di R_ nel modo. mdlcam si ottiene

una tensione gtra i morsetti A e B) di valore uguale all'onda mcndente a.

(V1.2.5)

1
R

Fig.VL.2.7 - Citcu'ito per ottenere una tensione uguale all'onda incidente a.

La rappresentazione del bipolo, nel caso che si usino le gran-
dezze elettriche a e b, si ottiene, per i bipoli 'lineari e permanenti qui
considerati, prendendo una delle due grandezze come causa e 1'altra co-
me effetto. Si hanno due rappresentazioni possibili; tuttavia solo una di

esse viene usata comunemente. Precisamente & quella che si ottiene
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526 Caratterizzazione di un circuito in corrispondenza ad una porta V1.2

considerando come causa l'onda mcndente e come effetto 1'onda rifles-
sa, cioé:

(VI.2.6) ' r=b/a

La rappresentazione r prende il nome di «coefficiente di rifles-
sione del bipolos. F facile verificare che si trattadi una grandezza adi-
mensionale. A differenza dell'impedenza e dell'ammettenza tale rappre-
sentazionerichiedela conoscenza della costante ausiliaria| R | (costan-
te di normallzzazmne) h

E facile passare da una rappresentaznone all'altra per uno stes-

so bipolo. Le formule di passaggio sono riassunte in tab.VI.2.1.\

TABELLA VI1.2.1 - Formule di passaggio da una rappresentazione al-
I"altra per un bipolo.

Ve . L - s

L ) 0—9’@

Osservazione VI1.2.1

Le grandezze elettriche a e b hanno un significato fisico esplicito nel caso
dei circuiti distribuiti ed in particolare nel caso delle linee di trasmissione. Questa é
la ragione dei nomi usati per caratterizzarle e per indicare la rappresentazione relati-
va. In particolare la costante di normalizzazione in quel caso coincide conla resisten-
za caratteristica della linea di trasmissione. Tale interpretazione fisicadelle grandez-
ze a e b pud essere conservata anche nel caso presente dei circuiti a costanti con-
centrate e puo aiutare a derivare per via intuitiva risultati che altrimenti sarebbe com-
plesso ricavare per via analitica(l\).lNel § VI.3.2 vedremo che é possibile interpreta-

re in modo analogo a quello fisico il regime elettrico che si stabilisce sul bipolo.

(1) - Un esempio tipico di questa affermazione & la derivazione delle proprieta dei bi-
poli passivi. Si veda ad esempio: G.Martinelli, op. cit., cap.ll.

La cultura & un bene dell'umanita (fantomasping@libero.it)



Vi.2 Caratterizzazione di un circuito in corrispondenza ad una porta 527

M Caratterizzazion itataldi un bipolo con una tensione od una.
corrente: teorema

di soshtuzlopme.

In situazioni particolari un bipolo comunque complesso pué es-
ere caratterizzato tramite Wdelle due grandezze elettriche ad
sso applicate. Cio equivale nel circuito, a sostituire al suddetto bipo-

o un generatore mdlBendenteE}
: [T problema di caratterizzazione presente rientra qumdl nel -pro-

blema piu generale di sostituibilita di una porzione di rete, accessibile
da una porta, con un bipolo opportuno, in modo tale che la situazione e-
lettrica della parte rimanente della rete risulti inalterata. :
La situazione che si vuole esaminare & qumdl quelladi flng 2.2,
Si tratta di caratterizzare il bipolo che si sostituisce alla porzione di '
rete N, in modo che sia equivalente alla porzione sostituita, limitata-
mente all ‘effetto che ha sulla parte restante N. Cio lmpllca che nella
ituazione b) di fig.VI.2.2 la corrente i e la tensione v siano le stes-
se che si hanno nella situazione Se analizzi CULES par-
te b), scrivendo le equazioni di equlhbno per le maghe e peri tagli fon-
damentali relativi ad un albero e le equazioni costitutive dei componen-

a) : 5)

Fig.Vi.2.2 - Sostituzione di una porzione di rete accessibile da una porta
con un bipolo.

ti, otteniamo un sistema di equazioni lineari in 2R variabili, se
R ¢& il numero dei componenti.”Manca un'equazione, in quanto il bipolo
che sostituisce la porzmne N, di rete & per il momento indeterminato.

Tale sistema di equazioni si-fi €non omogenea
in_i_e v, eliminando le grandezze eletiriche di tutti 1 ramt con |'esclu-

sione di quello incognito Percid, affinché il bipolo dello schema di fi-

gura VI.2.2b) sia eaulxakmwm_ﬂr__dx_mm_ﬁ_sﬂn%ge
garantlre nella sostituzione 1'uguaglianza di"una delle due grapdezze di
orta 1_oppure "C16 sl puo fare facilmente con un generatore md_él

pendeﬁﬁ_."‘——“‘
penosnie.
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528 ‘ Caratterizzazione di un circuito in corrispondenza ad una porta Vi.2

1

Unica eccezione, del resto banale, & quella in cui 1'unica equa-
zione risultante manca di una delle due variabilij in questo caso & pos-

sibile sostituire solo uno dei generatori. [nfatti, se manca nell'equazio-
ne la corrente i, cié implica che la rete N appare al bipolo, tra A e B,
equivalente ad un generatore di tensione. Percid potremo usare come bi-
polo equivalente solo il generatore di corrente, in quanto avremmo altri-
menti in parallelo due generatori di tensione di uguale grandezza impres-
sa. Una situazione del tutto simile vale se manca la tensione v nell'e-
quazione suddetta. Quanto detto pus essere enunciato nel seguente teo-
rema:

‘Tcorcmo di sosﬁfuxiono:‘cln una rete qualsiasi, una suva porzione, ac-
cessibile da una portd, puc essere sostituita con un generatore indipen-
dente di tensione o di corrente, avente c i -
rispondente grandezza elettrica di porta) come mostrato in figVI.2.3. La
scelta del tipo di generatore & in generale indifferente, salvo quando tra
A e B larete N di fig.VI.2.3 appare come un generatore. In questo ca-
so occorre scegliere nella sostituzione il generatore di tipo opposto a
quello secondo cui si comporta la rete N» (1),

Fig.V1.2.3 - Possibili sostituzioni di una porzione di rete.

Osservazione VI.2.2

Il teorema di sostituzione non & estendibile in modo immediato al caso dei cir-

cuiti non lineari e non

i. In questo caso molto generale occorre applicarlo con

ifica per i circuiti lineari e perma-

recauzione, in quanto, a differenz

enti che stiamo considerando, i circuiti non lineari e non permanenti possono avere

. . . . . . . . -
MLSMSJ E intuitivo che per poter applicare il teorema di sostituzione in
questo caso & assolutamente necessario che la rete di partenza e quella in cui é avve-
nuta la sostituzione abbiano una soluzione unica. Un esempio molto semplice di non

= . . - - - -
(1) - E opportuno osservare che il teorema non si puo afpllca_re se la porzione di rete
che si vuole sostituire ha dei legami con il resto. Tali legami sono causati dalla pre-
senza di elementi multiporta presenti contemporaneamente nelle due parti.
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Vi.2 Caratterizzazione di un circuito in corrispondenza ad una porta 529

applicabilita del teorema di sostituzione & quello mostrato in fig.VI.2.4, che si tiferi-
sce ad un diodo tunnel, alimentato da un generatore di tenslone E in serie alla resx-

e WAL 2 i iy
stenza R. Tale circuito ha una soluzlone unica, come messo in_evidenza nella parte

b) della figura) Applicando il teorema di sostituzione, come mostrato nella parte c) del-
la figura, si ottiene un cuculto nsu.ltante che ha tre_soluzioni, come si rileva gmﬁc

s

mente dalla parte d) della hgura. Percxo in questo caso'il teorema dn sostituzione non

si puo applicare.

i .
caratteristica
E/ R del diodo tunnel
+ io do
E@ !
|
v 0 E v
a) b)
caratteristica

del diodo tunnel

c) d)

Fig.Vi.2.4 - Esempio di non applicabilita del teorema di sostituzione per un
circuito non lineare comprendente un diodo tunnel.

kY

V123 -lCaraﬁerizzczione esterna di uww._m

terno eccitazioni: teoremi di Thevenin

WI:2:41 abbiamo affrontato il problema della caratteriz-

zazione esterna di un circuito accessibile in corrispondenzh ad una

p_orta nell'ipotesi che nel suo interno non siano present: eccitazioni )|

ciog generatori indipendenti ed energia immagazzinata negli elemen-

{lti con memoria all'istante mlzmle\ Nel presente paragrafo rimuovia-
mo tale limitazione ed esaminiamo cié che occorre aggiungere a quan-
to detto in precedenza per caratterizzare il bipolo.

G.MARTINELLI-M.SALERNO: Foﬁd@enti di Elettrotecnica II 67
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530 Caratterizzazione di un circuito in corrispondenza ad una porta Vi.2

Ypsmmhoen Lpohoky o Torsle o oL QORI v

doldoro Jouoer BusoMivel w®o solX Loyl (vl

. Abbiamo gia visto nel paragrafo precedente che la rete N di fi-
gura VI.2.2b) appare al bipolo come equivalente ad un circuito caratte-
rizzato da una equazione lineare non omogenea nelle due quantitd i e
v. Poiché la rete N & del tutto generale, cio fa intuire Ia possibilita di
caratterizzarla molto semplicemente con i coefficienti di tale equazio-
ne, che possono essere ridotti a due, supponendo di dividerli prelimi-
narmente per uno di essi. In conclusione possiamo affermare che nel ca-

so pid generale occorrono due quantita per caratterizzare esternamente
un bipolo. Il modo di determinare queste du itd ed il loro signifi-
cato fisico sono suggeriti dai teoremi diﬂlhevemn e ﬁorton.i[ .

Teorema di Thevenin - «Una rete accessibile da una porta é equivalen-
{@e, esternamente alla porta, alla rete stessa in cui le eccitazioni siano
state disattivate} con in serie alla porta un generatore di tensione, a-
vente una tensione impressa uguale alla tensione che si manifesta a
vuoto in corrispondenza alla porta della rete e con la stessa polarita.

L 'equivalenza & mostrata in fig.VI.2.5, in cui & sottinteso che tra le re-
ti N ed N, non ci sono legami» (1),

Teorema di Norton - «Una rete accessibile da una porta é equivalente,
esternamente alla porta, alla rete stessa in cui le eccitazioni siano sta-
te disattivate, con in parallelo alla porta un generatore di corrente, a-
vente una corrente impressa uguale alla corrente di corto-circuito della
porta, con il verso precisato in fig.V1.2.6, in cui & sottinteso che trale
reti N ed N, non ci sono legamin» (1), V :

th

k)

i —~ +
+ | rete rete
V1IN N
. 1 1
i B
a) b) <)
Fig.V1.2.5 - Caratterizzazione esterna alla porta AB della rete bipolare N
con il teorema di Thevenin. %,
iA A LN A
* | rete _ ; rleqte ‘ i * | rete
Nl . disattvata 0 _ Nl
i B B B
a) b) c)

Fig.VI.2.6 - Caratterizzazione esterna alla porta AB della rete bipolare N
con il teorema di Norton.

(1) - Ricordiamo che tra due reti si possono stabilire dei legami a causa di elementi
multiporta presenti contemporaneamente in ambedue.
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Vi.2 Caratterizzazione di un circuito in corrispondenza ad una porta 531

E opportuno ricordare che isattivazi itazionicon-

siste nell'an ory inaipen
‘denti. C16 non significa l'eliminazione del generatore in ogni caso, ma
solo quando si tratta di quello di corrente.\Infatti porre la corrente im-
pressa a zero riduce il generatore di corrente ad un circuito aperto, men-
“tre porre la tensione impressa a zero_riduce il generatore di tensione ad

un corto-circuito.)
La dimostrazione del teorema di Thevenin pud essere effettuata

in modo molto sempllce Jpllcando il principio_di sovragposmlone degli)
effetti ed il teorema di sos Preci samente, sostituiamo in base
al teorema di sostituzione alla rete (N’ \di fig.VI.2.5a) un generatore di
corrente avente una corrente impressa uguale ad I, come mMesSo in evi-
denza in fig.VI.2.7 a). Calcoliamo quindi con il principio di sovrapposi-
zione degli effetti la tensione v, in n questo circuito, dividendo le ec-

_AB__
Wpl quelle’interne alla rete N ed il generatore di

corrente esterno. L'effetto del primo gruppo siottiene disattivando il ge-
neratore di corrente; quindi in questo caso V,g :"v; L'effetto dell'altro

gruppo si ottiene dlsamvando la rete N; quindi in questo caso Vup & U-
guale alla tensione che si manifesta ai capi della rete N disattivata e
percorsa dalla corrente i. Sommando i due effetti si ha una tensione v,
coincidente con quella che si manifesta tra A e B nelcircuito ¢) di fi-

| & VI.2.5, cié che dimostra il teorema.|

b)

—Fig.VI.2.7 - Circuiti considerati nelle dimostrazioni dei teoremi di Thevenin
e di Norton.

La dimostrazione del teorema di Norton si pus effettuare in mo-
do del tutto simile con l'unica differenza di applicare il teorema di so-
stituzione con il generatore di tensione, come mostrato in fig.VI.2.7b),
e di calcolare la corrente totale relativa alla porta A'Ei invece che la

tensione ‘1),
e———

(1) - In generale si puo applicare indifferentemente sxa il teorema di Thevenin sia quel-
lo di Norton; tuttavia, limitatamente a quei casi in cui il teorema di sostituzione non e
valido in entrambe le forme indicate nelle figg.V1.2.7a) e b), uno dei due teoremi non
puo essere applicato; in questi casi, perd, € sempre applicabile 1'altro teorema.
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532 Caratterizzazione di un circuito in corrispondenza ad una porta Yi.2

Riassumendo i risultati ottenuti nel presente paragrafo, possiamo
dire che un bxpolo puo essere caratterizzato_esternamente mediante due
parametri, di cui uno & analogo a quelli ié visti nel § VI.1 (1mpedenza
a?n_ﬁxsze/nza o coefficiente di riflessione) e si riferisce al bipolo in cui
le eccitazioni intérne sono state dlsattlvate(l) 1'altro & una tensione od
una corrente (tensione della porta a bipolo : aperto corrente della porta
a bipolo corto-circuitato). Le forme sotto cui i due parametri si_presen--
tano dipendono dal tipo di analisi che si sta effettuando} Nel caso che
st utilizzi il metodo dei fasori, i du_parametrl sono numeri complessr

Inel caso che si utilizzi il metodo della trasfof‘mata d _Laplace essi sono
Zﬁmznom della varlablle sT IlIusmamo questl punti con degli esempi.

Esempio VI.2.1

Caratterizzare esternamente con il teorema di Thevenin il bipolodi fig.Vl.2.8a),
supponendo di usare il metodo dei fasori ad una pulsazione @ = 1 rad/sec.

AN VWA | 2 =22
1 1 P IL%, : |__‘ ° >
, A r—‘M,—| —o A — F——
p 3 1 > 442 ’
qu ” g quAB - ’xbg!-]f)“
B B B
aﬁ b) c)

Fig.V1.2.8 - Circuiti riguardanti 1'esempio VI.2.1.1 valori sono in Q, F, A, V.
La pulsazione é pari a: @ = 1 rad/sec.

Il primo parametro riguarda il circuito disattivato, come mostrato in fig.V1.2.8b);
usando per la rappresentazione di tale circuito l'impedenza, si ha:
. 1 14§ 3
o 1 2-5 5

Il secondo parametro ¢ la tensione quando la porta é aperta e prendendo come
morsetto positivo A. La tensione d'interesse si calcola immediatamente applicando il

(1) - E opportuno ribadire il fatto che con eccuazwm interne si intendono tutti i gene-
ratori indipendenti presenti nella rete N, compresi quelli derivanti da condizioni inizia-
li; non vanno invece annoverati come eccitazioni le tensioni o le correnti relative agli
eventuali generatori controllati.
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principio di sovrapposizione degli effetti per i due generatori presenti nella rete asse-
gnata; si ha:
4+2j

5

v 45 43 1
= +, — c— T
AB 25 Awf

Percis il bipolo & caratterizzato esternamente dall'impedenza Z0 e dalla ten-
sione V,p, come indicato nello schema di fig.V1.2.8¢).

Esempio VI.2.2

Caratterizzare esternamente con il teorema di Norton il bipolo di fig.Vl.2.9a),
supponendo di applicare il metodo della trasformata di Laplace.

il ' /s o
LLEY i
W A : A
N . 1] ;
w,0 @ : 1 1
B - B
a) . b)
: A
+
1/s qD Yo=l +s
B

d

Fig.V1.2.9 - Circuiti riguardanti 1' esempio VI.2.2; i valori sono in Q,F, v;
la trasformata della corrente é espressa in A X sec.

Il primo parametro riguarda il circuito disattivato, come mostrato in fig.V1.2.9b),
dopo aver effettuato la trasformazione nel dominio di Laplace.Usando per la rappresen-
tazione di tale circuito 1'ammettenza, si ha:

Il secondo parametro e la corrente che fluisce da B verso A nel circuito di fi-
gura VI.2.9 a), quando i due morsetti sono corto-circuitati, come mostrato in figV1.2.9¢c).
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Nel dominio della trasformata di Laplace si ottiene:

{ < 1 l> s+1
=-(s* —+ —)=-
0 s s s

Percio il bipolo é caratterizzato esternamente dall'ammettenza Yo e dalla corrente I,

come indicato nello schema di fig.V1.2.9 d).

Esempio VI.2.3

Caratterizzare esternamente con il teorema di Thevenin il bipolo di fig.Vl.2.109.
Trattandosi di un circuito senza memoria, conviene usare il metododi analisi nel domi-

nio del tempo.

A

B Cs M 1 vg 2 2
b AN—Z AN M =4
2 1 1
+
2 19"3 i') QDvc=2vR QDVC=2vR YAB
g + + ;
< B B
a) L/k\ b)
AMYVEE
+ 0
1i'- vo=3 qD
B

d)

Fig.V1.2.10- Circuiti riguardanti 1'esempio VI.2.3; i valori sono in Q, F, V;

Il primo parametro riguarda il circuito disattivato, indicato in fig.VI.2.10b); si
noti che il generatore di tensione controllato v _ non & stato disattivato. Usando per
la rappresentazione di tale circuito 1'impedenza, é necessario calcolare il rapporto fra
la tensione e la corrente relative ai morsetti della porta A-B, quando tale circuito e
alimentato da un generatore ausiliario. Utilizzando un generatore di corrente ausiliario
di valore i'=1, si ottiene il circuito di fig.VI.2.10c). Analizzando tale circuito con

il metodo delle maglie, si ottiene il seguente sistema:
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" Tenendo conto che i'=1, v =2 i2, risolvendo si ottiene VAB™ 1/4. Per-

tanto usando la rappresentazione impedenza per il circuito di fig.VI.2.10 b), si ottiene:
- ot =
Z0 = Yun /i' = 1/4

Tale impedenza risulta ovviamente resistiva(l),

Il secondo parametro & la tensione del morsetto A rispetto al morsetto B nel
circuito di fig.VI.2.10 a), quando i morsetti sono aperti. Analizzando tale circuito con

il metodo delle maglie, si ottiene il seguente sistema:

c

{Zi +2i,=v +v
g 3 4

2 i + 4 i, = 0
Tenendo conto che ig =2, ¥ = 213 e risolvendo il sistema, si ottiene i3=-—l,
v = 4, v, =-2. Pertanto la tensione N é pari a:
Vg ==V, =iy = 3

Pertanto il bipolo é caratterizzato esternamente dall'impedenza resistiva Z0 e
dalla tensione Vy» come indicato nello schema di fig.VI.2.10d).

Esempio VI.2.4

Caratterizzare esternamente, nel dominio delle trasformate di Laplace, median--
te il teorema di Thevenin il bipolo di fig.VI1.2.11a), nel quale il condensatore risulta
carico alla tensione Yoo all'istante iniziale. '

Trasformando il circuito secondo Laplace, si ottiene lo schema indicato in fi-
gura VI.2.11b).

Il primo parametro riguarda il circuito disattivato, indicato in fig.VI1.2.11c), ot-
tenuto ponendo a zero il generatore di tensione (tale circuito coincide anche con quel-
lo iniziale, con condizioni iniziali nulle). Rappresentando tale circuito mediante 1'im-
pedenza si ottiene:

(1) - Negli esempi VI.2.1 e VI.2.2, non éstata necessaria l'introduzione del generato-
re ausiliario, essendo banale 1'analisi del circuito disattivato.
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1 1 2s +1

1 2s 4s+ 1
1+—— 1+
1 2st+1
1+ —
2s

Vi.2

Il secondo parametro é la tensione del morsetto A rispetto al morsetto B, nel

circuito di fig.V1.2.11b), quando i morsetti sono aperti. Si ottiene facilmente:

Ve 1 IV
9 s 1 4s+ 1
2+ —

2s

Pertanto il bipolo assegnato é caratterizzato esternamente dall’impedenza Zo e
dalla tensione V0 , come indicato nello schema di fig.VI.2.114d).

Fig.V1.2.11 - Circuiti riguardanti 1'esempio VI.2.4. I valori dei componenti

1/2s

=2s+l
D 0 4s+1
TR -
d)

sonoin F,\l V.

Uno schema equivalente a quello di fig.VI.2.11d) e atto a caratterizzare ester

namente il bipolo dato, secondo il teorema di Thevenin, & anche quello indicato in figu-

ra VI.2.11e), in cui il generatore di tensione V0

€ stato posto direttamente in serie al

bipolo disattivato di fig.VI.2.11c); tale schema mostra che il bipolo in serie al genera-

tore coincide con il bipolo iniziale avente condizioni iniziali nulle.
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M- Trasferimento di potenza attiva nei bipoli.

Un problema di grande importanza|pratica & quello della trasmis-
sione di potenza attiva ad un circuito attraverso e-

ma si presenta sotto due aspetti fondamentalmente diversi, a seconda
che il circuito che si sta considerando facciafparte[di un sistema di tra-

erimento di gotenza attiva dalla sorgente,| schematizzata
come generatore di tensione con una impedenza .intema ¢ istica
del mezzo trasmissivo (spazio flﬁero, cavo, guida aionﬁaL imea ecc.; s
in questo caso non ha alcuna importanza il rendimento del trasferimento

i a attiva, Ln quanto foné di potenza che pus
essere utilizzata ¢ una minima parte di quella trasmessa inizialmente.

Nel caso invece dei sistemi di trasmissione di energia elettrica, il ren-
dimento del trasferimento di potenza & cio che si vuole controllare e co-
stituisce percio 1'obiettivo principale del problema stesso. Nel § VI.3.1
considereremo in dettaglio il primo caso, introducendo anche le quantita
tipiche che si utilizzano a questo proposito.

Vedremo successivamente nel :§ VI.3.2 come la rappresentazio-
e «coefficiente di riflessione», introdotta nel § VI.2.1, si presti parti-
olarmente bene a caratterizzare questo aspetto del comportamento dei
ipoli nei casi pratici d'interesse.

=
. . ; ] lﬂt\‘&‘fé&\/w;g_ CAA
Whu vele uQ,Qv el - Teorema del massimo trasferimento di potenza attiva. WQA

&K)M u @ Il problema che consideremo in questo paragrafo & quello dell'in-

e 0gHueo sy . .. . 5 : —
& g dividuazione dell'impedenza del bipolo che assorbe la massima potenza
";\KA T - - S ——————— PR 1) el
Sy, attiva da ensione caratterizzato _da una propria impe-
denza interna. La situazione & quella di fig.VI.3.1 ed & sottinteso che

)si sta usando il metodo dei fasori, relativamente ad una pulsazione w;;

(F
Z =R _+jX
. s s s
Fig.Y1.3.1 - Schema del circuito a —{—}
cut si applica il teorema del mas- +
:il:: trasferimento di potenza at- v, qD |) Z =R, +jX,

L'espressione della potenza attiva in funzione di Z &, con rife-
rimento alla figura:

G.MARTINELLI-M.SALERNO: Fond ti di Elettrotecnica II 68
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R

u

(VI.3.1) P, =

LR, =2y,
2 2 (R,+R_)2+ (X +X,)?

I1 problema che dobbiamo risolvere & quello di determinare R ed
X, in modo che P, sia massima, nelle ipotesi che R_ sia non-negatlva
ed R sia posmva Viene escluso il caso R =0, in quanto in questo
caso risulterebbe P, =0, escludendo un valore infinito per l'ampiezza
della corrente. -

Il massimo trasferimento di potenza attiva al bipolo si ha quan-
do risulta minima la seguente funzione:

(R, +R)? + (X, + X,)?
R

u

(V1.3.2) F =

I corrispondenti valori di 'R _ed X soddisfanole seguenti con-

dizioni:
F R + (X, +X,)?
-1- 2,
oR, R?
Xu=cosmme u
(VIL.3.3) 5
F 2
=— X +X)=0
('ax )R R ( u s)
u = costante u
Tali valori sono:
(VL.3.4) Zlﬁ } Z*

e corrispondono ad un punto di minimo della funzione F, come si rileva
direttamente dalla (VI.3. 2). In conclusione percio vale il seguente teore-
—————————— e ——— e —

ma:

Teorema del massimo trasferimento di potenza attiva:«Un bipolo alimen-
tato da un generatore di tensione di impedenza interna Z_ assorbe da
questo la massima potenza attiva quando [a sua :mpeJenZﬂ“mﬁvﬁ'E
imporfante tenere presente che il teorema vale nell’ipotesi che le parti
reali dell 'impedenza del bipolo e del generaformmvej
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0
In base al teorema precedente, vediamo che la massima potenza
attiva che pug essere erogata da un generatore con impedenza interna pas-

siva verso un bipolo passivo, € una quantita =

fe stesso. Tale quantita viene percio denominata <potenza disponibile
3 ol i Tt e o .
del generatore>s. 11 valo tenza _disponibile (P,) in base alle

(VI.3.1) e (VL.3.4), é pari a:

S o r’“{u}"‘

BN _
\T\lwl—a?}R 4 e i e . ;
3 La potenza attiva assorbita dal bipolo pud essere solo una fra-

zione di P, . con valore massimo unitario, cidé:“

e

(VIL.3.6)

Piy il valore del rapporto precedente é basso, minore &.la.capa-
cita del bipolo di assorbire la potenza attiva che il ~generatore sarebbe
in grado di erogare. Una misura di tale eventuale inefficienza del bipolo,
comunemente usata, é la seguente: "3 .

; M
(VL3.7) AP {OQ@ 1. &
53 o =
_ 10 P, W PA

a cui si da il nome di «attenuazione di ritornos. L'attenuazione di ritor-
no misura, nelle unita logaritmiche «decibel», il rapporto tra la _potenza:
attiva che non & ricevuta dal bipolo rispetto a quella disponibile dal ge-
neratore, che & la massima che il bipolo potrebbe ricevere.

Il rendimento del trasferimento di potenza attiva vale:

potenza attiva ricevuta dal bipolo

(VI.3.8) n=

potenza attiva erogata dal generatore

Eertanto, nella situazione di massimo trasferimento di potenzay
Yattiva, si ha un rendimento pari a_0,5) Tale valore basso non ha alcun
importanza nei sistemi di trasmissione dei segnali, in quanto l'energi

utilizzata é s : 1am i ,
ksa inizialmente \
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Osservazione VI1.3.1

Una situazione completamente diversa si ha nel caso della trasmissione di e-
nergia elettrica da un generatore verso un carico, dove un rendimento del 500/, & del
tutto inaccettabile.

Per analizzare la situazione che si ha in questo caso, supponiamo di avere X =
==X, e tracciamo, sotto questa ipotesi, gli andamenti della potenza attiva P, rice
vuta dal bipolo di carico e del rendimento n in funzione del rapporto R /R ; in base
alle relazioni (VI.3.1) e (VI 3.8), si ottengono i dlagramnu mdxcan nella fng VI.3.2.

Da tali diagrammi si vede che 1'aumento del rendimento si ottiene per valori di

R‘l molto maggiori di R, ed a scapito della potenza assorbita dal carico. Tali condi-

s
zioni di funzionamento sono comunemente utilizzate in tutti quei casi in cui & importan-
te dissipare la minima potenza att iva posslblle nell impedenza mtema del generator !

Bl ﬂ

v

: sx vede che tali condnznom sono mol

T A

qumdx avere un rendimento p prossimo all'un
lontane da quelle cornspondenn al massimo trasfenmento di potenza atuva.

—

R,/R, R,/R,

Fig.V1.3.2 - Andamentd della potenza attiva P, e del rendimento 7 in funzio-

ne di R“/R'.

Osservazione V1.3.2

Quando si analizza 1'effetto del rumore nei circuiti, con particolare riferimento
agli amplificatori, risulta utile considerare anche il caso di un g_ehé;;tore con impeden-
za interna avente parte reale negativa. In questo caso, si ottiene una situazione simile
a quella prevista dal teorema precedente pur di fare riferimento alla massimizzazione
della potenza attiva ceduta dal bipolo che si suppone abbia negativa la parte reale del-

la propria impedenza. La potenza attiva erogata dal bipolo vale:

u

1 2

(V1.3.9) P e s | 41
a 2, ° 2 2

(R +R )2 +(X + X))

u -} u s

e tenendo conto delle ipatesi fatte, cioe R, <0, R <0, si ha che tale quantita é
massima quando Zu = Zs . In guesta situazione di massimo, la potenza ceduta dal bi-

polo dipende solo dal generatore ed & uguale a:
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\7 - \ {- ( S\V\/\\Y
|v,|" Fo
(V1.3.10) P o N = % {5 - L\
5 s 8 R' - \ (r,\

a cui si da il nome di }Lpotenza scambiabile del generatore ». |
y.
)

VI.3.2 - Legame tra il coefficiente di_l.‘_iflwessione o il maEsiite tasiui
mento di potenza attivd’} -

L'utilizzazione delle variabili onda incidente ed onda riflessa]
con la relativa rappresentazione coefficiente di riflessione, | introdotte,
nel §i\zl 2.1] semplifica notevolmente la trattazione dei problemi di tra-
sferimento.di. Wat‘fiva nel caso tipico pi importante, \\dal punto_di dl
vista delle appllcazmm in cui l'impedenza del generatore & reale e pOw
sitiva. La situazione in cui si considera il tr?§fer1mentq,d4»p,otenza at-
tiva e gumdl quella mostrata in fig.VI.3.3. Il vantaggio dell'uso delle
suddette variabili si raggiunge solo se la costante di normalizzazione
R, viene scelta opportunamente;| :|si pué vedere che la scelta pia appro-
priata & la seguente:

(VI.3.11)

Fig. ¥1.3.3 - Situazione tipica
in cui interessa il trasferimen-
to di potenza attiva.

Con questa scelta infatti risulta la seguente espressione della]
pgtenza attlva assorblta dal bipolo, ottenuta utlllzzando le (VI.2.5), nelff

1 ‘
? [VI] ——Re [(a+b)(o*-b*)]=j

(VI.3.12) r 'T’/ ) i ' \
? [lolz-lb[2 f—“ |a|2[1—|r|2]

N

2

lf D'altra parte, tenendo conto dell.espressione di a data dalla for-

mula (VI.2.4) e della scelta di R  data dalla a (VI.3.11), si otuene _per_
(‘ll circuito di flg VI.3.3: ‘\
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ey 111 °¥
VI.3.1 — =— | —
(V1.3.13) 2!.,] 42l

Pa{= é}e\ﬁ

— +
2 W,
Ricordando la definizione di potenza disponibile di un generato-
re, data dalla ZV[W
| fo . HY,

(V1.3.14)

; . Nella situazione di massimo trasferimento di potenza attiva, in
Lcui ﬁ)=(@ risulta r=0 e percido P_=P, come sappiamo che deve
accadere. T.a formula (VI.3.14) mette in evidenza che:

1) la potenza attiva associata all'onda incidente, cioé !1/2 la '2} & pro-
prio la potenza attiva disponibile del generatore di tension on_impe-
denza interna resistiva; |

2) la potenza attiva associata all'onda riflessa, cioe 1/2 /b2 & uguale |
a |rl2P, e coincide con la frazione di potenza disponibile non assorbiJ
ta dal bipoloy Pertanto, in base alla definizione (VI.3.7), l'attenuazione
di ritorno vale:\

i =
i o et BT K oo
(VI.3.15) : attenuazione di ritorno =(20 log " le: 1 .

A
3/%

Il regime elettrico sul bipolo si pud quindi pensare come dovuto
alla sovrapposizione di un'onda incidente ed una riflessaj l'onda inci-
dente che trasporta una potenza pari a P, ( dal generatore verso il cari-
co, viene riflessa in ragione del coefficiente di riflessione sul bipolo di
carico, dando luogo all'onda riflessa che trasporta una potenza pari a
fr 12 P’! dal carico verso il generatore} Pertanto sul bipolo di carico vie-
ne dissipata la potenza residua, data dalla (VL.3.14)} In questa interpre-
tazione intuitiva,\il bipolo di carico ha l'effetto di dare luogo all'onda
riflessa in ragione del coefficiente di riflessione; si vede inoltre che ri-
sulta particolarmente semplice tenere conto dell' impedenza interna del
generatore di tensione,[quando questa ¢ resistiva € la costante di_nor-
malizzazione R del bipolo é stata scelta coincidente con essa. In que-
sto caso infatti 1'onda incidente ha 1'espressione semplificata:

v

s

1 Vv 1 1
VI.3.16 =— +—19yR | = V+R N= —
( ) o= T2 'R 2{i_s( s D R

Tale interpretazione intuitiva del fenomeno verra ripresa e uti-
lizzata successivamente nel $ VI.6.2. - B
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Esempio VI.3.1

Per il circuito di fig.V1.3.4q), si consideri il trasferimento di potenza attraver-

so la porta A-B, interpretando il bipolo a sinistra come generatore e quello a destra co-

me caricoy Determinare:

a)ilil coefficiente di riflessione relativo al carico/;—h
e .
‘onda diretta e la potenza disponibile del generatore; E

ci‘!‘la potenza attiva dissipata sul carico.

Si supponga che la pulsazione & sia pari ad-uno.—
Canie?

. ; A -
S X ~~Vhkefeo

Fig.VI.3.4 - Circuiti considerati nell'esempio VI.3.1.I valori sono in V, A, §), F;
la pulsazione & @ ='1 rad/sec.

Il primo passo da effettuare consiste nel trasformare il bipolo a sinistra della

porta A-B mediante il teorema di Thevenin, in modo da ottenere un circuito simile a

quello di fig.VI.3.3. La resistenza intemna \Rs lcon-ispondente alla condizione in cui i

generatori sono disattivati, e pari a:|

B-RT-0

La tensione a vuoto V,, corrispondente al caso in cui la porta A-B é disconnes-

sa dal carico, é pari a:
V.=V +R I =3
s 4 1%
Pertanto, utilizzando il metodo dei fasori, il circuito che si ottiene & quello in-

dicato in fig.VI.3.4b).
QICAto un g, Vi JecuD) -
Come detto nel § VI.3.2, conviene scegliere law;«ii_nmnﬂmm-

ri a:
Ry=R_=3
| Poiché 1'ammettenza del bipolo di cw
Yo =14
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utilizzando la formula di passaggio di tab.V1.2.1, si ottiene per il coefficiente di_ri-

flessione:

I_ROUYC -2-3j
r = =

1+R\Y_ 4+ 3j

L’onda diretta a, in base alla espressione (VI.3.16), risulta uguale a:
P -
V|l {'3'

2VR,| | 2

Infine la potenza attiva trasferita al carico si pud calcolare mediante 1'espressio-

ne (VI.3.14), ottenendo:
3 4+9 9
3 ()
Y 8 16 + 9 50

V1.4 - Caratterizzazione di un circuito in corrispondenza a due por-

Nel caso che un circuito sia accessibile da due porte il problema

della caratterizzazione lle porte stesse si _presenta in_modo del
tutto simile a quello visto el caso di una porta sola| Quindi anche in que-
sto caso occorre fare distinzione dal caso in cui nell'interno del circuito

ci siano oppure no le eccitazioni.\l due casi verranno trattati in dettaglio
1 seguito nel contesto pil generale.

VI.4.1 - Rappresentazione generale di una rete 2-porte.

Indicheremo nel seguito con il nome di rete 2-porte un circuito ac-
cessibile da due porte e privo di eccitazioni nel suo interno. La caratte-
rizzazione di una rete 2-porte richiede quattro parametri, come si deduce
facilmente con la seguente osservazione.

Poniamo al posto delle due porte due bipoli indeterminati, caratte-
rizzati da quattro grandezze elettriche]|scegliamo un albero nel circuito ri-

sultante e scriviamo le relative equazioni di equilibrio per le ieei ta-
% yad ooy
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e
( AT AT
dl&%c,wo Q \Q "Q»’> "ngohw eo% A &

gli fondamentali. Qund1 scr1v1amo le equazmm costitutive dei compo-
nenti (ecc onnessi alle porte). Se
i rami del circuito sono in totale R, avremo |2 R - 2| equazioni in 2 R
variabili Ehmmando dal sistema di queste equazioni lineari tutte le va-

grandezze elettriche dei b1p0h mdetermman L omqgenelta delle due e-

‘quazioni € Conseguenza dell'assenza di eccitazioni nell'interno della e-

L_l Poiche le }__g@dezze elettriche dei bipoli coincidono con quelle delle

due porte, possiamo no affermare che la rete 2-porte & caratterizzata

due equazioni omogenee nelle uattrolrandezze elettnche i _porta E-

—

Vedremo successivamente, nel § VLS, i vari tipi di rappresenta-
zione che conseguono dalle varie JOSSlblh scelte di coppie di grandez-
ze elettriche da es p_hcxtare nelle due equazioni. Nel casopresente ci vo-

T A
gIlamo soffermare sul fatto che gia le dueequazioni, ricavate nel modo
detto, costituiscono una rappresentazione del circuito. Precxsamente es-

Se possono essere scritt o

(VL4.1) [TAI[V] + [B] (1] = [0] ]

in cui: [0] & un vettore di ordine due con componenti nulle;[V] = ["1]

[1]= [‘1] sono vettori di ordine due corrispondenti alle tensioni e alle
correntt di porta; Le due matrici [A] e [B] sono quadrate, di ordine
due, e costituiscono la rappresentazione piu generale possibile per la
rete 2-porte (V). I termini di tali matrici sono o numeri complessi, se
stiamo usando i fasori, polinomi nella variabile s, se stiamo u-
sando la trasformata di Lapace.

Esempio VI1.4.1

Ricavare la rappresentazione [A], [B] per la rete due portebdi fig.Vl.4.1, a-
nalizzata nel dominio della trasformata di

(1) - E utile sottolineare che tale rap ¥resentazmne esiste sempre per un circuito linea-
re e permanente, quale ci interessa. Tale proprieta non é goduta dalle rappresentazioni
piu comuni che vedremo successivamente.
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1 L L

£ 1
Fig.V1.4.1 - Rete 2-porte con- ° d11L) l m_"'%

siderata nell'esempio VI.4.1. +

oo R G v

Supponendo di mettere al posto delle due porte due bipoli indeterminati aven-
ti le relative tensioni e correnti coincidenti con quelle di porta, scriviamoper il circui-

to risultante le equazioni alle maglie; si ottiene:

i"‘C\/ =(8L.c O\ 1 !v 17 - \
SCV, s(8Lic+ 1)L, 4 {I, WV, sL111+—(11+12):9L,+,E' M S
sC S6 Sc
SC V= %), + 11, =
el \ , } = | -
i Vo3sL,I,+ — (I, + ILy=lglo+ L {3, 4 L7, %
S R 372 gp LT I e ScL'

7 S0 el (31 L]

2

che fornisce direttamente le due matrici della rappresentazione.

V1.4.2 - Caratterizzazione di un circuito accessibile da due porte quan-
do nell'interno ci sono eccitazioni: il teorema generalizzato di
Thevenin.

In un circuito accessibile da due porte, se sono presentinel suo,
“interno delle eccitazioni, la (VL. 4.1) si modifica nel senso di divenire

La caratterizzazione del circuito quindi si potrebbe fa-
re, utilizzando ancora le matrici A e B precedenti ed inoltre un vet-
tore di termini noti;\cio mette in evidenza che anche per i circuiti ac-
cessibili da due porte, la caratterizzazione avviene tramite due gruppi
di parametri di cui uno riguarda espressamente le eccitazioni e 1'altro
il circuito disattivato| La determinazione di questi parametri pud esse-
re fatta in modo piu utile per le applicazioni conil teorema generalizza-
to di Thevenin.

ITeorema generalizzato di Thevenin:ﬁ« Un circuito accessibile dadue por-
te pud essere caratterizzato mediante i due seguentigruppidi parametri:
1) parametri che rappresentano la rete 2-porte, otte ireui

.
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VI.4 . Caratterizzazione di un circuito in corrispondenza a due porte 547

sattivando le eccitazioni] 2) le tensioni che si manifestano ai “morsetti
delle due porte quando sono lasciati aperti. Il circuito equivalente che
consegue da questa caratterizzazione € mostrato in fig.I1V.4.2».

rete N
disattivata

c)

Fig.VI.4.2 - Circuito equivalente ad una rete accessibile da due porte
secondo il teorema generalizzato di Thevenin.

La dimostrazione del teorema precedente segue lo stesso proce-
dimento dimento usato nel caso di una sola porta. \ Infatti, preventivamente so-
stituiamo nello schema a)\di ﬁg reti N. ed N, due genera-
tori di corrente, applxcando il teorema di_sostituzione alle due porte (1), |
I circuito risultante & mostrato in fig. VI.4.3 a){Successivamente utiliz-
ziamo il principio di sovrapposizione degli effetti per calcolare in que-
sto circuito le tensioni in corrispondenza alle porte}Dividiamo le ecci-
tazioni in due gruppi: quelle interne alla rete N ed i due generatori ag-
glunti esternamente) L'effetto del primo gruppo sono le tensioni v. . e
Vao di fig. V1.4.2b); I'effetto del secondo gruppo sono le tensioni v e
v,. indicate in fig.VI.4.3b). In conclusione le tensioni che si stabili-

scono in corrispondenza alle due portenelcircuitodifig.VI.4.3 a) sono:
— 1
vi=vitvy
1]
2 = Vyt vy

(V1.4.2)

v

(1) - Come é noto tale sostxtuznone non sempre é fattibile e precisamente qualora una
delle due porte (od entrambe) si comporta, verso la rete N, come un generatore di cor-
rente. In tali casi particolari il teorema generahzzato di Thevenin non puo essere ap-
plicato e la caratterizzazione della rete puo essere fatta ricorrendo a generalizzazioni
del teorema di Norton.
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Tali tensioni coincidono esattamente con quelle che si stabiliscono nel-
le due porte del circuito di fig.VI.4.2¢c), cid che dimostra il teorema.

T (E e

a) b)

rete N
disactivata

Fig.V1.4.3 - Circuiti usati per la dimostrazione del teorema generaliz-
zato di Thevenin.

Es’mpio V|-4.2

Caratterizzaore mediante-il teorema generalizzats'di- Thevenin il circuito di fi-

gura V1.4.40), supposto in regime permanente a pulsazione w=1.|

(O

a) . b) c)

Fig.VI.4.4 - Circuiti considerati nell'esempio VI.4.2.

Disattivando~il generatore di tensione si ottiene il viecaito due porte di figura
VI.4.4 b), ove si ha:

La rete due porte disattivata puo essere caratterizzata mediante la rappresentazione
[A] , [B] con un metodo analogo a quello visto nell'esempio VI.4.1.
I generatori di tensione V 10 € Ve 20 si possono ricavare facilmente analizzan-

do il circuito di fig:VI.4a), supponendo aperte le porte. Si ottiene:
Ry

V., =V —m8
10 g
R1+R2
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]

pon il

R, - e w3 14 2324 34
v ' =-v —_—
20

R, R,

LY

Si ottiene pertanto il circuito equivalente indicato in fig.VI.4.4c).

%- Rappresentazioni comuni delle reti due porfé.'

La rappresentazione di una rete 2- porte mediante le matrici [A]
e [B] & se%gre possibile. Tuttavia essa implica pid parametri del ne-
cessario per la carattérizzazione della rete 2-porte. Per questa ragione
nelle applicazioni pratiche, si preferisce utilizzare rappresentazxom che
richiedono in totale solo quattro paramem per la caratterizzazione " Le
it comuni di queste rappresentazioni, che consxdereremo nel presente

ara rafo si ottengono esplicitando nelle due e eguazmm i lineari che ca-

funzione delle altre due -JOccorre a questo proposito osservare:

)ﬁd ogni scelta delle due grandezze corrisponde u esentazione
diversa, che si presta ad essere impiegata meglio delle altre in partico-
flari condizioni di chiusura delle portefTIn totale le scelte pOSS!blll sono
fsex cioé tante quante sono le possnbx,; copple estraxblhrda un_gruppo di

1oni le coppie d1 grandezze elettnche da considerare come variabili in =

ipendenti e dipendenti,|i wwMi
{convenienti per l'impiego della rappresentazione; .
2{ non ¢& detto che per una rete 2-porte esistano tutte le s_m_s_uddgnmp;.
presentazioni. Cid che si puo affermare & che necessariamente ne esi-
ste almeno una. Dimostriamo di seguito questa affermazione. Sappiamo
che le due equazioni (VI.4.1) sono linearmente mdlpendenn mfm

derlvano "dall'eliminazione di alcune variabili da un sistema di equazio-
“ni linearmente indipendenti. Scrivendo le equazioni (VI.4,1) come segue:
L.nd1p -rivendo le equz

o] (0] - g S22 42

2 v eco 157 /)14
7 .
si deduce pertanto che la matrice dei coefficienti harangouguale a due;
quindi esiste almeno un minore di ordine due non degenere} Le due colon-
ne della matrice dei coefficienti con cui é formato tale minore individua
le due grandezze elettriche che si possono esplicitare nelle due equa-
zioni e quindi la rappresentazione tra le sei che esiste. Per maggior

(VL5.1) | [[A]
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Tabella VI.5.1 - Rappresentazioni pit comuni di una rete 2-porte.

" 2740d anp 124 272p uNWOD 1W01zDIUISs1ddDY

rappr;l;ler?tlazione Grandezze elettriche Relazioni tra le Situazioni convenienti
(simbolo usato) indipendenti dipendenti grandezze elettriche di chiusura
[V, T2, 2,101 o 5 s

s 1 11 12 1 generatori indipendenti
matpLcem ;iienze L 12 \r’1 s V2 = di corrente o porte a-
a vuoto: !

LVl Lz, 2,94 LI, perte;

: L] [#1 %l Y] - .
matrice ammetten- . generatori indipendenti
ze di corto circui- Ve \’2 I1 3 12 di tensione o porte chiu-
to: LY/ L 12 J LY91 Yoo ..V2- se in corto-circuito;

alla prima porta circui-
V. h h b to aperto o generatore
. L I B % 1 indipendente di corren-
matrice ibrida: [H] LV, R = L te; alla seconda porta
L1, | h21 hyo V,J corto-circuito o gene-
ratore indipendente di
tensione;
alla prima porta corto-
"1 = v -circuito o generatore
1 811 Big l-1 indipendente di tensio-
matrice ibrida: [G) Vi Ly L, v, = ne; alla seconda porta
LV, Lg g I; | circuito aperto o gene-
2 21 S22 2 ratore indipendente di
corrente;

S ; Y [ A" B Vi
matrice di trasmis- v | v I 2 1 .

; ; - = : rappresentazione poco

sione diretta: [T'] Tl 2 2 L-,] L D I . usl:;pm; F
~ Connessione in casca-
ice di . vy A B v, cata_con altre reti 2-por
matrice di trasmis- v 5 v I = te. (Per questa ragione
sioneinversa: [T T2 1> B C D -1 si prende in considera-
1 2 zione la corrente -12,

al posto di 12.)

0S¢

S'IA
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YVl Dm-mfelerl M) G1[E:

2

chiarezza supponiamo che il minore non degenere sia formato dalle pri-

me due colonne {matrice [AJ), Allora possiamo esplicitare le tensioni,
cioé: [:_l/j EAJ = —[:157[::—:]
(VL5.2) [v) ]=[Z] [1]

In questo caso quindi esiste la rappresentazione matrice impedenze a
vuoto (cfr. tabella VI.5.1).

T La maggior parte delle reti 2-porte ammette tutte e sei le rappre-
sentazioni; tuttavia, come detto, pud accadere in alcuni casi particolari

che ne manchi Lalcuna Di segulto riportiamo due esempidi reti per cui

non_esiste qualche

Esempio VI.5.1

La rete 2-por;e di fig.VL.5.1a) (trasformatore ideale) non ammette le rappre-
sentazioni [Z] o [Y]. Le equazioni di definizione del trasformatore sono:

s
ket
Tali equazioni non permettono di esplicitare le tensioni o le correnti contemporanea-

mente.

-+

a) b)

Fig.VL.5.1 - Esempi di reti 2-porte che non ammettono qualche rappresentazione.

-

Esempio VI1.5.2

La rete 2- -porte di fig.VI.5.1b) non ammette la rappresentazione [Y] ‘ Dalla

figura si vede che D/ 2X quindi le due tensioni non possono essere considerate in-

l_dipendenu, come richiesto dalla rappresentazione [v].
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I vari tipi di rappresentazione, come abbiamo detto, sono utili in
situazioni diverse; deve essere ben chiaro, tuttavia, che esse sono equi-
nvalenu le une alle altre) In particolare, & sempre possibile passare dal-
"1'una all'altra (purclTe esista la corrispondente rappresentazmne)ﬁ Tale
passaggio consiste semplicemente nel riordinare le equazioni di defini-
zione della rete 2-porte. In tabella VI.5.2 sono riassunte le- formule di
passaggio per i tipi di rappresentazione pid usati in pratica(!).

I parametri che caratterizzano ciascuna delle rappresentazioni
considerate in tabella VI.5.1 sono i termini della relativa matrice.\Tali
termini sono numeri complessi, se stiamo utilizzando il metododei faso-
ri per analizzare il circuito, ovvero funzioni razionali reali della varia-
bile s, se stiamo usando la trasformata di Laplace. Il calcolo di cia-
scuno d1 essi & facilitato dall' mterpretazmne fisica che se ne pué dare
come funzione di rete. Per questa ragione, di seguito, considereremo_in
dettaglio le definizioni operative dei termini delle matrici associate al-
le varie rappresentazioni, illustrando con esempi le formule ottenutel

y 2 / ~ /" S 4
. . ) “— / g /
V>(M - Matrice impedenze a vuoto. v <) 2 S

L'interpretazione fisica come funzione di rete di ciascun parame-

tro di questa rappresentazione, si ottiene scrivendo ger esteso_le eggg
zioni di definizione, !Dalla tabella VI.5.1 si ha: Y ; ]

(VL.5.3)

n
(o

B

‘\Qumdx le due situazioni operative che necessario considerare sono

quelle che si ottengono annullando una alla volta le variabili indipen-
M e I .| Cio 1mp11ca che le due situazioni operative richieste
sono caratterizzate dal circuito aperto in _corrispondenza ad una delle
due porte) Inoltre, essendo la variabile mdlpendente una corrente, 1'ec-}
citazione deve essere un generatore di corrente} In fig.V1.5.2 sono mo-
strate le due situazioni operative risultanti. Con riferimento alla parte

a) di questa figura, otteniamo:

£ N
@) | Vs
&

4 N\
12=0 i | 1230

(VL.5.4)

N
|

1mn -

(1) - Si noti che & stata omessa la matrice di trasmissione diretta [T'] , inquanto é po-
co usata.
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Tabella V1.5.2 - Formule di passaggio da una rappresentazione all'altra
per le reti 2-porte (A, indica il determinante della ma-

trice i).
Z Y T H G
Ya2 V12 A A'1‘ AH hiy 1 “812
z z P ] e——— —— i S e e T
1 %12
Ay Y ¢ c hoo hyy 1811 81y
z
Yy - Wiy 1 D by Lo gy dds
z z _— e _ | —
21 %22
Ay By c ¢ hoy hyy |81 81y
%22 “*12 - D -Op L by A_G #ip
2 4y B hip P (82 By
Y
“Z5q 2 51 & hyy Bp |8 1
e " ¥ LA S S cab I o St
21 Ya2
4, A, B B hyy by 832 839
2 Az “Yog -1 AT 1 8y,
s g /A B s e [t Sl
Z1 %1 Yo1 Yo | | hoy hoy |81 8y
T
1. 2oy By -y L hee g1 B¢
e T g C D" e AR S e ]
Zo1 %21 Yo1 Y21 T | byt thyy ey By
4, z, 1 -y, B O ) 8g9 -8y
iy esm—— —— | —— h s " n—
11 Mg
Zy2 %33 Ynm b D ¢ B¢
H
Zg 1 v1 By C -821 811
PO ey gm o i i Btk A )
21 Ma2
292 Zg9 Y11 . Y1a D Mg B¢
1 -z, Ay v, C -Ap hyy ~hyy
— — — | ——| & 8
11 812
zZ51 2 Yoz Va2 A A Ay H
G
zy B, “Yo1 1 1 B ~hyy by
i i ~ A g21 g22
% Yoo Y2 A -8 AH AH
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e con riferimento alla parte b):

¥ v
2 1
(VI.S.S) 222 = I—' & 212 = -
S 2 “1=0
+ rete . e ' rete .+ '
1 1 Vi |1 2-porte 2 Vo Vi |!' 2porte 2 L 112
- o i -
a) b)

Fig.VI.5.2 - Situazioni operative per |'interpretazione fisica dei termini
delia matrice impedenze a vuoto.

Le formule (VI.5.4) e (VI.5.5) mettono in evidenza che:

1) il termine z,, &1 ‘impedenza del bipolo che si ottiene ConSIAEFfd&'

la rete 2-porte alla sua pnma porta e lasciando ‘aperta la seconda;
2) il termine z,, & l'im edeuza di tras erimento tra le porte 1 e 2, con

l'eccitazione posta i fispondenza alla porta 1 e lasciando aperta la
porta 2;

3) il termine z,, & l'impedenza del bipolo che si ottiene considerando
la rete 2-porte alla suaSeconda porta € lasciando aperta la prima;

4) il termine z,, & l'impedenza di trasferimento tra le porte 1 e 2, con
'eccitazione posta in corrispondenza alla porta 2 e lasciando aperta la

porta 1.

Esempio VI.5.3

Determinare la matrice impedenze a vuoto della rete 2-porte considerata nel-

I'esempio VI.4.1.

In fig.VI.5.3 riportiamo le due situazioni operative necessarie per calcolare i
termini della matrice. Con riferimento alla fig.VI.5.3 a), si ottiene:
oF 1
= sL1 + —

sC

z =

V2
21 I

sC

e con riferimento alla fig.VI.5.3 b), si ottiene:
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a) -~ b)

Fig.V1.5.3 - Situazioni operative per il calcolo dei termini della matrice
impedenze a vuoto della rete di fig.VI.4.1.

Ve . 1
= = +
f2T T T T
2
i
z = — =
12 '
I sC =3
2
oy s \/M \/i = >//7 l/z
V152 - Matrice ammettenze di corto circuito. oL > = )/21 Y, + \/22 VZ

L'interpretazione fisica di ciascun parametro di questa rappre-
sentazione si ottiene, come nel caso della matrice delle impedenze a
vuoto, scrivendo le equazioni di definizione per esteso ed individuando
le situazioni operative che corrispondono all'annullamento, una per vol-
ta, delle grandezze considerate indipendenti, cio¢ V. e V,. In figura
VI.5.4 sono mostrate le due situazioni operative risultanti. Con riferi-
mento a questa figura, otteniamo: — D

{ J—-(

(VL.5.6)

Le formule precedenti mettono in evidenza che:

1) il termine y , & l'ammettenza del bipolo che siottiene considerando
la rete 2-porte alla sua prima porta e corto-circuitando la seconda;

2) il termine y, & ['ammettenza di trasferimento tra le porte 1 e 2 che
si ottiene ponendo l'eccitazione in corrispondenza alla porta 1 e corto-
-circuitando la porta 2;
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3) il termine y,, & l'ammettenza del bipolo che si ottiene consideran-
do la rete 2-porte alla sua seconda porta e corto-circuitando la prima;

4) il termine Y, € l'ammettenza di trasferimento tra le porte 1e 2, che
si ottiene ponendo l'eccitazione in corrispondenza alla porta 2 e corto-
-circuitando la porta 1.

+ rete - ‘ rete b+
v1 1 2-porte 2 l2 l[ : 1 2-porte 2 q V'2
a) b)

Fig.VI.5.4 - Situazioni operative per l'interpretazione fisica dei termini
della matrice ammettenze di corto-circuito.

“Esempio VI.5.4

Determinare la matrice ammettenze di corto-circuito della rete 2-portedi figu-

ra V91.4.1.

In fig.VI.5.5 riportiamo le due situazioni operative necessarie per calcolare i
termini della matrice. Risulta, con riferir~nto alla fig.VI.5.5 a):

1 1
+ 5C 2
Il sLl sL2 s L2C+1
0Ty ) 1/ 1 TN 80 L, Ly # 5ty 4 Ly
sC+ —| — + —
) s L1 L2
1
Iy sL, ~ -1
Yoy TS T ; sL,/ sCL L, +s(L, +L,
1 4 P 2 1-2 1 2
sL1 sL2

e con riferimento alla fig.VI.5.5 b):

1 1 '
+sC 2

1)

I2 sL2 sLl S L1C+1
y = e—— —1

2\ 1 1 1 s7CL, L, + (L % Lg)
BT ok | et e
s Ll I..2
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TRzl |=vx
[ J<R-L } [ V=
jRacix R O el o

— Iy sLy (-1) -1
L ' o 1t2

Fig.VL.5.5 - Situazioni operative il calcolo della matrice ammettenze
di ’como-cncmto della rece di fig. w

Xvu 5.3 - Matrice ibrida [H‘l - @)J l: ][@72/,

izione eresteso si 1nd1v1duan

Scnvendo le eq

In fig.VI.5.6 sono mostrate le due situazioni operatxve' 1sﬁIta'"ﬁ
to alle quali si ha:

<%>@ @@

(VL5.7) i
I

&)k

J

+ Laery ‘ : S
V. rete 1 Vv, 1 rete 2 '
Iy ! 1|1 2poree 2 2 1 2-porte q V2

* 313:0 |l3—)0

Fig.Vl.5.6 - Situazioni operative per il calcolo della matrice ibrida [H].

J< Le formule 6)recedent1 mettono in evidenza che:

VA hnlt i ‘Mz\/z
I},; hzl I{ + \ﬂ?.z\/z
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1) il termine hll el meedenza del bipolo che si ottiene con51derando
la rete 2-porte alla sua prima porta e corto-circuitando la seconda. E e-
vidente che risulta h  =[1/y

2) il termine h, ¢ la funzione di trasferimento in corrente tra le porte
1 e 2 chesi omene ponendo l'eccitazione alla porta 1 e corto-circui-

tando la porta 2;

3) il termine h,, & l'ammettenza del bipolo che si ottiene consideran-
do la rete 2-porte alla sua seconda porta e lasciando aperta la prima. E

evidente che risulta h22 ‘ITZ—;

4) il termine h,, & la funzione di trasferimento in tensione tra le porte
1 e 2 che si ottiene ponendo l'eccitazione alla porta 2 e lasciando a-
perta la porta 1.

Esempio VI.5.5
Determinare la matrice ibrida [H] della rete 2-porte di fig.VI.4.1.

In fig.VI.5.7 riportiamo le due situazioni operative necessarie per calcolare i
termini della matrice. Risulta, con riferimento alla fig.VI.5.7a):

3
1 s CL1L2+s(Ll+L2) 1
h,,=— = 3 h

4t 52L2C+ 1

11 2
Y s L2C+ 1

sLl st 1'2

Iy L T QLC— (]D+ Vo

a) b)

Fig.VI1.5.7 - Situazioni operative per il calcolo della matrice ibrida [H]
della rete di fig.VI.4.1.

e con riferimento alla fig.VI.5.7b):

" 1 sC . 1
22 = =2 ; 12° 2
Zy9 s L2C +1 s L2C +1
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X - Y T \/
- = S o
X Vi aes e 161) [“L 3

Scrivendo le equazioni di definizione per esteso, si individuano
facilmente le situazioni operative che corrispondono. all'annullamen
una alla volta, delle grandezze considerate indipendenti, cioé e(l,.
In fig. V1. 5.8 sono mostrate le due situazioni operative risultanti, rispet-
to alle quali si ha:

G | '_ V; I"QHV"L%L\I.?)
o @ G g gy

Do . el

1 =Y

‘ ¢ °F .
Y GD 1 Zt;t:rte 2 V2- L 1_ ffpzne 2 Vo 9112
y @ —9
9 13:0 | b =0

Fig.V1.5.8 - Situazioni operative per il calcolo della matrice ibrida [G].

(VL.5.8)

Le formule lprecedenti mettono in evidenza che:’

o la rete 2-porte alla sua prima porta e lasciando aperta la seconda.|E

vidente che risulta g8y = 1/ z)5\

2) il termine é lalvtunzigne di_tras terimento in_tensione]tra le porte
1 e 2 che si ottiene ponendo 1'eccitazione alla porta 1 e lasciando aper-
\;a la porta 2;)

3) il termine g,, & l'impedenza del bipolo che si ottiene considerando
la rete 2-porte a ?Ila sua seconda porta e corto-circuitando la prima. E evi-
dente che risulta g, =1/y,,;

E) il termine g . &\l'ammettenza del bipolo Jche si ottiene consideran- .

4) il termine g, & la funzione di trasferimento in corrente tra le porte
1 e 2 che si ottiene ponendo l'eccitazione alla porta 2 e corto-circui-
tando la porta 1.

Esemplo VI.5. 6 . | .
Det;;;n;';are Ia matrice |br|da [G] della rete 2-porte di ﬁg Vi.4.1.
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In fig.VI.5.9 riportiamo le due situazioni operative necessarie per calcolare i
termini della matrice. Risulta, con riferimento alla fig.VI.5.9 a):
1 sC 1

En=—==—3——  Bu=~—F——
e, s’L,Cc+1 . T

e con riferimento alla fig.VI.5.9b):

P s?CLiLy+s(Ly+Ly) oo 1

2 ; 1272 g
Yo szL‘C+1 sL,C+1

I sL sly

a) b)

.VL5.9 - Sltuazmm operative per il calcolo della matrice ibrida [G]
ﬁa rete di fig.VI.4.1

La pii usata tra le matrici di trasmissione, elencate in tabella
VL.5.1, & quella inversa, per cui usualmente quando si parla di «matrice
di trasmissione» ci si riferisce a questa. Per questa ragionenel presen-
te paragrafo ci limiteremo-a considerare solo questo tipo di matrice di
trasmissione, indicandola nel modo usuale suddetto. Scrivendo le equa-
zioni di definizione di tale rapgresentaznone, Cioé:

(V= Av, +B(- 1,
ﬁ:cv +D(C1

(VL.5.9)

si nota che le variabili indipendenti appartengono ambedue alla porta 2.
Cio implica che 1'eccitazione e la chiusura devono essere alla stessa
porta; per poter raggmngere questo scopo & inevitabile 1'uso del nullore
che ¢ appunto caratterizzato da due vincoli alla stessa porta, Si otten-
gono percio le due situazioni operative indicate nella fig. VL. 5. 10, rispet-

to aIIe naTr 51 ha A o

N ;‘1 f ~\!
*r] [,h] b S q’
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(VL.5.10)
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"vz @—o vz I,=0

= 9=

V! ) I
w48 o= (5
R Y,

'= =
.Vz 0 v2 0

Le formule precedenti mettono in evidenza che itermini della matrice di

trasmissione sono tutte zioni di trasferimento; inoltre la loro defini-

zione & strettamente connessa alla presenza del nullora.

i

tly  rete 2 . vy 1 rete 2 l-l'
5 2-porte a 2-porte 2

a) b)
Fig.VI.5.10 - Situazioni operative per il calcolo della matrice di trasmis-
sione. Nel caso a) il nullore permette di applicare la tensione V, alla
porta 2 senza assorbimento di corrente, mentre nel caso b) permette di

applicare la corrente -I%, con tensione V% uguale a zero. In ambedue i
casi lascia indeterminate entrambe le grandezze elettriche alla porta 1.

Esempio VI.5.7

Determinare la matrice di m:g_rrv!issione della rete 2-porte difig.VI.4.1.
s Ll st @9)(_:‘@,.4\@%_], sL

13
L2- O | . ;2

a) b)

Fig.VL.5.11 - Situazioni operative per il calcolo dei termini della matrice
di trasmissione del circuito di fig.VI.4.1; i nullori sono stati scissi nei
due elemenu_x_\(ull& e_noratore.

In fig.VI.5.11 riportiamo le'due situazioni operative necessarie per calcolare i termini

H_e_llg ‘matrice (per evitare confusione tra la capacita ed il termine C della rappresentazio-
ne, abbiamo indicato la capacita con CI)ACon riferimento alla fig.VI.5.11a), calco-

mp———— . -~ . ~ .
tensione, la tensione é pari a V2 e.la corrente € nulla. Pertanto, si ha:

(VI.5.11)

_IJ=sC1V2l

it 2 2
Lvl =V,+sL I =V, +s Llclvzn
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da cui:
¥ Vu_\\“——“'
(VL.5.12) I Aa=1 +52L1C1i‘ ; C=sC

1

Con riferimento alla fig.V1.5.11b), calcoliamo i termini B e D. Alla porta 2 risulea,
per la presenza del nullore e del ge neratore di corrente, la tensione nulla e la corrente
(uscente) uguale a -1'2. Pertanto, detta V, latensione ai capi di Cl, si ha:

v - -2
[l— ['2+sClV0 = l'2 s C1L21'2

(VL5.13)
‘ Vi=VygtsLiIi=-sL,I}-sL,(1+s2C L)1
da cui:
} i /”““, i : 5
(VL.5.14) _‘ {/B,,=s3ClLlL2+s(L1+L2) [ {B=52,c1L2+1 ’!

\ e ——

Osservazione VI.5.1

Nella rappresentazione di una rete 2-porte con la martrice di trasmissione si fa
riferimento alla corrente - I,. La ragione del segno negativo & di rendere piu facile lo
uso della matrice di trasmissione nell'analisi di una rete 2-porte, costituita dalla ca-
scata di piu reti 2-porte. Vedremo questo punto in dettaglio nel § VI.8.

Osservazione VI.5.2

Come & stato detto all'inizio di questo paragrafo, tutte le rappresentazioni pre-
cedenti possono essere ottenute a partire da quella generale descritta nel § VI.4.1. Un
utile esercizio, che viene lasciato al lettore, & quello di effettuare tale derivazione per
la rete 2-porte dell'esempio VI.4.1, controllando che i termini delle matrici delle varie
rappresentazioni, ottenuti per questa via, siano uguali a quelli ottenuti mediante i pro-
cedimenti operativi descritti in dettaglio nel presente paragrafo.

Osservazione VI.5.3

E importante osservare che la determinazione dei parametri A,B,C,D puo esse-
re effettuata anche senza utilizzare il nullore e facendo riferimento ad una qualsiasi
chiusura della rete 2-porte. L'utilizzazione del nullore rende omogenea la definizione di

questi parametri rispetto alle altre rappresentazioni.

6 - Rappresentazionidelle reti 2-porte orientate verso lasintesi.

Un importante aspetto della rappresentazione di una rete 2-porte
riguarda la sua utilizzazione in fase di sintesi dellarete stessa. Le rap-
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!resentazioni precedentemente illustrate non sonoadattea questo 'sco
per due ragi

I non. permettono di controllare facilmente, in una rete costituitada una;LJ-L =
cascata di reti 2-porte semplici, 11 trasfenmento

g ta_comuneme ¢
non permettono di tenere conto in modo semplice del tipo pid comune \WV
dic ra di_una rete 2-porte, cioé tra un_generatore con impedenza i m-
terna puramente 1 resistiva ed un carico anch'esso tes1st12)]
Le due rappresentazmm che descriveremo nel presente paragra-
‘fo permettono in parte di _soddisfare le aue esigenze greceaenn:! In_par-
ticolare, la prima, basata sui «parametri immagine » & orientata al sod-
‘disfacimento totale della prima esigenza suddetta e risolve parzialmente
-

zione sono completamente diversi; in particolare, la sintesi basata sul-
la matrice di diffusione richiede calcoli di elevata complessita il cui

svol gimento neces 'uso di atici di calcolo] Cid a diffe-

renza della sintesi basata sui parametri immagine che porta a procedi-

menti_controllabili con modesti mezzi di_calcolo, \
1.6.1 - Rappresentazione mediante i |parametri immagine}

T L 'obiettivo di questa rappresentazione ¢ quello di individuare fa-

cilmente le condizioni per cui, in una cascata di reti 2-porte,|queste si | AVcW\m
comportano ciascuna in modo noto,]mdgpgndente dalle reti contm?ntl,

con la consegyen za che. tl«t;as-feumenmmdgl segnale nella rete risultan- (Nw\,e; g

te si puo ottenere in modo molto semplice dalla combinazione del tras fe-
rimento in ciascuna rete componente

| Lo scopo precedenteTene raggiunto con 1 seguenti quattro pa-‘
rametri, come vedremo in dettaglio successivamente nell"osservazione|

.6.
impedenze immagini. Per definire le impedenze immagini & opportuno
reventivamente osservare che l'im edenza che una rete 2-porte presen-
¢é funzione sia dei parametri che caratterizzano la rete 2-porte, sia del-
T'impedenza z ) Der vedere c16 facciamo riferimento alla fig. VI.6.1 e

supponiamo di usare la rappresentazione| Z]l per la rete 2-port L'im-
pedenza z.. vale:

G| 0

Hl 2 2_—_“
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Zu\ I ¢ g,?ly = \/?/'
<C7?'Il +(8z;*2\,)1; =0

1

V= 8\:.\3\ +Bv iz
Vg = 22\1\+-217lz Zule

Fig.VIL.6.1 - Bipolo ottenuto +o!.. B

chiudendo la seconda porta 1 rete V.

di una rete due porte suun z;) —~ 2-porte 2. z,

bipolo di impedenza z . " o—| a1

wle
(VL6.1) — v, _ ®q I +z,1, N I,

.6. ‘z“.x— - I =z, tz, I

S 1 1

Utilizzando la seconda equazione caratteristica della rappresentazione

Z, insieme con la condizione imposta dalla chiusura;—abbiamo:

(V1.6.2)

da cui si ricava:

(VL.6.3)

(VL.6.4)

Si vede chiaramente dalla (VI.6.4)

), risul

che z

ta:

+z

,_‘.A

eda z | come affermato. Al variare di z.

(z 1\( 2)

\

C 1/,- ) ¢ 3l
\/z~ Zn}, +Zuty < ‘ZQ,.LL
( \/,:Zul[‘zlli‘z

i 0 —Zz',),,l *(ZLL *ZII.)Il
I = \/l (EII*Z]‘z
Zu (Zn *él?) ZJ'Z zll
L FE
Lo e /(’Z‘F{%Q :

pende dai termini di [Z]

é evidente che z., varia.

Nello stesso modo, si pud vedere che I'impedenza z

quando Ja porta 1 & chiusa su z

| Zi2\T ¢
\\\//

22

vale:

21229

~i2

alla porta 2,

zZ, -k/z\

Le impedenze immagini vengono definite come quelle particolari impe-
denze Z.. e Z. 5, per cui si verifica che, quando la “port 2 2 ¢ Chiusa

su un blpolo di 1mpedenza Lo
do la porta 1 & chiusa su ~

Z.. =z

il

(VL6.6)
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z

=Z.
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La ragione del nome di impedenze immagini é messa in evidenza in fi-
ura VI.6.2, dove sono indicate esplicitamente anche le impedenze che
i vedono in corrispondenza alle porte. E chiarodalla figura che quand

le porte sono chiuse sulle impedenze immagine & come se ciascun bipo

lo vedesse la propria immagine guardando dentro la rete 2-porte;\

A . : 1 rete 7
Fig.V1.6.2 - Situazione operati- Z, 2-porte i2
er la_definizione delle im- ‘
pedenze immagini. Z“ Zi2

2) esponenti di trasduzione su base immagine] Questi parametri della
rappresentazione che stiamo descrivendo riguardano il trasferimento del
segnale entro la rete 2-porte in una situazione standard dichiusura] Pre-
cisamente si suppone la rete 2-porte eccitata in modo qualsiasi ad una
porta e [chiusa sulla propria impedenza immagine all'altra§Si hann01 due
schemi di fig.VI. :
dﬁfg}_s_ggxl primo dei parametri, cioe lwg_dl trasduzwne su base“

unmagme mgresso us Clta

(VL.6.7) & {: 6

in cui In 1nd1ca il valore pr1nc1pale del logantmo naturale. Il secondo
parametro & l'esponente di trasduzione su base immagine uscita-ingres-
so, definito, con riferimento alla fig.VI.6.3b). )

D
ST [ ol
(V1.6.8) L@~ _Il V' PomAw W*q i‘o?u

IS Vs

|
E importante notare che la definizione dei due parametri isiri-
ferisce alla chiusura della rete 2-porte sullapropriaimpedenzaimmagine.

1

1 I, I
o't j . ; 2
v. t rete ' rete v
1. 1 2-porte 2 Y2 Z; Za M- 2-porte 2l T2
|

a) b)

Fig.VI.6.3 - Schemi per la definizione degli esponenti di trasduzione su
base immagine. L'eccitazione della rete 2-porte pud essere qualsiasi.

7, [ 2@ 2 20 20) 2 A CERIETER
it Z2z s &
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I quattro parametri immagine rappresentano completamente la re-
te 2-porte e quindi possono ricavarsi direttamente da qualsiasi altra rap-
presentazione della rete stessa. Particolarmente usate sono le formule
di passaggio a partire dalla rappresentazione matrice di trasmissione
[T], che ricaviamo come esempio.

Esempio VI1.6.1

Determinare le espressioni dei quattro parametri immagine a partire dai termi-

ni della matrice di trasmissione [T] .

Le impedenze immagini si ottengono esprimendo le impedenze di ingresso del-
la rete nella situazione di fig.VI.6.2 in funzione della rappresentazione [T]. Si ha:

.. A’V2 + B(-Iz) _ AZiz + B
il
CN2+D(-12) cz,,+D
(V1.6.9)
_ DZ, +B
Zip =
CZ.. +A
il
Da queste si ricava:
5 AB - DB
(VI.6.10) Zz. =\ — ; o= | —
il CcD . i2 AC

E interessante osservare che si possono avere due valori di impedenze imma-
gini; si sceglie usualmente quello che ha parte reale positiva in funzione di w, nell'ipo-
tesi che i vari parametri si riferiscano a regime permanente sinusoidale di pulsazione
w. Per il calcolo degli esponenti di trasduzione su base immagine si fa riferimento al-
la fig.VI.6.3. Risulta:

712
(VL.6.11) CzZ, +A BC+VAD
¥g ~ln A A 1 [ A ]

con: A =AD-BC.
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Osservazione VI.6.1

L'obiettivo della rappresentazione mediante i parametri immagine & quello di
e Ay

controllare in modo semplice il contributo di ciascun blocco elementare nella cascata

di celle elementari in cui si puo pensare suddivisa una rete 2-porte. La base di que-

sto controllo & la proprieta tipica di connessione tra la rappresentazione «¢immagine»

della rete 2-porte globale e la rappresentazione « immagine » delle reti 2-porte compo-

nenti della cascata, quando si soddisfi alla condizione di« chiusurasubaseimmagines.

Per chiusura su base 1mmagme di una cascata di reti 2- -porte s mtende quella partico-

lare sltuazxone per cu1 cxascuna rete componente della cascata vede alla propria sml—

stra la propria xmpedenza immagine Z, ] ed alla proprla destra l'analoga Zio] E evi-

dente che una cascata di reti 2-porte pun ‘essere chiusa su base immagine solo se tale
situazione é stata prevista appositamente in fase di sintesi. Laproprieta tipica di con-

nessione tra rappresentazioni immagine & la seguente:

l Proprletu V1.6. 'I{L ol  parametri immagine di una_rete. 2-porte.costituita,

da una cascara di reti 2-porte, chiuse su base immagine, sono tali che:

l) le lmpedenze immagini coincidono rispettivame nte conIeQD ‘

in cui Z(ln I'impedenza immagine alla prima porta della prima rete
della cascata e Z(];) quella alla seconda porta dell'ultima rete della
cascata, essendo N il numero delle reti componenti;

2) gli esponenti di trasduzione su base immagine sono:

r | -

) ; |

|} N _ N
VI.6.1 1[5, = SEeastk) | |. SRR

in cui con k siindica la k-esima rete componente».

La verifica di questa proprieta é immediata. Infatti, con riferimento alla figu-
ra VI.6.4, vediamo che: -

e \ 3
(I:) = yk-1) : | (k) o _qk-1) |
(VI.6.13) ' 2 } ., ‘l LY ==I, |
IE= 5 i o s T T 11
I (k) (k)
L | i 1Y k 34 N Iy
w1 B _(I) + t + (_k) : t _|’-;°
V. # rete : rete rete
L 2-porte 2 L ! 2-porte 21 . v2 A 2-porte | -
—H o= i} - ——o
[P N > N ery | ) — i s R ]

Fig.V1.6.4 - Rete 2-porte costituita da una cascata di reti 2-porte.

Quindi se supponiamo la rete 2-porte globale chiusa a destra su ZEN), allora
risulta: b
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viw
(V1.6.14) =z
1(N) '
1

D'altra parte, per l'ipotesi di chiusura su base immagine della cascata, deve essere:
(V1.6.15) zgl;-l) = zglli)

Quindi si ha:

yN-D
1
(V1.6.16) —— = z®D
(N-1) !
1

Continuando in questo modo si arriva alla prima porta della prima rete componente e si

' .. P (@8 o .
trova che | 1mpedenz’a di ingresso coincide con Z.lf[ Analogamente, se si suppone di

porre in ingresso Z;{’, si ottiene che alla seconda porta dell'ultima rete componente
si vede Zg). Cio dimostra il punto 1) della proprieta VI.6.1. Per quanto riguarda il
punto 2), utilizziamo le (VI.6.7) e (VI.6.8). Nel caso di Y19 facendo riferimento al-
la fig.VI.6.4, chiudiamo in uscita la rete globale sull'impedenza caratteristica Z?;),
come richiesto dallo schema a) di fig.VI.6.3; si ha, tenendo conto delle (VI.6.13) e
della chiusura su base immagine: ) |2

My
Il vl

(VL6.17) =l f—— =
M)y (M)
Vo =17V
m N vk N
1Ky |
3 BT i iy
kil _I(zk)v(zk) k=1 " '%]

Un risultato analogo si ha utilizzando la (VI.6.8) per Yor-

La proprieta VI.6.1 é il fondamento dei procedimenti di sintesidelle reti 2-por-
te, basati sui parametri immagine. Vediamo infatti dalle (VI.6.12) che il trasferimento
globale attraverso la rete, misurato da Y12 € Vo1 si ottiene semplicemente somman-
do le analoghe quantita delle reti componenti; inoltre tali quantita sono determinabili a
priori una volta per tutte. E ovvio che questa notevole semplificazione & conseguenza
dell'ipotesi di chiusura su base immagine che pud essere soddisfatta dalla rete globale
solo in fase di sintesi.

Le singole reti 2-porte-componenti sono sezioni elementari ad «L» del tipo di

_fig.VI.6.5, per le quali é facile dedurre i parametri immagine; precisamente risulta:

1 " Z )
Y9 =%y = — cosh” 1 +—
12 21 2 22:
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2
zlz‘<1+4z); Zi2

Tali formule si semplificano ulteriormente imponendo un vincolo sulle impedenze z; e
z,, cioé che z z = K2, con K costante reale. Con tali semplificazioni, la sintesi

Z1 %

N
-

]

[

[(vr. 6.18)
Z
1+

4z!

viene effettuata con 1'ausilio di una serie di grafici sui qualisonoriportati gli andamen-
ti, in funzione della frequenza,delle parti reale ed immaginaria di Y1g Per la singola
sezione ad «L», in funzione di un opportuno parametro atto a caratterizzare la cella
(oltre al parametro K).

Per quanto riguarda la condizione di chiusura su base immagine della cascata,
essa é soddisfatta solo parzialmente, essendo richiesta la chiusura della rete globale
su un singolo resistore (che viene scelto di valore pari alla costante K). D'altraparte
I'impedenza immagine alla seconda porta dellarete globale non & affatto resistiva, come si
pud dedurre dalla (VI.6.18); si ha come conseguenza un discostamento che pud essere
valutato con 1'ausilio di una seconda serie di grafici che ciforniscono 1'andamento del-
le impedenze immagini in funzione della frequenza e dei parametri caratterizzantila cel-
la ad «L». Come effetto si ha una deviazione tra il comportamento calcolato conipa-
rametri immagine e quello ottenuto; tuttavia, é sempre possibile controllare la deviazio-

ne suddetta entro limiti accettabili(l),

Fig.VI1.6.5 - lS,Olezione ald «L>» 1
presa come blocco elemen- = e

tare costituente della casca- Portal 2 Fity, Poee 4
ta dellereti 2-porte piu usa-
te nelle applicazioni.

E da notare la grande flessibilita del procedimento di sintesi risultante, che
lo rende atto a tenere conto facilmente di vincoli particolari sui componenti della rete,
dovuti, ad esempio, alla tecnologia usata. Un esempio tipico in questo senso é il caso
dei circuiti elettromeccanici, utilizzanti barrette di acciaio come risonatori, in cui, ad
esempio, si vuole imporre il vincolo che le barrette abbiano tutte lo stesso diametrotra-

sversale (appendice B).

;i\;d - Rappresentazione mediante la matrice di diffusione.

L'obiettivo di questa rappresentazione & di tenere conto della
chiusura delle porte della rete 2-porte cosi come sipresenta nelle appli-

(1) - Per ulteriori dettagli sui parametri immagine e sul loro usoperla sintesi, si riman-
((i:a al ‘t,elsto: \yll Cauer, «Synthesis of linear communication networks »,Mc Graw-Hill, 1958
ap. e 5
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cazioni. Un vantaggio ulteriore che si ottiene, come vedremo nel §VI.7,
é la possibilita di caratterizzare in modo—semplice —il—trasferimento di

D
+
- R
— A\ u
b
C o t Qul
a) b)

Fig.V1.6.6 - Chiusure usuali nelle applicazioni per una rete 2-porte.

La rappresentazione che consideriamo si basa sull'uso, in corri-
spondenza ad ambedue le porte della rete, delle grandezze a e b (onda
diretta e onda riflessa), introdotte nel § VI, 2.1 per i bipoli. Facciamo ve-
dere come si pud tenere conto in modo semplice con tali grandezze del-
le chiusure usuali della rete 2-porte.| In fig. VI.6.6 riportiamo a questo
scopo le chiusure in questione; precisamente in a) viene mostrato il ge-
neratore con la sua impedenza interna ed in b) il carico di tipo resisti-

{{¥o] Nel primo caso, utilizzando e (VI.2.4) e scegliendo come costante
ll di normalizzazione alla porta A-B la resistenza R_ del generatore, si
'ha

R TN/ N A
1 Vv 1 Y :
(VI.6.19) a=— + 1= /] (V4R I) = .. -
2 in 2 /Z‘Rgi ZiR‘
e 2

Quindi 1'onda incidente a & completamente definita dal generatore ed
in particolare, nel caso dei fasori;[il suo modulo al quadrato coincide
con il doppio della potenza disponibile del generatore, cioé:)
-on 11 dopplo della pc & A Wk PeTICIREI :

|v |2 %y
(V1.6.20) a2 = 4—;— ~§ZPQX
g

Per quanto riguarda il carico, usando come costante di normalizzazione
alla porta C-D la resistenza di carico R ed applicando le formule
(VI.2.4), si ha:

(1) - E opportuno notare che consideriamo le grandezze a e b rispetto alle porte del-
la rete 2-porte. Tuttavia, cio definisce anche le analoghe gtagd'ezze verso i bipoli; in-
fatti basta scambiare il ruolodi a e b in fig.VI.6.6 per definire tali grandezze per i

bipoli invece che per la rete 2-porte. -~
\/9 ~ “),J L V

| —_—

L N I T
Iy 306y 0By 7
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(VL.6.21)

uindi 1'onda ipci ul carico & nulla e 1'onda riflessa & legata di-
_rettamente alla tensione su di es i che, nel caso :aei fa-
sori, iI'modulo al quadrato di b & il doppio della potenza ceduta al ca-

(VL6.22) ' = »Q;

Ognuna delle porte della rete pud essere caratterizzata tramite le gran-
dezze a e b. L'effetto della rete 2-porte € quello di stabilire un lega-
—— . . g .

me costituito da due equazioni lineari tra le quattro grandezze a., a

3 t
b,, b, delle due porte. Si ottiene una rapPresenta];_m";_pe_ﬁﬁ.TwLnaFnJE
due in funzione delle rimanenti due J E chiaro quindi che si potrebbero a-
vere.sei-rappresentazioni;-come.nel caso delle grandezze tensione e.cor-
rente. Tuttavia, nel caso presente, con le chiusure di fig.VI.6.6, abbia-
mo visto che risultano com ente determinaté le a, cioé supponen-

do di chiudere Ia = Ta_prima_porta con il generatore di fig.VI.6.6a) e la se-
conda porta con il carico di fig. VI 6.6b), avremo: '

(VI.6.23) a, = —— - a, =0

. 2{R‘

o visto (!, Risult

(V1.6.24)

(1) - Per altre m[\:o})resentazmm con le grandezze a e b, si veda: H.J.Carlin, A.B.Gior-
dano, op. cit.
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oppure in forma matriciale:

b s 1 a
ez =[]0 - e [2]

2 21 22 2 2

La matrice' [S] prende il nome di «matrice di diffusione» e costituisce
la rappresentazione cercata. Il suo nome dériva fterpretazione del-
la grandezze a e b _come onde incidenti e riflesse dalla rete, come
messo in evidenza in fig.VI. 6 e ST SRS et

Fig.V1.6.7 - Interpretazxone delle b, o— e —o b,
grandezze a e b come onde inci- > Il Svone 2| =
denti e riflesse dalla rete 2 - T P BN
- porte. 1 —o'89

Pué risultare utile fomire una/_i_gtferyretazione operativa della ma-D
trice [S].] A questo scopo dobbiamo individuarel'eccitazione e la chiu-
sura che corrispondono rispettivamente alle due situazioni a, #0, a, =
=0 e a, =0, a, #0,} nel caso piu generale in cui le costanti di nor-
malizzazione alle due porte siano R, e R,,.‘ Nel primo caso, tenendo
conto di quanto detto in relazione alla fig. VI.6.6, risulta che la seconda
porta deve essere chiusa sulla resistenza @ Quindi le (VI.6.24) di-

vengono:
b \=(s,, a
(V1.6.26) @ P By i
@: 521 a Q \———’NQ/ =
—_.H/l‘
che forniscono rispettivamente: ‘/@f”

a2 QR
Y By (8,=0)

(V1.6.27) T

Dall'esame delle (VI.6.27) si deduce che:

N

Be., & il coefficiente di riflessione. del bipolo che si ottiene chiuden-
do_la-porta 2 sulla resistenza R, (costante di normalizzazione alla
porta_2) e gogmderando 1'ingresso alla prima portaj La costante di nor-
malizzazione con cui ¢ calcolato s, é.cluax:amente paria R}
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2) s, si pud interpretare facilmente facendo riferimento alle tensioni.
Tenendo conto diquanto detto a proposito della fig. VI.6.6, cioé delle

s im bty

formule (VI.6.19) e (Vl"G“Zl')“E"Supponendo di usare un generatore con
impedenza interna uguale a R, si ha: i

gz__yg_-e_@,gvi\/

VI.6.28 b
s o TR, Uy e

(V1.6.29) S i

tensione tra ["uscita chiusa su R, ed il generatore di impedenza inter-
na_R,.| Particolarmente xmportante é 1l significato fisico del modulo al
quadrato di s

|
Dll termine s, & gumd proporzionale alla funzione di trasferimento in

—

, nel caso dei fasori, cioe:

v, |?

2

(V1.6.30) s, |2 =——

Tale modulo al quadrato & quindi il rapporto tra la potenza attiva ceduta

al carico R e la potenza disponibile del gergamcrstciu'n\‘&ess;r
Per quanto riguarda la caratterizzazione degh aleri due parame

della rappresentazione, occorre considerare la situazione in cui a) = 0,

a}, # 0. Chiaramente questa situazione corrisponde a chiudere la ptima

porta su un bipolo resistivo di resistenza R .. Quindi si ha:

b'.=s, a' : b
(VL6.31) N o )
b'2 = Ha a'2 _ — 1—W
che forniscono rispettivamente: R ‘lé A { 2 i \/g’
: y }
1 ==
S = —_— L)«-—"‘ QZ
12 a' X -h
2 al =
(VL6.32) ' 10 |

]

.

22 a'
2 a'1=0
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In modo analogo a quanto fatto per i primi due parametri si de-
duce che:

3) s,, ¢ proporzionale alla funzione di trasferimento in tensione tra la
porta 1 chiusa su R, ed il generatore di tensione di resistenza inter-
na R, posto alla porta 2, cioé:

2v, [R
(VI.6.33) R — —

Il modulo al quadrato di s,,, nel caso dei fasori, & il rapportotrala po-
tenza attiva ceduta al bipoio di resistenza R, e lapotenza disponibile
del generatore di resistenza interna R, posto alla porta 2;

4) s,, é il coefficiente di riflessione del bipolo che si vede alla porta
2 deﬁa rete, quando la porta 1 & chiusa sul bipolo di resistenza R. e

1
la costante di normalizzazione usata & é paria R,

Osservazione VY1.6.2

Per il modo con cui vengono ad essere definiti operativamente i termini della
matrice di diffusione, cioe in termini di potenza attiva, essi esistono sempre per unare-

te passival Pertanto la matrice di diffusione esiste sempre per una rete passiva, adif;k

ferenza di quello che accade per gli altri tipi di rappresentazione visti_in precedenza)

Un ultimo punto che vogliamo mettere in rilievo & il legame tra
la matrice [S] e le matrici relative alle altre rappresentazioni. \Tale
legame & facilmente ricavabile, se teniamo conto della dlpendenza tra
le grandezze a e b e quelle usuali V e I alle porte, viste nelle for-
mule (VI.2.4) e (VI.2.5). Riprendendo queste formule per la rete 2-porte

si ha:

V- e HE Lo - w {12+ 10)
INECER MENI

Ld a, b, (V1.6.34)
Y-t wr [+t o [ 1]
N NIt
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avendo indicato con [N] la matrice:

~

.

\. . Lo Vg
i_’ W !
M[o QO—] okt VR 18,

L'utilizzazione delle (VI.6.34) permette e di ricavare facilmente il legame
voluto tra le matrici caratteristiche delle varie rappresentazioni. A tito-
lo di esempio sviluppiamo il calcolo per la matrice impedenze a vuoto,
individuando sia il legame da [S] verso [Z], sia quello inverso. Nel
primo caso abbiamo:

-3 (G wl]
(VL.6.35) [b =-2—[N]‘ o -;[N] g

2 2 . 2

1 [ 1 a, bl
=—.{[N]"[Z]-[N]}[ ]=— (N - D) [N]"{[ ][ ”
2 I a b

N

2 2 2
[bl] a,
Quindi, esprimendo in funzione di [ ] , st ha:
b2 a, :
(VI.6.36) [s]={[¢] + [ul}i{lL)-[Uul}

con:
1 0
=Wtz Nt W=l Y]
In modo del tutto simile, si ottiene:

(VI.6.37) [Z) = [N]{[U) + [SI}{[Ul- [S))y! [N]

Concludiamo il presente paragrafo con alcuni esempi di determi-
nazione della matrice di diffusione di reti 2-porte.

Esempio VI1.6.2
Determinare la matrice di diffusione del trasformatore ideale di fig.V!.6.8 a).

Utilizziamo le definizioni operative precedenti, supponendo che le costanti di

normalizzazione alle due porte siano Rl e R2:

1) H.termine s)1 € uguale al coefficiente di riflessione alla porta 1, quando la porta

2 é chiusa su R2, cioé:
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Vi.6
- = 2 —
Vo-Relo = Reuly - Vi, Ryl Vv
w“
Il n:1 12 . Il R 12
——
V+ oo + | ¥ 3
k % D vy
a) , b)
,-\/.\ = W ’lf
I2=< T
Fig.VL.6.8 - Reti 2-porte considerate Qegli esempi VI.6.2 e V1.G.3. !
D »-ff."’
y v
2) 1l termine s le: ; MR E - L (viRD
29 vale: e mo ) yﬁk T L
At- 0O | v
— ﬁz |
- YA = |

R.!‘E ] - 2 _‘qb‘?

{ s Bl \
. B P VAL == (y-RE)-
u/szz R[ \ 'JE ¢ &(}k/ : ’
q/'——-“’—'“‘i " + R \
b —— ’ | 23 =

3) Il termine S12 vale, in base alla (VI.6.33):

2R,
R, Ry
512=2 I —
Rl R1+R2n

4) Il termine So1 vale in base alla (Vl.6.29):

In conclusione, la matrice di diffusione del trasformatore vale:

2
y n Rz'Rl 2n iRle
[s]=— R,+ R (%R, 2
n +
2 1 2n Rl R2 Rl -n R2
Tale rappresentazione si semplifica notevolmente se scegliamo le costanti di

normalizzazione i modo che:

Rl

e s

R2

La cultura & un bene dell'umanita (fantomasping@libero.it)



V1.6 Rappresentazioni delle reti 2-porte orientate verso la sintesi 577

In questo caso infatti, la matrice di diffusione del trasformatore & data da:

@0 1]

Esempio VI.6.3

Determinare la matrice di diffusione del giratore di fig.VI1.6.8 b).

In questo caso utilizziamo la formula di passaggio dalla rappresentazione ma-
trice impedenze a vuoto, in quanto tale matrice & fornita direttamente dalla definizione

w2

R 0

dell'elemento, cioé:

In base alla (VI.6.36), supponendo di usare costanti di normalizzazione R, eR,, si ha:

1 1 ) ;
. 0 0 -R e R

0 o - ————
VR, (K, R R,

) = = -

1 1 R
0 ——|ILR 0 0 — 0
‘R—z ‘R—z “El Rz
u" . 8
ol - SR
-~ WK,
(- [v] =
_R_
R, R,
1 ) U
» 1 fR, R
{0+ [y = 17
. R? R
14 - "
R, R, R R,
1 e el el ]
[s] R R, (R R, R Ry
s] = —_— =
-R " R i R, R, + R2
‘RI Rz ‘Rl R2 4
2 ’ :
! [R-lez 2R (R R, ]
RZ+R R, L 2RVRR, RZ-R R, .
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Tale rappresentazione si semplifica notevolmente se scegliamo le costanti di

normalizzazione in modo che:

In questo modo, infatti, la matrice di diffusione del giratore diviene:
0 -1
1 0
Esempio VI1.6.4

Determinare la matrice di diffusione della rete 2-porte rappresentata in figura

VI1.6.9. Le costanti di normalizzazione siano scelte uguali a R, e R2'

L

Fig.VL.6.9 - Rete 2-porte
considerata nell'esempio
VI.G.4. porta 1 T C porta 2

Si possono seguire indifferentemente i due procedimenti applicati negli esem-

pi precedenti. Si ottengono le seguenti espressioni per i vari termini della matrice di

diffusione:
s, = ! [-s2R,LC+s(L-R,R,C)+R,-R,]
1= 5 1 1 R 2~ %y
L [s2R ( ]
Spn = s LC+s(L-R,R,C)+R,-R
22° po 1 182 1- R
2‘R1R2
512=521=T
in cui é:

D(s)=s?R,LC+s(L+R,R,C)+R, +R,

%{- Trasferimento attraverso una rete 2-porte.

La funzione che esplica usualmente una rete 2-porte & quella di
manipolare opportunamente un segnale, rappresentato in ingresso dalla
grandezza impressa da un generatore indipendente ed in uscita da una

La cultura & un bene dell'umanita (fantomasping@libero.it)



V1.7 Trasferimento attraverso. M]?,_chﬁ_z_-pm:le 579

l Z
| I
grandezza elettrica sul carico.JGeneratori e carichi usati normalmente
\sono quelli considerati in dettaglio ne
E evidente quindi che risulta di fondameatale im -

terizzare questo trasferimento} almeno nei suoiaspetti piu rilevanti.| Cid
verra fatto di seguito, introducendo allo scopo alcune grandezze tipiche
che permettono una misura quantitativa degli aspetti d'interesse. Tali
grandezze si riferiscono al comportamento dellarete inregime permanen-
te sinusoidale e sono quindi relative ad una sola frequenza. Di cons

lguenza una conos a_completa della rete si potra avere solo se & n
to I'andamento in funzione della frequenza delle suddette grandezze)

/ YI.7.1 - Trasferimento di potenza attiva attraverso le reti 2-porte. !S

sano in pratica varie grandezze che servonoa mettere in evi-

| denza aspetti particolari del trasferimento di potenza attiva(l) attraver-

]so la rete due porte. Consideriamo tali grandezze in dettaglio, ricavan-
done I'espressione in funzione dei termini della matrice di diffusione.

—I'G;Jadagno di potenza. [ G = ‘lo e)%/w & (d"fb

Con riferimento alla fig. VI.7.1, il guadagno di potenza é il rap-

porto tra la potenza assorbita dal carico e la potenza entrante nella rete

t . Preci :
2-porte recisamente, se

o LA .
* {2 -R
e

si ha:
(VL7.1) guadagno di potenza = G =

R

Fig.VIL.7.1 - Chiusura tipi- * ‘
ca della rete 2-porte. Y% Qi; 1 Zf;frte 2|V = R, A

Utilizzando la matrice di diffusione, abbiamo visto dalla (VI.6.30)

che:
(VL7.2) ®=M@ 4. _1_“/\%\<
g Ry

(1) - Poiché in questo paragrafo parleremo solo di potenza attiva, per brevita la indiche-
remo semplicemente come potenza.
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e dalla (VI.6.27), insieme con la (VI1.3.14), si ha:
(VL7.3) VSR B e 19 -

Il guadagno di potenza & percid uguale a:

g |2

(V1.7.4) G= W

-y
e mette in evidenza la capaciti della rete di fornire potenzaj Ovviamen-
te la rete puo assorbire, invece che fornire potenza, nel qual caso & piu
conveniente far uso della grandezza inversa, khe prende il nome di «at-
tenuazione di potenza», cioé: |

2
1 e | ul
(VI. 7 S) attenuazione di potenza = A = — = e
G |'s 7 I
& = “l/\Def]r)') §<
) . . . . .

Le grandezze precedenti, tuttavia, misurano il fenomeno di tran-
sito, perdita o sviluppo di potenza nella rete 2-porte, senza mettere in
evidenza 1'effetto molto importante che ha la resistenza del generatore.

_ Sappiamo infatti che solo se il valore dell'impedenza di ingresso della
V%’.« Wy | rete 2-porte coincide con quella resistiva del generatore, la potenza en -/\

Tl - eiol . | trante nella rete 2-porte & [a massima possibile, cioé uguale alla poten

i ?DQA" “za disponibile. Una grandezza che tiene conto anche di questo effetto &
1

guadagno di trasduzione.

- !G vadagno di frasduzione.i

E il rapporto tra la potenza assorbita dal carico e la potenza di-
sponibile del generatore, cioé:

Pu ' Al
(VI.7.6) guadagno di trasduzione = G, = P, 9, ﬂ) \é\:{
Dalla (VI.6.30) vediamo che .
(VL7.7) G 5= lmg 1* [
Ovviamente anche in questo caso si pud parlare di attenuazione di tra-
sduzione:
o o L, casgl . _oaf Do
_ (V1.7.8) attenuazione di trasduzione = Ad = G_d = |521 |2 o o \

La cultura & un bene dell'umanita (fantomasping@libero.it)



vi. 7 R Trasfcnmento attraverso una rete 2-pone . .581

Vg 5 =R } 91 % R
La presenza della rete 2-porte tra il Feneratore ed il carico altsi
ra il trasferimento di potenza rispetto a quello che s1avrebbe se il cari
[co venisse connesso direttamente al generatore] Una misura quantitati-
“va di questa alterazione € utile in alcuni casi e percid viene definita
una grandezza adatta alla misura di questo aspetto.

—(_G‘_u_aigg_n_n_d.i_i.nsuz.inn#

E il rapporto tra la potenza ceduta al carico nella_situazione di
fig. VI.7.1 e quando & connesso direttamente al generatore. Indicando con
p il coefficiente di riflessione del carico, normalizzato rispetto ad R
ed utilizzando la (VI.3.14), si ha: |

|$ 21 |2
(VL.7.9) guadagno di inserzione = G, = T—W
Anche in questo caso si usa la quantitd inversa:| > fae Q

| p|2 ~1

(VL.7.10) attenuazione di inserzione = A| = ———— V* ’\_'/’

|s 21 |2 q |

5 o
: i =, N

Osservazione VI1.7.1 C= W (*"){",' ;L\"

4 7
\ A

Le espressioni precedenti dei vari guadagni ed attenuazioni sono molto sem-
Bl s bl
plici in termini di matrice di diffusione, in quanto l'impedenza del generatore ed il ca-

rico sono resistivi ed utilizzano come costanti di normalizzazione alle due porte rispet=-

tivamente R ed R,. La semplicita precedente rimane inalterata nel caso di_impe-

denza del generatore ed impedenza del carico di tipo passivo qualsmsx.\Sl ha invece

una notevole complicazione delle espressioni risultanti nel casoche le costanti dinor-

malizzazione siano diverse da R_ ed R““,.

Osservazione VI.7.2

Le grandezze introdotte in precedenza coincidono usualmente con numeri mol-
to grandi o molto piccoli. Per ragioni di comodita conviene usare al loro posto i relati-
vi logaritmi; per ricordare poi che i numeri che si considerano sono i logaritmi e non
le grandezze stesse, si parla di grandezze espresse in decibel ovvero in neper|, Preci-
samente, detta con F una delle grandezze introdotte in precedenza, larelativa espres-

sione é:

(1) - Si veda ad esempio G.C.Corazza, « Fondamenti di campi elettromagnenme circui-
ti», Vol.II, Ed. Patron, Bologna, 1974 $ I11.2.
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10 log10 F decibel (dB)
(VI.7.11) 1

— InF n

: eper

> . . ~ . . .
E evidente che si puo passare da un'espressione all'altra. Precisamente si ha:

(VI.7.12) 1 neper = 8,68 dB

Esempio VI.7.1

Calcolare le varie grandezze definite in precedenza per la rete 2-porte costi-
tuita da un trasformatore ideale, chiuso come indicato in fig.VI.7.2

o e
R | |
Fig.VI.7.2 - Rete considerata nell'esem- % | n:1 | N

pio VI.7.1 con: + : L] |
- - |

VR‘—le , R,=2k0 , "qu : . R,
V,=1V , 'a=3 L | I
PR

Trattandosi di un trasformatore ideale, sappiamo che esso non assorbe poten-
21200 S

za atté’{a; quindi il guadagno di potenza vale 1. Infatti, usando la ‘normalizzazione ri-

spetto ad Rg ed Ru’ la matrice di diffu;iong éla seguente (vedi esempio VI.6.2):

a2 R - R 2nJR“Rg

1 L
[s] ==
n"R,+R 2nYR_R_ R -n?R
u'g g u
Pertanto, dalla (V1.7.4), si ottiene: 4 \ ‘Ln
Q=
2
4n° R, R8
2 2
(n® R +R)) 4n2R“Rg
= =T 2,2 g o F
(n?R,-Rp)? ? R, +RY?- (a® R - R))

2 2
(n Ru +Rg)

Per quanto riguarda il guadagno di trasduzione, si ha dalla (VI1.7.7):
2
4n° R Rg

G, = ——m—
d 2 2
@R, +R)
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Si puo controllare dxrettamente sullo schema di fig.VI.7.2 tale risultato; mfam la ten-

sione in ingresso al trasformatore vale:

2R .|
o V. ) S we
¥i=— % Vy > Wk
n“R +R R -
u g - LAy
Quindi la potenza ceduta al carico é:
; 2 2
LA o 3 L

u

1
P =— =
2 a?R, 2GR, +R)?

Tenendo conto che la potenza disponibile & P, = |V¢ Iz/(S R‘), si ottiene il risulta-

to precedente.
Infine, per quanto riguarda il guadagno di inserzione, otteniamo:

R, = R‘
R, + Rg
Percio dalla (VI.7.9), si ha:

25 95 9 2
42°R R R, +R)*> 'R, +R)

G, = =
I 2 2 o] 2
(®R, +R)? 4R R, @?R, +R))

Utilizziamo le formule precedenti con i valori numerici nportan in fig.VI.7.2,
esprimendo le varie grandezze in decibel. Si ha:

guadagno di potenza = 10 loglo G =0dB

4n?R R
- . " ‘
guadagno di trasduzione = 10 log,, | —5———— |= 10 log,, (0,199) { dBJ
(n R“+R‘)
®, + R)?
guadagno di inserzione = - 7dB + 10 log,, =
4R, R, e

E evidente che in questo caso conviene parlare di attenuazione di trasduzione e di at-
tenuazione di inserzione. Tali grandezze valgono rispettivamente 7 e 6,5 dBJ
Ll ol e
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Y1.7.2 - Risposta in ampiezza e fase di una rete 2-porte.

Un aspetto importante del trasferimento attraverso una rete 2-por-
te riguarda 1'azione di manipolazione che la rete stessa esplica nei ri-
guardi della grandezza elettrica impresa. Tale azione viene misurata
quantitativamente o attraverso una opportuna funzione di rete ovvero pil
spesso tramite le risposte in ampiezza e in fase. In ambedue i casi si fa

e ———

riferimento ad una funzione di rete; usualmente viene consi deratala fun-
mm in tensione, tra a tensione sul caricoe la tensio-
ne del generatore di tensione, con il carico ed il generatore assegnati,
seguendo lo schema indicato in fig.VI.7.1. In questo casola funzione di

rete é: —

/ B '\/.f,‘. . e Nua DA/

(VL1.7.13) :_ %TA(E:) B
. | — _— : )

U %

)F(SW)I: H(UD Prende il nome di ¢risposta in ampiezza» della rete 2-porte la

funzione reale A (w) che rappresenta il modulo della funzione di trasfe-

@{’/F(W’) :ﬁ(w)rimento e «risposta in fase» la funzione B(w) che ne rappresenta l'ar-
gomento. Come vedremo nel § VI.7.3, pit che B(w), ha maggiore signi-

;ficato la relativa derivata rispetto ad w, che rappresenta il tempo im-

. piegato dalla componente della grandezza impressa di pulsazione e per

| attraversare la rete. '

. Le risposte in ampiezza e fase di una rete 2-porte non sono in-
dipendenti tra di loro, in quanto rappresentano il modulo e 1'argomento

di una funzione razionale reale della variabile s, calcolati sull'asse

immaginario di detta variabile (s = jw)] In particolare, se la funzione

di rete & caratterizzata dall'avere zeri solo nel semipiano sinistro della

T T

variabile corgPlesls'la’ s, allora, assegnata la risposta in_ampiezza, ri--

e A L2

sulta completamente nota quella.in fase e viceversa. Leformule di deri-
vazione di una risposta dall'altra possono essere trovate, ad esempio,
in G. Martinelli, «Sintesi delle reti elettriche», op. cit. pagg. 27-36] Tali
formule rivestono un'importanza notevole nel progetto dei circuiti, in
quanto cio che viene assegnato e che si vuole realizzare ¢ la risposta
in ampiezza *)) D'altra parte Ia risposta in fase &importante quando oc-
corre controllare altri aspetti, quali ad esempio la stabilita.[Per dettagli
su questo punto si rimanda al testo classico di H. Bode, «Network ana-
lysis and feedback amplifier design» Val Nostrand, 1959, Cap. 13, 14 e

15.

> . . . .
(1) - E opportuno osservare che, per determinare la risposta in fase a partire da quella
di ampiezza, & necessario conoscere quest'ultima su tutto 1'asse w e non solo suun
intervallo finito di esso.
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? l@me detto in precedenza, le due riSposte in ampiezza e fase so-
ino completamente Iegate, nel senso che dall'una si ricava Iiaitran-
do Ia funzione di trasferimento ha zeri s616 nel semipiano sinistrg della
variabile s. [T.éTeti due porte per cui si verifica questa eventualita
prendono 1l nome di «reti 2-porte a fase minima». Le reti 2-porte di tipo
pil generale possono quindi zefl della funzione di erime
anche nel semipiano destro della varia
possono sempre suddividere nel prod

se minima, nel modo seguente:‘ e
EIRLCRACINICINS S)M
D(s)| /D) | D) [INys) ’

/
S

s

Nz(s) 's

i

(VL.7.14) F(s) =

L ~d L.

in cui N,_(s) contiene gli zeri nel semipiano destro della variabile s
del numeratore "N(S) della-funzione di trasferimento] Perciola F(s) ri-

(VL7.15) F_(s))=

D(s)

e della funzione:

o

et : /\\J e e
2" ,

e
\

La funzione F_ & caratterizzata dal fatto di avere zeri tutti nel

- P 3 P e oaait - e~
semipiano destro e poli coincidenti con gli zeri ribaltati nel semipiano
. . ~ > s N ——— = TR

sinistro. Tale funzione pud anche porsi nella forma:

\sz(sz) +sN,,(s?)
N, (D) - s N, (s?)

(VL.7.17) Fp (s)

avendo indicato con N, (s?) la parte pari del polinomio N

s%ﬂ-(_s-?._l.a.;gmaw_mq Nella ; mediato
dedurre Ia proprieta tipica di questa funzione, cioéil fatto cheil suo mo-

e ——

dulo sia uguale all'unita per qualunque frequenza. Infatti risulta:

N2 (-w?) + w? N2 (-w?)
(VL.7.18) IF. (a2 =— ol =1
‘ P N;P(-wz)-i-a)zNgd(-a;z)

Le funzioni di trasferimento del tipo F_ prendono il nome di
« funzioni passa-tutto p, proprio perché hanno una risposta in ampiezza
indipendente dalla frequenza.|In conclusione vale la seguente proprieta:
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Proprieta V1.7.1 - «Una generica funzione di rete _puc..sempre mettersi
sotto la forma di un prodofto di due funzioni, di cui una a fase mlmmae
I"altra passa-fufro R e

La risposta in ampiezza & determinata solo dalla funzione a fa-
se minima, mentre la risposta in fase dipende anche dalla funzione pas-
sa-tutto. E evidente che la minima complessita per larispostain fase si
_h_a._iuﬂdo manca la rete passa-tutto; per questa ragione alle funzioni
con zeri nel semipiano sinistro si da il nome di funzioni a fase minima.

Vogliamo determinare, nel presente paragrafo, il tempo impiega—
to perché il segnale attraversi la rete 2-porte supponendo che sia sinu-
lisoidale di pulsazione &o- E evidente che la trattazione si complica,
,;n quanto da una parte ci interessa il regime permanente e dall'altra vo-

ughamo una informazione nel tempo.]
' E intuitivo che potremmo arrivare al risultato voluto se potessi-
mo aggiungere all'ampiezza del segnale sinusoidale un segno qualun-
que, in modo tale che, sapendolo riconoscere in uscita, saremmo in gra-
do di valutare il tempo di attraversamento della rete stessa] Un modo
molto semplice per raggiungere 1'obbiettivo precedente & quello di sup-
porre il segnale di ingresso, per esempio v _(t) di fig.VI.7.1, costituito
da due sinusoidi di pulsazione 1'una vicina all'altra in unintorno di «

[1}4

cioé:

(VL.7.19) v, (t) = cos (@ - Aw)t + cos(wy + Aw)t =
Infatti tale segnale equivale a: !Qg :

(VL.7.20) vg(t) =2coswyt -cosAwt

- Vediamo che 1'ampiezza varia come 2cos At e quindi costituisce chia-
ramente un riferimento nel tempo; per esempio, per t =0, ‘si ha il.valo-
re massimo, paria 2. D'altra parte per—Aw.=0, il segnale ha il solito
'andamento ad ampiezza costante nel tempo.

Sup oniamo che la funzione di trasferimentodellarete 7-porte sia

\ H(] w), cioé: J
T P D \
(VL.7.21) V (jw)=H(o) V(o) = A(e\C v% (502

Allora il valore in regime permanente sinusoidale di v (t) j \ A

(VL7.22) © v, (1) =(1{(w Dcos[(w -Aw)t f—,B(w -Aw)] +

/A(wo +Aw)cos [(w0+Aw)t + B(w, +A w)]
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= Hepd A @ eosfeore P

(VI.7.23) H(jw) —A(w)e"ﬂ(““)

'I;elnjndn_conxu_chwlm ~possiamo

scrivere: r/,_rﬁm IR -""\”“‘QMO od {9 e
Al thw) =[A A Do /% A fo2 810) - ,4/w) 4(4

(V1.7.24)
B(w, %A w) —L,Bo £ Aw Jw»v Lo

derivazione rispetto ad . | Utilizzando le (VI.7.24) nelle (VI.7.22), si
ha:

(VI.7.25) %)) =2 Ay cos(w, t+f;) cos [Ba(t+ B +

LZ A ;(;{a__t~+,80 sin [Aw(t+/3 )] g

Tenendo conto che ci interessa 11 limite per Aw—0 pgssiamn trascura-
re 1'ultimo termine, cloé:
(VL.7.26) v,(t) =2 A, cosw, c@b cos [Aw (t+8}))

ﬂm cui il pedlce zero indica i valori calcolati per (w)=(x,) e 1'apice la

A [\ s
> U
e h_ M7

Fig.VI.7.3 - Andamenti della tensione di ingresso e di uscita di una rete
due porte, utilizzati per valutare il tempo di transito sulla rete.

Gli andamenti della tensione di ingresso v_(t) e della tensione
di uscita v (t), dati rispettivamente dalle espressioni (VI.7.20) e
(VI.7.26), sono riportati nella fig. VI.7.3) Confrontando tali andamenti,
si riconosce che il massimo dell'ampiezza del segnale sinusoidale(mas-
simo dell'inviluppo), si & spostata della quantita - ,Bo, mentre 1l massi-
mo del segnale sinusoidale si & spostato della quantita - 3 o/ @, rispet-

to al segnale di ingresso] Alla prima quantita si da il nome di ritardo di
-es—__"'
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ﬁ _ ﬁo
T D o .
ruppo, alla seconda ritardo di fase. Per quanto detto precedentemente,
[3 J ritardo di gruppo la grandezza che da conto del tempodi transito at-
mpo di transito a
traverso la rete due porte, mentre il ritardo di fase & legato soltanto al-

lo sfasame _ingresso e uscita} Ci6 dimostra la seguente proprieta.

Proprieta VI.7.2 - «La trasmissione di un segnale sinusoidale entro una
rete 2-porte avviene con un ritardo uguale a:

RITARDO DI

(VI1.7.27) GRUPPO

lessendo S(w) I'argomento della funzione di trasferimento. Alla quanti-
lt& T si da il nome di ritardo di gruppos.\ ¥
L= )

Osservazione VI.7.3

In tutti quei casi in cui & necessario il calcolo del ritardo di gruppo 7 a par-
tire dalla funzione di trasferimento H(s), non & mai conveniente ricorrere direttamente
alla relazione di definizione (VI.7.27), per funzioni di trasferimento razionali reali.

Si puo infatti dimostrare che, sebbene la funzione B(w) sia una funzione tra-
scendente, la sua derivata é una funzione razionale reale.

Una semplice formula che superando la suddetta difficolta permetteil calcolo di-
retto, come funzione razionale, del ritardo di gruppo si ottiene nel modo seguente. Sia
H(s) la funzione di trasferimento; derivando rispetto ad s il logaritmo di guesta fun-
zione, si ottiene 1'identita: .

d H'(s)
(V1.7.28) — [1a H(9)] =
ds H (s)

Utdilizzando ora la (VI.7.23), per s =jw, si ottiene:

“H'(G d : d
(VL.7.29) e [1n A() B8] = ;" [In A +j B(a) =
H(Gw) d(jw) .
a8 d
S —i j— [ln A()]
dw dw

Da quest'ultima espressione si riconosce che il ritardo di gruppo 7 puo essere calcola-
to con la formula seguente:

dB [H'(iw) ]
(V1.7.30) r=-—=- Re| ——
H (j w)

Se la funzione di trasferimento H(s) & assegnata in funzione dei suoipoli e ze-

ri, allora si pud utilizzare una formula ancora piu semplice peril calcolo di 7. Se si ha:
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{ (s-a.l)(s-az)...(s-a.m)
(VL.7.31) “\H(s) = -
l (s-Bl)(s-B2)...(s-Bn)

allora il ritardo di grup;;o risulta pari a:

SRS B 3 A
(VL.7.32) o gl A S N
k=1 w2 + a: k=1 wz + Bkz

Per la dimostrazione della formula (VI.7.32) e per altreproprieta sulla funzione
ritardo di gruppo, si rimanda al testo L. Weinberg, «Network analysis and synthesiss,
Mx Graw-Hill, § 5.5.

Osservazione VI1.7.4.

E molto utile avere dei metodi per determinare, direttamente dall'analisi della
rete e senza dover determinare 1'espressione della funzione di trasferimento H(s), il
valore del ritardo di gruppo. Tale determinazione si puo fare utilizzando il concetto di
sensibilita della funzione di rete rispetto ai suoi elementi, edin particolare rispetto a-
gli elementi con memoria; tale concetto verra sviluppato diffusamente nel Cap. VII.
Nel caso presente & sufficiente conoscere la definizione di sensibilita ed il fatto che
tali quantita possono esser e determinate in modo estremamente semplice con 1' analisi
della rete. La sensibilita di una funzione di rete H(jw) rispetto all'induttanza L, di
un induttore & definita:

9 ln H(jw)
(VL.7.33) L P it st
(Lk) dln l.k

e rispetto alla capacita C, di un condensatore:

d1n H(jw)
(V1.7.34) SH)! e e e
©€) Qm o

Considerando ora il logaritmo naturale della funzione di rete H(jw),inbase alle for-
mule (VI1.7.28) e (V1.7.30), si ha:

, dln H(jw)
(VI.7.3§) ! r=-Im| ——————
J | dw

D'altra parte la funzione’ H(jw) dipende da @ tramite le sascettanze »C; dei con-
densatori e le reattanze wL, degli induttori. Quindi risulea:
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Ne 9lnH(w) dwC, N JlnH(w) dol,

(V1.7.36) r=-Im| 2 AR
i=1 awci dow k=

1 Bka dw

in cui Nc € il numero dei condensatori presenti ed NL quello degli induttori. Tenu-
to conto delle (VI.7.33), (V1.7.34) nella (VI.7.36), si ha:

N

1 [
(VL7.37) e Y| & S 4 I

w i=1 (Ci) k

(H)
g it

La formula (VI.7.37) mette in evidenza come il ritardo di gruppo si possa ottenere di-
retcamente delle sensibilita. L'utilita della formula & connessa al fatto che le sensi-
bilita si possono ottenere in forma esplicita, senza derivazione, analizzando la rete,

come messo in evidenza nel Cap. VIII.

Vi.8 - Connessioni delle reti 2-porte.

Come detro nell'introduzione 1'utilita del concetto di rete N-por-
te sta nel fatto che in questo modo ¢ possibile concentrare l'attenzio-
e durante lg soluzione del problema dell'analisi esternamente ad alcu-
tz blocchi, di cui, in gualche modo, & nota la rappresentazione.In que-
,.Sta affermazione & tuttavia sottinteso che la rappresentazione del bloc-
co ha senso solo se la rete N-porte si comporta come talenellarete piu
ampia in-cui-essa é inserita. E necessario percid preliminarmente sta-
bilire quando una rete N-porte si comporta come tale] A quest
occorre esaminare quali ipotesi sono state fatte per la definizione
upa tale rete. Ci si accorge immediatamente che ["unica ipotesi fatta &
. che ciascuna porta si comporti come tale; in altre parole & necessario
che la corrente entrante in corrispondenza ad uno dei morsetti di ogni
porta coincida con la corrente uscente dall'altro, ad_ogni istante. Di
\Conseguenza per usare correttamente la rappresentazione di una rete
N-porte in una rete pit ampia occorrera effettuare Ia suddetta verifica

per ogni sua porta.

"?&ﬁnolﬁ pratica, tuttavia, dei casi tipici che & opportuno
gr_ag_a_r_eﬂﬁg_gt_tgg_h_ol Essi riguardano il caso della connessione di due
reti . In tab. VI.8.1, tali casi sono elencati insieme con la rappresen-
tazione globale della rete risultante in funzione di quella dEl_lme“rst_l par-

ziali. Si vede come per ogni tipo di connessione sia conveniente usare

una rappresentaznone particolare. E inoltre da sottolineare che ciascu-
na delle relazioni riportate nella tabella & valida purché le reti compo-
nenti si comportino come reti 2-porte. Cid richiede alcune verifiche che
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prendono il nome di «prove di validita» e variano da caso a caso. Ci li-
mitiamo di seguito a considerare in dettaglio i casi pia comuni.

V1.8.1 - Connessione serie-serie.

Consideriamo la rete 2-porte ottenuta collegando in serie due re-
ti 2-porte. Dobbiamo individuare quali condizioni debbono essere verifi-
cate nel caso pid generale possibile perché ciascuna delle reti compo-
nenti si_comporti come rete 2-porte) Nella sl(:uazwne generale,a ciascu-
scuna delle porte della rete globa It: -
na tensione per cui tale situazione generale puo essere sempre schema-}
tuzata,Wel QVI.2Z.Z, con unge-
neratore di tensione o con un generatore di corrente applicato a _ciascu-

a delle porte. Nel caso presente utilizziamo i generatori di _corrente.
Wlnﬁlduare per la rete di fig|VI.8. ltle condizioni perff
— Yozt

‘ '%ﬁ | 1 .. R I
\ | - P
I ta ¥y : -
|

12T 7 L
vi' !e/f/ 2|
L 274

Fig.VI.8.1 - Connessione serie-serie di due reti 2-porte.

W'aw 194 -0 Imxo
[ }—od——o —p—o—,
1 ‘ A 2 i A 2
Il t | ; l102 lOl I : : I 91 l2
1| B |2 $3=0 1| B 2
a) JALB b)

Fig.V1.8.2 - Prove di validita della connessione serie-serie (I01 =0, 102 = 0).

cui le retl componentl si comportano come reti 2-porte. Le reu che sua-]

€ e rett componenti si comportano come re-
-porte in presenza di ciascun generatore] allora cid continuerd a va-
lere anche quando agiscono.contemporaneamente i due generatori, cioé
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nel caso gener: ale. Facciamo dunque nfenmento a fig. VI.8.2a); la con-
dizione wa | & che la corrente 1., sia nulla. Analogamente nel
caso di fig. VI.B.2b), deve essere  nulla lo corrente I5,- In queste due
verifiche consiste la «prova di validitd» della connessione serie-serie.

Osservazione VI.8.1

Un metodo semplice per rendere sempre verificata la prova di validita prece- °
dente (riportata in fig. VI.8.2), senza alterare la rappresentazione delle reti 2Z-porte
componenti, & quello di aggiungere in cascata ad una delle due reti un trasformatore i-
deale, avente rapporto di trasformazione unitario, come indicato in fig. VI.8.3.

1:1
. e 00— | ® o
[ !
Fig.VI.8.3 - Artificio per \ V g 1 A 2
rendere sempre valida la t
connessione serie - serie l/ § J
di due reti 2-porte. / l/ I -
[ " 1| B |2
\\ o——o—{ ©

In.fntti in questo caso la porta 2 della rete A si comporta sempre come porta,
perché chiusa sul primario del trasformatore. Di conseguenza,perl'equilibrio delle cor
renti entranti nella rete A, si comporta come porta anche la prima. Cio obbliga le due
porte di B a comportarsi anch'esse come porte. D'altra parte il trasformatore unitario,

disposto come in figura, non altera la rappresentazione della rete A.

Concludiamo la discussione del tipo di connessione in esame,
ricavando la relazione riportata nella tab. VI.8.1, che lega le rappresen-
tazioni matrici impedenze a vuoto delle reti componenti a quella della
rete globale.

Come indicato in fig. VI.8. 1, siano [Z'] e [Z"] le matrici im-
pedenze a vuoto dellereti A e B e siano [I] e [V] il vettore del-
le correnti e delle tensioni di porta della rete globale. Indicando con
(1) e [V]' gli analoghl della rete A econ [I]" e [V]" gli a-
naloghi della rete B, si ha: il T sl T

[ =0l = me LSS e
(VL.8.1) W7 Lel
(Vi=[V]'+[VI"=1[2Z'] [1)'+[Z")[1])"={[Z]+[Z"]} 1]
da cui:
(VI.8.2 2] = 1Z2'] + [2"]
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Tabella V1.8.1 - Connessione di reti 2-porte.

. s . Relazioni tra matrici
Tipo di connessione caratteristiche

Connessione serie-serie

| .

E[:; 2:1549 [z} B) 4 9]
|

|

|

5 (N T AR W
I 2 —-\ |
[ | [y'] | ;
D m| [¥l= [y] + [y*]
S ER
L______ I
Connessione serie-parallelo
e g
1 2 '
! (]
E[:l X (1) = [ + [
| [u"] :
AR . |

Connessione parallelo-serie

+ A SRy 2!
| 1 2 ’
(6] :
, | @ (6] =[c'] + [G]

1 2 |

[6"] [

| gl
| |
EASEARAIORRA .- o

G.MARTINELLI-M.SALERNO : Fond idi El ica 75
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V1.8.2 - Connessione parallelo-parallelo.

La situazione generale di inserimento della rete composta in una
rete pill complessa puo essere schematizzata comein fig.VI.8.4, cioé con
due generatori di tensione. Utilizziamo anche in questo caso il principi
di sovrapposizione degli effetti, considerando un generatore alla volta[ Se
la connessione & valida in ciascuno dei due casi évalidain generale.\Oc-
corre percio verificare che ciascuna rete si comporti _come rete 2-porte
nelle due situazioni prospettate in fig.[VI.8.5a)le b).] Cié richiede che
siano nulle Te due correnti ‘[, ed Io;\' In queste due verifiche consiste
la «prova di validita» della connessione parallelo-parallelo. -

A ¥ I
V! + rete A V! &
1l 1|1 [Y'] 2 "2 12
A aD " " y
1 1 2 qD v,
v T 1 rete B 2| v ¥
O Bl 2 |

Fig.V1.8.4 - Connessione parallelo-parallelo di due reti 2-porte.

L
v. A > +
1 GD »oql02 I ONZ
B B
|4
a) b)

Fig.VI.8.5 - Prove di validita della connessione parallelo-parallelo (I02 =0,
I..=0).
01

Per rendere sempre verificata la prova di validita, senza alterare
la rappresentazione delle reti 2-porte componenti, si pud ricorrere anche
in questo caso all'artificio di-porre-in-cascataad una delle due reti_ua
trasformatore ideale di rapporto unitario

Infine ricaviamo la relazione riportata nella tab. VI.8.1, che lega
la rappresentazione dW@MML
Siano [Y'] ed [Y"]|Te matrici ammettenze di cortocircuito delle due re-
ti componenti. Siano [I'], [V'] i vettori delle correnti e delle tensioni
di porta per larete A e [I"] e [V"] gli analoghi per la rete B. Dette
con [I], [V], [Z] le grandezze analoghe della rete composta, si ha,
come risulta chiaramente dalla fig. VI.8.4:
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[V] = [V'] = [Vv"]

(VL.8.3)

M=)+ )=[Y]) [VI+[Y"] [VI={[YT+[Y"] }[V]
da cui: -
(V1.8.4) Y] = [y'] + [y] | .

Osservazione V1.8.2

Nel caso che le prove di validita precedentinon siano verificate, non é possi-

. . . B > . 3
bile usare la rappresentazione nota delle reti componentil E chiaro che questo non si-

iniﬁca che non esiste la rappresentazione della rete 2-porte globale.\La determinazio-

ne della rappresentazione di quest'ultima dovra farsi in base ai soliti procedimenti di
analisi, per applicare i quali occorre conoscere in dettaglio la struttura interna di cia-
scuna rete 2-porte componente; pertanto, in questo caso, non basta conoscere solo la
rappresentazione delle reti 2-porte componenti, come accade nel caso in cui siano veri-
ficate le prove di validita.

e

vi.8.3 -VCBnnessione in cascata.iy

Nella connessione in cascata le reti componenti sono collegate

come indicato in fig. VI.8.6.\E facile rendersi conto che in questo caso
on occorre effettuare verifiche di comportamento per le reti componen-
t1) Infarti, essendo Ia prima porta della rete globale coincidente con la

prima porta della rete A ed essendo la rete globale utilizzata, per de-

finizione, come rete due porte, ne risulta che la pri orta della rete A

si_comporta sempre come porta; per 1'equilibrio delle correnti entranti
nella rete A, si comporta come porta anche la seconda) Di conseguen-

za, per la connessione, si comporta come porta anche la'prima porta del-
la rete_ B e quindi la sua seconda port@d\

o= =7 o s s s s aa=aTs i
I (1) (1) (2) (2)
I I 1 I I | 1
+ | + + + + +
(1) rete 1 2 rete 2
Vl- lv] i A -V(2) _V() s _V(2)! _V2
——t—— }
L e e e e e o —J

Fig.VI1.8.6 - Connessione in cascata di due reti 2-porte

Nel caso della connessione in cascata conviene usarela matrice
di trasmissione sia per le reti componenti e sia per la rete globale; In-
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facti la proprieta caratteristica di questa connessione & che:

(VL.8.5) ]vg‘,>=v;2" s I = e

Quindi, indicando con [T ] e [T ] le matrici di trasmissione delle re-

ti A e B, siha: \)\» - ‘ —o
vy v
= _\[T]) — [TI] =
I(l) Igz)
(VI.8.6)
V2(2) \'4
= [T, [T,) =[T, 1 [T,]
_[(2) -I2
2

La (VI.8.6) dimostra che la matrice di trasmissione della rete globale &
il prodotto delle matrici di trasmissione delle reti componenti, cioé: |

(VL.8.7) [T] = [T ] [T ]t,

V1.9 - Reciprocita e simmetria nelle reti 2-porte.

Nel presente paragrafo esamineremo 1'effetto di alcune proprieta
generali delle reti 2-porte sulla loro rappresentazione; le proprietd con-
siderate sono la reczgrocua e la simmetria.

La propneta di reciprociti & gia stata introdottanel §1.5.3, con
riferimento ai circuiti in generale; nel presente paragrafo ci riferiremo a
questa proprieta utilizzando la legge di reciprocitadi Lorentz, enuncia-
ta nel §1.5.3 ed espressa in generale dalla (I.5.2). Nel caso delle reti
2-porte, tale legge pud essere enunciata nel modo seguente:

«Una rete 2-porte € reciproca quando, considerate due situazioni elettri-
che diverse, indicate rispettivamente con gli apici 1 e 2, le §randezze
elettriche alle due porte soddisfano la seguente espressione (VI1.9.1)».

(1) ;(2) (1) 5€2) — (2) (1) (2) ;(1)
(VI.9.1) e LY Ewt i =yt 1 g™ g

Per quanto riguarda la simmetria, limitandoci alla caratterizza-
zione esterna di tale proprieta, si pud definire nel modo seguente:
() ) v (1) ' ’

g “”’“‘””ﬁ—] L \/z(')
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«Una rete 2-porte élsimmetri
conda, cié non provoca alcuna conseguenza esterna alla refe stessa»

m se, scambiando la prima porta con la si

E chiaro che con questa deﬁmzxone non cons1der1amo 1 eventua

le simmetria interna della rete, |ch

se di quelle espresse dalla definizione stessa,come vedremo nel § VII 2
Un primo punto che occorre mettere in ev1den

‘tria comporta sempre la reciprocita della rete 2-porte. Per vedere cm_ha_ )

sta dimostrare che una rete 2- immetrica soddisfa sempre la legge
di Lorentz, data dalla (VI.9.1).
questo scopo utilizziamo per la rete simmetrica la rappresen-

tazione generale [A], [B), introdotta nel § VI.4.1 e notiamo che, es-
sendo [b.. = b, [e i3~ Dgl | per la simmetria della rete, vale la se-
guente identita: .

1"”
(V1.9.2) [i! 1“)]‘ /} [it% §iRd ‘
2

in cui i pedici si nfenscono alle porte e/gi ici a due situazioni elet-
triche diverse. Introducendo la (VI.4:1) nella (VI.9: ),,Si ottiene:

ed

:(2)
[

- (1):(2) (2)'(-1)[
_alli(P N )t ay
e e

i, (v(” |1 2) . v,l‘z) i{”) +a. (vl(” i2(2)-vl(2)i2(”)= 0

(VL9.3) i)

oy a1 |
(v(l) l(2)_ v(2) I(1))-

Dalla (VI.9.3), tenendo conto che per la simmetria si ha anche ‘a n= azzl
ed fa,, = a2y € ricordando che la (VI.9.3) deve valere per 1a generica

rete 2-porte simmetrica, si deducono le due seguenti_espressioni: IB

Gy 0 () (). () |
A "\/Z I, ..-:\/I \ r\/(». D)
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Proprieta V1.9.1 - «Una rete simmetrica é anche reciprocas‘!).

V1.9.1 - Conseguenze della reciprocita sulla rappresentazione delle re-
ti 2-porte. :

Le rappresentazioni comuni delle reti 2-porte, considerate nel
§ VLS, e quelle orientate verso la sintesi, considerate nel § V.6, sono
tutte caratterizzate da quattro parametri. Nel caso che la rete 2-porte sia
reciproca, tali quattro parametri non sono pilindipendenti,in conseguen-
za della (VI.9.1), che la rete deve soddisfare) Nel presente paragrafo a-
nalizziamo in dettaglio 1'effetto della reciprocita sulle varie rappresen-
tazioni, riassumendo i relativi risultati in tab. VI.O. 1.

Tabella V1.9.1 - Conseguenze della reciprocita e della simmetria sulla
rappresentazione delle reti 2-porte.

Rappresentazione - Reciprocita Simmetria
[z] Ze =  E——— A
127 %21 127 %21 5 *i1 T Zg
[¥] Y13~ s |Y_13ii2~1_ L y22¥
[ hyg=-hyy
H] hy,=-h
12 21 |
[hyy hoy - hyp hyy = 1)
812 =" 891 5
(6] B12 = "891
811 By " 812 891 = 1
[1) AD-BC=1 AD-BC=1 ; A=D
parametri immagine Yi2 = Y1 | M2T Y21 5 Zip T2y
[s] 5127 Sgq S12¥ So1 5 S11 T Sa2

(1) - E opportuno sottolineare che non vale la proprieta inversa della VI.9.1, in quanto
la simmetria richiede che sia soddisfatta anche la seconda equazione delle (VI.9.4).
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L Mateice (2]
Per 1nd1v1duare 'effetto della reciprocita, consideriamo le due

situazioni, necessarie per la (VL.9.1), cQ enti con quelle o
per la definizione dei paramem,&cﬂe riportiamo in fig. VI.9.1. La (V1.9.1)

diviene: , (D
— sy 5 T+ 2. T, W
\ _ 1 el Rl T
(VI.95) o ) \ V(l) 1(2) = V(Z) [( )' - _———-‘ . C\}
=1 o S = _J yi sl = Pyl
| Su—lr |
10 4 vyt rete \,(1)+ ) rete @t Qf
1 1 |1 2-porte 2|V, V1 1 2porte 2 Voo I2
| - LR —
— (v “(1)
situazione (1) J_z =0 U situazione (2)

Fig.VI1.9.1 - Situazioni di eccitazjone che si considerano nel caso della
rappresentazione con la matrice onT per sviluppare la (VL.9.1).

Utilizzando la rapptesentazxone [Z], la (VI 0. ) egulvale a:

) (1)\ (2)_
(VI.9.6) v"‘ : i I: \212

- S \_,/
Percio la reciprocita comporta per la matrice [Z] i

s

(VI.9.7) 2y, = Z
Pertanto la matnce [Z] dl una rete reciproca é stmmetnca!‘
5 ['_//?,—/2 = =
| D = ?
| P |

— Matrice [Y].

Si ha un risultato analogo a quello trovato per la_matrice [Z],
considerando come situazioni di riferimento per la (VI.9.1) quelle ope-
rative; il risultato in questione & riportato in tab.VI.9.1. \

- Matrice [H). co, A3eRULNR L o wen e s et .
_ Facciamo riferimento alle situazioni operative nportate per co-
modlta in fig. VI.9.2. La (VI.9.1) diviene: \

: 12 (
; o—1 2 IV{ —l’l/,zlf-é/zy
) m* t e é
I T b 1 2-?0rete 2 e ‘ Vl(zl-_ 1 Zf;;erte 2 q g/ 41/1[ # 43; /‘e/
2 |

situazione (1) i situazione (2)

Fig.V1.9.2 - Situazioni di eccitazione éhe si considerano nel caso della rap-
presentazione con la matrice HJ per sviluppare la (VI.9.1).

Wy, e/ﬁ Wy - d3>] Wy = Vi 5"
=0 \/ e O

5 )y, l
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L ( v
; v

‘ 0 g2y )
(VL9.8) 0= V@I 4 v [
Utilizzando la rappresentazione [H], tale espressione diviene:
o (2))(1) (2)
(V1.9.9) 3 =By, VI + Wiphh,, 10

Perci¢ la reciprocita comporta per la matrice [H]:

(VL.9.10) h,=-h,

- Matrice [G].

Si ha un risultato analogo a quello trovato per la matrice [H],
che si riporta in tab. VI.9.1.

- Matrice [T).

Facciamo riferimento alle situazioni operative, riportate per co-
modita in fig. VI.9.3. La (VL.9.1) diviene:

1) 1(2) (1) 1(2) = y(2) (1) |
(VL9.11) VID [(2) 4 viD [(2) = yi2) g
(1) Jo0tady, Wt (2) ' S
l] » Il ¥ S
| ¢ (D) (2) rete N (2) |
rete
vl L 2-porte 2 GD 2 vl _ 1 2-porte 2 1[2
Situazione (1) Situazione (2)

Fig.V1.9.3 - Situazioni di eccitazione che si considcruno nel caso della rap-
presentazione con la matrice T, per sviluppare la (VI.9.1); i nullori sono sta-
ti sostituiti con le coppie nullatori-noratori.

Utilizzando la matrice di trasmissione, la (VI.9.11) diviene:

(A Vz(l)_ B [(21)) (C VZ(Z)_ D !(22)) + Vz(l) [(22) =
(VI.9.12)
= (A V{2' -BI)C V{1 - D I)

Tenendo conto che 1! e V%) sono uguali a zero, la (VI.9.12)divie-
ne: '

D) p(2) = (1) (2)
(VL.9.13) - AR YIPE GUEH=-BERN L
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che equivale a:

S

(V1.9.14) D-BC =1 /

Pertanto la matrice [T] di-una rete reciproca_ha determinante uguale
ad 1.

Parametri immagine.
SR

Facendo riferimento alle situazioni di fig. VI.9.4,1a (VI.O.1) di-

viene:
(2) (1) [(2) — y(2) (1) (1)
(VI.9.15) Vg L+ B =V I+ Vg L
(1) (1) (2) (2)
l.x I2 ll l2
+ - + + -+
rete . . . rete Vv
quD 1 porte 2 V.,fl.) i Z; Vlu)_ I 2porte 2 QD g
Situazione (1) Situazione (2)

Fig.V1.9.4 - Situazioni di eccitazione che si considerano nel caso della rap-
presentazione mediante i paramctri immagine, per sviluppare la VI.9.1.

Per la particolare chiusura dei circuiti, risulta:|

\" Z. V(1)
(DB, ytl) =y o712 {12 My 2
I ; V3 V e ; Iy =
Z. ’ 7 Z
i i i2
(V[916) V(2) Z A4
[ e VST g o 8 b . glE) =
: il : . Zi2 : Zi'Z

2 Z 2 Z
4 -y il g -y i2
w = e 21 s e 12 -
il Zi2 Zi2 Z il
7
(VI-91 ) V2
i2
G.MARTINELLI- M.SALERNO : Fondamenti di Elettrotecnica. 76
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La (VI.9.17), dopo semplificazione, equivale a:

(V1.9.18) e 712 = e"721
Quindi la conseguenza della reciprocita per i parametri immagine & che:

- Matrice [S].

Conviene trasformare preventivamente la (VI.9.1) in termini di
grandezze onda incidente e onda riflessa. Utilizzando a questo scopo le
(VI.6.34), la (V1.9.1) diviene:

(2) 5(1) (2) (1) — (1 2) : 1 2
(V1.9.20) by* aj!’ + b2 afl) = b1 al?) 4 b a(2)
Le situazioni a cui facciamo riferimento per sviluppare la (VI.9.20) sono

quelle di fig.VL.9.5, per le quali sappiamo, in base alle (VI.6.19) e
(V1.6.21), che:

VE VB
(1) _ = M _pn ..,5(2)— . 2) _ .
(V1.9.21) ajll= ; ail=0 ;aP= ; alPl=0 ;
2 qu 2 iRz
1) — (0.5 (1) — (1) . (2) — (2) . (2)— (2)
bV =si, 8" ;5 bl=s,, a1 5 biP=s,2% ; bP=s,,a5? .
(1) (1) (2) (2)
R] I1 12 ll I2 R2
—.‘ - — ——
+ ‘ +
v vty rere opaf SrOR S @ |1 rere ol o v
g 1 = 2-porte”| ‘2 . 2 1 1 - | 2-porte 2 - g
Situazione (1) Situazione (2)

Fig.VI1.9.5 - Situazioni di eccitazioni che si considerano nel caso della rap-
presentazione mediante la matrice [S).

Inserendo le (VI.9.21) nella (VI1.9.20). si ha:

(V1.9.22) ;5280 &V =5, afl! al?
Percid la conseguenza della reciprocita sulla matrice S é:
(V1.9.23) S19 = Sgy

Pertanto la matrice [S] di una rete reciproca ¢ simmetrica.
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=z 1 3

U « C ot Y f !
VL9 Reciprocita e simmetria nelle reti 2-porte 603
W (2 W@ () (z) )

\/k_{“’(lg) + V),'Ll = U3 ‘z + VZ

VI.9.2 - Conseguenze della simmetria sulla rappresentazione delle reti
2-porte.

L'effetto della simmetria della rete 2-porte sulla sua rappresen-
tazione & quello di ridurre a due i parametri indipendenti della rappre-
sentazione. Cio & evidente dalla (VI.9.4), che rappresenta le due equa-
zioni che debbono soddisfare le grandezze elettriche della rete 2-porte
nel caso che essa sia simmetrica.| Nel presente paragrafo analizziamoin
dettaglio la conseguenza della simmetria per le varie rappresentazioni,
nportando in tab. VI.O.1 1 rlsultatl di tale analisi.

M _,—N )

]

| ¢ RV

L Metrice 121 ] R A R 1 WO
— »____ﬁ' o . 74,1 Vo 3

o 230

T quattro paramemHi quest{B rappresentazione Si_presentano.in @L‘J

Copple delle stesso tipo, che si Zzamblano fra loro sostituendo una, por- =

ta_con I'altra; Poiché | per una ret¢ simmetrica tale sostituzione non ha L‘{;;L—g')

'''''''' )

effetto esterno, i termini di ciaséuna coppia devono essere uguali, cioé:
/

(VL.9.24) N M T

E opportuno notare come 1'ultima delle relazioni precedenti & proprio
quella che si ottiene per una rete reciproca, come deve essere in base
alla proprieta VI.9.1.

- Matrice [Y].

Si ha una situazione analoga a quella della matrice [Z]. Il ri-
sultato é riportato in tab.VI.9.1.

— Matrice [H].
N

Inwo caso conviene utilizzare le (VI.9.4). La prima delle due
equazioni rlguarrla reciprocita; percid & sufficiente svilu

(1) 1(2) — y(2) (1) (2) 1(1)
(VI1.9.25) vV [(2) = () (D i)

Utilizzando la matrice [H] ed il fatto che V(” ed [‘2) sono nulli, si
ottiene:

(1) (2).— y(2) 1(1) (2) (1)
(VI1.9.26) b, I3 g VA=V RN 4 Ry Va9 by, ID
Pertanto la condizione aggiuntiva dovuta alla simmetria & che:

4
(VI1.9.27) h11 h22 - l'112 h2.1 =1
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- Matrice [G].

Si ha una situazione analoga a quella della matrice [H]. Il ri-
sultato & riportato in tab.VI.9.1.

- Matrice [T].
Utilizziamo la seconda delle (VI.9.4). Con riferimento alla figu-
ra VI.9.3, si ha:

(VI1.9.28) VD 24+ v [ = o

Esprimendo le grandezze della prima porta in funzione di quelle
della seconda, tramite la matrice [T], la (VI.9.28) diviene:

(V1.9.29) V2(l) (-DI2‘2))+AV2‘”I;2) =0
Percid la condizione aggiuntiva dovuta alla simmetria é:

(V1.9.30) A=D

— Parametri immagine e matrice [S].

Per tali rappresentazioni si ha una situazione analoga a quella
della matrice [Z]. I risultati sono riportati in tab.VI.9.1.

< SR S R ) SR
V1.9.3 - Reciprocita dei bipongﬁeHe reti 2-porte costituite da bipoli

La reciprocita & una proprieta molto comune delle reti 2-porte.

Vedremo infatti nﬁlgresente paragrafo che una rete 2-porte costituita da

bipoli & M Per provare cid & opportuno far vedere preventiva-

mente che ogni bipolo & reciproco. A questo scopo basta verificare che
per esso & soddisfatta la relazione di Lorentz (I.5.2), che diviene:

I Y1(2) — y(2)1(1)]
(V1.9.31) : v(l1 112)_v12 Il”,

{

Utilizzando la rappresentazione impedenza, la (VI.9.31) diviene la se-
guente identita:

(V1.9.32) : Z IV [ =g [ )

(1) - E importante tenere presente che i generatori indipendenti nondebbono figurare tra
i bipoli che si considerano interni alla rete; infatti essi servono solo ad introdurre le
eccitazioni dall'esterno (vedi § VI.4.1).
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Percio risulta:

! ' B
Proprieta V1.9.2 -{« Ogni bipolo & reciprocoos.

Osservazione VI.9.1

= :
Non soddisfano necessariamente alla proprieta precedente i rami staccati di

_un elemento a pxu porte clo ad esempio vale per i rami controllati dei generatori dipen-

s

Consideriamo una rete 2-porte costituita da bipoli ed -applichia-

Imo_lLLeonema di_sostituzione nelle due situazionidi eccitazioni che oc-

|corre considerare in relazione alla Tegge di Lorentz, espressa dalla

(VI 9.1), ponendo 1n_cornspond"nza alle porte 'due generatori di corren-
.te) Indichiamo con 1'apice 1 la prima situazione e con l'apxce.l-l&se-
‘conda; la rete 2-porte si presenta come in fig. VL9. 6 ,E evidente che nei
due casi, k

cidono com corrlspondéﬁ}i grandezze elettriche _d»i_wgo‘r'tv,a.

,411 teorema di Tellegen al circuito di fig. VI.9.6; essendo N
g

(bipoli componenti, risulta: _ 0

_— [ v{

(o () [5(2) - (1) 1(2) _ y(1) 1(2) — ,
,El[vj) %) -t I Vit I 0 — !

(V1.9.33) \ v
N

(2) (1) _ (2) 1(1) _ (2) 7(1) —
jzl v i \A L b £ 0

Poiché ogni bipolo componente é reciproco, le sommatorie che compaio-
no nelle due equazmm precedenti sono uguali; pertanto eliminando rtali
sommatorie, si ottiene dalle (VI.9.33) Ia (VI.9.1); cié dimostra la_reci-

procita della rete 2-porte. In conclusione si ha:y

Proprieta V1.9.3 - « Una rete 2-porte costituita di bipoli & reciprocas.

+ i(,") +
(k) (k) (k) B
1 A " g A _hz
(k)
- vj ‘ S

Fig.V1.9.6 - Rete 2- porte costituita da bipoli, di cui 1'j-esimo & messo in
evidenza: Le eccitazioni, nei due casi k=1 e k =2, sono schematizzate,
tramite il teorema di sostituzione,da due generatori di corrente.
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VI.9.4 - Reciprocita del trasformatore ideale, delle induttanze accoppia-
~  te e delle reti 2-porte costituite da elementi reciproci.

Facciamo vedere, nel presente paragrafo che la famiglia delle
reti reciproche & ancora pii estesa di quanto visto nel paragrafo prece-
dente. In particolare sono reciproci anche alcuni elementi di base, co-
stituenti dei circuiti.

Iniziamo dal trasformatore ideale. Con riferimento alla figura
VI.9.7a), la (VL.9.1) cgi)viene, utilizzand?a le relazioni costitutive del

trasformatore: V, ! > = e ? IC;@
(1) [(2) -y (D= G V) [ y(2)y (1)
(VL9.34) n Vi 12 - Yl 112 = @ [{D- V(@) [

Poiché ambo i membri della (VI .9.34) sono nulli, essa si riduce ad una
identita; cio dimostra la seguente proprieta:

Proprieta V1.9.4 - « Il trasformatore ideale é reciprocoy».

U,? “Ug Igz;ul__\\

. I I
n.. 01 3 " o + :
(2} CQ ) )
L1y Vs (Z) \/h? & (1)‘) 5
! .2 4
() €2 3 (D Fig.VI.9.7 - Elementi reciproci a due porte.
ul (_4391/()12‘ > /(3) @) |/ (Zl)g\ Tz) P B

“ . - . .
Consnderlamo ora le induttanze accoppiate, con riferimento alla

fig.VI.9.7b); utilizzando le relazioni costitutive, la (VI.9.1) diviene:

(VI.9.35  [sL, IV +sMI{VI 1P+ [sL, I{V+sMI{V] {2 =

— 1) 2 (2)7 (1)
= ek, P+ I BN + [« L ¥4+ M) 12

che chiaramente costituisce una identita. Pertanto si ha:

Proprieta V1.9.5 - « Le induttanze accoppiate sono un elemento recipro-
co».

Ovviamente le proprietd VI.9.4 e VI.9.5 si sarebbero potute rica-
vare anche a partire da una rappresentazione degli elementi suddetti,
considerati come reti 2-porte.
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Consideriamo infine una rete 2-porte costituita da elementi reci-
proci ad una, “due, ..., M porte; supponiamo che tali elementi siano in

numero r1spett1vamente di N, N 9> ---» Ny Procedendo come nella di-
‘mostrazione della proprieta VI 9% applicando il teorema di Tellegen in

due situazioni diverse di eccitazione, schematizzate con generaton di
corrente, otteniamo due relazioni analoghe alle (VI.9.33) e precisamen-

te:
M N . : (
(1) 2 1) 1(2) ) 2)
,E, i§1 Vi’ Bp7 V' Ll e+ VT L)+
(VL.9.36) -V - v =9
s 5 (2) [ (2) 1(1) (2) (1)
2 2) (1 2
lEl 351 Viy Ly VT L e H VT L)+

(2) (1) - y(2) ) =
SV D - v = 0

Poiche per ipotesi gli elementi componenti sono reciproci, le doppie
sommatorie che compalono nella (VI.9.36) sg,_o,uguah eliminandole si
perviene alla (VL.9.1), cid che dimostra la reciprocita della rete 2-por-
te. In conclusione si ha:

!

=]

Proprieta V1.9.6 - Una rete 2-porte costituita da elementireciproci
cessibili da un numero qualsiasi di porte e rec:proca:)

VI1.10 -iLAna|isi di circuiti contenenti blocchi che si gomporfunc\i
{come reti 2-porte.| .

Molto spesso il circuito che si deve analizzare contiene, oltre
agli elementi introdotti nel Cap.l, anche blocchi pit o meno complessi
di cui si conosce la rappresentazione quando si comportano come reti
2-porte. Tale comportamento, tuttavia, non & sempre garantibile a priori,
per cui, quando sussiste incertezza riguardo a _questo punto_occorre ef-
fettuare un accertamento supplementare \Vedremo in dettagho questo
MW 103, Nei § VI.10.1 e VI.10.2, descriveremo i due meto-
di di analisi pil usuali che consistono, rlspetuvamente nel sostituire
al blocco due generatori indipendenti oppure un circuito equivalente op- {

jportunof
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608 Analisi di cireuiti contenenti blocchi che si comportano come reti 2-porte VI1.10

V1.10.1 - Procedimento di analisi derivato dal teorema di sostituzione.
R siaanl

In base al teorema di sostituzione,|a ogni porta di un circuito
comunque complesso si puo sostituire 0 un generatore di tensione, aven-
te una tensione equlvalente a quella che si ha sulla porta nella partico-
lare situazione di eccitazione che si sta consxderando _oppure un_gene-
ratore di corrente ‘avente una corrente uguale a quella entrante nella por-
‘ta. In” conseguenza di ci6, un blocco che si comporta come rete 2-porte,
c_”ontenuto nell'interno di un circuito, puo essere sostituito con due ge-
neratori 1nd1pendent1 al posto delle porte. Le grandezze impresse da que-
sti generatori sono incognite, cosi come le rimanenti due grandezze e-
lettriche. D'altra parte tra queste quattro grandezze sussistono le due
relazioni che caratterizzano la rappresentazione della rete 2-porte L'a-
nalisi del circuito pud quindi farsi con uno quals1as1 dei metodi visti nel
Cap.II, aggiungendo al sistema. di_equazioni-ottenuto-con il -metodo usa-
to le due equazioni proprie della rappresentazione. Chxarlamo con esem-

pi il procedimento di analisi proposto.

Esempio VI.10.1

Il circuito da andlizzare & mostrato in fig.VI.10.1. Esso contiene un blocco di
cui si conosce la rappresentazione [Z] come rete 2-porte. Supponiamo che sia richie-
sta la tensione VR' nel dominio della trasformata di Laplace, nell'ipotesi che allo
istante iniziale il circuito sia a riposo.

L 1
23
A C
|1 [z] 2] - z] =
+(D b LS [ 1 20
v = -
g VR R ch 3 9

Fig.V1.10.1 - Circuito considerato nell'esempio VI.10.1. La rete 2-porte ha la
matrice impedenze a vuoto indicata in figura; i valori dei componenti sono:
R=2/3; L=1cCc=1(,F, H.

Applichiamo il procedimento di analisi proposto nel presente paragrafo e so-

stituiamo alle porte due generatori di tensione, in quanto intendiamo applicare il meto-

.do delle maglie. Si ottiene il circuito di fig.VI.10.2, in cui sono indicate esplicitamen-
te le maglie che si considerano, con l'orientazione delle relative correnti. Le equazio-

ni di equilibrio delle tensioni per le maglie sono le seguenti:
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Fig.V1.10.2 - Schema risultan-

te dopo la sostituzione della +
rete 2-porte con due genecrato- Vv GD
ri di tensione. 4

<
n

¢ =Vp RO+

1
0=V1-V2+R(Ia+[b)+<sL+—>lb
‘ sC

A queste equazioni aggiungiamo quelle costitutive della rete 2-porte:

F1=211[1+21212 ; §V2=22111*‘22[2§

in cui V] e V, sonole tensioni dei due generatori posti in fig. VI.10.2 al posto del-

la rete 2-porte. Le correnti di porta I1 e 12 , in base alla fig.VI.10.2, coincidono con:

=1, +1, ;oL L =1y

Eliminando dalle equazioni precedenti l‘ , l2 y V1 . V2, si ha:
V‘ = (z” + R) I. + (z11 - zq, + R) lb

1
0 =(z”-z21 +R)Ia+<zll'zlz'221+z22+R+SL+E)[b

Sostituendo i valori numerici si ottiene:

8
V‘ = ;‘ I. +3 Ib
& = & 50 ' 1
= +Hl— +s+—)1I
a 9 = b
Risolvendo il sistema, si ottiene il valore di VR , cioé:
23 1
3 +s+ ey
V., =R(I +1,)=2— Vv
i .l 157 g8 &
—= +.85 F—
9 s
G.MARTINELLI-M.SALERNO : Fondamenti di Elettrotecnica II . 77
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610  Analisi di circuiti contenenti blocchi ehe si comportano come reti 2-porte V1.10

_Esempio VI1.10.2

Nel circuito di fig.VI.10.3a), determinare la tensione V. sul condensatore,
supponendo di essere in regime permanente sinusoidale. Le induttanze accoppiate co-
stituiscono un elemento a due porte, come messo in evidenza in fig.VI1.10.3b).

."____'Ir
: |
| | 3 %
| : wd P
L o -
+ + O ]
' RO T
= C T-i/Z
a) b) c)

Fig.V1.10.3 - Circuito considerato nell'esempio VI.10.2. I valori dei compo-
nenti sono: v‘(t) =cost, R =1, L, = 4, L,= 1, M=1 C=2 (3, F, H,
V).

Applichiamo il procedimento proposto nel presente paragrafo, utilizzando due
generatori di tensione al posto della rete due porte, come messo in evidenza in figura
VI1.10.3 ¢). Utilizzando il metodo delle maglie, come indicato in questa figura, si ha:

' j j
1=v1+(1-7)(|_-|b) ; °=’V2+(1';)('1,".)

Le relazioni costitutive delle induttanze accoppiate sono:

Vy=jeL 1 +joMl : v,

o =-)wL2 Ib-]lia

In conclusione, il sistema di equazionirisolventi é:

(1 s )| (1 3)|
= +—j +( -1+ —
2 . ¥ 5
ey o4 2+ 51)
Bel-d®g=g 1.4l 1 $=—5]1
2 a 2 b

Da questo sistema si ricava:

-
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s —

1 3
L == 1-—j
2 2
|a= ) lb_
1 1
_+7, —+7]
2 2

Vos-— (-1 =

V1.10.2 - Procedimento di onalisiFon i circuiti equivolggiil

Le equazioni che caratterizzano ciascuna rappresentazione di una
rete 2-porte nelle variabili tensione e corrente di porta possono interpre-
tarsi in termini di bipoli e generatori controllati, portando quindi diretta-

\mente all'indivi ione di un circuito equivalente allarete 2- port.__} Svi-
luppiamo in dettaglio questa osservazione per la_rappresentazione me-
diante la matrice impedenze a yuoto.\

Le equazioni caratteristiche della rappresentazione sono:

_’v____,,_ e =
1 T %1 2J [ +2zy, 1 J

(VLIL.D [V, =21

11 2

La prima equazione esprime il fatto che la tensione alla porta 1
¢ la somma di due tensioni; la prima & proporzionale alla corrente I, en-
trante nella porta, la seconda alla corrente I2 II'primo__termine percid
equivate alla caduta di tensione che si ha su un bipolo di 1mpedenza
z,,, quando in esso fluisce Ia corrente T,; il secondotermine&la ten-
sione che si stabilisce su un generatore di tensione controllato, con ra-
mo di controllo coincidente con la porta 2 e grandezza di controllo ugua-
le'ad T,;[si tratta percio di una transimpedenza di valore z,,. Un di-
scorso del tutto simile si pud fare per la seconda equazxone; Il circuito
equivalente alla rete 2-porte risultante & riportato in tab.VI.10.1.]

In questa tabella sono anche riportati i circuiti equivalenti che)
corrispondono alle altre rappresentazioni. La loro derivazione si effet-
tua come per laLappresentazione[[Z] , con 1'eccezione della rappresen-
tazione mediante la matrice di trasmissione. In questo caso, infatti, le

equazioni della rappresentazione sono:

(VI1.10.2) V,=AV,-BI, ;(D%‘cv;-m;}!

Quindi tutti e quattro i termini corrispondono a generatori controllati. I-
4
!
l

]

noltre, poiché tali generatori debbono imporre contemporaneamente sia
S

> | = "T/Nf\-qf\ Vil D4l Vs
Bus 2] by, ¥ ?/-L--»-L | Bty Ve
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612 Analisi di circuiti contenenti blocchi che si comportano come reti 2-porte VI1.10

Tabella Y1.10.1 - Circuiti equivalenti delle reti 2-porte in funzione dei
vari tipi di rappresentazione.

Rappresentazione Circuito equivalente

[z]

[y]

[G]

[H]

[T]

il circuito riportato in tab.VI.10.1.
Quanto detto mette in evidenza la possibilita di ricondurre un cir-

cuito contenente blocchf, che si comportano come reti 2-porte e di cui si

conosce la rappresentazione, ad un circuito contenente soltant':“mﬁaﬁ
generatori controllatl € nullon Cu'culu d1 _questo tipo si possono facil-

La cultura & un bene dell'umanita (fantomasping@libero.it)
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mente analizzare con i procedimenti visti nel Cap.II ed estesi nei Capi-

\toli Il e V.

Esempio VI.10.3

Calcolare |'impedenza di ingresso della rete di fig.V1.10.4, supponendo di co-
noscere la rappresentazione ibrida [H] della rete 2-porte interna, cioe:

=[5 ]

R
VAYA
R & R
—t—AAN—] 1 [H) 2 - AAN—
z, - 2R = 2¢C

Fig.V1.10.4 - Circuito considerato nell'esempio VI.10.3.
Poniamo in ingresso al circuito, come eccitazione, un generatore di corrente

I, e sostituiamo alla rete 2-porte il circuito equivalente corrispondente allarappresen-
tazione ibrida [H] riportato in tab.VI.10.1. Risulta il circuito di fig.VI.10.5, che ana-

@—M—I @ I
Iy f? ZR% (]

Fig.VI.10.5 - Circuito derivato da quello di fig.VI.10.4 con inserita l'eccitazione.

R

lizziamo su base nodi, prendendo come nodo di riferimento il nodo 5. Le equazioni ri-
sultanti sono, tenendo conto che V3 =V e V2 =-V:

sC

nodo 1 I. =G(V,-V,))+ —M
i 1 4" 34sRC

(V1 + V)
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G sC
nodo 2 0=I--——V-_(V1+V)
2 1+sRC
nodo 3 0=-I+G(V-V4)
nodo 4 O=G(V4-V1)+G(V4-V)4 ZSCV4

Da questo sistema si ottiene:
’ _ 2
V1 =2sCR 10

Quindi 1'impedenza di ingresso del circuito di fig.VI.10.4 vale:

—

2y s —=2CR% S
0

Esso equivale pertanto ad un induttore di induttanza ZCR2,

V¥1.10.3 - Controllo del comportamento dei blocchi come reti 2-porte.

Il comportamento di un blocco, accessibile da due porte nell ‘'in-
te'mo di un circuito, spesso non pud essere garannto apnon come quel-
lo d1 una rete 2-porte; nel caso in cui ci-si-trovi-in._questa_situazione &
(necqssano effettuare un controllo.| Tale controllorichiede ovviamente la

conoscenza dettagliata della struttura interna del blocco e pertanto non
& sufficiente conoscerne solo la rappresentazione esterna come rete 2-

-porte.
Un modo semplice di operare consiste nel supporre il blocco co-

me rete 2-porte, indipendentemente dall'esito del controllo, e nell'appli-
care quindi uno dei procedimenti di analisi visti nei paragraﬁ preceden-|
ti, determinando nel Cll'CllltO completo le tensiont dei morsetti di ingres-

so rispetto ad uno di essi; con riferimento a fig.VI.10.6,determiniamo le
t§%ﬂldSﬂl‘ﬂEﬁHL_Arﬁ,—D—nspetuul-~B.~\Successwamente, conside-
rando a parte e in dettaglio la rete 2-porte, alimentiamola nel modo in
cui risulta alimentata nel c1rcu1to_mcedent determinando di nuovo le
tensioni dei morsetti A, C, D rispetto a B. Se tali tensioni coincidono
con quelle calcolate in precedenza allora possiamo senz'altro dire che
il blocco si comporta come una rete 2-porte; nel caso contrario cid non
é vero e quindi la rappresentazione del blocco non ¢ utilizzabile ed oc-
corre effettuare 1'analisi prescindendo da essa.

Fig.VI1.10.6 - Circuito in cui A . C
é contenuto unblocco acces-
sibile da due porte. B D
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] E.opportuno osservare che se il _blo , inali e
le due porte hanno un morsetto cessario--effettuare
“alcuna verifica, in quanto il comporta re

‘"garantito. Ci16 accade, ad esempio, per il circuito di ﬁg VI.10.4.

,M.»-a~’

Esempio VI1.10.4

Verificare il comportamento come rete 2-porte del blocco contenutonel circui-
to di fig.VI.10.1, supponendo che abbia la configurazione di fig.VI.10.7.

Fig.VI.10.7 - Struttura interna del A
blocco riportato in fig.VL.10.1. I C
valori delle resistenze sono:
R;=R,=3 ; Ry=1; R, =2 )
B D

Nel caso presente si puo facilmente giungere alla conclusione che il blocco
non si comporta come rete 2-porte. Esaminiamo infatti il comportamento del circuito
quando la variabile di Laplace s assume il valore zero) Per questo particolare valore
della variabile -s, si vede chiaramente dalla fig.VI.10.1 che risulta V.-V, =0 (es-
sendo nulla 'impedenza dell'induttore). Andiamo ora a calcolare il valore di V = Va
per la rete 2-porte di fig.VI.10.7, supponendola alimentata come nel circuito di ﬁgura

VI.10.1 per s = 0. Risulta:

23 1
9 -(~s+sv . 3 v
I, =1 +1, =3 ; per s— (I,) , =—
1 b 157 8 g 1’s=0 8 g
5 8si —
9Vg
I, =-I = ; per s—0 aI). _, =0
2 b 157 2’s=0
TlBsi——

Pertanto 1'alimentazione del circuito si riduce ad un generatore di corrente in ingres-

so, pari ad II . E facile vedere che si ha:

Ve-V,=-2,—— 1. £0
c™Va 11y 1

Risulta quindi che il circuito di fig.VI.10.7 non si comporta come rete 2-porte ne,li'in-
terno del circuito di fig.VI.10.1. In questo caso & sempre possibile fare in modo che il
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blocco precedente si comporti come rete 2-porte, aggiungendo in cascata un trasforma-
tore ideale di rapporto unitario, come mostrato in fig.VI.10.8; infatti la presenzadel tra-
sformatore ideale garantisce in ogni caso il comportamento corretto delle due porte.

Fig.V1.10.8 - Circuito derivato da quello di fig.VI.10.7, che si comporta co-
me rete 2-porte nell'interno del circuito di fig.VI.10.1.

VL11 - Reti 2-porte tipiche.

Alcune conﬁgurazioni particolari delle reti 2-porte sono di impie-
_g0 corrente, per cui & opportuno conoscerle, insieme conle rappresenta-

zioni pil usate per esse. Non verranno considerate le reti 2-porte sim-
metriche, per le quall si rimanda al Cap.VII, dove tali tipi di rete sono
trattati in dettaglio, insieme con le trasformazwm ele equlvalenze tra
configurazioni diverse.

Le reti 2-porte si _possono suddividere in due grand1 cl§§§; a se-

conda che i morsetti di accesso siano quattro_ oplgure tre, cioé a_secon-
da che Tedue porte abbiano o meno un morsetto m comune, Le reti che

Mt& Ie altre sono le reti 2-porte bilanciate.
Le reti due-porte tipiche che illustreremo di seguito appartengono tutte,
con l'unica eccezione del traliccio, alla classe delle reti 2-porte sbi-

lancjate.
| 21 o 1 2
g
Sbilanciata Bilanciata

Fig.VL.11.1 - Reti 2-porte sbilanciate e bilanciate.

VI\N 1- ng .ccq.

"La conﬁguraz:one generale del traliccio & quella mostrata in fi-

gura VI.11.2; considerando il caso pid generaledcwmn_fﬂt_aﬂcup_er_e’sg)__lg

rappresentazione [Z].
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Osserviamo che, quando la porta 2 & aperta, 1' imp,,denz& che si
vede allaMe il parallelo di due bipoli, costituiti rispettivamente

dalla serie dei bipoli di 1m]:_>edenza Z e Z; € d1 xmpedenza Z,eZ,
pertanto si ha: B

——

"\ 1 (Z +Z)Zy+ Zy)
(VL.11.1) 2 )= _
e i
Z +Z (jf22+2> iy k
X\«* Z, 3
Fig.VI.11.2 - Il traliccio ry v —

di tipo generale.

Analogamente si deduce che: — e
\

\Z,+z2)@2Z,+2,) .
(VI.11.2) z,, =|

5
Z
k=1 K

Per quanto riguarda le impedenze di trasferimento, che hanno lo stes-
so valore essendo la rete reciproca, si ha, inserendo un generatore di
corrente [, alla porta 1 e lasciando aperta la porta 2 :

Za Zz ] Z4 Za -Z, Zz
Zl+ Z4 Z,+Z,

(VL11.3)  V,=z, [

Quindi risulta:

(VI.11.4) (21 2\ 25,) =t

quella simmetrica, in cui si ha Z _Z. =& e -ZA Z ‘ Zb. Per

questa conﬁguraznone risulta: . ) 4 Za
. ——
| z,+2Z, Z,-Z, “’T’D,)
(VL1L.5) le=zzzf_é__: ) zlz=221=2— \45/2_710
‘.‘7;_A " :
e L v b
G.MARTINELLI-M.SALERNO : Fondamenti di Elettrotecnica II 78
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Una proprieta importante della configurazione a traliccio simme-
trico & la seguente. Se le 1mpedenze ZLLZ soddlsfano la relazione:

(VL.11.6) Z_ %, =R*

allora chiudendo la porta 2 su un resistore di resistenza R, in ingres-
so si vede ancora_ R/ L' 1mportanza 2 della pi proprleta ‘&legata al fatto che

il t'po o di chiusura usuale & quello su tesistori, Per dimostrare la_ pro-

rietd precedente & sufficiente scrivere l'lmpedenza dii mgresso del tra-

liccio simmetrico in funzxone dei termini della sua mamce; [Z]‘h si ha:

(VI.11.7)
Zy3 Ty Z,+Z, ) (Zy-Z,)° 1 .
Zing=7%11" 2 4R 2 4 AT
22 —= PR
2
(Z.t Zb)2 Z,+ Z, (Zy- Za)2 Z°+Zb
= 4 N 2 i _LBrRTH R
Za+Zb Za+Zb
bw Rl PR —5—+R
s 2 417,- lw,pzzfi; wZQ (Lwﬂ@/\’\” .

VBKQI- Rete 2-porte a « T».

Laretea T & mostrata in fig.VI.11.3. Larappresentazione [Z)
relativa pud essere determinata direttamente per ispezione visiva ed &
uguale a: R 1

> Vel

Z,+Z, Z, "k
(VI.11.8) (Z] = W T,
Zc Zb+zc

Fig.VI.11.3 - Rete 2-por-
tea T

N\ P
VI3 - Rete 2-porte a «7» (pi-greco).

“La rete & mostrata in fig. V. 11.4. Per essa & immediato ottenere
la rappresentazione [Y]; si ha:
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Y, +Y, -y
3
(VL.11.9) Y] =
& Y, +¥
Fig.VI1.11.4 - Rete 2-porte a 7 u J T
(i bipoli sono rappresentati con / Y3 '
le loro ammettenze). w1 Y, Y, 2 1)

\ ———
VI.L11.4 - ReLe 2 pone ad «L»

La rete & mostrata in fig.VI.11.5 nelle due versioni possibili e
pud considerarsi come un sottocaso di quellea T eda 7.\ Di conse-
guenza la rappresentazione, che pud ottenersi perispezione visiva, & la
[Z] op‘pﬁe“l’i"m- deducibili_ direttamente dalle (VI.11.8) e (VL 11 9),

mettendo a zero 11 termme mancante,

e -

| i |
T m—
Zy,
z, 2

Fig.VI.11.5 - Rete due porte ad L, nelle due versioni possibili.

VIA1.5 - Rete 2-porte a « T-derivato».

La rete & mostrata in f1g VI.11.6. Essa pudconsiderarsi il paral-
lelo di una rete 2-porte a T con una rete 2- -porte costituita da un ramo
bipolare che connette T'ingresso con I'uscita, come mostrato nella parte
b) della figura| Poiché ambedue le reti-in-parallelo sono a tre terminali,
"non & necessario verificare la validita della connessione e-la matrice
ammettenze di corto-circuito del T-derivato & la somma delle matrici am-

mettenze delle due reti 2-porte componenti, cioé:

1 1

Z,+Z, -Z, —_— . —

(VI.11.10) (Y] = ! + ° “s
o - det [Z,) 1 1
-Z, Z+Z,| |5 —

ZS 25

incui det[Z,) =Z,Z,+2,Z,+Z,Z,.
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o o e B e S e mEwr e s |
| | o | |
' Z l
|
[ 3 |
e =
il e e |

& | = ! . =
L "7 Z. |
| 6 8
I Z, !
l | =
M o i i, s i e i

a) b)

Fig.VI.11.6 - Rete 2-porte a_T-derivato. In b) viene mostrata tale rete co-
me il parallelo di due reti piu semplici.

VI%- Rete 2-porte a «doppio T».

La rete & mostrata in fig.VI.11.7, Chiaramente essarisulta il pa-

rallelo di due reti a T e quindi la sua matﬁ_&:—m:'é'l'a-semmdrqu'el:

3 Ay s e )

le delle due reti componenti, “ciog:]
(VI.11.11)

[Y]=

-Z Z +Z

Z,+Z 3 1 5~ -Z

1 2 3

i —a +____
dec[Z,,,] det [Z
vz g4z, | S|

in cui: det[Z.,]1=2,Z,+Z,Z +Z,Z,
det[Z,,) =2, ZA4Z ZAZZ,

Fig.VI.11.7 - Rete 2-por-
te a doppio T.
l o | o |
[} 1

s

VIX1.7 - Rete 2-porte a «scala».

La rete & mostrata in fig.VI.11.8 e si pudconsiderare come risul-
tante dalla connessione in cascata di reti 2-porte elementari ad L. I ra-
mi non connessi al morsetto comune delle due porte prendono il nome di
rami longitudinali; quelli connessi al morsetto comune prendono il nome
di rami trasversali. Tenendo conto del legame con le reti elementari ad
L, si ottiene facilmente la matrice di trasmissione, cioé:
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Fig.VI.11.8 - Rete 2-porte a scala.

Zax+ ]
1+ 7z ZZK+1
_ 2K+2 1 Z,nn
(VI.11.12)  [T] =
k=0,1, 2,.., N=1 1 . 0 1
L L Z2l(+2 J
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APPENDICI AL CAPITOLO VI

APPENDICE VI.A - Reti N-porte.

Nei paragrafi precedenti abbiamo considerato in dettaglio la ca-
ratterizzazione esterna di una rete accessibile da una e due porte. Il ca-
so in cui le porte di accesso siano in numero N maggiore di due pud
essere trattato in modo del tutto simile a quanto fatto per N = 2.In par-
ticolare si pud sviluppare una teoria identica a quella disponibile nei
§ VI.4 e VLS, con l'unica differenza che le matrici con cui si ha a che
fare sono di ordine N invece che due e che le rappresentazioni possi-
bili sono molte di pil di quelle relative al caso 2-porte. Si pud anche
parlare di matrice di diffusione come nel § V1.6.2, mentre non ha pid
senso di parlare di parametri immagine. Valgono infine proprieta, defini-
zioni e regole analoghe a quelle viste nei § VI.7, VI.8, VL.9 e VI 10.

Poiché non & possibile entrare in dettaglio sui vari punti, ci li-
miteremo a presentare due esempi di utilizzazione di reti con piu di due
porte, considerando le rappresentazioni [Z] ed [S].

Esempio VI.A.1

Nella rete di fig.Vl.A.1, individuare |'effetto della resistenza R sulla tensio-

ne V2.
R
Fig.VI.A.1 - Esempio di I
utilizzazione di rete 3- -V ot t .
-porte.
P 2 |5
A4 3 =0
+ < +
II 1 A V.Z
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VILA Reti: N-porte 623

Utilizziamo a questo scopo la rappresentazione [z] per la rete 3-porte, che si
ottiene dal circuito in esame, mettendo in evidenza l'eccitazione, 1'utilizzazione e il
bipolo che potrebbe disturbare il risultato. Con i simboli di figura, si ha:

V, =2z

152 ) t 250 +25]5

zy, Il + z l2 +223 13

zg Iy 2391y 25515

1}

2 22

Per effetto delle condizioni di chiusura, risulta I, noto, I, =0,V, ==R I_.

2
Quindi, dalla terza equazione risulta:

Sostituendo nella seconda equazione si ha:

v < 293 %31 )

= _-_— |

2 Z0 1
Z,4, + R

Questa formula mette in evidenza con chiarezza l'effetto della resistenza R sul-

la tensione V,, in funzione della rappresentazione [Zz] della suddetta rete 3-porte.

Esempio VI.A.2

De terminare la matrice di diffusione della rete 4-porte mostrata in fig.VI.A.2,
che raoppresenta un circuito importante dal punto di vista delle applicazioni (chiamato
«bobina ibridas).

Fig.VI.A.2 - Bobina ibrida considerata nell'esempio VL A.2; in evidenza sono
indicate le relazioni costitutive del trasformatore a tre avvolgimenti da cui ri-
sulta formata.
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624 Reti N-porte VI.LA

Supponiamo che le quattro porte siano normalizzate rispetto ai quattro valori di
resistenze Rl’ Rz, RS e R4 dei resistori su cui la rete verra chiusa. Supporremo inol-

tre che risultino soddisfarte le seguenti relazioni, importanti nelle applicazioni d'inte-

resse:
Ry B Ry 1
R4 ng R2 ny ng,

Tali condizioni corrispondono, rispettivamente, ad evitare il trasferimento tra
le porte 1 e 2 e le porte 3 e 4.

Il calcolo della matrice [S] pud essere fatto utilizzandole formule ricavate nel
§ VI.6.2; tenendo conto, inoltre, che la rete & reciproca, la matrice [S] risulta simme-
trica per quanto visto nel § VIL.9. Di conseguenza si ha S = Sy edi temini della
matrice [S] si calcolano come segue:

Z, - R,
1) Sek = ﬁ ,incui Z & l'impedenza vista all'ingresso della porta k, quando
k k  tutte le altre porte sono chiuse sulle resistenze di normalizzazio-
’ ne;
2V, |R;
2) S = —V— — , in cui- Vk & la tensione della porta k, chiusa sulla resistenza
[ k Rk’ quando la porta i & alimentata da un generatore di tensio-

ne di valore V_ e resistenza interna Ri e lerimanenti porte so-

no chiuse sulle resistenze di normalizzazione.

Fig.VI.A.3 - Circuito risultante nella situazione operativa per il calcolo del-
la prima colonna della matrice |S) della rete di fig. VI.A.2.

Sviluppiamo i calcoli in dettaglio per la prima colonna della matrice [s]. oc
corre a tale scopo calcolare le tensioni di porta nella rete di fig.VI.A.3. Tenendo conto

delle relazioni costitutive del trasformatore a tre avvolgimenti, si ha:
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Vi.A

Reti N-porte
V-V, V-V,
\'l = =]
n n
2 3
V3 v4
V =V, +R i, === = f, —=
g 1 1\ ™2 3
R3 R4

625

A queste equazioni occorre aggiungere 1'equazione dell’equilibrio delle corren-
ti nel morsetto comune alle porte 2, 3 e 4, cioe:

Quindi risulta

Vo V
R

-

v Vi !
2 jq 1 1 \ R,
R2 R3 R4
V3 < ng V1 : V4 =-n, Vl

\%
g
v, =
Ry R,
2 2
L= ay + =y
R3 R4
ng a3 nj
Iy == e Y, =~
Ry Ry R,

1 Ry 5 ng Ry N3

—-R 1-—n2{1+— R, - Ry— | 1+—

L R, My Ra 5

S = = =
L Vl R n n n
L, 3 2

— +R I 4= a2 | 1 Ry % Ry = | 15—

I R, ny g o

G.MARTINELLI-M.SALERNO : Fondamenti di Elettrotecnica
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Reti N-porte

R, R,
52112 ;— Zn2
_ 3 R3n2n3
R1 > R1 g R2 n R2
T I
3 4 3 3 3

Utilizzando i seguenti valori per le resistenze di normalizzazione e di chiusura: R, =

= R4 =2 Rz; R1 = Rz/ng, si perviene alla seguente forma semplificata di [S]:

[s]

1

2
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VI.B Cenni alle proprieta delle rappresentazioni delle reti 627

APPENDICE VI.B - Cenni alle proprieta delle rappresentazioni delle reti.

Per ogni tipo di rete ¢ di fondamentale importanza, ai fini della
sintesi e quindi del progetto finale, conoscere le proprieta che possiede
la rappresentazione prescelta. Cio & gia stato messo in evidenza nella
premessa del libro, mentre nell'appendice IV.A sono state elencate e di-
scusse alcune proprieta rilevanti delle singole funzioni di rete. E oppor-
tuno ricordare che tali proprieta dipendono in modo complesso dai tre
seguenti parametri:

1) la struttura topologica della rete;
2) il tipo dei componenti;
3) la rappresentazione considerata.

Il compito di individuare le proprieta dei vari tipi di rappresenta-
zione esula dagli argomenti del presente testo. Tuttavia,nel seguito, da-
remo un cenno al tipo di proprieta a cui si perviene almeno in casi tipi-
ci. Si ometteranno ovviamente i procedimenti seguiti perricavare le sud-

dette proprieta. Per dettagli si rimanda ai testi specializzati, citati nel-
1'appendice VLE.

VI.B.1 - Reti N-porte costituite dagli elementi resistenza, indut-
tanza, capacita, trasformatore ideale (reti RLCT).

Le reti N-porte comunque complesse costituite dagli usuali com-
ponenti passivi rappresentati dagli elementi resistenza, induttanza, ca-
pacita, trasformatore ideale, sono caratterizzate dalle seguenti proprie-
ta con riferimento alle rappresentazioni [Z], [Y] ed [S].

Proprieta VI.B.1 - «Una rete N-porte RLCT ha come rappresentazione
[Z) oppure [ Y] una matrice razionale reale e positivas.

Una matrice razionale reale positiva & caratterizzata dalle seguenti proprieta:

1) ogni termine & una funzione razionale a coefficienti reali della variabile s;

2) i poli di tutti i termini si trovano nel semipiano sinistro della variabile s oppure, al

limite, sull'asse immaginario. In quest' ultimo caso i poli sono semplici;
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628 Reti N-porte costituite dagli elementi resistenza... VI.B.1

3) calcoliamo il residuo dello sviluppo in frazioni parziali di ciascun termine della ma-
trice in corrispondenza ad un polo sull'asse immaginario{!) e formiamo la matrice di
questi residui. Tale matrice deve essere semidefinita positiva (ricordiamo che una ma-
trice semidefinita positiva & caratterizzata dalla non-negativita dei determinanti di tut-

ti i minori principali di qualsiasi ordine);

4) calcoliamo la parte reale di ciascun termine per s=jw e formiamo la matrice delle

parti reali. Tale matrice deve essere semidefinita positiva per qualsiasi valore di w.

Un caso particolare & costituito dalle reti N-porte contenenti so-
lo capacita, induttanze e trasformatori ideali‘?); allorala proprieta VI. B.1
si modifica nel seguente modo:

Proprieta VI.B.2 - «Una rete N-porte reattiva ha come rappresentazione
[Z) oppure [Y] una matrice razionale reale positiva dispari».

Una matrice razionale reale positiva dispari & caratterizzata dalle seguenti pro-
prieta:
1) ogni termine € una funzione razionale reale della variabile s;
2) i poli di tutti i termini si trovano sull'asse immaginario e sono semplici;
3) le matrici dei residui dei poli (sull'asse immaginario) sono semidefinite positive;
4) la matrice delle parti reali per s=jw e nulla per qualsiasi valore di w.

A titolo di esempio, verifichiamo che la rete 2-porte considerata nell'esempio
VI.S.3 gode della proprieta VI.B.2, essendo costituita da induttori e condensatori. La

matrice [Z] ottenuta nel suddetto esempio é la seguente:

1 1
sL, + — s
sC sC
(VL.B.1) [z] =
1 1
SL2+ —

sC sC
I poli dei termini di [Z] sono semplici e coincidonocon s =0 e con s =®;per-
cio soddisfano la condizione 2) della proprieta VI.B.2. Le matrici dei residui nei due

poli valgono:

= . . - . -
(1) - E ovvio che se un termine non ha quel particolare polo che si sta considerando,
manca nel suo sviluppo in frazioni parziali la parte relativa a tale polo e percié il resi-
duo é nullo.

(2) - Tale tipo di rete viene indicata come «¢rete N-porte reattiva» o «rete N-porte senza
perdites.
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VI.B.1 Reti N-porte costituite dagli elementi resistenza... 629

1 1

C o L, 0
(VL.B.2) [x,] = ; [k,] =

1 1

_ _ 0 L2

G C

I determinanti dei minori principali di queste matrici valgono: 1/C, 1/C, 0, L,
L2’ L1 L2. Si vede che sono tutti non-negativi; cuindi la condizione 3) della proprieta
VI.B.2 & soddisfatta.

Le parti reali dei termini di [Z] sono tutte nulle, poiché tali termini sono di-

spari; quindi é soddisfatta anche la condizione 4).

Vediamo ora le proprieta relative alla rappresentazione matrice
di diffusione [S].

Proprieta VI.B.3 - «Una rete N-porte RLCT ha come rappresentazione
[S] una matrice che gode delle seguenti proprieta:
1) ogni termine & una funzione razionale reale della variabile s;

2) i poli di tutti i suoi termini sono nel semipiano sinistro aperto della

variabile s; cio implica in particolare che per s = jw tali termini so-
no limitati in modulo;

3) la seguente matrice:
(VI.B.3) [E] - [S(jw)] [S(-jw)]

con [E) coincidente con la matrice unitd, é hermitiana semidefinita po-
sitiva. Ricordiamo che una matrice hermitiana semidefinita positiva &
caratterizzata dall'avere non-negativi i determinantidi tutti i svoi mino-
ri principali».

Nel caso delle reti N-porte reattive, la rappresentazione S gode
di proprieta piu semplici, cioé:

Proprieta VI.B.4 - « Una rete N-porte reattiva ha come rappresentazione
[S) una matrice che gode delle seguenti proprieta:
1) ogni termine é una funzione razionale reale della variabile s;

2) i poli di tutti i suoi termini sono nel semipiano sinistro aperto della
variabile s;

3) la matrice € tale che:

(VI.B.4) [S(jw)) [S(-jw)] = [E]
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630 Reti N-porte costituite dagli elementi resistenza... Vi.B.1

In particolare, se la rete & anche senza memoria la matrice [S]
deve soddisfare solo la condizione (VI.B.4), cioé deve essere una matri-
ce unitaria.

A titolo di esempio, facciamo vedere che la rete considerata nell'es. VI.A.2 sod-
disfa alla proprieta VI.B.4 nella forma semplificata precedente, cioé che la matrice [S]
€ una matrice unitaria. A questo scopo occorre calcolare il prodotto di [S] per se stes-

sa, in quanto & simmetrica, e verificare che il risultato sia la matrice unita. Si ottiene:

1 ny \]? )
R,-R,| 1+— +4— R_R,_+4R_R, +-1
n, \12 [3 2< “2)] R ol 2

rigal X riga 1

rigal X riga 2

rigal X riga 3

rigal X riga 4

I’l2.

SN e NEEI N

M3

riga 2 X riga 2
2

1 ny Ty
Ra-R2 14— +4R2R3+ 4 — R2R3 =1
n 2 n3 3

riga 2 X riga 3
n, )
R, - R, 1+;—- zinzka wvzquR3 Ry (1+— -R |=0
3 3
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riga 2 X riga 4

iy N ny R
R3—R2 1+ — 2_R2R3+2_R2R3 R2 L4 — —R3 =0

3 g 3

riga 3 X riga 3

1 ﬂz n2 2
4 — R,Ry+4R,R; +| R, <l+—>-—R3 = 4
n 3 3

R2R3+4 RyR; =0
riga 4 X riga 4
1 i) g i
4R2R3+4—R2R3+ R, | I+— |- R, =1
2 n3 n3

Ry
R,+R, (1 +——>
3

Osservazione VI.B.1

Nel caso dei bipoli le proprieta delle rappresentazioni sono analoghe, salvo che
si devono considerare funzioni invece che matrici. Ad esempio, nel caso dei bipoli
RLCT, la proprieta VI.B.1 diviene:

Proprieta VI.B.5 — «L'impedenza o |'ammettenza di ingresso di un bipo-
lo RLCT & una funzione razionale reale e positiva, in cui per funzione
reale e positiva s'intende una funzione F(s) che soddisfi la seguente
condizione:

(VI.B.5) R.e [F(s)] >0 per Re [s] 20
oppure, cio che é equivalente, tale che:

1) i svoi poli sono nel semipiano sinistro della variabile s od eventual-
mente semplici sull'asse immaginario;

2) i residui negli eventuali poli sull'asse immaginario sono reali e po-
sitivi;

La cultura & un bene dell'umanita (fantomasping@libero.it)



632 Reti N-porte costituite dagli elementi resistenza ... Vi.B.1

3) la sua parte reale per s=jw ¢é non negativas.

Altre proprieta relative ad alcune rappresentazioni dei bipoli in vari casi parti-
colari sono gia state presentate nel § IV.A; si veda ad esempio la tabella IV.A.1.

V1.B.2 - Reti N-porte costituite da resistori, condensatori ed e-
lementi attivi.

Nell'ambito della microelettronica rivestono grande importanza i
circuiti costituiti da resistori, condensatori e transistori. Tali circuiti
possono essere schematizzati mediante connessioni di resistori, conden-
satori ed elementi ideali attivi del tipo visto nel Cap. I, come generato-
ri controllati, nullori, ecc. Riportiamo di seguito alcune proprietadique-
sti circuiti.

Proprieta VI.B.6 — «Una rete N-porte costituita da resistori e condensa-

tori ed N+1 nullori sbilanciati ha come matrice ammettenze di corto-cir-
cuito una qualsiasi matrice razionale reale di ordine N».

Proprieta VI.B.7 — «l/na rete N-porte costituita da resistori, condensa-
tori ed N nullori bilanciati ha come matrice ammettenze di corto-circui-
to una qualsiasi matrice razionale reale di ordine N».

Proprieta VI.B.8 — «Una rete N-porte costituita da resistori, condensa-
tori ed N generatori controllati ha come matrice ammettenze di corto-cir-
cuito una qualsiasi matrice razionale reale di ordine N».

APPENDICE VI.C - Stabilita dei circuiti.

Un circuito & stabile quando l'effetto di un'eccitazione di breve
durata si smorza al tendere del tempo all'infinito (stabilita asintotica).
Tale comportamento € tipico dei circuiti costituiti da resistenze positi-
ve, capacita positive, induttanze positive, trasformatori ideali, che rap-
presentano la schematizzazione dei circuiti costituiti dagli usuali resi-
stori, condensatori, induttori e trasformatori. Nel caso di questi circuiti,
che indicheremo genericamente come circuiti passivi, accanto a questo
comportamento se ne ha un altro non richiesto in generale per la stabili-
ta, cioé l'incapacita di fornire potenza attiva.
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La stabilita di un circuito accessibile da una o pid porte interes-
sa quando esso & chiuso in corrispondenza alle porte nel modo previsto
nella sua utilizzazione pratica. Tale utilizzazione prevede la chiusura
su bipoli passivi o su generatori indipendenti con impedenza interna di
tipo passivo. Per questa ragione conviene prendere in esame il compor-
tamento del circuito dal punto di vista della stabilitad, quando & chiuso
su bipoli passivi. Si possono avere tre tipi di comportamento:

1) il circuito & incondizionatamente stabile, quando & stabile in ogni
condizione di chiusura passiva;

2) il circuito & intrinsecamente instabile, quando éinstabileinogni con-
dizione di chiusura passiva;

\

3) il circuito & condizionatamente stabile, quando &
stabile a seconda della chiusura passiva.

stabile oppure in-

Esaminiamo in dettaglio il legame tra questi comportamenti e la
rappresentazione, nel caso dei circuiti accessibili da una e due porte e
limitando l'indagine alla parte accessibile del circuito.

VI.C.1 - Stabilita dei bipoli.

Se eccitiamo un bipolo mediante un generatore di tensione, come
mostrato in fig. VI.C.1a), l'effetto & la corrente entrante, data da:

(VI.C.1) I =sz

L'ammettenza del bipolo, antitrasformata nel tempo, & la risposta impul-
siva del particolare circuito in esame. Per quanto detto nel Cap.1V, per-
ché essa corrisponda ad un circuito stabile, cioé tale chel'effettodi ec-
citazioni di breve durata si smorzi nel tempo, & necessario che i suoi
poli siano nel semipiano sinistro aperto della variabile s.

E opportuno ricordare, a questo punto, che nel caso dei circuiti
costituiti da resistenze, mduttanze, capacita, trasformatori ideali, sono
presenti anche poli semplici sull'asse immaginario. In questo caso tali

A A z A
’-
Vg qb I bipolo IgT é bipolo Vg qD bipolo
B B B
a) b) c)

Fig.VI.C.1 - Stabilita di un bipolo in corto-circuito, a circuito aperto ed in
condizioni di chiusura qualsiasi.

\
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634 Stabilita dei bipoli VI.C.1

poli si manifestano per il fatto che, per ragioni di semplicitadi calcolo,
si trascurano alcune perdite di poco conto ai fini dell'individuazione
delle prestazioni del circuito stesso. Percié tali poli sull'asse immagi-
nario sono fittizi ed & opportuno tenere presente che la loro presenza &
solo conseguenza di un artificio analitico.

Nel casodialtri circuiti i poli sull'asse immaginario indicano sem-
pre instabilita. Per questa ragione, nel seguito, escluderemo la presen-
za di tali poli sull'asse immaginario in ogni caso e quando parleremo di
bipoli passivi sara sottinteso che la loro impedenza od ammettenza & pri-
va di tali poli.

Riprendiamo l'esame del circuito mostrato in fig. VI.C.1a). Daun
punto di vista topologico il bipolo & come se fosse in corto-circuito;per-
cid l'esame della stabilita in queste condizioni equivale all'esame «in
corto-circuito». Di conseguenza si ha:

Proprieta VI.C.1 — «Un bipolo & stabile in corto-circuito, se i poli della
sua ammettenza sono nel semipiano sinistro della_variabile..s.».

Analogamente, esaminando il circuito mostrato in fig. VI.C.1 b), "
si ha:
Proprieta VI.C.2 — «Un bipolo & stabile a circuito aperto, se i poli della
sua impedenza sono nel semipiano sinistro della variabile s».

La connessione in serie ed in parallelo di bipoli stabiliin corto-
-circuito o circuito aperto porta a bipoli che possono essere essi stessi
stabili in corto-circuito, a circuito aperto oppure instabili; per dettagli
su questo punto si rimanda al §1X.8 di H.W. Bode, «Network analysis
and feedback amplifier design», D. Van Nostrand Co., New York, 1959.
Nel caso presente ci interessa sviluppare un aspetto piu importante dal
punto di vista delle applicazioni, cioé quello della stabilitd quando il
bipolo & chiuso su un generico bipolo passivo, come indicato in figura
VI.C.1c). Facciamo vedere che, perché il bipolo siaincondizionatamen-
te stabile & necessario che esso stesso sia passivo, cioé:

Teorema VI.C.1 — «Condizione necessaria e sufficiente affinché un bi-
polo sia incondizionatamente stabile é che sia passivo».

Occorre far vedere la necessita della condizione, in quanto la sufficienza é ov-
via. A questo scopo ricordiamo che un bipolo passivo va inteso, nel presente paragrafo,
nel senso restrittivo detto in precedenza, cioeé tale che 1'impedenza o |'ammettenza ab-

biano i poli nel semipiano sinistro aperto della variabile s e laparte reale sull'asse im-
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maginario sia non negativa. Senza perdita di generalita, riferiamoci allarappresentazio-
ne impedenza del bipolo e facciamo vedere che, se essa non soddisfa le due condizioni
precedenti, allora il bipolo é instabile in almeno una situazione di chiusura passiva. E-
saminiamo in dettaglio le due violazioni possibili:

1) Oualche polo dell' impedenza si trova nel semipiano destro chiuso. In questo caso il

bipolo € instabile a circuito aperto in base alla proprieta VI.C.2.

2) La parte reale dell'impedenza per s=jw é negativa per qualche valore di jw. Sia

ja)O tale valore; cio implica che, per ragioni di continuita, la parte reale di Z(s) siane-

gativa anche nell'intorno di tale punto nel semipiano destro. Sia sp= 0ot j @, un pun-
to di questo intorno, caratterizzato quindi da o, Ppositivo, piccolo a piacere. In s si
ha:

, . .
(VI.C.2) Z(so) =="Rj, +ijX,

con R0 positivo ed X0 di segno gualsiasi.

Facciamo vedere che il bipolo risulta instabile almeno in una situazione di chiu-
sura passiva. Si ha instabilita se la somma dell'impedenza Z del bipolo e dell'impe-
denza Z del bipolo di chiusura ha zeri nel semipiano destro (fig.VI.C.1c). Scegliamo
il bipolo di chiusura costituito dalla serie di una resistenza ed una capacita o induttan-
za, a seconda che X0 sia positivo o negativo. I valori di questi elementi debbono es-
sere tali da avere un bipolo risultante con impedenza nulla per s = Sy Percio deve es-

sere:
(VI.C.3) Z(so)-R+l SOC=0 per X0>0 3 Z(so)+R+ sOL=0 per X0<0

Quindi deve essere:

C= ;i R=Rj-—— per X;>0
' 2 2 Co? +w?)
XO (00 + a,:o) oo t @y
(VI.C.4)
I,
I = ; R=Ry- ogL pe:xo<0
“0

Tali formule si possono sempre soddisfare con valori positivi degli elementi di Zg pur-

ché o, sia scelto opportunamente piccolo, come si puo fare. Cio dimostra il teorema.

VI.C.2 - Stabilita delle reti 2-porte.

Individuiamo, in funzione della rappresentazione, quali sono le
condizioni che deve soddisfare una rete 2-porte perché sia incondizio-
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natamente stabile. A questo scopo occorre esaminare il suo comporta-
mento nella situazione di chiusura di fig. VI.C.2, in cui i due bipoli B,
e B, sono passivi di tipo qualsiasi. Dalla figura si vede chiaramente
che tale problema equivale a quello della determinazione delle condi-
zioni per cui sono passivi i bipoli a cui si riduce la rete 2-porte quando
e chiusa in uscita su B, oppure in ingresso su B,. Poichéi due casi
si ottengono uno dall'altro scambiando le porte 1 e 2, & sufficiente con-
siderare una situazione e poi derivare le condizioni relative all'altra in
base a tale osservazione. Utilizziamo la rappresentazione [Z])perlare-
te 2-portee Z. e z, per i bipoli. L'impedenza di ingresso della rete 2-
-porte, quando tuscita é chiusa su B,, vale:

(VLC.5) Z i
. N 3 =2z e e
ing 11 222 + 22
B, B,
P e T ——L 13—,
vsqu . Zf;;ite % N GD ng

Fig.VI.C.2 - Situazione in cui si considera la stabilita di una rete 2-porte.

Indicando con:

z, = k+jx
(VL.C.6) Z,=R+jX
zZ,2yn =atijB

si ha per la parte reale di Z_ :

a(ty, + R)+ B(x 5+ X)

(VLC.7) Re [Z,] = r, = =
(s + HO® 4+ {x s + 3P

Fyg (g F RV £y (Rige +X)2 - a(r,, +R) - B(x,,+X)

(ry +R)2+ (x,, + X)?

Affinché l'impedenza Z, = sia passiva, nel senso indicato in preceden-
za, per qua151351 lmpedenza Z, di bipolo passivo, deveaverei poli so-
lo nel semipiano sinistro aperto e la parte reale non- negativa per s =jw.
Per quanto riguarda la condizione sui poli, osserviamo che, essendo i
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termini z,. della matrice [Z) delle funzioni di rete, necessariamente
2. s - g . . .« .
per la definizione di stabilita debbono avere i poli solo nel semipiano
sinistro aperto. Inoltre l'impedenza z,, + Z, deve essere quella di un
bipolo passivo per il teorema VI.C.1. Quindi, poiché i poli di Z.mg nel-
la (VI.C.5) sono i poli di z,, oquellidi z,, e z, oppure gli zeri di
Z, + z,, risulta che i poli di Zinx si trovano nel semipiano sinistro

aperto se:

1) i poli dei termini della matrice [Z] 'sono nel semipiano sinistro a-
perto;

2) z,, e z,, sono impedenze di bipolo passivo.

22

Per quanto riguarda la condizione di non-negativita della parte
reale sull'asse immaginario di Zhg per qualsiasi Z,, esprimiamo op-
portunamente la (VI.C.7) come segue:

0]

2
Re [Zin ]ST.Q = |:<R+r . i> +
et ST (e, R (x,+02 N T 2ry

2 2 2
+| X+x,, - a e, th
22 2r 2
1 4r“

Poiché r,, & non-negativo, occorre individuare le condizioni per cui la
parte entro parentesi quadra della (VI.C.8) & non-negativa. A questo
scopo osserviamo che tale espressione, che indichiamo con E(R, X), e-
quivale ad una famiglia di cerchi concentrici nel piano R, X, come mo-
strato in fig. VI.C.3. In corrispondenza al valore zero, 1'equazione E(R,
X) =0 & un cerchio di raggio po; per valori positivi di E si hanno
cerchi concentrici di raggio maggiore di p, e per E negativo di raggio
inferiore. E evidente che, essendo R non-negativo, si ottiene la voluta

non-negativita di E se nsulta contemporaneamente Ry <0 e p, < IR l,

cioé:
a qa2+ﬁ2 a
5 5 ﬁ l'22 -
i1 2ry, 2r

(VL.C.9) fyy >
11

Le (VI.C.9) equivalgono all'unica diseguaglianza seguente:

% o 2ry

(VL.C.10) foy -

N
|

Per esprimere la (VI.C.10), & usuale utilizzare una quantita opportuna,
definita come segue:
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2Re [z11 ] Re [zzz] - Re [lezzl]
(VI.C.11) n=
219 Zy |
E(R, X) >0 a
Ry = 3e. 22
11
Fig.VI.C.3 - Interpre- _ B
tazione geometricadel- xo = = X99
I'espressione entro pa- 21,
rentesi quadra nella
formula (VI.C.8). ‘ 22+ 82
po S —_—
2 l'll
R

che prende il nome di fattore invariante di stabilita, per il fatto che as-
sume la stessa espressione qualunque sia larappresentazione usata del

tipo [Z], [Y], [H], [G), cioe:
2Re [a“] Re [a22 - Re [a12 °a21]

(VI.C.12) n=

lalz'“m’

incui [a] = [Z]), [Y], [H], [G].
In funzione del fattore invariante di stabilita la (VI.C.10) divie-
ne:

(VL.C.13) n>1

La trattazione precedente & stata basata sull'uso della rappre-
sentazione [Z]. Tuttavia é facile dedurre in base alla (VI.C.5) che si
ottengono risultati del tutto simili utilizzando anche le rappresentazio-
ni [Y], [H), [G]. Di conseguenza possiamo concludere in generale
con il seguente teorema:

Teorema VI.C.2 - « Una rete 2-porte, rappresentata tramite una qualsia-
si delle matrici [Z), [Y], [H], [G]), é incondizionatamente stabile
se e soltanto se:

1) i poli dei termini della matrice propria della rappresentazione sono
nel semipiano sinistro aperto della variabile s;

2) le parti reali per s = jw dei termini disposti sulla diagonale princi-
pale della matrice propria della rappresentazione sono non-negative;

3) il fattore invariante di stabilita é maggiore od vguale ad uno».
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APPENDICE VLD - Caratterizzazione del rumore nelle reti 2-porte.

In un sistema di trasmissione, prende il nome di rumore ogni se-

&ale non voluto\ Nel caso dei circuiti lineari, la causa primaria di ru-
more & la natura discontinua della carica elettrica che fluisce nei com-
p_oneng, lel circuito ed & lega;a alla tempe:atura. Una trattazmne esau—
riente dal punto di vista analitico su questo argomento pud essere trova-
ta nell'articolo fondamentale di S.0.Rice, « Mathematical analysis of
random_ n01se e», Bell Syst. Tech. J., vol. 24 1945, pp. 46-108. Nel caso
presente ci & sufficiente ricordare che le grandezze elettriche associate
a questo fenomeno sono definibili solo per via stausuca(sx tratta usual-
mente di fenomeni stocastici stazxonan ergod1c1l con_ dxsmbuzmne di
propabilita di primo Ae“s_econdo ‘ordine gaussiane); in particolare si fa ri-
ferimento al loro valore medio] Nel caso di un bipolo rumoroso, di impe-
denza Z, cié comporta il circuito equivalente di fig. VI.D.1 b) in cui
e(t) pud essere definita in un mtervallo limitato di frequenza e tramite
il valore medio, cioé:

- 2 ,
(VL.D.1) e?(t) = 4KT Re [Z (jw)] df
h
essendo: K la costante di Boltzmann = 1,374 - 10°2 joule per °K;
T la temperatura assoluta;
f, ed f, gli estremi dell'intervallo di frequenza d'interesse;

il segno ~~ indica il valore medio.

e(t) 1

A o— bipolo rumoroso B A B

a) : ' b)

Fig.VIL.D.1 - Circuito equivalente di un bipolo rumoroso.

Nel caso di una rete 2-porte risulta di fondamentale importanza
poterla caratterizzare dal punto di vista del rumore. Vedremo successi-
vamente che cid & possibile frequenza per frequenza, facendo riferimen-
to a quattro parametri, deducibili tramite misure opportune oppure trami-
te calcoli. Nel § VI.D.1 esamineremo tali parametri in dettaglio.

Per quanto riguarda la caratterizzazione complessiva della rete
2-porte relativamente alle sue prestazioni, verranno introdotte nel para-
grafo VI.D.2 le quantita piu usate in pratica per questo scopo, cio¢ la ci-
fra di rumore e la misura di rumore. In particolare verra messa in rilievo

La cultura & un bene dell'umanita (fantomasping@libero.it)
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la dipendenza della cifra di rumore, e quindi delle prestazioni di questo
tipo della rete 2-porte, dalla parte reale dell'impedenza del generatore.

VI.D.1 - Circuito equivalente di una rete 2-porte rumorosa.

Il circuito equivalente di una rete 2-porte rumorosa si ottiene e-
straendo da essa le sorgenti di rumore sotto forma di due generatori in-
dipendenti di rumore disposti in corrispondenza alle porte, parzialmente
correlati dal punto di vista statistico in quanto provenienti dagli stessi
generatori interni. Il tipo dei generatori indipendenti & legato alla rap-
presentazione usata nel modo seguente. Siano y, ed y, ledue grandez-
ze dipendenti dalla rappresentazione ed x, e x, quelle indipendenti,
cio¢ nel caso di assenza di rumore:

=a,, X
(VLD.2) Y1 n ¥ tag x,
Yo =y X 2y, X,

Se la rete 2-porte & rumorosa, le equazioni caratteristiche della
rappresentazione non sono pill omogenee, cioé divengono:

Yy =apx, tapx, Ty,

(VL.D.3)
Yo=a,g X Fanx, tyy

Le due quantita y, e Y g0 rappresentano i contributi di rumore
riportati all'esterno e sono quindi interpretabili come dovutia due gene-
ratori indipendenti di tensione o di corrente, a seconda della natura di
Yy, € y,. Perle varie rappresentazioni si ha percié la situazione illu-
strata in tab.VI.D.1.

Le due grandezze impresse, come detto, sono correlate da un
punto di vista statistico. E usuale considerarne una indipendente e 1'al-
tra costituita dalla somma di due parti, di cui una correlata alla prima
grandezza e l'altra indipendente. Di conseguenza i parametri necessari
per definire o misurare il comportamento rumoroso della rete sono: 1) i
valori quadratici medi della prima grandezza e della parte non correlata
della seconda grandezza; si tratta quindi di due valori reali; 2) il fatto-
re di correlazione per la parte correlata della seconda grandezza; tale
fattore & una quantitd complessa. Percid, in totale, i parametri relativi
al rumore sono quattro. Consideriamoli in dettaglio nel caso della rap-

presentazione [T].
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Tabella VI.D.1 - Circuiti equivalenti di reti 2-porte rumorose (i blocchi
2-porte di figura sono privi di rumore).

Rappresentazione Circuito equivalente
v v
" z1 Zg $
[z] 1 2
[ SEE— e
3\ i 2
[¥] 1y1§L 1 2|} iy
v
S
[u] 1 2 [éi,{
PN |
[c] i(;l 1 2
| ———o
—0
[T] 1 2|

I parametri, nel caso della rappresentazione [T], sono neces-

sari per definire v ed i, di tab.VLD.1. Si utilizzano usualmente le

seguenti espressioni:

f
~ . 2
(VLD.4) vl = 4KTj R, df
f
~e fg
(VL.D.5) (i3 nomecor = 4K T G, df
by
(VL.D.6) le = (R ncorr T Yeorr VF
G.MARTINELLI-M.SALERNO : Fondamenti di Elettrotecnica 81
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*
e Vi

(VI.D.7) Yoor = e

4K TR,
incui I, e V sonoifasoridi i, e vp. Percidi parametri che si
utilizzano nel caso della rappresentazione [T] sono, per una frequen-

za assegnata: R, G , Re[Y_ ), Im [Y__]. Tali parametri possono
misurarsi o calcolarsi (1),

VI.D.2 - Cifra di rumore e misura di rumore.

Nella caratterizzazione pratica delle reti 2-porte rumorose si ri-
corre molto spesso a quantita globali che forniscono direttamente quello
che interessa. Tali quantita sono la cifra di rumore e la misura di rumo-

re.
Si definisce come cifra di rumore la quantita:
Sin/Nin
VI.D.8 F=|—""
(V1.D.8) Sw /N,

T=290°k

incui: S, e S _ sono le potenze in ingresso ed in uscita alla rete
2-porte del segnale alla frequenza d'interesse; N; e N _ sonolecor-
rispondenti potenze di rumore; T & la temperatura assoluta. E facile
rendersi conto che la cifra di rumore non dipende dal carico e dipende
invece, oltre che dalle caratteristiche intrinseche di rumore della
rete 2-porte, dalla parte reale dell'impedenza del generatore. Per
vedere cid, ricaviamo l'espressione della cifra di rumore, nel caso in cui
la rete 2-porte sia rappresentata dalla matrice di trasmissione [T) e dai
quattro parametri di rumore visti nel par.VLD.1, R, G, Re [Y__],
Im [Ymn] , mentre il contributo di rumore dell'impedenza del generatore
é rappresentato secondo lo schema equivalente di fig. VI.D.1. Con riferi-
mento alla fig. VI.D.3, si ha(1):

Fig.V1.D.3 - Circuito utilizzato per il calcolo della cifra di rumore.

(1) - Si veda per dettagli: K. Hatmann, «Noise characterization of linear circuits», [EEE
Trans. on Circuits and Systems, ottobre 1976, Vol. 23, n.10, pp. 581-590.

(2) - Si noti che la potenza di rumore entrante nella rete 2-porte deriva solo dall'impe-
denza del generatore, cioe ¥? =4KTRg.
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4KTR_R, 'v_I2R,
N, =——
1z ,+Z ]2

in

2|z, +2?

4KTR +4KTRIZ_|2|Y,+Y

corr

|2+4KT IZSIZGH‘ Z,

(VLD.9) N, =
|A+B/Z |2 R, Z,+Z,
2
_ Ivsl Zi 2 1
' 2|a+B/z |21 Z:i+ 2,1 R,

in cui: V_ ¢ il fasore di v_; R_ & la parte reale di Z_; Z, ¢&l'impeden-
za d'ingresso della rete 2-porte chiusa sul carico Z ; R élaparte rea-
ledi Z ; R, ¢&la parte reale di Z..

Introducendo le (VI.D.9) nelle (VL.D.8), si ha:

RF lZs |2 |Y3+Ycor\'|2+Gn IZS |2 RF |YS+YC°fr|2+GH
(VL.D.10) F=1+ =1+
R Re [Y )

che dimostra quanto asserito. L'andamento tipico di F con la parte reale
dell'impedenza del generatore & quindi quello mostratoin fig. VI.D.4. E-
siste percip un valore minimo di F che si raggiunge per un opportuno
valore di R _.

F

Fig.VI.D.4 - Andamento tipico

deﬂa cifra di rumore in funzio- ‘

ne della farte reale dell'impe-

denza del generatore. Foint ==—
|
4

Rs (ott) s

La cifra di rumore per una rete 2-porte dipende, in basea quanto
detto, dalla parte reale dell'impedenza del generatore e dalla frequenza.
Per questa ragione nelle specifiche dei componenti realiadue porte, co-
me ad esempio per i transistori, vengono forniti dalla casa costruttrice
dei grafici che danno la cifra di rumore in funzione di questi parametri.
In fig. VI.D.S viene mostrato uno di questi grafici, relativo ad un transi-
store bipolare. Nel caso dei transistori, tuttavia, intervengono anche al-
tri fattori a variare la cifra di rumore. Il pit importante di questi & la
corrente di polarizzazione di collettore. Inoltre, come si nota da figura
VI.D.S5, 1'andamento della cifra di rumore con la frequenza in condizioni
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10 log,,, F (dB)

10 \ \
8 \
6 4
\\
4
R_ =2k
\ N
AN :
2 \‘ N 3k
k 10k
0k
0 100k
0,01 0,1 1 10
f (kHz)

Fig.VIL.D.5 - Andamento della cifra di rumore con la frequenza, per vari
valori della parte reale dell'impedenza del generatore (transistore bipo-
lare).

fisse di polarizzazione. & caratterizzato da una zona inizialein cuil'an-
damento & del tipo 1/f (Flicker noise)e successivamente costante con la
frequenza (Shot noise). La parte piu importante dell'andamento & proprio
quest'ultima, che &, come detto, indipendente dalla frequenza. Per que-
sta ragione, percio, € sufficiente fornire nelle specifiche i dati che ri-
guardano solo lo «shot noise», relativamente alla corrente di polarizza-
zione ed alla parte reale dell'impedenza del generatore. I dati reperibi-
li nelle specifiche del costruttore sono quindi del tipo mostrato m figu-
ra VI.D.6.

La cifra di rumore, definita nella (VI.D.8), pudessere messa an-
che in funzione del guadagno di trasduzione e della potenza disponibile
di rumore in ingresso. Infatti, come messo in evidenzanella derivazione
dell'espressione (VI.D.10), 11 valore di F rimane inalterato se S e
N, sono le potenze disponibili del segnale e del rumore in 1ngresso
Ricordando la definizione di guadagno di trasduzione della rete 2-porte,
data dalla (VI.7.6), la cifra di rumore risulta espressanel modo seguen-
te:

1
(VL.D.11) F=—
Gy Ny
in cui G, & il guadagno di trasduzione della rete 2-porte e N, ¢ la po-
tenza disponibile di rumore in ingresso per ogni frequenza d' 1nteresse
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NF (dB) R_ (k 0)
N
12 \ \ / }\

\\X [.=20pnA / A\ Y AN
\' N

< \ \]
o \\\\ x 100 A / 18 \V | \\

N
4 I1mA 7 \\ /, 1 N ™ 1 /
A A N
N TPV NS =
/ w 3
e
— —
0 0,1 4
0,01 0,1 1 10 100 1073 1072 107! 1 10
R (k §)) I (mA)

Fig.VI.D.6 - Andamenti della cifra di rumore. NF indica la cifra di rumore
in decibel, cioe NF =10 logyp F; I. ¢ la corrente di polarizzazione di
collettore; R_ & la parte reale dell'impedenza del generatore.

cio¢ N, =KT. La (VLD.11) mette in evidenza il fatto che la cifra di
rumore € il rapporto tra la potenza di rumore in uscita globale e quella,
sempre in uscita, dovuta solo al rumore associato all'impedenza del ge-
neratore.

. L'espressione (VI.D.11) vale solo nell'ipotesi che la parte reale
dell'impedenza del generatore sia positiva. Nel caso che sia negati-
vall) come pué accadere quando la rete 2-porte che si sta considerando
é connessa in cascata con altre reti 2-porte, l'espressione (VI.D.11)
continua a valere, purché: 1) alla potenza disponibile di rumore si so-
stituisca la potenza scambiabile di rumore, essendo la potenza scambia-
bile definita dalla (VI.3.10); 2) al guadagno di trasduzione si sostitui-
sca il guadagno scambiabile, definito in modo analogo a quello di tra-
sduzione, con la sola variante di riferirlo alla potenza scambiabile del
generatore, invece che alla sua potenza disponibile.

Un'altra grandezza usata per caratterizzare globalmente il com-
portamento della rete 2-porte dal punto di vista del rumore &la misura di
rumore. Si definisce come «misura di rumore» la seguente quantita:

F-1

(VL.D.12) M= =
1_ —

Gd

(1) - Si veda per dettagli su questo punto H.A. Haus, R. B. Adler, «Circuit theory of li-
near noisy networks», J.Wiley, 1959.
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che vale quando la parte reale dell'impedenza del generatore &positiva.
Nel caso di impedenza negativa occorre fare riferimento al guadagno
scambiabile(1),

La misura di rumore & utile per valutare in una cascata di reti
2-porte 1'ordine che occorre scegliere al fine di ottenere lamigliore pre-
stazione di rumore della rete 2-porte risultante. Precisamente, nel caso
in cui la cifra di rumore ed il guadagno di trasduzione di ciascuna rete
2-porte siano indipendenti dall'ordine della cascata, allora la migliore
prestazione della rete 2-porte risultante si ottiene ordinando le reti 2-
-porte, dall'ingresso all'uscita, in base a valori crescenti della loro mi-
sura di rumore. Per vedere cid, limitiamoci al caso di una rete 2-porte
costituita dalla cascata di due. Si possono avere due casi, a seconda
dell'ordine della cascata, come mostrato in fig. VI.D.7. Calcoliamo la ci-
fra di rumore nei due casi:

F, ~1
caso a) ) F..=F +
Gdl
(VI.D.13)
Byl
caso b) By =Fs +
E 2
Gd2
| T A v A Pty PSS i '—'l [_ _____________ -3
—H rete rete T T rete rete ——o
| |1 2-porte 2 1 2-porte 2| | I {1 2-porte 2 1 2-porte 2| |
et 1 2 I | 2 1 | L
Mgz nepamgon, el .o wonymesiommrn 1 e A e S J
a) b)

Fig.VI.D.7 - Le due reti risultati dalla cascata di due reti 2-porte.

L'ordine migliore nella cascata & quello che minimizza la cifra

di rumore risultante. La condizione che F,, sia minore di F, compor-
ta che:
Ey»l @ Fg=1
(VL.D.14) F,-F, % -
b Gys Gy

che, nel casoin cui G, > 1, G, > 1, equivale a:

(1) - Si veda per dettagli H.A. Haus, R.B. Adler, op. cit.
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(V1.D.15) <&

~ Pertanto 1'ordine della cascata, ottimale dal punto di vista del
rumore, & stabilito dalla misura di rumore.

La dimostrazione precedente si basa sull'ipotesi che la cifra di
rumore ed il guadagno di trasduzione non dipendano dall'ordinedella ca-
scata per ciascuna rete 2-porte. Cio usualmente non é vero, per cui il
criterio precedente di scelta dell'ordine della cascata puo essere segui-
to solo in senso orientativo. Per la scelta finale occorre effettuare i cal-
coli diretti della cifra di rumore della rete risultante. Tali calcoli si pos-
sono effettuare in modo molto semplice, utilizzando il concetto di inter-
-reciprocita, derivato dal teorema di Tellegen‘l).

APPENDICE VLE - Bibliografia

Gli argomenti svolti nelle appendici costituiscono il completa-
mento necessario all'utilizzazione pratica del presente capitolo. Essi
sono stati trattati in modo limitato per ragioni di spazioedin quanto co-
stituiscono 1'oggetto di altri testi. Precisamente, le proprietadei circui-
ti passivi possono essere trovate nella maggior parte dei testi riguardan-
ti i circuiti. In particolare, le proprieta relative alle rappresentazioni u-
tilizzanti le grandezze elettriche tensione e corrente sono trattate a li-
vello accessibile in E.A. Guillemin, «Synthesis of passive networks»,
Wiley 1957 ed in modo pid completo ed orientato verso le applicazioni in
L. Weinberg, «Network analysis and synthesis» Mc. Graw-Hill, 1962. Le
proprieta relative alle rappresentazioni basate sulle grandezze onda in-
cidente e riflessa sono trattate in H.]. Carlin, A.B. Giordano, "«Network
theory », Prentice-Hall, 1964. Testi riguardanti le rappresentazioni .ba-
sate sui due tipi di grandezze sono: G.C. Corazza, « Fondamenti di cam-
pi elettromagnetici e circuiti, Vol.II», ed. Patron, 1974 e G. Martinelli,
«Sintesi delle reti elettriche. Vol.I e Vol. II» ed. Siderea, 1970. Il pri-
mo di questi testi fa uso intensivo del formalismo matriciale, mentre il
secondo & basato piu su considerazioni fisiche.

(1) - Per dettagli su questo punto, si veda: S.W.Director, R.A.Rohrer, «Inter-reciprocity:
‘and its implications», Proc. Int. Symp. Network Theory, Belgrado (Jugoslavia), pp. 11-30
sett. 1968 e R.A.Rohrer; L.Nagel, R.Meyer, H. Weber, « Computationally efficient elec-
tronic circuit noise calculations, IEEE J. Solid State Circuits, pp. 204-213,agosto 1971.
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Per quanto riguarda le proprieta dei circuiti attivi, tra gli innu-
merevoli testi apparsi nella letteratura tecnica, citiamo S.K. Mitra, «A-
nalysis and synthesis of linear active networks», Wiley 1969 perla trat-
tazione chiara e semplice e W. Heinlein, H. Holmes, «Active filters for
integrated circuits», Prentice-Hall, 1974 per la sua completezza.

La stabilita dei circuiti, caratterizzata attraverso la rappresen-
tazione esterna del circuito, & trattata in dettaglio in J.M. Rollett, «Sta-
bility and power gain invariants of linear two-ports», IRE Trans. on Cir-
cuit Theory, Vol. 9, pp. 29-32, marzo 1962. A questo riguardo un approc-
cio interessante, basato sulla rappresentazione coefficiente di rifles-
sione e matrice di diffusione, & quello sviluppato in G.C. Corazza, op.
cit. Sono disponibili anche metodi grafici per verificare la stabilita di
una rete 2-porte, basati sull'uso della rappresentazione matrice ammet-
tenze di corto-circuito; si veda a questo proposito T. Fjillbrant,«Linear
network activity and stability», IRE Trans. on Circuit Theory, Vol. 12,
n. 1, pp. 12-17, marzo 1965.

Infine, per quanto riguarda le reti rumorose, una bibliografia re-
cente completa pud essere trovata in K. Hartmann, «Noise characteriza-
tion of linear circuits», IEEE Trans. on Circuit and Systems, Vol. 23,
n. 10, pp. 581-590, ott. 1976.
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CAPITOLO ViI

TRASFORMAZIONI DEI CIRCUITI ED EQUIVALENZE

VIl.1 - Equivalenze di reti 2-porte simmetriche tipiche.

—

Quando si considera una rete 2-porte, il punto di vista che in-
comportamento elettrico esterno alle portef Se i componen-
ti del circuito fossero ideali, sarebbe sufficiente tenere presente solo
questo punto di vista. Tuttavia, poiché i componenti differiscono da
quelli ideali; sia come circuito egui\ialente, sia_come valore del para-
metro o dei parametri che li caratterlzzano 8 necessarlomﬂevttabllmen
te interessarsi anche dell'interno della rete 2-porte [fin tal modo potre-
mo tenere presenti vari aspetti pratici connessi alla suddetta non-idea-
‘ lta,} come: |'effetto delle variazioni dei valori dei componenti, che ve-
i issipazione di potenza_ elettrica
pgg__la polarizzazione dei_ alsposmw attivi; la dlstorsmne di non-lmea-
ritd;-il-rumore e cosi via. '“‘
E chiaro quindi che & molto utile da un punto di vista pratico
oter modificare un'assegnata rete 2- portdw lasciando inalterato il suo
omportamento esterno}iNel caso degll schemi tipici, visti nel § VI.11
ipotesi di reti simmetriche, é possibile passare dall'uno all'altro
in modo molto semplice, anche Se tale passaggio puo Spesso portar
componenti aventi valori negativi e quindi a schemi non utili da un pun-
to di vista pratico.
Nel presente paragrafo limiteremo l'attenzione a questi casi
semplici. Successivamente, nel $ VII.2, descriveremo un metodo adatto

ad una vasta categoria di reti simmetriche (quelle bisezionabili) ed in-

fine, nel § VII.3, considereremo il problema della trasformazionein ge-

nerale. In ogni caso le reti considerate sono lineart, permanentt_e pri-

ve di eccitazioni nel loro interno.
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VIl.1.1 - Reti simmetriche a T, 7, traliccio e T-parallelo.

Nei casi piu semplici dei circuiti a@ (mr) traliccio e T-parallelo,

& semplice ottenere i valori che debbono avere le impedenze dei compo-
enti perché un c1rcu1to sia equtvalente all'altro dal_"p,un.to. di_vista_e-

sterno. Infatti, ¢ sufficiente consxderare o la matrice impedenze a vuoto
s anutelent

ola mamce ammettenze di_ COrto-¢ ,rculto d1 una delle due reti m«ﬁmzko,

_,ta_ndo ,1n;,tgbf'\_/rll_lrl la casistica compleqa
Il primo esempio che consideriamo & quello della trasformazione-
di una rete a(‘T)in una a (7 KFacendo riferimento alla fig.VII.1.1,| rica-

“viamo la matnce ammettenze di corto-c:rcuxto dello schema a T. Tale

determinazione é immediata, se calcoliamo prima la matrice impedenze
a vuoto che vale:

P

z,+z, \z,
(VIL.1.1) [Z]\= ~
: Z, ZH+Z;

S Quindi, per inversione, abbiamo:
foleeT . Z AT, Ly ]
(VIL.1.2) [Y]l=[2]"'= ———
2
Z:+2Z2 .2, =Zy Z+Z,
il‘ z, Z, i2 i Y2 i,
i"‘D 3 g —J -3
‘-’l Zb V2 Vl Yl Yl V2
a) - b)
Fig.VIl.1.1 - Schemi di reti 2-porte simmetriche a T e a 7.
D'altra parte in una rete a_7_la matrice _ammettenze di corto cir-
cuito vale, con riferimento alla fig.VII.1.1; [
(Y1+Y§\) "sz
(VIL.1.3) (Y] =
‘—Yz‘ %
ﬁle’; »\/’,4»\/?_ ~ 7\1.?\\;_"1 7 —:Z
A A i J,z NSRS P Wi L)
o 2L <k
i)L‘-"_:'_‘? T R ) S
LAY
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Tab.VII.1.1 - Equivalenza esterna di reti 2-porte simmetriche tipiche.

Rete equivalente | Rete equivalente

Rete assegnata equi e
egnat Rete equivalente a T o a.craliceio

2
_ Z§ZsZ4422Z,
Z+22Z,
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Dal confronto delle (VII.1.2) e (VII.1.3), si ha:

z %

(Vil.1.4) Y, = ——— ; Y, =

1 )

2 ’ = 2
7%422.Z, 72427.7,

che giustifica 1'equivalenza riportata in tab.VI[.1.1 tra laretea 7 e la
rg/tg_al.(
Un altro esempio che consideriamo & quello della trasformazione
della rete’a T-parallelo in una rete a 77.\Conriferimento allafig.VII.1.2,
calcoliamo la matrice ammettenze di corto-circuito della rete aT-paral-
lelo. ‘A questo scopo, analizziamo lo schema di fig. VII.1.2, ponendo un
generatore di tensione V, in corrispondenza alla prima porta ed un cor-
to circuito alla seconda porta. Analizzando il circuito risultante su base-
nodi, con nodo di riferimento coincidente con quello comune alle due por-

te, si ha:
1 1
Vil— + —
‘<z5 Z
(VIL.1.5)
1
v, L4y (
1
Z, "

che fornisce:

(VIL.1.6) b= ¥y

Fig.VIl.1.2 - Schema di rete 2-porte
simmetrica a T-parallelo.

Inoltre la corrente che fluisce dal nodo 2, attraverso il collega-
mento di corto-circuito, vale:

1
(VIL.1.7) I, = V. o= g

1 26 3

1
Zg
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Quindi risulta per la matrice ammettenze di corto-circuito:

Z 7
/ 2l - z2+22,7, |

(VII.1.8)
z

AR
=Val=f=— - ——
2 Z

5 Z§+22627

Confrontando le (VII.1.8) con la (VII.1.3), si_ottengono i valori
delle ammettenze dei componenti della rete a 7 riportati nell’ ultlma n-
ga della tabella VII.1.1.

Vii.1.2 J‘Equwalenzo tra traliccio simmetrico e rete a sco|u VU
La trasformazione di una qualsiasi rete 2-porte simmemc inuna
rete a traliccio & possibile in generale ')} La traésﬁa fone 1nviei;-f—ﬁrsa, =

vece, non ¢ sempre possibile} Sono di grande utilita pratica le seguenti

proprieta, che permettono di effettuare la trasformazione,nei casi possi-
5iTt, di un traliccio simmetrico in una rete sbilanciata, parzialmente a

Proprieta VII.1.1 - «Un bipolo disposto in parallelo ai rami longitudina-
li e trasversali di un traliccio simmetrico puo essere riportato in paralle-
_IO/G.LS.lLD_ing.lw.Q_e.d_O_’LCI_SJLQLS_CLLLM alterarne il comportamento
esterno. [requ:valenza é mostrata in fig.VII.1.3>».

A u‘
8

7 7y, /5,,

Fig.VI1l.1.3 - Estrazione di un ramo parallelo da un traliccio simmetrico.

) - Si veda ad esen);(io: G.Martinelli, «Sintesi delle reti elettriche», Vol.II, op. cit.,

V.11, in cui viene dimostrato che cualsiasi rete 2-porte passiva e simmetrica si puo
mettere sotto la forma del traliccio simmetrico. con l'impedenza del ramo longitudina-
leparia z;,-2,, € quella del ramo trasversale pari a z T2,
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La propriété precedente si dimostra in modo immediato, ricordan-
do il legame tra i termini della matrice ammettenze di corto-circuito €le
ammettenze dei rami trasversall{ visto nel Cap.VI. Infatti, p per il tralic-

cio di fig.VII.T.3a, si ha:

1
(VIL.1.9) .
Yie= ¥ 7 [Yz'Yl]

I1 traliccio riportato in b) ba invece:

1
Yin =Yz = 3 Y, +Y,]
(VIIL.1.10)
1 s
Yi2 ¥ = 5 [Y,-Y,]

N

Sommando ad y,, ead y,, l'ammettenza Y, siottengonoi ter-
mini della matrice ammettenze di corto circuito dello schema b); si ve-
de che essi coincidono con quelli dello schema a). In modo simile si di-
mostra la seguente proprieta.

Proprieta VIl.1.2 - «Un bipolo disposto in serie ai rami.
trasversali di un traliccio simmetrico puo esse
suo ingresso ed alla sua uscita, senza alterarne il comp
no. L'equivalenza é mostrata in fig.VIl.1.4>».

on?ltud:nah e
serie. al
nf‘b ester-

orfa

Fig.VIl.1.4 - Estrazione di un ramo serie da un traliccio simmetrico.

Le due proprieta precedentl permettono di effettuare la trasfor-
mazione di un traliccio simmetrico in una rete parzialmente a scala, nel-
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la maggior parte dei casi in cui tale trasformazione é possibile Il modo
di_effettuare la trasformazmne & intuitivo ed & 1llustrato _ Su un_esempio

in fig VILES—
-

Fig.VIl.1.5 - Trasformazione di un traliccio simmetrico (a), in una rete parzial-
mente a scala

Precisamente, l'equivalenza fra il traliccio simmetrico di figura
VIL.1.5a) e la rete Earzmlmente a scala dx f1g VII 1.5b) pus. “essere ot-
tenuta rﬁlamuovendo nell'ordine il condensato;_e serie C,, il resistore pa-
rallelo R, I' mduttore serie L, il resistore parallelo R, e, successiva-
mente, trasformando in un T-parallelo il traliccio reSLduo costituito dai
componenti R,, C,, L,, secondo ' eqmvalen_zﬂawrlportat‘ah_nmerlhlggl‘tﬂlma_rL

ga della tab.VII.1.1
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VIii.2 - Trasformazione di una rete simmetrica bisezionabile in un
traliccio simmetrico: il teorema di Bartlett.

Una categoria di reti 2-porte di notevole interesse pratico &
quella delle reti bisezionabili, cioé delle reti 2-porte per le quali esi-

speculari connesse tra di loro mediante conduttori; questi conduttgn_pos-

Zan - Zec

Z(c + an

sono essere intrecciati_oppure no. Comspondentemente si hanno due ti-
pi di reti blsezmnablll quelle intrecciate e quelle non intrecciate. In
ambedue i casi & possibile individuare facilmente il traliccio equiva-
lente.

VIl.2.1 - Caso delle reti 'biseziOnabili‘@o/ni_ry_rgé_cid\lt;e;l

Una rete bisezionabile non intrecciata pud sempre essere rap-
presentata come indicato in fig.VI[.2.1. Per essa vale il seguente teore-
———— .

ma.

|
| o

Fig.VIl.2.1 - Rete due-porte bise- N )
zionabile non intrecciata, con in —— N
evidenza il piano di simmetria. } o
piano di
simmetria

Teorema di Bartlett:«l/na rete bisezionabile non intrecciata & equiva-
lente ad un traliccio simmetrico avente come bipolo longitudinale quel-
lo mostrato in fig.Vll.2.2a) e come bipolo trasversale quello indicato

in fig.V11.2.2b)».

g o— }Y——o
\ ———o0
{ Z N Z — N —o
cc aa
o— o—
a) b)

Fig.VIl.2.2 - Bipoli che si considerano nell'enunciato del teorema di Bartlett.

Per dimostrare questo teorema occorre far vedere che, nella si-
tuazione piu generale di chiusura della rete bisezionabile, essa & sem-
pre sostituibile con un traliccio avente la_struttura indicata nell'enun-

ciato del teorema. A questo scopo osserviamo che la situazione piu ge-

nerale di chiusura & sempre equivalente, in base al teorema di sostitu- .
_—
—_———
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zione (che vale per ogni tipo di chiusura nel casodi reti lineari e perma-
nenti quali interessano nel caso presente)alla chiusura su due genera-
tort di tensione [V_,[e |V ,|[Quindi possiamo limitare la nostra atten-

e T

. . O N T T B R e R N R I PR
zione alla situazione di fig.VII.2.3.|Tale situazione, d'altra parte, pud
essere considerata a sua volta come la_sovrapposizione di due, scelte in

modo da sfruttare opportunamente le proprieta delle reti bisezionabili. Ta-
li due eccitazioni sono indicate in fig.VII.2.4, in cut (V) te)) dévono a-

vere i seguenti valori: Qo' SQJLMLM )
1 1
(VIL.2.1) vV, = 3 (Vo tV,5) v, = 3 (V- Vg2

v‘:(]D N oofeeeg B 0[; Ve2

Fig.VI1l.2.3 - Chiusura equivalente ad una di tipo generico per la rete bisezionabile.

In tal modo la sovrapposizione delle due eccitazioni equivale a
quella di fig.VII.2.3 e pertanto la situazione elettrica,che si ha nella re-
te, si ottiene come sovrapposizione degli effetti dovuti alle due eccitazio-

ni agentt separatamente, in quanto la rete & lmeare{

Y Iy
+ I +

" OB EOR S EORNK X

s wd | ® ] ® [

Fig.VIl.2.4 - Situazioni di eccitazioni che, sovrapposte, equivalgono all'ecci-
tazione di fig.VII.2.3, quando V, e V} hanno i valori di formula (VIL.2.1).

L'effetto della prima eccitazione, di tipo simmetrico, & caratteriz-
zato dal fatto che nei conduttori centrali della rete non circola corrente.
Cio si pud vedere considerando il generico di questi conduttort e le cor-
renti che percorrono le relative porzioni a destra e a sinistra del piano di
simmetria, cioé [ ed I' di fig.VI[.2.4a). Per la simmetria delle eccitazio-
ni e della rete deve essere [ =1'; d'altra parte, per ragioni di continuita,

) )
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essendo unico il conduttore, deve essere contemporaneamente [=-I'.

Pertanto risulta [=0. In conseguenza di questa proprieta & chiaro che
non si altera il comportamento della rete, tagliando i conduttori centrali

in corrispondenza al piano di simmetria. Le correnti di porta, in questa
prima situazione di eccitazione, valgono:

viL2.2) [ (1, :V,/z

.

- vz,

aa

in cui Z__ & l'impedenza del bipolo mostrato in_fig.VIL.2.2b).

Nella seconda situazione di eccitazione, mostratain fig.VI[.2.4b,
risulta invece nulla la tensione tra ogni coppla dl ‘conduttori _centrali.
Cid si pud vedere appllcando separatament‘e‘ { due generaton V e -V, V, ed

osservando che ciascuno di_essi _provoca una “tensione tra due guarlaSI

dei_suddetti conduttori uguale e contraria a quella provocata dall'altro.

L'effetto simultaneo rende percid nulle tutte queste tensioni \ gueste

condizioni non si alter. rtamento alle due porte corto-circuitan-

do tra d1 loro tutti 1 suddetti conduttori e separando le due metd specu-

(VIL.2.3) ﬁl =V,,/Z); ;vy\‘-\’b/zcc

incuiZ &l 1mpedenza del blpolo mostrato in fig. VI[.2.2a).

Le (VII.2.2) e (VIL.2. 3) g_permettono  di ‘calcolare i termini del-

la matrice ammettenze di corto-circuito. Infatti, applicando il principio
i sovrapp051210ne degh effetti, si ha che le correnti di porta, nella si-

tuazione di eccitazione di fig. VII 2.3, valgono:

I.=0I'+1I"
1~ h 1\ v, Vb Vg1+Vg2 Vgl ng
(VIL.2.4) = + = + =
1 " / ZH& ZCC zzﬂ& ’ ZZCC
[2=l2+12

1 1 =
=V t +V AL
: zzaﬂ ZZCC - ZZBG ZZCC

Di conseguenza si ha:

S I
2Z__ 2z ¢ TuT¥aT 37 2Z

aa cc aa cc

(VIL2.5)  y =Yg =
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Tali espressioni dimostrano il teorema, quando_ si_confrontino
on le espressioni dei termini della matrice ammettenze di corto circui-

to in funznone delle ammettenze de1 raml dl un trallccm snmmetnco rt

Cavate nel &11 del “Cap. VI. ,‘,. T

Esempio VIii.2.1

Applicare il teorema di Bartlett per ricavare il traliccio equivalente delle reti

o T ed a T-parallelo. Confrontare il risultato con quello riportato in tab.VII.1.1.

A

Fig.V11.2.5 - Rete a T con il piano
di simmetria in evidenza.

La rete a@ disegnata secondo loschemadifig.VIL.2.1, puo essere rappresen_(g_-,{
rta in forma bisezionabile come indicato in fig.VIl.2.5. Da tale figura e evidente_ chel

Fm =Z, eche Z =2Z_+ 2Z,. In base al teorema di Bartlett, si ottiene il nsulta-“

to indicato nella prima ri tabella VIL.1.1.|

I.a rete a T-parallelo, disegnata secondo lo schema di fig.VII.2.1, si presenta

come in fig.VI[.2.6. Da tale figura e evidente che:

ZS
e
2 6
2, =z e [2af-2z+ 22
: Las
'2—-+ 26

In base al teorema di Bartlett si ottiene il risultato indicato neH'ultima riga
della tab. VII.1.1.

Z:/2 Z4/2
Fig.VIl.2.6 - Rete a T-parallelo | 3
con il piano di simmetria in évi- + 13
denza. . =
Zg | LG
.227 : 2z,
t
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O V% Caso delle reti bisezionabili intrecciate.
S ———

Una rete bisezionabile intrecciata pud sempre rappresentarsi co-
me indicato in fig VII.2.7. Per essa continua a valere il teorema di Bar-
tlett, purché al posto dei bipoli di fig. VII.2;25i pongano quelli di_figu-
ra_VII[.2.8. E opportuno notare che 1 conduttori non intrecciati conti-
nuano ad essere trattati come nel caso non intrecciato, mentre quelli in-
trecciati, per ciascuna coppia, vanno corto-circuitati nel_b_g_golg d1 frgu-
ra 5 _€e_vanno coll‘é‘gan -ad-un-tras QLLHEMW
nitario e di polarita invertita \collegato al nodo comune a cui sono col-
legan i condutton ‘non intrecciati, nel bipolo di fig. VII.2. 8a) ‘

—o-rt
trecciata, con i conduttori centrali
in evxdenza insieme al pianodi sim-
metria. —o—] i [

Fig.VIl.2.7 - Rete bisezionabile in- / J3°_

Upz

z
~Su B owas ]
z

a) b)

Fig.VII.2.8 - Bipoli da considerare nell'enunciato del teorema di Bartlett
nel caso delle reti intrecciate.

Per dimostrare il teorema di Bartlett, nel casodelle reti bisezio-
nabili intrecciate, si procede come nel caso precedente, considerando
l'eccitazione generale del tipo di fig. VII 2.3 come sovrapposizione del-
le due particolari di fig:-VIL.2:4-

~Nelcasodella” prlma ‘eccitazione, la situazione & quella mostra-
ta in fig.VI[.2.9. Per la simmetria della rete e dell'eccitazione, risulta:

Vi=Vi 3 V=W 5 Ve=Vi3 Y=V :ous Y=V

A Q
(VIL.2.6)
[,=1y; Ig=ly; Ig=lg; Ip=I5 ;... Ig=1Ig

La cultura & un bene dell'umanita (fantomasping@libero.it)
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D'altra parte, per 'esistenza delle connessioni tra le due parti,
deve essere:

S—

n=ﬁ;vfw$<§=vm&v=w9m;%=%

(VIL.2.7) p
Lo=-1y; Ig=-14; (Te=-13 Y/
Dalle (VII.2.6) e (VII.2.7), risulta:

[p=14=0; Ig=lg=0; Ila=15=0

B —Q
(VIL.2.8) lp=elpy=Ba==ly
Ve=Vo=Vi=Vy
. If vi IVA;‘ )
1'L 8 VB lvy Th -1
. . Ic Ve | vt I'C N +
W > .
|
_____ A = =i =
n IQ l IQ
VQI Vb

Fig.VIl.2.9 - Situazione elettrica della rete intrecciata con il primo tipo di
eccitazione.

Le (VII.2.8) mettono in evidenza la possibilita di effettuare le
seguenti operazioni, senza alterare la situazione elettrica del circuito
di fig.VII.2.9:

‘ 4 . - . . . - . . -
)(tagllare tutti i conduttori di collegamento in corrispondenza al piano
di_simmetria;

/\,{collegare tra di loro_i ggndutton corrispondenti a_ciascuna \ coppia in-

treccnata
—

Dopo aver effettuato queste operazioni, la rete bisezionabile ri-

sulta costituita da due parti separate del tipo di fig. VII.2.8 b); quindi

valgono per I'| e per I} le relazioni (VII.2.2), con Z  corrisponden-
te al bipolo di fig.VII.2.8b). \
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Nel caso della seconda eccitazione, facendo sempre riferimento
alla fig.VII.2.9, con l'ipotesi pers che le due porte siano chiuse su V,
e -V, siha, per il fatto che la rete & speculare rispetto al___plano di
simmetria e le_eccitazioni alle due porte sonc spe eculari ma invertite, che
tutte le grandezze elettriche sono speculari invertite rispetto a _questo
piano. Di conseguenza, risulta:

(Vy=-Vi3) Vg=-Vi; V. =-Vi; V,=-V

A VB B> ‘¢ c pi- Vo=-Vg
(VIL.2.9)
L,=-T) 5 Ig=-1y; Ilg=-I¢; Ip=-Ip...; Lo=-I
1A Va
['l' 2 IB VB I;
+ +

Voo

Fig.V11.2.10 - Modifica della rete bisezionabile che non altera la situazione
elettrica, nel caso del secondo tipo di eccitazione.

Tenendo conto delle (VIL.2.9) e delle relazioni (VII.2.7), der:van-
ti dalle connessioni, si ha:

T —— “'~7-~7.\\ ' ' 'W..
Va= VB=V0=O;J V= V= Vp=0 ]
(VIL.2.10) Vo=V, = Vp=-Vy)

M st

[e=lp=-Tc=-1p

Le (VIL.2.10) suggerlscono la possibilita di introdurre nella rete
le modifiche indicate in fig.VII.2.10, senzmterafne la situazione elet-
trica. Tali modlflche riducono la rete bisezionabile a due parti separate
del tipo di fig. VIL.2. 8a); quindi, per I" e per I;, valgono le (VII.2.3),
con Z__ corrispondente al bipolo di flg VII.2.8a),

Potchg_ yalgono relaZIQrLleentlche alle (VII.2.2) e (VIL.2.3), la

dimostrazione del teorema si completa come fatto nel paragrafo preceden-
te per le reti non mtrecclate
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Osservazione VIil.2.1

Molto spesso nel piano di simmetria di una rete bisezionabile, si trova un tra-
sformatore ideale di rapporto unitario e di polarita qualungue. A tale trasformatore e
;—eimpre p0551blle sostltu1re una connessxone tramlte conduttorl 1ntreCCIan oppure non.
intrecciati. Consideriamo in dettaglio i due casi.

Supponiamo dapprima il caso in cui sia presente un trasformatore a polarita di-
retta, come mostrato in fig.VII[.2.11 a). Introducendo un altro trasformatore ideale di rap-
porto unitario a polarité diretta, & possibile eliminare il trasformatore iniziale dal pia-
no di simmetria. L'operazione da eseguire, evidente di per se stessa, € mostrata in fi-
gura VII.2.11b).

Consideriamo successivamente il caso in cui sia presente, nel piano di sim-
metna un trasformatore unitario a polarita inversa, come mostrato in fig.VII[.2.122). In
questo 0 caso & possxbxle rimuovere tale trasformatore dal piano di simmetria, introducen-
do due trasformatori a polarita diretta ed un collegamento intrecciato. L'operazione da

eseguire, evidente anche in questo caso, e mostrata in fig.VIL.2.12b).

A' A 1:1 1:1 A
LN )

a) b)

Fig.VIl.2.11 - Eliminazione di un trasformatore ideale a polarita diretta dal
piano di simmetria di una rete bisezionabile.

A LA A 11 | 11 A
ol e o I U
o—1 I —O O0— —o0
|
B | B | '
N X N N |B | B'l N
L ] L e e i e
+ f
o— t —o o— t —0
t t
a) b)

Fig.VIl.2.12 - Eliminazione di un trasformatore ideale a polarita inversa dal
piano di simmetria di una rete bisezionabile.

Esempio VI11.2.2

Applicare il teorema di Bartlett per dimostrare |'equivalenza tra le due reti di
fig.VIl.2.13.

Poiché la rete mostrata nella parte (a) della figura possiede un trasformatore i-

deale di rapporto unitario e polarita inversa nel piano di simmetria, occorre preventiva-
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mente trasformarla, eliminando tale trasformatore dal piano di simmetria. A questo sco-
po si puo utilizzare 1'osservazione precedente ed in particolare la tecnica illustrata in
fig.VIL.2.12. Si ottiene in questo modo la rete di fig.VIL.2.14. Applichiamo a questa il

2Z

a

& [ 1:1 l
%éb/z
a)

Fig.V1l.2.13 - Reti equivalenti dal punto di vista esterno.

b)

z

Fig.VIl.2.14 - Rete equivalente a
quella di fig.VII.2.13a).

Fig.Vil.2.15 - Bipoli da considerare nell'applicazione del teorema di Rartlett
alla rete di fig.VII.2.13 a).

teorema di Bartlett. I bipoli da considerare, cioe guelli mostrati in fig.VII.2.8, sono nel
caso presente quelli di fig.VII.2.1S. Da questa figura si vede chiaramente che risulta
Zz o= Z. & D= Zb' Cio dimostra 1'equivalenza di fig.VII.2.13, in base all'enuncia-

c
to del teorema di Bartlett.
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~ ,
>IVII.3 - Trasformazioni stella-triangolo e stella-poligono.

UJna trasformazione molto utile nella derivazione di circuiti equi-
valenti riguarda la__p_gssi'biligawdj__g_ljm_i_r_i‘,a._‘r_gmqgwghggp_irlg_e;_r}gmglwi_g_gwg'i_g’_qgito
senza alterarne il comportamento esterno. '

Il caso piu semplice & quello in cui solo tre bipoli sono connes-
si al nodo da eliminare, come indicato in fig.VII.3.1 a); in tal caso lo sco-
po della trasformazione & quello di determinare una nuova rete nella qua-
le non sia pid presente il nodo P. Tale nuova rete ha la forma indicata
in fig.VII.3.1b); in base agli schemi iniziale e finale, tale trasformazio-

YAB
A — oB  Yi= Ay
Yac Yae
C
b)

Fig.VIl.3.1 - Trasformazione stella-triangolo.

ne prende il nome di «trasformazione stella-triangolo». Allo scopo di de-
terminare le condizioni di equivalenza, calcoliamo la matrice ammetten-

ze di corto-circuito della rete a stella, assimilabile ad una rete 2-porte

a T.§ Si ha:

Y, (Y + Y,) Y (Y, + Y,)
Yu= ; Yoo =
YA+YB+YC YA+YB+YC
(VIL.3.1)
Y)Y,
Y=Y =%
\A+ YB+ Yc

E.facile verificare che la matrice ammettenze di corto-circuito
precedente coincide con quella della rete a 77 relativa allo schema a
tnangolo di fig.VIL.3.1b), purche rlsulu{

(
Y, Y, Y Y ¥, Y.

(VII.3.2) YAB:_ZT i Ype gy Yac sy

ove ZY Y, +Y +Y

G.MARTINELLI-M.SALERNO: Fondamenti di Elettrotecnica . 84
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La rete a triangolo ottenuta per mezzo della trasformazione non

¢ sempre valida, nel senso che i bipoli componenti possono corrisponde-
re a componenti di tipo non usuale, anche se [a rete a stella di partenza

Tab.VIl.3.1 - Trasformazione stella-triangolo.

'A'B 1 1 1 1
con —= —+ —+ —

Ry Re . R
con R=R,+Rg+R. LB £ ¥ Ty T

Fals e - TWle Y87c YA YA 7B
Yo W Y= s | Tt T s T = 5
11 1 1
con — =—— Fe— $— con ’)/=’)'A+’)’B+ 'yc
R _
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conteneva componenti di tipo usualé. ‘Risulta invece sempre valida nel

caso in cui 1 tre bipoli contengano un solo componente dello stesso tipo
(resistori, condensatqg induttori). [n_questo caso la rete a triangolo
contiene anch'essa componenti dello stesso tipo. fin tab.VII.3.1 sono ri-
portate per comodita le tre situazioni corrispondenti ai tre tip1 poss1bll|l
di bipoli passivi}

La trasformazione inversa, che corrisponde alla generazione di
un nodojinterno|a|partire (da un triangolo di bipoli, & anch'essa possibi-
le.]La dimostrazione della possibtlita di un taletipo di trasformazione,
detta «trasformazione triangolo-stella», si effettua in modo- analogo al
precedente; i risultati sono riassunti in tab.VI[.3.1, nel caso di_compo- |
nenti tutti uguali.

| s
1o J— M2 7’13[1] : 7 | News

b 1| Mas

a) b)

Fig.VIl.3.2 - Trasformazione stella-poligono; accanto ad ogni componente
indicata la rispettiva ammettenza.

Consideriamo ora il caso in cuiad unnodo interno di una rete siano
connessi N bipoli;{anche in tal caso ¢ possibile introdurre una trasfor-
mazi elimini _tale nodo, sostituendo un opportuno circuito alla
stella dl NJ:[poln connessi al nodo considerato, Precisamente in tal ca-

!§o il nuovo circuito & costituito da un poligono stellato a maglia com-
‘ﬁE leta, contenente N(N-T)/2 bipoli; kla ‘trasformazione prwme
di «trasformazwne stella-poligono »A Per dimostrare ' equlvalenza si

onslderl il circuito lmzlale con 11 nodo P da ellmmare mostrato m 1 fi-

‘la matrice ammettenze di corto-circuito della rete ottenuta prendendo u-
na porta tra ciascun nodo k=1, 2, ...N ed un punto preso come nodo di
riferimento. Risulta:
Ye (2 ¥ YR Y
Y=< - — Y =" <5 o
> 1 2y

i

(VIL3.3) k=1,2,...,N; j=1,2,...,N
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E facile verificare che la matrice ammettenze di _corto-c circuito

precedente coincide con quella della rete a poligono di fig. VII.3.2 b),
_purché risulti:

Y Yy
S

(VIL.3.4) Ty =

con k=1,2,....N; j=2,3,...,N e k#j.

La ﬁg VII 3 Zfrappresenta la trasformazione stella-poligono, che
si pud riassumere pertanto nei seguenti passi;
1) eliminare il nodo P nel circuito assegnato e tutti i bipoli ad esso
connessi;

2) inserire tra ogni coppia di nodi k, j un bipolo di ammettenza 7, ..

Come nel caso della trasformazione stella-triangolo, anche in
questo caso il circuito a cui si arriva & valido se i componenti sono tut-
ti dello stesso tipo. Inoltre, a differenza della trasformazione stella-
-triangolo, in questo caso non & possibile la trasformazione inversa, a-
vente lo scopo di trasformare il generico poligono di bipoli in una con-
figurazione a stella.

Esempio VII.3.1

Nel circuito di fig.VIl.3.3a), eliminare un condensatore allo scopo di ottenere

un circuito equivalente con un numero minore di componenti.

ST ST

a) b)

Fig.VIl.3.3 - Schema iniziale a) e finale b) del circuito considerato nell'esem-
pio VIL.3.1.

Utilizziamo la trasformazione stella-triangolo per eliminare il nodo P dello
schema di figura. Mediante le formule di tab.VII.3.1, otteniamo per la rete a triangolo

equivalente alla stella con nodo centrale in P, i seguenti valori:

Y4=0535 7Yg=L5; 7c=2; v=4
3 1

e § Dym— , D=
4 4 ¢ 16
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Di conseguenza, effettuando anche il parallelo indicato in figura, si ottiene il
nuovo schema di fig.VII.3.3b).

Osservazione VII.3.1

Le trasformazioni stella-triangolo e stella-poligono vengono spesso utilizzate
allo scopo di facilitare 1'analisi di circuiti formati da bipoli passivi; vantaggi rilevan-
ti si ottengono nel caso dell'analisi nel dominio della frequenza. In tal caso, infatti, i
circuiti trasformati sono sempre validi, in quanto le trasformazioni suddette forniscono
semplicemente i valori delle immettenze alla frequenza considerata. In particolare, in
quest'ambito, le trasformazioni stella-triangolo diretta e inversa sono comunemente ap-
plicate per analizzare i circuiti di carico dei sistemi trifase, i quali possono assumere
ambedue le configurazioni.

Piu in generale, ogni circuito contenente solo bipoli puo essere facilmente ana-
lizzato, in regime permanente, per mezzo delle trasformazioni qui considerate; il proce-
dimento generale consiste nell'eliminazione successiva di tutti i nodi interni alla rete
e nella semplificazione di tutte le serie e i paralleli presenti. Un metodo di analisi sif-
fatto € quindi valido solo guando interessa il comportamento esterno del circuito, poi-
ché 1'uso successivo delle trasformazioni impedisce di avere qualsiasi informazione

sul comportamento interno.

Vi@ ®

Fig.VI1l.3.4 - Circuito analizzato con il metodo di eliminazione dei nodi interni.

Si consideri, a titolo di esempio, il circuito di fig.VII.3.4, per il quale interes-
sa calcolare il rapporto di trasferimento in tensione V,/V,. L'analisipuo essere effet-
tuata a passi successivi, come é indicato nelle righe a), b),..., e) di tab.VIL.3.2; la
configurazione finale, nella quale sono ancora presenti i tre nodi connessi alle porte,
permette di effettuare il calcolo del rapporto V2 /V1 mediante la formula di partizione

seguente:

Vo/Vy = Zg/(Z) + 2

Il procedimento suddetto pud essere facilmente generalizzato e siprestaad es-
sere implementato come metodo di analisi automatica sul calcolatore. Il metodo risul-

ta molto rapido, in quanto, se vengono effettuate per prime tutte le possibili opera-
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Tab.VI1.3.2 - Passi successivi effettuati per analizzare il circuito di
fig.VIl.3.4. 4
Parallelo fra L2 e C1
ij2
a ZA :7__
=% Lz('1“
Eliminazione del nodo B
L3 ' Ly
Z,=—— ; Zp= ;
B zc, ol
b
e i
ZC w L3L4/Z
1 )| 1 1
con —= jwCyt—|—+—
z jo\Lg Ly
Eliminazione paralleli
, Zg'jwl, ZpR,
= . Z._ .=
e E . 2 G
ZB+)wL1 ZD+R2
Zc
ZF - —_—
,wC32C+I
Eliminazione del nodo A
Z ZA. ZE ZAZF
1 L 2 Zy=————; 2y :
Il r' VA z
‘ ZgZp
a| @ R Zy  Zy Zg Zy = =
o 1 1 1 1
con —,= — + — + —
3 Z Z, Zg Zy
y Zs. 5 Eliminazione paralleli
. R] : ZH
J
e ZRTR Tz,
4
1 H
@ Zn Zg
Zy "Zg
st T
3 M+tZg
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zioni di serie e di parallelo di bipoli e tutte le eliminazionidiquei nodi a cui concorro-
no meno rami, molto raramente e per reti molto complesse risultano necessarie trasfor-

mazioni stella-poligono di ordine elevato.

WO M Impiego delle frasformazioni lineari.nella_generazione dif

~  feircuiti equivalenti.

Un modo molto semplice per generare circuiti equivalenti ad un
circuito assegnato consiste nell'utilizzare opportune trasformazioni_li-

neari. Supponiamo che il circuito che si vuole trasformare sia descritto
su _base nodi dal seguente sistema di N_equazioni:
(VIL.4.1) [ ={y))v]

ove [V] & il vettore delle tensioni dei nodi rispetto al nodo di riferi-
mento e [I]} & il vettore delle correnti, mentre [Y] & la matrice _dei

coefficienti. Si pus subito osservare '

are che la (VI.4.1) si_pus anche inter-
pretare come la rappr_eﬂsgprgazidngiﬂm‘»di una rete N porte; cid consiste

A e et

nel connettere N conduttori a ciascun nodo interno e _considerare cia-
scuna porta _tra il suddetto conduttore e il nodo di riferimento, come indi-
cato in fig. VII.4.1.

' Introduciamo ora due ma- 1o—11
trici non_singolari di'ngpgi>[1_§,‘N,{ 201
[T] e [T,] allo scopo di otte- =l
nere due nuovi vettorl tensione e No—1N

g |
corrente, nel modo seguentes T

@ =01 up e o
(VIL4.2)

i

Tvy=(T,]

circuito
assegnato

[\;ﬂ _ Fig.VIl.4.1 - Circuito assegnato nel
Y quale sono stati evidenziati tutti i
= nodi interni.
Le trasformazioni (VI[.4 2)
permettono di considerare un nuovo sistema di equazioni, simile al si-
stema (VII.4.1), nelle_nuove variabili [v] e [i]; sostituendo le (VII.4.2)
nelle (VIL.4.1), si ottiene facilmente:

QY]. [TIJ-I /
Il sistema (VII.4.3) puo essere considerato come la desqgigjgpe
su base nodi_di un nuovo circuito, derivato dal precedente.

/
\

(VIL4.3) i) = 1) [v]  con ([¥7=
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La trattazione sin qui svolta & del tutto generale; tuttavia, dal
punto di vista applicativo & & opportuno introdurre delle limitazioni, che
portano a _considerare dei casi particolari nell'ambito della claéééjHra-
sformazioni introdotte.

La prima limitazione consiste nel supporre passivi e reciproci i
circuiti constderan‘ in questo caso sia la matrice [_7]’,_51@; la_matrice

[Y'] devono éssere simmetriche) Cio conduce alla ‘condizione seguente:

(VIL4.4)  [Y7'={[T -2t Y] [T} =[T)[Y][T)"=I[Y"

Essendo per ipotesi [Y]=[Y]*, le matrici [T] e [T,] devo-
no soddisfare alla condizione seguente:

(VIL.4.5) (T, = [T

Nel caso dei circuiti reciproci, pertanto, la classe di trasforma-
zioni da considerare & piu limitata, poiché dipende da una sola matrice
[T]. In questo caso si ha ovviamente:

(VIL.4.6) : [il=[T][1]; [v]l=I[T]* [v]
- mentre: )
(VIL.4.7) [¥] = IT]I¥] [T]*

E facile verificare che la trasformazione (VII.4.7) conserva an-
che il carattere passivo delle reti considerate. Cid si pud dimostrare fa-
cilmente confrontando le (VII.4.6) con le equazioni di definizione del
trasformatore multiporta, introdotto nel Cap.I (equazionil.8.13). Tale con-
fronto permette di riconoscere che la rete trasformata corrisponde allo
schema di fig.VII.4.2, ottenuto chiudendo il trasformatore multiporta T
sul circuito assegnato; le porte del trasformatore sono 2N ed hanno tut-
te un morsetto comune, coincidente con il nodo di riferimento. Il circui-
to risultante & chiaramente passivo, in quanto tale é il trasformatore mul-
tiporta. Si deduce quindi che la trasformazione (VII.4.7) conserva il ca-
rattere passivo del circuito trasformato.

La seconda limitazione consiste nel cercare quelle trasforma-
zioni che diano luogo a circuiti aventi lo stesso comportamento esterno.
A questo scopo supporremo che non tutti gli N nodi interni interessino
dal punto di vista esterno, ma solo alcuni di essi; tali nodi siano i pri-
mi M. Si puo osservare che si ottiene l'equivalenza dal punto di vista
esterno, quando la trasformazione lascia inalterate le prime M componen-
ti del vettore delle correnti e le prime M componenti del vettore delle
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tensioni. Tale condizione si pué esprimere facilmente in termini di ma-
trice [T]. Esplicitando tale matrice nella forma seguente:

n

(VIL.4.8) . “T=|n

n

n M2 - My

21 fMgg +-e Ny

Ony Bz ==+ OpN,

Si ottengono facilmente le seguenti condizioni:

w=1  k=1,2,..,M

(VIL.4.9)
h =0y =0 h#k.

n

In molti casi il circuito trasformato, corrispondente alla matrice
[Y'] ha una struttura molto vicina a quella del circuito assegnato; per-
tanto lo schema di fig.VI[.4.2 ha pii valore teorico che pratico, per la

(1], [v]
o— 1
[i] [v] . Trasfc.)rmatore =~ 2 Circuito
* ——J muldporta | _ _ ___
assegnato
o—1 - T o
1 I Nodo di
riferimento

Fig.V1l.4.2 - Generazione di circuiti equivalenti con un trasformatore multiporta.

presenza del trasformatore multiporta.Quello che interessa ordinariamen-
e & poter apportare delle modifiche al circuito, facendolo rimanere del-
lo stesso tipo. Ad esempio, il caso piu utile nelle applicazioni & quello
in cui il circuito assegnato &—costituito solo da resistori, induttori e
condensatori e si vogliono modificare i valori di alcuni elementi reatti-
vi in modo da renderli pil adatti alla realizzazione, - senza alterare il
comportamento esterno del circuito.

Pertanto, ulteriori limitazioni nella scelta della trasformazione
adatta consistono nella scelta di opportune e particolari matrici [T].
L'analisi della scelta pia opportuna pus essere effettuata considerando
separatamente 1'effetto relativo ad alcune matrici elementari in cui pué
essere suddivisa la matrice [T]. E noto infatti dalla teoria delle ma-
trici che ogni matrice non singolare puo essere suddivisa nel prodotto

G.MARTINELLI-M.SALERNO : Fondamenti di Elettrotecnica
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di un numero opportuno di matrici piu semplici dei seguenti tre tipi:

i
L, Qs Sswiss 0
¢ S T - 0
(VII.4.10a) PE] = Toon] Bovscionc iy
U « T——. 1
k
Ml B el 520
01 0 0 O
(VIL.4.10 b) [ =§-]8 0 lise, D
[0 0 O......... i
i
1 0..0...0...0
QOO N B
(VIL4.10¢) [T] =i../0 0..0...1...0
e | 8 e L s s
0 0..0...0...1

in cui: [T,] & una matrice diagonale con i termini tutti uguali ad uno
con 1'esclusione di uno (nella VII.3.10a, tale termine & 1'i-esimo, scel-
to pari alla quantita reale k); [T,] & una matrice avente termini ugua-
li ad uno sulla diagonale principale, tutti gli altri zero conl'esclusione
di uno (nella VII.4.10b, tale termine & quello all'incrocio fra lariga j e
la colonna k e vale c,); [T,) & una matrice avente i termini della
diagonale principale uguali ad uno con l'esclusione di due (nella formu-
la VII.4.10c, l'i-esimo e lo j-esimo) e gli altri termini tutti uguali a ze-
ro con l'esclusione di due, di valore uguale ad uno, posti all'incrocio
delle righe e delle colonne corrispondenti ai due termini nulli sulla dia-
gonale principale (nel caso considerato i termini all'incrocio fra la riga
i-esima e la colonna j-esima e all'incrocio fra lariga j-esima e la colon-
na i-esima).

L'effetto della matrice [T] sulla [Y]nella generazione dell'am-
mettenza [Y'] del circuito equivalente si pus ridurre all'esame dell'ef-
fetto di una matrice [T] dei tre tipi precedenti; cid evidentemente sem-
plifica notevolmente 1'esame delle possibilita offerte dalle trasformazio-
ni lineari di variabile nella derivazione di circuiti equivalenti. Con rife-
rimento ai simboli utilizzati nella (VII.4.10), 'effetto delle tre matrici &
il seguente:
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1) la matrice [T ] determina la moltiplicazione dei termini della riga e
della colonna i-esima di [Y] per k_; di conseguenza il termine y. al-
I'incrocio della riga i-esima con la colonna i-esima risulta moltipﬁcato
per kZ;

2) la matrice [T,] equivale ad aggiungere alla riga j-esima la riga k-e-
sima moltiplicata per c, e successivamente alla colonna j-esimala co-
lonna k-esima moltiplicata per c, . Di conseguenza il termine y; all'in-
crocio della riga j-esima con la colonna j-esima diviene:

(VIL4.11) Vi +Cup * Ni) + ¢k Y

3) la matrice [T_] scambia la riga i-esima con lariga j-esima e succes-
sivamente la colonna i-esima con la colonna j-esima;l'effetto di questa
matrice percia equivale a scambiare la numerazione tra il nodo i e il no-
do j.

‘Tenendo conto dell'effetto di queste tre matrici e dell'obiettivo
di mantenere il circuito equivalente risultante di struttura molto simile a
quello assegnato, si comprende che 1' unica matrice delle tre che pus es-
sere usata & la [T,]; infatti la matrice [T ] non raggiunge alcua effet-
to utile, mentre la matrice [T,] non & facilmente interpretabile nei ri-
guardi del circuito risultante. Percid, in conclusione, la matrice [T]
che verra considerata & una matrice diagonale avente termini uguali ad
uno per i nodi che debbono rimanere invariati nell'equivalenza; tale ma-
trice si pué considerare come il prodotto di matrici del tipo [T, ]. L'ef-
fetto di una singola matrice di questo tipo & equivalente ad una variazio-
ne di livello di impedenza interna al circuito. Come vedremo successi-
vamente nel § VIL.S, tale variazione & estremamente utile da un punto
di vista pratico. ,

Vogliamo concludere il presente paragrafo con una osservazione.
La matrice [T] deve avere un ordine uguale ad N, cioé al numero dei
nodi indipendenti del circuito assegnato. Tuttavia & possibile ovviare a
tale vincolo in modo molto semplice, creando nel circuito iniziale dei
nodi fittizi. Chiariamo 1'osservazione con un esempio molto semplice.
Supponiamo che il circuito assegnato sia il resistore di fig.VI[.4.3a) e
che interessi la resistenza di ingresso. Un modo molto semplice per au-
mentare il numero dei nodi & quello di suddividere il resistore nella se-
rie di due, come mostrato in fig.VI[.4.3b). La matrice ammettenze su ba-
se nodi di questo circuito é:

2 =2
ly] =
=2 4
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In base al vincolo (VII.4.9), la matrice [T] & del tipo seguente:

1 0
(Tl =
0 K
1 1 0,50 2 1/2K
R e 0,50 _r
g R; R, 7 2K(2K-1)
7A 7.
a) b) <)

Fif.VI.l.4.3 - Inserzione di un nodo fittizio nella generazione di circuiti equi-
valenti con la tecnica delle trasformazioni lineari.

Quindi la matrice [Y'] risulta:

2 -2K
ly'] =
-2k 4K?

A tale matrice corrisponde lo schema di fig.VII.4.3¢c). Vediamo
che questo schema & dello stesso tipo di quello di partenza, se 0,5 <K <
<1; infartti solo in questo caso le resistenze hanno valore positivo. E
possibile continuare in questo modo, ad esempio suddividendo ancora u-
no dei resistori in due.

In conclusione la generazione di circuiti equivalenti con matrici
del tipo [T,] pud essere notevolmente generalizzata, se preventivamen-
te si introducono nel circuito assegnato dei nodi fittizi. Ovviamente, ta-
li nodi verranno inseriti in base allo schema del circuito finale a cui si
spera di arrivare.

VII.5 - Generazione di reti a scala equivalenti con la tecnica
della variazione interna di livello di impedenza.

Il metodo di generazione di circuiti equivalenti, basato sulletra-,
sformazioni lineari delle variabili, limitatamente al :caso di matrici del
tipo [T,], & particolarmente utile e semplice da applicare quando il cir-
cuito assegnato & del tipo a scala reattivo. La ragione dell'utilita & in-
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sita in questo tipo di rete, che costituisce la struttura fondamentale del-
la maggior parte dei circuiti passivi usati in pratica. -

La situazione usuale che si incontra nel caso della rete a scala,
¢ quella di un nodo a cui sono connessi due rami longitudinali ed uno
trasversale, come mostrato in fig.VII.5.1a). Applichiamo la trasformazio-
ne suddetta a tale rete. Le correnti e le tensioni del circuitoiniziale so-

no:
i v,
(VIL.5.1) () ={i, | ; (Vl=| v,
0 ¥,
. Y.d Y, d
2 1 1 3 2 2
+ eed
2 2
i) | iYI(l-d)é(Yl+Y2Xd -d)+Y,d Y,(1-d)
a) b)

Fig.VIl.5.1 - Trasformazione di uno spezzone di rete a scala. I valori dei com-
ponenti sono in mho.

La matrice da usare é la seguente:

_ 1 0 O
(VIL.5.2) [TI=(0 1 0O
0 0 d

In conseguenza della trasformazione, la matrice ammettenze su
base nodi diviene:

Y, o0 -Y,
(VIL.S.3) [y'lJ =1I[Ttl| o Y, -Y, [T)t =
Y, -Y, Y Yy, |
Y, 0 -Yd
=l 0o Y, -Yd

¥id Ygd (X AY,+Y, )2
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A questa matrice corrisponde il circuito equivalente, dal punto
di vista dei nodi 1 e 2, di fig.VI[.5.1b). Dall' esame di questa figura si

vede che, affinché i valori dei componenti siano positivi, & necessario
che:

1) il valore di d sia scelto opportunamente;

2) i rami longitudinali e quello trasversale debbono contenere compo-
nenti di tipo opportuno. In particolare, quello trasversale deve essere
tale che (Y,+Y,) (d?-d)+Y, d? corrisponda ad un bipolo reattivo con
valori dei componenti positivi.

Malgrado le limitazioni precedenu molto spesso si riesce ad ef-
fettuare la trasformazione del circuito in modo da raggiungere gli obiet-
tivi voluti. Tali obiettivi sono vari; il pid tipico & quello di ridurre la
dispersione dei valori dei componenti pid costosi, come le induttanze.

Un inconveniente del circuito trasformato di fig. VII.5.1b) & la
presenza di due rami in pill rispetto al circuito iniziale. Questo incon-
veniente pué essere eliminato molto spesso con il seguente accorgimen-
to. Supponiamo che nell'ambito della rete a scala sia presente uno spez-

1 2
u
lj Y, (1-d) ljy (d2-d)+Y d2

Flg Vil.5.2 - Trasformazione di una rete ad «L » con variazione del livello
d'impedenza al nodo 2.

l
+
V

zone ad «L», costituito da due bipoli dello stesso tipo, come mostrato
in fig.VI[.5.2a). ‘Applicando la trasformazione precedente, nell'ipotesi
di lasciare inalterato il comportamento al nodo 1, si ha:

il Vi 1 0
=] : [V]=[ ] 3 [T] = :
Ly Va 0 d
Y% -Y, ¥, -Y,d
(VIL.5.4) (Y] = [T] bl
=Y, ¥;+Y, il (¥ AT d"

Il circuito risultante & mostrato nella parte b) della figura ed &
caratterizzato dal fatto che il livello di impedenza al nodo 2 & stato au-
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mentato di '1/d2. In particolare & possibile scegliere il parametro d in
modo tale che il ramo che congiunge il nodo 2 con il nodo di riferimen-
to abbia ammettenza nulla e quindi sparisca; il valore di .d per cui cid
accade si ottiene ponendo:

(VIL5.5) Y, (d2-d) +Y,d? =0
Ouindl i hai |
(VIL5.6) ' dy=Y /(Y +Y,)

In questo caso il circuito si riduce a quello mostrato in figura
VIL.S.3, in cui & messa in evidenza anche la variazione di livello di im-
pedenza al nodo 2.

Y,d
170
. 1 l 2
E J
Fig.VIl.5.3 - Circuito equivalente a quello
di Hig.VIL5.2a), con do= Y, / (Y, +Y,). Lk A
d

: 0

La trasformazione precedente & sempre possibile; 1'unica condi-
zione richiesta & la presenza di spezzoni ad «L» con componenti dello
stesso tipo; tale presenza & usuale nei circuiti reattivi con cui si ha a
che fare nelle applicazioni.

Esempio VII.5.1

Applicare il metodo precedente al circuito di fig.VIl.5.4a) perrendere, se pos-
sibile, i valori delle induttanze uguali fra di loro.

Allo scopo di usare la trasformazione di fig.VIL.5.3, ridisegniamo il circuito as-
segnato come mostrato in fig.VI[.5.4b), lasciando incognite le capacita Cl’ Cz, C3’

C“7 CS’ C6’ salvo il vincolo imposto dal circuito e cioé:

p 1
+C, =10 ; C =
2

2 +

¢ +Cg = 1000 ;

1 5

1 1
C3 C4
Le reti ad «L» da considerare sono costituite da condensatori. Le induttanze
che si possono variare facilmente sono le prime due, in quanto la terza, posta in pa-
rallelo al carico, potrebbe essere alterata modificando il carico, cid6 che & opportuno
evitare. Percid occorre variare il livello di impedenza in corrispondenza alla prima in-
duttanza di 1/4 ed alla seconda di 25. Cio e indicato esplicitamente nella figura

VIL.5.4b).
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Iniziamo con l'induttanza di valore 0,1. Per portare il suo valore a 0,025, do-
vremmo applicare ai due spezzoni ad ¢L» ai suoi lat una trasformazione del tipo di
fig.VIL.5.3 oppure, piu in generale, del tipo VII.S.2, con d=2. Tale valore di d, tutta-
via, determina l'insorgere di un valore negativo di capacita fra il nodo 1 e il nodo di
riferimento; di conseguenza, in questo caso, non & possibile applicare la trasformazio-
ne interna di livello.

1 1 2 4
+
0,1 0,001 0,025 1 o
r e
1 1 A
L. 1 L. .
I {—i
: legloale |
1 c £ C ! %
2 5 6
TET T EuTw
X
B
16
5

|

(&
1 X 25

o &
ST
]—o,ozs T

)

Fig.VIl.5.4 - Trasformazione di un circuito per ridurre la dispersione del valore
delle induttanze.

Consideriamo successivamente 1'induttanza di valore 0,001. In questo caso oc-
corre un valore di d pari a 1/5. Utilizzando per i due spezzoni ad «L» ai suoi lati la
trasformazione di fig.VII.5.3, si ha per la parte del circuito compresa trai nodi Ae B
(fig.VIL.5.4b) la situazione di fig.VII.5.4c), se & soddisfatta la condizione seguente,
derivante dalla (VII.5.6): ‘

1
5
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Dalla condizione precedente si ottiene:

C6=16; Cy; =

Vediamo se tali condizioni sono compatibili con i vincoli sui condensatori e-
spressi precedentemente. Risulta, dai vincoli precedenti:

Cy=1000-C =984 ; C,=984/4 = 246 ;

1 1

2 C4

I
0
1]

1 1 1
C; 2 246 123 A

Essendo tutti i valori dei condensatori positivi, la trasformazione imposta é
compatibile con i vincoli e quindi pud essere applicata. Il circuito risultante & mostra-
to in fig.VIL.5.4d).

Rispetto al circuito iniziale, siamo riusciti a ridurre la dispersione del valore
delle induttanze dal valore 0,1/0,001 =100 al valore 0,1/0,02S =4. La trasformazione
utilizzata a tale scopo ha comportato 1'aumento dei condensatori di due unita. Tuttavia
applicando ancora al circuito ottenuto una trasformazione stella-triangolo per i tre con-
densatori connessi al nodo P ed effettuando successivamente il parallelo che ne con-
segue, si vede che 1'aumento complessivo dei condensatori & limitato ad uno soltanto.

G.MARTINELLI-M.SALERNO: Fondamenti di Elettrotecnica 86
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APPENDICE VII.A - Circuiti equivalenti in modo continvo.

Abbiamo visto nel § VII.4 come sia possibile derivare circuiti
equivalenti ad uno assegnato, utilizzando trasformazioni lineari delle va-
riabili tensione e corrente e considerando il circuito descritto su base
nodi invariante rispetto a M nodi. La matrice dei coefficienti su base no-
di si altera in conseguenza della trasformazione, come indicato nella for-
mula (VII.4.7). Nel presente paragrafo supponiamo che la matrice [T],
che si utilizza per la trasformazione, sia una funzione di una variabile
ausiliaria v, nel modo seguente:

(VIL.A.1) [T] = [U] + [BlAv
in cui [U] & la matrice unitad, [B] & una matrice reale che deve soddi-

sfare la condizione (VII.4.9) di avere nulli i termini delle prime M colon-

ne e righe; Av & l'incremento della variabile introdotta. In conseguenza
della (VII.A.1), la(VII.4.7) diviene:

(VII.A.2) [Y(v+Av)] = {[U] + [B]Av}[Y(v)] {[U] +[B]t Av} =

=[YWI+{[B)[Y(v)]+ [Y(")][B)*}Av+[B] [Y(v)] [B]*(Av)?
Passando al limite per Av — 0, la (VII.A.2) diviene:

d[Y]

= [B] [Y)+[Y] [B]
dv

(VII.A.3)

La soluzione dell'equazione differenziale (VII.A.3)definisce una
famiglia di circuiti, tutti equivalenti a quello assegnato, quando si pren-
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da come condizione iniziale per v=0 propriola matrice ammettenza dei
nodi del circuito di cui si vogliono ottenere degli schemi equivalenti.
Illustriamo con un esempio il procedimento di generazione de-

scritto, rimandando per dettagli alla letteratura tecnica (1),

Esempio VII.A.1

Generare la famiglia dei bipoli equivalenti a quello di fig.VII.A.1, prendendo co-

me volqri iniziali L1 =o, L2=L3=C =1,

L

1 2 2
£ 11 Lem
Fig.VII.A.1 - Bipolo di cui si vogliono _]_
generare schemi equivalenti. L, (T La

a4

I nodi del circuito di fig.VII.A.1 sono tre. Prendiamo come riferimento uno dei
morsetti della porta di ingresso al bipolo e numeriamo con 1 1'altro morsetto. La matri-
ce [Y] del circuito vale:

1 1 1
_+_—. - —
00 L, Ly L, 1
[v(s)] =[ ]s+ -
0 C [_L A il P
L2 L2 l"3

La matrice [B] deve essere del seguente tipo, essendo M=1:

0 0
[B] =[ ]
0 b

La (VII.A.3) risulta quindi, indicando con l"k = l/Lk:

[ad +1)) ar, 1

6 0. dv dv ' 0o 0 0 -bl, :
dc s + -_= 2 s+ . =
. s s
= _ dary, 4@+ 0 bC bl 26+
L dv dv J

(1) - Si veda ad esempio: ].D.Schoeffer, « The synthesis of minimum sensitivity net
works», IEEE Trans. on Circuit Theory, giugno 1964, pp. 271-276.
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da cui:
dc o dlr, e dad] +I) ad,+T) o
= b == y T—=—=u= j ==———==3b +
dv dv 2 dv dv C27ls)
Separando le variabili, si ha:
dc al aly dr,
—  2bC ; =—br“2; —=0bl — = bl + 2bl}
dv dv dv 2 dv Z 3

Risolvendo queste equazioni, con i valori iniziali precisati precedentemente, si
ha:

C= e2bv ; r‘l - l_ebv : 1"‘2 - ebv . I_\g < 2e2bv - ebv
Al variare di v, si ottengono bipoli equivalenti. Ad esempio possiamo far spari-
re l'induttanza L3 , ponendo:

ebv = 0,5

I valori dei componenti valgono in questo caso:

C=0,25; L;=2; Ly,=2; Ly=o

Osservazione VII.A.1

Le matrici [Y(v)] al variare di v possono corrispondere ad un circuito com-
pletamente diverso da quello di partenza. Infatti possono comparire valori negativi dei
componenti, anche se tali valori non erano presenti inizialmente. Cid implica che il pro-
cedimento di generazione precedente non garantisce che i circuiti equivalenti ottenuti
siano dello stesso tipo di quello di partenza.

APPENDICE VIL.B - Riferimenti bibliografici.

La base della teoria dei circuiti equivalenti sono gli articoli di
W. Cauer, «Vierpole», Elek. Nachr. Tech., Vol.6,n.7, 1929 pp. 272-282e€
di N.Howitt, « Group Theory and Electric Circuit»,Phys. Rev., Vol. 37,
n.12, 1931, pp. 1583-1595. Una discussione sui limiti di validita e sul-
1'utilica di questa teoria puo essere trovata nel Cap.5 di E.A.Guillemin,
«Synthesis of passive networks», J.Wiley, 1957. Particolarmente abbon-
dante ¢ la letteratura tecnica sulla successiva tecnica dei circuiti equi-
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valenti in modo continuo, introdotta da J.D. Schoeffer in « The synthesis
of minimum sensitivity networks», [EEE Trans. on Circuit Theory,vol.11
giugno 1964, pp.271-276. Si veda a questo proposito l'articolo di B.M.G.
Chertham, «A new theory of continuously equivalent networks», [EEE
Trans. on Circuit and Systems», Vol. 21, gennaio 1974, pp.17-20; la teo-
ria & stata estesa successivamente al caso dei circuiti attivi. Si veda
ad esempio L.G.Grant, J.I. Sewell, «A theory of equivalent active net-
works», Proc. ISCAS, 1976, Monaco (Rep. Fed. Tedesca), pp.497-500.
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CAPITOLO Vil

ANALISI DEGLI EFFETTI DELLE VARIAZIONI DEI COMPO-
NENTI E OTTIMIZZAZIONE DEI CIRCUITI

r
m O VIII.1 - Effetto della variazione dei componenti e relativa misu-
ra.

Il problema dell'analisi di un circuito non esaurisce cio che in
pratica si vuole conoscere dello stesso in fase di progettazione e di u-
tilizzazione. Infatti, da una parte i singoli componenti sono rappresen-
tati solo approssimativamente dai loro modelli e dall'altra i valori che
commercialmente assumono i parametri caratteristici dei componenti so-
no noti entro tolleranze assegnate. Inoltre & da tenere presente che per
effetto della variazione delle condizioni ambientali e dell'invecchiamen-
to, il valore iniziale dei componenti stessi & soggetto a cambiare. Cid
significa che il circuito da analizzare ha solo nominalmente la struttu-
ra assegnata. Di conseguenza la sua risposta ¢ solo nominalmente quel-
la che viene fornita dall'analisi. Da un punto di vista pratico & impor-
tante perd sapere anche come la risposta si discosta al variare del va-
lore dei componenti entro i campi prevedibili per le tolleranze e per al-
tre cause. Cio richiede di definire una grandezza atta a valutare quan-
titativamente 1'effetto della variazione di un componente e successiva-
mente di utilizzare le grandezze di questo tipo, definite per tutti i com-
ponenti, per valutare l'effetto globale.

La grandezza piii usata a questo scopo & la sensibilita, defini-
ta come segue:

oH
H J9lnH
i s - = ——
L (F) ~ dF  OlnF
F
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essendo H la funzione di rete d'interesse (funzione di trasferimento in
tensione emwralore del componente le cui
viﬁmm\f evidente che Ta sensibilita richie-
de, per essere definita, di precisare la funzione di rete d'interesse ed il

componente con il relativo parametro di cui si considerano le variazioni.
La sensibilita, inoltre, & legata direttamente alla derivata della funzio-
ne rispetto al parametro; infatti dalla (VIIL.1.1) risulta:

oH (H) H

VIIL.1.1 - || teorema «bilineare ».

Una formula assai utile per il calcolo della sensibilita si ottie-
ne utilizzando il teorema seguente, noto come teorema «bilineare>s.

Teorema VII.1.1 —«Una qualsiasi funzione di rete H di un circuito li-
neare e permanente & esprimibile, in funzione dell'impedenza di un suvo
componente bipolare, mediante la seguente espressione bilineare:

Z , H(0) + Z H()
Z,+Z

(VIIIL.1.3) H=

in cui Z é l'impedenza del componente d'interesse; Z, & |'impedenza
che si ottiene applicando il teorema di Thevenin ai capi del componente
d'interesse; H(0) ed H(®) rappresentano i valori che assume H quando
il componente & sostituito rispettivamente da un corto-circuito e da un
circuito aperto (cio equivale a porre Z=0 ovvero Z= D).

Per ragioni di spazio, limiteremo la dimostrazione al caso in cui la funzione di
rete H sia una ammettenza (di ingresso o di trasferimento). Per gli altri tipi di funzio-
ne di rete si procede in modo del tutto simile, per cui si omette la relativa dimostrazio-
ne. Nel caso considerato si ha un'unica eccitazione coincidente con un generatore di
tensione avente tensione impressa Qc ed interessa come effetto una corrente Q.. Uti-
lizziamo il metodo di analisi su base maglie per determinare la funzione di rete d'inte-

resse:

Q.
Q

(VIIL. 1.4) H =

c

Senza perdita di generalita, scegliamo 1'albero in modo cheil generatore di ten-
sione ed il bipolo d'impedenza Z siano rami del co-albero. Cio implica che essi sono
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presenti ciascuno in una sola maglia; siano tali maglie rispettivamente la k-esima e la
r- esima. Sia inoltre Qe la corrente della prima maglia. Le condizioni precedenti non
pongono alcuna limitazione e sono soddisfacibili con valori di k, r, 1 anche uguali
fra loro. Il sistema di equazioni risultante é del tipo seguente, nel caso piu generale

in cui k, r, 1 siano distinti:

AL

—k

(VIII.1.5)

0. OO -0

Q.
:
|
I

o---0-

IS O R I |

Risolvendo tale sistema, si ottiene H nella seguente forma:

Ak,l(z) ZDp et 8@

(VIIL. 1.6) H = =
A(z) z Ar F A0)

in cui A & il determinante della matrice dei coefficienti e Ah Baebis§dst prsd indica
’ .. (BB o

il determinante del minore della matrice dei coefficienti, ottenuto cla‘ncellandoNle righe

il’ i2...iN e le colonne il’ i2, ’N e cambiando di segno al suo valore se é dispari

la seguente quantita:
N
2 (i +ijy
k=1 k k
Dalla (VIII.1.6) si ricava immediatamente che:

Bn© Akr,lr

(VIIIL.1.7 H(O) = ——— H(o) =
¥ N0) ® A

rr

Sostituendo queste relazioni nella (VIII.1.6), si ha:

Z H(w) + & H(0)
N Al'l’
VIIL. 1.8 H =
¢ ) JAY()))
Z+
A

rr

Rimane da caratterizzare il termine A(O)/A".' A questo scopo supponiamo di

analizzare il circuito, eccitandolo con un generatore di tensione Vg, posto in serie al
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componente di impedenza Z, dopo aver disattivato Qc. Procedendo come nel caso del-
la (VIII.1.5), si ottiene lo stesso sistema di equazioni, salvo che per il vettore dei ter-
mini noti, che ha uno zero al posto di QC ed ha Vg al posto dello zero nella r- esima

componente. Percio risulta:

A AV \%

rr I g g
v
& Nz)

(VIIL.1.9) I= =
A"- Z +1\(0) " N0)
+ —

rr
L'esame della (VIII.1.9) ed il suo confronto con l'espressione della corrente che

fluisce nel componente in base al teorema di Thevenin, permette di identificare Z

con il termine A(O)/A".

Osservazione VIiil.1.1

Il teorema «bilineare» vale anche nel caso in cui, invece dell'impedenza di un
bipolo, si consideri il parametro di controllo di un generatore controllato. In questo ca-
so pero risulta:

a+xb
(VIIL.1.10) H=—ro
c+xd

essendo x il parametro di controllo(1).

L'utilizzazione del teorema «bilineare » fornisce un metodo sem-
plice per calcolare la sensibilita. Dalla (VIII.1.3), mediante calcolo di-

retto, si ha:

H() - H(0)
VIILI.11 Sgy = Zy®
(VIIL.1.11) @ =20l 7 711z, H(0) + Z - H(@)]

La formula (VIII.1.11) mette in evidenza una proprieta importan-
te dei circuiti lineari e permanenti, cioé la possibilita di calcolare la
sensibilita senza bisogno di effettuare derivazioni, ma semplicemente
tramite la determinazione di opportune funzioni di rete. Tale punto verra
ulteriormente sviluppato nel § VIII.2, dove verra descritto un metodo per
il calcolo contemporaneo delle sensibilita di una funzione di rete rispet-
to a tutti i componenti.

(1) - Per la dimostrazione della (VIII.1.10) e per ulteriori dettagli riguardanti la dipen-
denza di H dal rapporto di trasformazione di un trasformatore ideale, dalla resistenza
di girazione di un giratore, ecc., si veda K.Geher, « Theory of network tolerancess, A-
kadémiai Kiado, Budapest 1971, pp. 25, 26, 27.
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Esempio Vill.1.1

Determinare |'espressione delle sensibilita della funzione di trasferimento V,/
/VK di una rete a scala, rispetto alle impedenze dei rami longitudinali e trasversali.
La rete a scala e riportata in fig.VIII.1.1; essa costituisce una delle strutture

piu importanti dal punto di vista delle applicazioni.

Fig.VIll.1.1 - Rete a scala.

Applichiamo la formula (VIIL.1.11), considerando perprimo il caso di una impe-

denza longitudinale 22k+1' Osserviamo che, quando 22]”_1 = o, ri_sulta Vu =0 e

quindi H(®@) = 0. Percid si ha:
VA
H 2k+1
(VIIL1.12) g B B

(Z
2k +1) Zth + 22k+1

Il valore di Zth in questa formula va determinato come indicato in fig.VIIl.1.2.

: Zzh
Z Z Z z

1 3 2k-1 ‘ Z2k+3 2N+1
b d
z, Zox | i“zk+2 I Izc

Fig.VIIl.1.2 - Calcolo di Z; per la determinazione della sensibilita rispetto
alle impedenze longitudinali.

Nel caso dell'impedenza sz di un ramo trasversale, osserviamo che, per 22k=

=0, risulta Vu =0 e quindi H(0) =0. Percid si ha:

_ (H) Zin
(VIIL.1.13) Sy =————
2 B % Dy

11 valore di Zu. in guesto caso si calcola come indicato in fig.VIII.1.3.
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Zog +1 ZoN+1
l | I | I ‘_Z I I 2k +2 Z,

Fig.VIll.1.3 - Calcolo di Z , per la determinazione della sensibilita rispetto
alle impedenze trasversali.

)+

, VIli.2 - Sensibilita rispetto a tutti i componenti. gr : ()

Quando occorre calcolare I'effetto delle variazioni dei componen- (/"
ti sulla nsposta del circuito, & necessario determinare contempor ) "_
mente ilita rispetto a nge allora il proble- |
ma di effettuare questa etermi xﬂ_acdcu’ratoed’__e;@@-f -

i
mico possnblle Per raggiungere questo scopo, occorre:

'l) utilizzare formule che evitino i
senti nella definizione di sensibilita;

) evitare di dover analizzare il circuito tante volte quanti sono i comj

EOH enti Eresentl }

Si pué osservare che il metodo descritto precedentemente, otte-
nuto applicando il'teorema «bilineare», soddisfa il primo obiettivo, evi-
tando il calcolo esplici lle deri ; tuttavia esso richiede 1" anahsl
di molteplici circuiti che si ottengono in base alla formula (VHI.1.11).
TMEWWW@ del secondo
obiettivo. foQ

[ due obiettivi precedent{n raggiungono contemporaneamente u-
tilizzando il teorema di_Tellegen; il metodo che ne deriva & estremamen-
te vantaggioso, richiedendo, per il calcolo di tutte le sensibilita, 1'ana-
lisi del c1rcu1toamgrmﬂmmmnﬂe

~

il nome di «rete aggiunta »&,Reria@vo il metgdo suddetto & cono-
sciuto con il nome di ametodo della rete aggiuntﬁ. !
- \

I

1.2.1. - Calcolo delle derivate con il metodo della rete aggiunta.

L

Per ragioni di spazio, sviluppiamo un solo caso, cioé quello di
una funzione di trasferimento in tensione di un circuito contenente bie_o-

I, generaton di corrente controllati in tensione e nullori- i consi-
R — — —— e ——————————
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derati sono generici, riservandoci di considerare, nel prossimo paragra-
fo, i casi particolari piu importanti e cioé i casi del resistore, dell'indut-
tore e del condensatore. DLIMLV_iSta\ap[;i—c/ati/vq,w.
\rato & il pit importante, in quanto la funzione di trasferimento in tensio-
e é quella che viene usualmente considerata ed il circuito contenente i
uddetti componenti pud rappresentare qualsiasi_circuito_reale, come
messo in evidenza nel Cap.l, -
Il circuito che consideriamo & del tipo schematicamente mostra-
to in fig. VII[.2.1, dove & presente la sola eccitazione med interessa la
sola tensione v_ come risposta. Il bipolo generico in €sso contenuto ¢
rappresentato per mezzo della sua impedenza Z, (conk=1,2,..,N,,es-
sendo il numero dei bipoli); il generico generatore controllato & rap-
presentato tramite i due rami che lo costituiscono ed il parametro g
(con -k=1,2,..., Ng, essendo N_ il numero dei generatori controllati);
detto N_ il numero dei nullori, if generico di essi & rappresentato me-
diante i bipoli nullatore e noratore.

Fig.VIII.2.1 - Il circuito in esame per il calcolo delle sensibilita.

E stato detto in precedenza che utilizzeremo il teorema di Tel-
legen per determinare le sensibilita. Tale teorema stabilisce che, per due
circuiti aventi lo stesso grafo orientato, il prodotto scalare del vettore
correnti dell'uno per il vettore tensioni dell'altro risulta nullo. Nel para-
grafo 1.10.3, il teorema & stato enunciato nel caso di grandezze elettri-
che istantanee. Tenendo conto, perd, della sua derivazione topologica,
risulta evidente che esso vale anche nel caso in cui le grandezze elet-
triche siano rappresentate mediante i fasori oppure le trasformate di La-
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place. E inoltre necessario osservare che sono rami del circuito-anche
eventuali circuiti aperti, ai capi del quall interessi la tensione. Nel ca-
so del circuito di fig. VIII.2.1, questa situazione si presenta per l'usci-
. ’——/—
ta e per i rami di controllo fra i nodi (C ) € D ‘Allo scopo di evitare il
|[pericolo di dimenticare tali rami, convtene mtrodurre??fgeneramm_dl
|corrente fittizi al posto di essi, aventi correnti impresse uguall a zero,

"come mostrato m fig. VIIIL.2. Za) In fig.VIII.2.2b) viene qumdl riportato

+ tk . + sk _
Ak 0—-—{ 'b—o Bk Ak o———D»—o Bk
ek Z, ek
Ck 'mk ck Imk E
¥ T ° Tk
A" \'% G
1 BmkVek ck mk
g i 1 +
ck Fk
ino Inu Ino T H
+ Ty + ¢ Q + Kk
v v v \'
nu no nu no
Sk Uk Sk Uk
a) b)
Fig.VIll.2.2 - 1l circuito a) & quello in esame, con i_, = i, =05 il circuito b)

€ un circuito avente grafo orientato uguale a quello in esame.

ma di Tellegen; tale nuovo circuito verra inizialmente considerato del
ltutto generico | ponendo dei blp___h_dl _natura imprecisata- su-ogni_suo ra-
mo. Per semphcxta di notazione, indicheremo con lettere minuscole le

S Bt

grandezze elettriche del circuito a) e con le maluscole quelle dello stes-

so ramo del circuito b) le ‘grandezze corrlspondentl hanno inoltre la

stessa orientazione.
Detto N 11 numero dei rami, appllcando il teorema di Tellegen

N, N,
VIII.2.1 > L. =0 = 5 V =0
( ) k=1 Vit ’ E=i L=
Q (4 L A
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Supponiamo ora che il circuito a) subisca una perturbazione di -

tutti i suoi elementi; di conseguenza v, risulterd cambiato in v, +Av,

ed i, in i, +Ai [ ‘Applicando nuovamente il teorema di Tellegen a

questo circuito ed al circuito by sihatPr—
N, N,

(VIIL.2.2) kz=1 (vt Av) [,=0; ngl V(i +4i)=0

da cui, per differenza e tenendo conto clills_(lll_llﬂ)’,_s’i_}g_: '

Nl‘
(VIIL.2.3) I @Ay, -V, 8i) =0

Sviluppiamo ora separatamente i vari termini che compaiono nel-
la (VIIL.2.3), tenendo presente 1'obiettivo di far comparire in essa sol-
tanto la variazione della grandezza elettrica d'interesse, cioé |Av | e le
variazioni dei valori dei componenti del circuito. 'Cié richiedera la ca-

ratterizzazione opportuna della «rete aggiunta.

[a — {
})(Termini relativi ai morsetti di ingresso e di uscifa.j Y Vo \/‘,

Tali termini sono i seguenti:

(VIIL.2.4) gj@{@l" Al
: Q

Tenendo conto che Av, =0, essendo costante la tensione del
generatore v., e che Ai_=0, essendo sempre nulla la corrente i, la
(VII[.2.4) st semplifica nel modo seguente: |

| —

(VIIL.2.5) -V

.""’\/—
LAl Avy,
L'obiettivo precisato inizialmente richiede che la (VIIL.2.5) con-

tenga Av e che non sia presente Ai, Vediamo che otteniamo addirit-
tura la coincidenza della (VIII.2.5) con: j

(VIIL.2.6) Av, | -
; N, Vieoll LXK — 0% o ~
se scegliamo: /A N () TN teke 07@\ 'w\f" 5
[ \
(VIIL.2.7) V.=0; [,=1 ‘

\

(1) - Nel seguito_supporremo gli incrementi .Avk e Ay sufficientemente piccoli per
poter trascurare i contributi del secondo ordine.
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La (VIII.2.7) impli er la rete aggiunta, il corto circuito tra i

nodi N ed M e la presenza di un generatore di corrente impressa unita-
ria tra i nodi G ed H. — p
LTy
MM! ( \'\; — T
Per il k-esimo componente bipolare i termini da considerare so-
no i seguenti:

(VIIL.2.8) [,Av, -V, B,

Tenendo conto della relazione costitutiva del componente, si ha:

(VIIIL.2.9) Ve = Lyl

da cui, differenziando, si ha:

(VIIL2.10) (Bvy)=iau82,42,81,

Sostituendo la (VIII.2.10) nella (VIII.2.8) st ottiene:

OY D i

(VIIL.2.11)

L'obiettivo preliminare che ci siamo proposti richiede I'elimina-
zione di Ai_, e quindi la riduzione della (VIII.2.11) alla:

(VIIL.2.12) ip LAz,

Si_perviene alla (VIII.2.12) imponendo}

(VIIL.2.13) Z, 1, = Vzk!\

cid che implica che il bipolo k-esimo della rete aggiunta abbia impeden-
za Z, come quello della retedi partenza.(\

3) Termini relativi ai generatori controllati.\

Per il k-esimo generatore controllato i termini da considerare
sono i seguenti:

(VIIL.2.14) L BV =V B + 1 Av, =V AL
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Tenendo conto del legame imposto dal generatore controllato si

ha:

(VIIL.2.15) L = Buk Yok

da cui, differenziando, si ha:

(VIII.2.16) 8i =V Bg  Fg. bv,

Sostituendo la (VIII.2.16) nella (VIII.2.14), tenendo conto che si ha an-
che Ai_, =0, si ottiene:

. - -v V. B8z
(VIIL.2.17) [(Ick Bk Vimk) 2 Vet + e £ Vi = Veic Vink B Bk

L;obiettivo'prelimiﬁare che ci siamo proposti richiede l;eli‘minazic‘me di
Avy e Av_, e quindi la riduzione della (VIII.2.17) alla:|

(VIIL.2.18) (_@

Si perviene alla (VII[.2.18) imponendo:

~ (VIIL.2.19) I,=8, V., ; =0

cio che implica che trainodi C,, D, E,, F, della rete aggiunta sia
posto un generatore di corrente controllato in tensione, con parametro di
controllo uguale a quello del generatore controllato posto fra gli stessi
nodi della rete di partenza; € con rami di controllo e controllato scam-

biati tra loro.
e

4) Termini relativi ai nullori.
Per il k-esimo nullore, i termini da considerare sono i seguenti:

(VIIL.2.20) I Av, -V Al +1 Av -V A

nu o

Tenendo conto che il nullatore impone tensione e corrente nulla si ha
Av =0 e Ai, =0; pertanto la (VIII.2.20) si riduce alla seguente e-
spressione:

(VIIL.2.21) I,Av,, -V, Ai,

no o
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L'obiettivo preliminare che ci siamo propostirichiede l'eliminazione del-
le variazioni delle grandezze elettriche dalla (VII[.2.21) e quindi il suo
annullamento. St perviene a questo risultato, imponendo:

(VIIL.2.22) [ 1,.=0; )V,.o =0
aggiun-

cin che implica un nullore tra i nodi R, S,, T, Uk_della rete
ta, disposto con il nullatore ed il noratore scambiatt rispetto al modo in
cul erano connessi nella rete di partenza]

~ La discussione precedente mette in evidenza come una scelta op-
portuna dei componenti della rete di fig.VIII.2.2b) permetta diraggiunge-
re l'obiettivo 'di ottenere una relazione tra la variazione Av“‘ della gran-

dezza d'interesse e le variazioni dei valori di tutti i componenti presen-
t, cioé:

N, Ng
(VIL2.23)  Bv,=- % i, L AZ,+ 2 v, Vo Ag,,

La rete di fig.VII[.2.2b) che ne risulta, prende il nome di «rete
aggiunta» ed é cosi costituita (fig.VII[.2.3):
1) il bipolo d'ingresso & un corto-circuito;
2) il bipolo di uscita & un generatore di corrente avente corrente impres-
sa unitaria, con verso positivo entrante nel nodo H;

3) il bipolo tra i nodi A, e B, coincide con quello corrispondente del-
la rete di partenza, cioé ha impedenza Z ;

4) il bipolo tra E, ed F, & un circuito aperto; il bipolo tra C, e D, &
un generatore di corrente, controllato dalla tensione del nodo E rispet-
to a quella del nodo F, , con parametro di controllo uguale a quello del
generatore corrispondente disposto tra gli stessi nodi della rete di par-
tenza e con verso della corrente impressa positivo verso D,;

5) il bipolo tra i nodi T,
6) il bipolo tra i nodi R, ed S, & un noratore.

ed U, & un nullatore;

L'espressione (VIII.2.23) rappresenta il differenziale totale della
fup;lone v (Zy, Zy, ""ZNz' Bm1> Bz +++ 2 BmN ‘); pertanto, supponendo
gli incrementi sufficientemente piccoli, & posstglle ottenere le espres-
sioni esplicite delle derivate parziali della tensione di uscita v _in fun-
zione di tutti gli elementi presenti nella rete. Si ottiene:
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ov,

3Z, s=itagls, » con k=1,2,..,N,
(VIII.2.24)

dv,

g =v Vi s con k=1,2,...,N,

E facile riconoscere i grandi vantaggi derivanti dall'uso del me-
todo descritto; infatti le espressioni (VIII.2.24) mostrano che tutte le de-
rivate in questione possono essere ottenute in funzione delle grandezze
elettriche di due soli circuiti: il circuito assegnato e la rete aggiunta.

+ v:k _
A °}’:D—‘.’Bk
= 2y
Ck Ick Ek
P —-Y
N v+ *: G
o “ck lgmkvmk mG
> — ;I“ =1A
D, F;
M Rk Inu T H
k
+ ¢
V} E
nu
U
K
S

Fig.V1Il.2.3 - Rete aggiunta relativa al circuito di fig.VIIL.2.1.

Pertanto 1'analisi completa degli effetti delle variazioni dei componenti
pué essere effettuata mediante 1'analisi di due soli circuiti;tale analisi,
d'altra parte, comporta un onere di calcoli pari a due volte quello rela-
tivo all'analisi del circuito assegnato. Infatti la rete aggiunta ha una
complessita del tutto equivalente a quella del circuito che si sta consi-
derando.

Le espressioni (VIII.2.24) possono essere facilmente utilizzate
per la determinazione esplicita delle sensibilitad, come verrd mostrato
nel prossimo paragrafo.
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Vlll 2.2 - Determinazione delle sensibilita rispetto ai componenti con il
] metodo della rete aggiunta.

Nel presente paragrafo, utilizzando le espressioni esplicite del-
le derivate, date dalle (VIII.2.24), ricaveremo le formule per il calcolo
delle sensibilita di una rete rispetto ai suoi componenti. Verra conside-
rato il caso dei resistori, degli induttori, dei condensatori e dei genera-
tori controllati. -

Detta H la funzione di trasferimento considerata, che nel nostro

caso & pari a:

v
u

(VIII.2.25) H=—
v

i

& L;“I‘kaxt—; Y“‘,;\Y \ CT: T‘ DA

— \

consideriamo il caso di un resistore di valore R,. Si ha

k Ve £
V.l B / R K.
R, 3H R, \ av, M & a

S(H) =

(VIIL.2.26) ®) = aRk_ ”

1 N
u a Rk/:"/ ' T
-terx 1R ve

In base alla (VIII.2.24) si ottiene quindi 1' esprve-_sﬂsipnc:

H) YRy VRe
S A
R, v,

(VIII.2.27) Yy =3

avendo indicato con vp e con Vg, le tensioni ai 'capi del resistore

R, nel circuito assegnato e nella rete aggiunta rispettivamente, come
indicato nelle figg. VIII.2.4a) e b). '
Consideriamo ora il caso di una induttanza di valore L. Detta
Zp, =sL, l'impedenza corrispondente, si ha:
L sL ov sL, ov
H) k OH k u k u
(VII1.2.28) s e = =
T H oL, g idEEDaE °Zy,
Pertanto, in base alla (VIII.2.24), si ottiene: P \/
. Vel L
Vie YLy stw Y,
(VIIIL.2.29) S =-——— A
Ty sL, v,

ove i simboli indicati hanno il significato illustrato nelle fxgg Vlll 2.4

a) e b). B
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R R
A vYW—By, Ap—V VV\'—°_ Bk
Ry Ry
Lk L
kI — B, kB UUI— By
Lk Lk
Ml a o_"—ock B M| A o—"—ock B &
M 3T M 3k oG 3k 4 v, N 3k
0,
v, Ck k Ek vy ‘
T DN 1A
B ka lgmkvck Vmk Fo N Emk mk l B
D, 3 F,
Rk:} ETI‘ } E
S L
a) b)

Fug.VIII 2.4 - Reti considerate per il calcolo della sensibilita rispetto ai com-
ponenti: a) rete assegnata; b) rete aggiunta.

La sensibilita rispetto alla capaciti di un condensatore C,, la
_cui impedenza Z, & pari a [I/sC, | si ottiene osservando che:
ie ] kel

1
(VIIL.2.30) g _ S 2w _& 1 9V, =0ka dv,
2. €)  H 9C, v, :Cf ai v, 9Z¢,
k

Pertanto, in base alla (VIII.2.24), si ottiene:

va V, GC
(VIIL.2.31) gy M

€,)

ove i simboli sono quelli riportati nelle figg. VIII.2.4a) e b).
Infine, nel caso dei generat ri controllatl .in _base alla definizio-
ne di sensibilita e alla (VIII.2.249), si otuen

(VIIL.2.32) gH) _ °mk =i S ISR

(smk) H 9 Bmk L Va :
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In conclusione il procedimento per la determinazione delle sensi-
bilita della funzione di trasferimento in tensione rispetto al valore dei
componenti di un circuito costituito da resistori, induttori, condensatori,
generatori di corrente controllati in tensione e nullori consiste nei se-
guenti passi:

1) determinare, per il circuito assegnato, mostrato in fig.VII[.2.4a), le
tensioni in uscita, ai capi dei resistori, condensatori, induttori e dei ra-
mi di controllo dei generatori controllati;

2) considerare un nuovo circuito (la rete aggiunta), ottenuto da quello as-
segnato alimentando l'uscita con un generatore di corrente da 1A, corto-
circuitando 1'ingresso, sostituendo ad ogni generatore controllato un al-
tro generatore controllato dello stesso tipo e di uguale parametro di con-
trollo, ma avente scambiati i rami di controllo e controllato ed infine, so-
stituendo ad ogni nullore un altro nullore avente scambiati i rami relativi
al nullatore ed al noratore; nella rete aggiunta occorre mantenere, per le
tensioni, le stesse convenzioni adottate per il circuito assegnato, come
mostrato in fig. VIII.2.4b);

3) calcolare le sensibilita con le formule (VIIL.2.27), (VII1.2.29), (VIII.2.31)
e (VIII.2.32).

Il metodo precedente per calcolare le sensibilita ha i requisiti, ri-
chiesti all'inizio, di accuratezza e semplicita. Infatti nonrichiede calco-
li di derivate e fornisce le sensibilita rispetto a tutti i componenti, me-
diante 1'analisi di due soli circuiti.

.
Esempio VIII.2.1

Calcolare le sensibilita della funzione di trasferimento in tensione rispetto alle

variazioni dei componenti, nel circuito di fig.VIIl1.2.5.

®+VR1 -@ | @ U|
R T Y.

+
1 \
Vi qD CTVC Em¥c R2 YRz Vu c -

@ o

Fig.VIll.2.5 - Circuito considerato nell'esempio VIII.2.1.

Applichiamo il procedimento descritto passo per passo.

1) Calcolo della tensione di uscita e delle tensioni interne della rete.
Si ottiene:
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sCRI 1
YR = ——————Y, 3 v = v
1 sCR,+1 ! € scry+1f
ngZ
Y, T v, S ey
2 sCR1+1 :

Si noti che la tensione sul condensatore, Ve coincide con la tensione di controllo del
generatore controllato.

2) La rete aggiunta é indicata in fig.VIII.2.6. Per tale rete si ottiene:

8n RiRy &n Ry Ry
Vg = ———— Vo = ——
Rl scr+1 C scR,+1
VR2 = vm =- R2

Fig.VIll.2.6 - Rete aggiunta relativa a quella di fig. VIII. 2.5.

3) Applicando le formule (VIII.2.27), (VIII.2.31) e (VIII.2.32), si ottiene:

sCR
R, R, 1 )
-8m S vi e
- sCR +1 SCRy*1 " sCR,
1 8m R2 SCR1 4+ 1
Ri*\-——)v,
sCRy+1/ '
1 8l'l'lRl R2
v, * sC .
H) sCRl+l - sCRl+1 sCR1 |
c — = - ?
(€ g8, R,y sCR, + 1 x

re— e,
sCR +1 !
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(H) vy " =Ry
S = - =: ¥ |
(Rz) R.* v \

2 u

1

v, * (= R,)* &
) sCRy+1 ' il
s(s) = :il
L ng2
- Vi
sCR, + 1 g

VIl1.2.3 - Invorianti di sensibility, -

Le sensibilita di una funzione di rete rispettoa tutti i componen-
ti del circuito sono legate tra di loro da relazioni di tipo-molto generale,

che risultano invarianti rispetto alla struttura del circuito stesso e dipen-

donosolo dal tipo di funzione di rete che si considera e, in particolare,
dal fatto che si tratti di una funzione di rete con dimensione oppure no.

Consideriamo per primo il caso di una funzione di rete del tipo
impedenza (di ingresso o di trasferimento). Tale impedenza, che indichia-
mo con( Z,) & funzione di tutti i componenti presenti_e delta variabile s
(ovvero,,‘,,e_l_lgmpqlsazioqg).&‘s’l}ﬁb’énendo di limitare 'attenzione ai circuiti
costituiti da resistori, induttori, condensatori, generatori di corrente con-
trollati in tensione e nullori, l'impedenza Z & quindi funzionedi R ,L ,
o gmkg Poiché é importante avere uniformita dal punto di vista dimen-
sionaleper i parametri circuitali, esplicitiamo Z come funzione di R,
L,D,=1/C, e G, =1/g_, . Supponiamo ora di moltiplicare i parame-
tri precedenti per una quantita A; & evidente che risulta moltiplicata per
A anche l'impedenza Z. Pertanto si ha:

(VIL2.33)  Z(s, AR, ARy oo, ARy (AL, ALy, ALy AD 3, AD ..
/ADy AG, AG,, .., AGy ) =
AZ(s, R, Ry, Ry Ly Ly Ly DDy e

ooy Gyl e Gy )

Deriviamo ambedue i membri della (VIII.2.33) rispetto a A. Si ha:

(VIIL.2.34)

NR 37 akav Ny, 37 a)\Lk+N£ 37 Bka+ Nc 7 aka_
o AR, A TV ONL, OA k=1 3AD, 9N k=1 OAG, oA
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Dalla (VIII.2.34) si ottiene:

Ng R, N L, Np D, Nc G
_ 3 L c

ViL235) F 2 k5 92 k.o 9 k. o 9 X
k =1 aARk Z k=1 BALk Z k=1 3>\Dk Z k= BAGk Z

Ponendo @ si ha quindi:

N Np

(z) RIS (7) pe (2)
(VIII.2.36) k§1 S(Rk) +k§1 S(Lk) _k§=:l S(ck) -k§=:] S(gm; i

=A

=<}

La (VIIL.2.36) é la prima relazione invariante delle sensibilita ed
é relativa ad una funzione di rete del tipo impedenza. ‘Procedendo nello
stesso modo, si trova che, nel caso di una funzione di rete H di tipo
qualsiasi, si ba:

NR NL NC

ND
(H) (H) C Q(H) (H)
\Y% 7 + B8 = X - =
(VIIL.2.37) kgl S(nk) = S = S(Ck) kEl eng €

in cui: € =1 se H ha le dimensioni di un'impedenza; € =-1 se H ha
le dimensioni di un'ammettenza; € =0 se H & adimensionale.

Relazioni di grande importanza pratica nell'analisi dei circuiti possono essere
ottenute mediante procedimenti del tipo precedente. In particolare, si ottengono rela-
zioni che legano le sensibilita al tempo di transito, come & gia stato messo in eviden-
za nel cap.VI (osservazione VI.7.4). Per ulteriori dettagli si veda K. Geher, op. cit.,
§ II1.2 e P.Penfield, R.Spence, S.Duinker, ¢« Tellegen's theorem», monografia del
Massachussetts Institute of Technology.

Esempio VII1.2.2
Verificare la validita della della (VI11.2.37) sulle sensibilita calcolate nell'e-
sempio VIII.2.1.

Poiché in questo esempio la funzione di rete considerata e una funzione di tra-
] e di tra-
sferimento in tensione, il valore di € della formula (VIII.2. é Pertanto deve

essere:

(H) (H)

(H) (H) _
+ S S(C) S(gm)

S -
(Rp T PRy

Infatti, dai valori ottenuti nell'esempio VIII.2.1, si ha:

sCR, sCR,

= + 1 + 1=0
sCRli'l sClel
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ell'effetto complessivo della variazione dﬂom}
i

L'individuazione delle sensibilita della funzione di rete,rispetto
alle variazioni dei valori dei componenti, ci fornisce il legame tra la va-
riazione relativa della funzione e le variazioni relative dei valori dei

o ~ AN T et ——e) . .
tesi, d'altra parte, € sempre accettabile in-quante-lo-scepodell'analisi
che facciamo & quello di verificare che la variazione della funzione di
rete sia entro limiti accettabilif

Il legame in questione & il seguente: vm\um % W"-/
@ g® i
k=1 (Fi) F,

in cui H & la funzione di rete considerata, F, ¢ il valore del suo k-esi-
mo componente ed N ¢ il numero complessivo dei componenti

i [dati di partenza sono le leggi di variazione dei valori @) e la
conoscenza delle sensibilita (S [\ calcolate, ad esempio, con il meto-
' viluppato nel paragrafo pr nte. A partire da questi dati, si trat-
ta di determinare la legge di variazione di(H) e stabilire, se possibile,
dei limiti sulle tolleranze dei componenti in modo che AH/H rimanga en-
tro limiti preassegnati con una certa probabilita.

Per stabilire questi limiti, occorre distinguere il caso in cui il
circuito é senza memoria, e quindi la funzione di rete e le sensibilita so-
no quantita reali, da quello pid comune in cui il circuito & con memoria
ed & analizzato con il metodo dei fasori. In quest'ultimo caso interessa-
no separatamente le variazioni del modulo e dell'argomento di H, per cui

o oo ateote A |

@ (VIIT.3.1) diviene: =~
H| | N F |
i__j =/ > Re [S:};)J : :
|H |/’ k=1 k ¥ i
(VIIL.3.2) ./ |
ul w 2 F
A{Arg[H]} =kz-1 Im [S(pk)]

In ambedue i casi si ottiene una quantitad variabile, legata alla
funzione di rete, che risulta una combinazione lineare delle variazioni
relative dei componenti. Possiamo riunire in una sola espressione le
precedenti, come segue:

G.MARTINELLI-M.SALERNO: Fondamenti di Elettrotecnica 89
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N AF,
VIII. 3. = 5
( 3.3) Yol 2 F,

La soluzione del problema di individuare i limiti da assegnare

alle tolleranze dei componenti per mantenere entro_variazioni accettabi-
e

li Ta funzione di rete, pud essere ottenuta in vari modi.|Ne descriveremo

brgmg_te_d;,smm usati, rimandando per ulteriori dettagli a
testi s ecializzati (1),

Viil.3.1 Woﬁsﬂca. f/J cL

Le variazioni relative AF, /F, possono considerarsi = variabili
statistiche, caratterizzate da una propria legge di probabilita, dipenden-
te dal processo di fabbricazidne.[ Si ricorda che una variabile statistica
reale x @& caratterizzata dalla propria funzione densitad di_probabilita
p(x), che fornisce facilmente qual'& [a probabilita che la variabile cada

in un certo intervallo di valori; precisamente detto [x, xz] tale inter-
vallo si ha: S

Y(VII[..3.4) Pix50x,) =f x p(x) dx

*1

In particolare deve essere:
(VIII.3.5) P(-o, ®) =1

Quantita globali caratteristiche associate alla variabile statistica sono
il suo valore medio x, e la sua varianza o, definite da:

./‘m Voloee wiealis

0

(VIIL.3.6) Xg = x p(x) dx

(VIIL3.7) & =f (x-x)? p(x) dx Ve ouce.

-

Le funzioni densita di probabilita che & sufficiente considerare nel caso
presente sono quella uniforme e quella gaussiana; tali funzioni sono de-
finite nel modo seguente:

(1) - Si veda ad esempio: K. Geher, op. cit. pp. 78-82.
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densita di probabilita uniforme:

(x) = (x| < df |
Wogy bled
(VIIL.3.8) ’px) = 0 | [Tx|>d |
d? —
con x,=0 e o?=— i 1
: |
densita di probabilita gaussiana a valor medio nullo:
X2
1 - —
(VIIL.3.9) p(x) =—— e 202 varianza = o)

Nella _maggior parte dei casi, le variazioni relative dei valori dei
componenti | AF, /F,| possono consnderarsx delle variabili statistiche a-

PN

venti densita di probab abilita umforme ctascuna di esse & caratterizzata

da una propria varianza pan a oy )

La quantita o, invece, pua essere considerata come una varia-
bile gaussiana, in quanto é una combinazione lineare di piu variabili
statistiche; 1'approssimazione & tanto maggiore quanto maggiore & il nu-
mero N dei componenti(!). I valor medio di p & nullo, in quanto sono
nulli i valori medi delle variazioni relative dei componenti; la sua va-

rianza vale, con riferimento alla (VIII.3.3):

N
(VIIL.3.10) o2 =3 al o

Tenendo conto della (VIII.3.9) si puo calcolare la probabilita che p sia
superiore, in valore assoluto, ad un valore prefissato ¢; tale probablll-

ta vale:

(VIIL.3.11) 1-—/ _2_ du f
2

La funzione (VIII.3.11) & disponibile nella letteratura t tecnica‘!). In par-
ticolare si ha una probablllta dell'un percento per € = 2, Sop e dell'uno

permille per € = 3 3 j

(1) - Si veda un qualsiasi testo di probabilita e statistica.
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Le espressioni (VIII,3. 10) e (VILL.3.11) permettono di risolvere
il problema dell"analisi dell'effetto delle tolleranze dei componenti sul-
la “funzione di rete di un 1 circuito] Tnfatti, con il metodo descritto nel pa-

agrafo precedente, siamo in grado di calcolare le sensibilita della fun-

tone di rete rispetto a tutti 1 componentl e quindi le quantita a, della

formula (VII[.3:3)[Dalla conoscenza del processo di fab’brl_C_azm.ne,_co-
mrl d, delle (VIIL.3.8) e quindi delle varianze &) ‘Per-

tanto, tramite la (VIfI' 3.10) possiamo determinare o, ed infine dalla for-
mula (VIII 3. H) posstamo valutare, per ogni valore €, qual'é [a probabi-
lita che p superi e.

Un caso particolare 1mportante é quello in cui le tolleranze so-
no uguali per tutti i componenti, cioé dk = d; dalla (VIIIL.3.8) e (VIIL.3.10),
risulta: L

(VIIL.3.12) oc? =

d2
PRk

nMZ
»
[l X}

In tale caso, accettando uno scarto dell'uno percento:

(VIIL.3.13) ¢ wiBP z a2-d

ﬁ k=

La (VIII.3.13) fornisce quindi il valore di p non superato perpiu dell'u-
no percento dei casi, per un circuito costituito da componenti aventi una
tolleranza d.-

E interessante analizzare, nella (VIII.3.13), come cresce il va-
lore € con il numero dei componenti. Se le quantita a,, dipendenti dal-
le sensibilita, sono all'incirca di uguale valore, allora € cresce con la
radice quadrata di N. Se invece c'é un valore di a, dominante, il valore
di € tende a dipendere solo da questo ed a dipendere poco da N.In ogni
caso & da tenere presente che la formula precedente vale se N é suffi-
cientemente grande (magglore di 5). Nel caso di N piccolo si pus utiliz-
zare il metodo del caso peggiore, che tratteremo nel § VIII.3.3.

Osservazione VIII.3.1°

11 metodo dell'analisi statistica & particolarmente utile nel caso che i compo-

. nenti siano numerosi. Un caso tipico di applicazione & quello dei circuiti integrati. In
questo caso perd ¢ lontana dalla realta l'ipotesi di variazioni dei componenti statisti-
camente indipendenti. Infatti & insita nel processo di fabbricazione una correlazione
fra i vari componenti. Di tale correlazione si pud tenere conto, complicando la tratta-

zione precedente. Si rimanda per dettagli su questo punto a testi specxahzzau( ),

(1) - Si veda ad esempio K. Geher, op. cit., pp.77-82.
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VI11.3.2 - Analisi con il metodo Monte Carlo. ] } ‘\\:)

La determinazione delle proprietd statistiche della funzione di
rete a partire dalla conoscenza del circuito e dalle proprieta statistiche
dei componenti, pus essere effettuata con precisione con il metodo Mon-
te Carlo. Questo metodo consiste nell'effettuare 1'analisi del circuito in
un numero considerevole di casi, facendo assumere ai componenti valo-
ri opportuni, entro i loro limiti di variazione stabiliti dalle tolleranze.
E evidente che il vantaggio principale del metodo & l'esattezza delle
informazioni che si possono ottenere sul legame tra la variazione della
funzione di rete e le variazioni dei componenti. Lo svantaggio principa-
le & l'impegno di calcoli richiesto. Il problema pnnc1pale che blsogna
risolvere & quello della scelta dei valori da assegnare ai componenti e
del numero dei casi da considerare. L'impegno di calcoli puo essere ri-
dotto drasticamente utilizzando il fatto che i vari circuiti da analizzare
differiscono di poco, come viene fatto ad esempio nell'ambito dell'algo-
ritmo di Branin-Wang(!),

o\
VI11.3.3 - Analisi con il metodo del caso peggiore. L

[l metodo piu semplice per trattare il problema della determina-

nazione dell'effetto delle tolleranze dei componenti & quello di indivi-

(Jwiuauwwummﬂa.mm Tali varia-
' ituazione peggiore che si-pud
Con riferimento alla (VIII.3.3) ed indicando con (AF /Fk) e

min

(OF \/F ) max lwmummmm

k-estmo, si ha:

S ol BN o Ta.
N AF®) Ny AF™
p.. =2 aép) + 2 ai((")
max k=1 E® k=1 F.(®)
k max k min
(VIII.3.14) L
Nn AR Np AR®
p. =32 a® 4+ 3 a®
B gy K Fk(n) kel * Fk(p)
max min

in cui con gli indici p ed n si indicano rlspettlvamente i componenti

aventi la quantitd a, positiva ovvero ne ed N_ siindica

il loro numero.

(1) - Si veda ad esempio F.K.Kuo, W.G.Magnuson, « Computed oriented circuit designys,
Prentice-Hall, 1969, pp. 99-101.

La cultura & un bene dell'umanita (fantomasping@libero.it)



710 + Analisi dell'effetto complessivo della variazione dei compoﬁenti Vi3

Nel caso particolare in cui la variazione minima del valore dei
componenti sia uguale in ampiezza e di segno contrario alla variazione
massima, cioé quando (AF,/F,) e == (AF, /F) .1=Id | le (VIII.3.14)

si nducono a:

N [/
(VIIL.3.15) (-p.,,., S P = & Iakldkj
k =1 s

Me stesse per_ tutti i componenti; precis a formu-
la (VIII.3.15) diviene:|

R e D2, In /'

I
!
| o

- (VIIIL.3.16)

E interessante analizzare, nella (VIII.3.16), la dipendenza di.

Puax € Ppin 42 N.[Vediamo che se le quantita a, sonoall'incirca di u-
wmplezza Prax_€ Ppin_crescono proporzionalmente ad N. Inoltre,
se una quantita a, & 'a‘o"ﬁimantel la sua influenza & molto meno marcata
che nel caso del metodo statlsnco_.j Da queste considerazioni st deduce
che il metodo del caso peggiore & conveniente nel caso di N piccolo,

quando del resto non & usabile il metodo statistico)

Esempio VIII.3.1

Per il circuito considerato nell'esempio VIII.2.1 calcolare le variazioni massi-
ma e minima del modulo della funzione di trasferimento in tensione nelle seguenti ipo-
tesi:

1) I valori dei componenti sono: R; =R, =100, c=10"% (Q, F);
2) La frequenza & pari a: f=1000Hz;

3) Le tolleranze dei componenti sono tutte pari all'un percento.

Nel caso presente occorre utilizzare la prima delle (VIII.3.2). Pertanto si ha:

Vu A|u| H
H=—; p = ; —Re[S:)] d = 0,01
v ||
Effettuando i calcoli si ottiene:
- sCR, iwCR1
Re[s(R )] = Re [s(c)] = Re|-—— =Re| ~———— |=
sCR;+1 v jwCR, +1
a?C2 R (27 1000 107 * 100)? (0,628)2 028

FCERI+1 (27 * 1000° 105 * 100)2 + 1 (0,628)% + 1
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Relsp) = Re [s,] = 1

(8
Pertanto i valori di a, sono i seguenti:

a, =-0,28 a, =-0,28 ; a, =1 a, =1
Utilizzando la (VIII. 3.16) si ha:

—AIH’ Al (0,28 40,28 + 1+ 1) = 0,0256
e =0,01(0,2840,28+1+1) =0,
|l Wl /.
max mm

Quindi la variazione massima e minima del modulo della funzione di trasferi-
mento & uguale al 2,56 percento. L'uso del metodo del casopeggiore & giustificato dal-
la presenza di solo quattro componenti. \ ) P 1)) )

o d U0 s Yau

i \ (‘l\.‘ ‘\.,\ ] o y 8
0 T Y

Vill.3.4 - Analisi automatica: programma VAR,

Nella grande maggioranza dei casi, per la mole dei calcoli richie-
sti, la determinazione dell'effetto delle variazioni dei componenti sulla
funzione di rete pud essere effettuata esclusivamente per mezzo del cal-
colatore numerico. Per questo motivo, nel seguito, verradato un esempio
di programma di calcolo adatto a tale scopo, del quale verra fornito lo
schema a blocchi. [l metodo seguito consiste nella determinazione delle
sensibilita rispetto ai componenti, utilizzando il metodo della rete ag-
giunta, che, come & stato detto nel § VIII.2.2, presenta particolari requi-
siti di accuratezza e semplicita; successivamente verrd determinatol'ef-
fetto complessivo sulla funzione di rete, utilizzando il metodo statistico
(descritto nel § VIII.3.1) e il metodo del caso peggiore (descritto nel
§ VIIL.3.3).

Per ragioni di semplicita e poiché lo scopo & solo quello di dare
un'idea del modo di procedere, la trattazione verra limitata a:

1) Circuiti senza memoria; in base a tale limitazione i componenti pre-
senti nel circuito sono solo resistori, generatori di corrente controllati
in tensione e nullori. Tale limitazione permette di escludere ogni dipen-
denza dalla frequenza, sia per le grandezze elettriche sia perle sensibi-
lica.

2) Funzioni di trasferimento in tensione; in base atale limitazione & pre-
sente nella rete un solo generatore indipendente di tensione ed inoltre
devono essere indicati i nodi relativi ai morsetti di uscita.

La cultura & un bene dell'umanita (fantomasping@libero.it)



712 Analisi dell’effetto complessivo della variazione dei componenti VL3

3) Variazioni dei componenti a distribuzione statistica di tipo uniforme
e caratterizzate dai valori d, delle tolleranze. Pertanto le formule uti-
lizzate per valutare 1'effetto complessivo delle tolleranze dei componen-
ti sulla funzione di rete sono le seguenti (derivanti dalla VIII.3.13 e

e VIII.3.15):

N
€T % kz:la
(VIIL.3.17) N
p= = la|
k=1
ove:
H
k—SEF)) d
vu
H=— 3
Vi
F _/Rk
" )
\gmk
e=AH/H ;

p=(SH/H)__ =- (AH/H)

€, & una quantitd che di-
pende da qual'é la probabilita che
la variazione relativa di H per il
circuito realizzato superi in valo-
re assoluto il valore di € (ad e-
sempio nel caso chetale probabi-
lita sia dell'l1% si ha € =2,5/3).

Trattandosi di - una rete
senza memoria, 1'analisi verra ef-
fettuata per mezzo del programma
NODI, descritto nel § 7 del Cap.IL
Tale programma verrd utilizzato
due volte, la prima per analizza-
re la rete assegnata, la seconda
per analizzare la rete aggiunta.

Lo schema a blocchi a
grandi linee del programma VAR &
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nel metodo statistico

nel metodo del caso peggiore

I - Ingresso dati del circuito as-
segnato

]

AN1 - Analisi del circuito asse-
nato

Programmi NODI e GAUSS)
[

S1 - Calcolo delle seguenti tensioni:

- in uscita

- ai capi dei resistori

- sui rami di controllo dei ge-
neratori controllati

)
AG - Determinazione della rete ag-
giunta
[N

AN2 - Analisi della rete aggiunta
(Programmi NODI e GAUSS)

)

S2 - Calcolo delle seguenti tensio-
ni della rete aggiunta:
- ai capi dei resistori
- sui rami di controllo dei ge-
neratori controllati

1

SEN - Calcolo delle sensibilita
mediante le formule
(VIII.2.27) e (VIIL.2.32)

1

EPS-RO- Calcolo di € e p median-
te le formule (VIII.3.17)

1

U - Stampa dei risultati

Fig.VIIL.3.1 - Schema a blocchi a grandi
linee del programma VAR.
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riportato in fig. VIIL.3.1. Di seguito viene fornita una descrizione detta-
gliata di ciascun blocco, utilizzando, ove necessario, degli schemi a
blocchi piu dettagliati.

Blocco 1.

In tale blocco vengono assegnati i dati di ingresso del program-
ma. Tali dati sono in gran parte gli stessi previsti dal programma NODI,
con le seguenti modifiche:

1) per ogni componente, deve essere assegnata la relativa tolleranza;
pertanto, detto NR il numero dei resistori, occorre assegnare un vetto-
re DR(K), K=1,2,..., NR delle relative tolleranze ed inoltre, detto
NCT il numero dei generatori di corrente controllati in tensione, occor-
re assegnare un vettore DCT(K), K=1,2,..., NCT dellerelative tolle-
ranze;

2) il numero dei generatori indipendenti di tensione deve essere solou-
no; pertanto, detto NT tale numero, deve essere NT=1; il valore di
tale generatore T (1) & arbitrario;

3) deve essere nullo il numero NC dei generatori indipendenti di cor-
rente;

4) devono essere assegnati i nodi corrispondenti ai morsetti di uscita,
relativi alla tensione VU; tali nodi devono inoltre essere distinti in
quello positivo (NUPOS) e in quello negativo (NUNEG).

R(K), DR(K)
NI(K) o AA,——N2(K)
t VR(K) -
NTI(1) NNKEK) NN3(K) NUPOS
—o +
+
™ @ NN2(K) 3 ENN«K) Lo
NT2(1) NCT1(K) NCT3(K) NUNEG
+
" VC(K) $‘1=CT(K)'VC(K)
- DCT(K)
NCT2(K) NCT4(K)

Fig.VIll.3.2 - Circuito considerato nel programma VAR; accanto ad ogni com-
ponente é indicato il relativo valore e la relativa tolleranza.

La cultura & un bene dell'umanita (fantomasping@libero.it)



714 Analisi dell’effetto complessivo della variazione dei componenti ViilL.3

In fig. VIII.3.2 viene indicata schematicamente la rete generica
considerata nel programma VAR, con l'indicazione dei simboli usati.

Blocco ANI.

Tale blocco, utilizzando i programmi NODI e GAUSS, descritti
nel Cap. II, effectua 1'analisi su base nodi del circuito assegnato.Detto
N il numero dei nodi, escluso il nodo di riferimento, tali programmi ef-
fettuano il calcolo di un vettore B(K), K=1, 2, ..., N i cui elementi rap-
presentano le tensioni di ciascun nodo della rete rispetto al nodo di ri-
ferimento. Viene inoltre calcolato un ulteriore elemento di tale vettore
e precisamente B(ND), ove ND =N + 1; taleelemento &parialla cor-
rente nel generatore di tensione; esso non verra utilizzato nel seguito.

Blocco SI.

Tale blocco effettua il calcolo della tensione di uscita VU, del-
le tensioni ai capi dei resistori, VR(K), K =1, 2,..., NR, e delle ten-
sioni sui rami di controllo dei generatori controllati, VC(K),K=1,2,...
..., NCT. Con riferimento ai simboli indicati in fig. VIII.3.2, lo schema
dettagliato di tale blocco é indicato in fig. VIIL. 3.3.

VU = B(NUPOS) - BINUNEG)

k]
K=1 K=1
K1 = N1(K) t K1 = NCTI(K)
K2 = N2(K) K2 = NCT2(K)

VR(K) = B(K1) - B(K2) [K=K+1 ] [K=K+1 I VC(K) = B(K1) - B(K2)

s1 si

Fig.VIll.3.3 - Schema dettagliato del blocco Sl di fig.VIIL.3.1.

Blocco AG.

Tale blocco effettua la determinazione della rete aggiunta a par-
tire dai dati del circuito assegnato. Le operazioni necessarie a tale sco-
po sono le seguenti:
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1) Disattivazione del generatore di tensione; cio equivale a porre in cor-
to-circuito i morsetti di ingresso della rete. Cid si puo ottenere ponendo
T(1) =0;

2) Attivazione di un generatore di corrente di valore unitario connesso
fra i morsetti di uscita; cid si puo ottenere ponendo il numero dei gene-
ratori indipendenti di corrente NC uguale ad uno, assegnandoatale ge-
neratore un valore C(1) =1 e infine ponendo NC1(1) = NUNEG e
NC2(1) = NUPOS;

3) Scambio dei morsetti di controllo con quelli controllati nei generatori
dipendenti; cid si pud ottenere scambiando tra di loroi vettori NCT1 (K)
e NCT3(K) edi vettori NCT2(K) e NCT4(K), con K=1, 2, ..., NCT;

4) Scambio dei morsetti corrispondenti ai nullatori con quelli corrispon-
denti ai noratori; cio si ottiene scambiando tra di loro i vettori NN1 (K)
e NN3(K) edi vettori NN2(K) e NN4(K), con K=1,2,..., NN.

Lo schema dettagliato del blocco AG é riportato in fig. VIII. 3.4.

NC=1
C()=1.0
NCI (1) = NUNEG
NC2 (1) =NUPOS

K=1 K=1
K1 =NCTI(K) K1 =NNI(K)
K2 =NCT2(K) K2 = NN2(K)
NCT1(K) = NCT3(K) NNI(K) = NN3(K)
NCT2(K) = NCT4(K) } | NN2(K) =NN4(K)
NCT3(K) =K1 NN3(K)=K1 |
NCT4(K) = K2 K- Kjﬂ NN4(K) =K2 . m

si si

Fig.V|||.3‘.4 - Schema dettagliato del blocco AG di fig.VIIL 3.1,
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Blocchi AN2 e S2.

Tali blocchi sono del tutto analoghi ai blocchi AN1 e S1, salvo
che si riferiscono alla rete aggiunta. Il primo di essi utilizzando nuova-
mente i programmi NODI e GAUSS analizza lareteaggiunta su base no-
di; il secondo, utilizzando uno schema simile a quello di fig. VIII. 3.3, ef-
fettua il calcolo delle tensioni sui resistori e sui rami di controllo dei
generatori controllati, per la rete aggiunta. Tali quantita verranno indi-
cate mediante i vettori VRA(K), K=1,2,...,, NRe VM(X), K =1, 2, ...
..., NCT, rispettivamente.

Blocco SEN.

Tale blocco effettua il calcolo delle sensibilita della funzione di
rete H rispetto ai componenti; esso non presenta alcuna difficolta, poi-
chié le quantitd necessarie sono state tutte determinate nei blocchi pre-
cedenti. Dette percid SR(K), K =1,2,..., NR lesensibilita rispetto ai
resistori e SCT(K), K =1,2,..., NCT le sensibilita rispetto ai gene-
ratori controllati, lo schema dettagliato del presente blocco, ottenuto
sulla base delle formule (VIII.2.27) e (VIII.2.32), & riportato in figura
VIIL 3.5.

K=1
SR(K) =- VR(K) ¥ VRA(K)
SR(K) = SR(K)/ (R(K) * VU) K=K+1 I
A%
SCT(K) = VC(K) % VM(K)
SCT(K) = SCT(K) ¥ CT(K)/ VU K=K+1 |

K =NCT

si

Fig.VIIl.3.5 - Schema dettagliato del blocco SEN di fig. VIIL.3.1.
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Bloceco EPS-RO.

Tale blocco effettua il calcolo dei parametri € e p, inbaseal-
le formule (VIII.3.17); il valore €  che compare in tale formula & scel-
to in base alla probabilita di scarto del circuito realizzato, cio&alla pro-
babilita che la variazione in valore assoluto della funzione di rete di ta-
le circuito rispetto al valore nominale superi la tolleranza massima ac-
cettabile. Il diagramma dettagliato, che non presenta alcuna difficolta,
é riportato in fig. VIII. 3.6.

EPS=0
RO =0
K=1 K=1
Al = |SR(K) | % DR(X) Al = [SCT(K) | ¥ DCT(K)
EPS=EPS+ Al x Al EPS =EPS + Al ¥ Al
RO =R0 + Al K=K+1| RO =R0 + Al
@ no ‘ no @
si si

EPS =EPSO * i EPS

!

Fig.VIIl.3.6 - Schema dettagliato del blocco EPS-RO di fig. VIIL3.1.

Blocco U.

Tale blocco effettua la stampa dei dati d'interesse della rete.
Tali dati, oltre alle tensioni sui vari componenti, sono le sensibilitd e
le grandezze € e o

VIill.4 - Ottimizzazione delle prestazioni di un circuit

Lo schema finale di un circuito, che soddisfi le specifiche as-
segnate, si ottiene mediante un procedimento logico di progetto del tipo
di quello mostrato schematicamente nella figura 1 della premessaal pre-
sente testo. Da questa figura vediamo che il primo passo del progetto &
quello di ottenere uno schema iniziale del circuito, utilizzando un op-
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portuno procedimento di sintesi, basato su modelli semplificati dei com-
ponenti. Tale schema iniziale, tuttavia, non soddisfa nella maggior par-
te dei casi le specifiche assegnate. Di conseguenza occorre intervenire
ulteriormente per migliorare le prestazioni del circuito con un procedi-
mento iterativo che consiste, in linea generale, nei seguenti passi:

1) nell'analizzare il circuito ottenuto;

2) nel valutare le prestazioni di tale circuito mediante il calcolo di una
opportuna quantita positiva (funzione obiettivo);

3) nel variare i suoi parametri liberi, cioé i valori dei suoi componenti,
in modo sistematico, ottenendo un nuovo circuito, avente prestazioni mi-
gliori.

La prima operazione pué essere effettuata utilizzando i metodi
sviluppati nei capitoli precedenti. Per le altre due operazioni, si tratta
di precisare il modo con cui ottenere la funzione obiettivo ed i metodi
per variare in modo sistematico i valori dei componenti in modo da mi-
gliorare le prestazioni.

Per quanto riguarda la funzione obiettivo, occorre tenere presen-
te che con essa si devono valutare in modo quantitativo le prestazioni
del circuito; pill precisamente essa permette di esprimere numericamen-
te di quanto il circuito si discosta dalle specifiche assegnate. In gene-
rale, le prestazioni che interessano sono:

1) la realizzazione di una funzione di rete secondo un andamento asse-
gnato. Usualmente le specifiche di tale funzione riguardano il dominio
dei fasori e quindi il comportamento della funzione in un intervallo di
frequenze assegnato;

2) la complessita del circuito, con particolare riferimento al numero di
componenti costosi, alla sua integrabilita, ecc.;

3) la dispersione del valore dei componenti;

4) le tolleranze richieste ai componenti, misurate attraverso le sensibi-
‘lita della funzione di rete rispetto ai componenti stessi;

5) il consumo di potenza, se nel circuito vi sono componenti attivi, che
richiedono di essere polarizzati;

6) il rumore introdotto;
7) la distorsione non-lineare della risposta.

Per ragioni di spazio, limitiamo la trattazione solo alla prima
prestazione. In questo caso, detta H(w) la funzione di rete realizzata
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dal circuito ed H (w) la funzione assegnata dalle specifiche,le funzio-
ni obiettivo pid usate sono le seguenti due (!):

errore quadratico medio:

(VIIL 4.1) EQM =/w2W(w) H, (w)-H(w)|? dw
“1

incui w, ed w, sono gli estremi dell'intervallo delle pulsazionid'in-
teresse e W(w) é la funzione peso; tale funzione peso, sempre positi-
va, ha lo scopo di variare l'importanza della risposta lungo l'intervallo
di frequenze d'interesse. In molti casi, l'errore quadratico medio viene
valutato su un numero discreto di pulsazioni, cioé:

M
(VIIL4.2) EQM= 3 W [H (w)-H(w)|?
i=1

deviazione massima:

(VIIL 4.3) DM= max {W(w):|H (w)-H(w)|}
w S < @,

Per quanto riguarda il modo sistematico di variare i componenti
al fine di migliorare le prestazioni del circuito, osserviamo che esso
consiste nel ricercare il minimo della funzione obiettivo, considerata co-
me funzione del valore dei componenti stesi. Detta pertanto E la fun-
zione obiettivo ed F_ il valore del k-esimo componente (con k=1, 2,...
..., N), occorre consiﬁerare la funzione di pid variabili E(Fl,F ity il
introducendo il vettore F avente come componente k-esima 4 valore
F,, tale funzione pué essere indicata in modo pid compatto con la no-
tazione E(F). Sviluppiamo in serie di Taylor la funzione E nell'intor-
no di un suo punto F . Si ha:

N /3E
(VIIL4.4) E(F,+AF)=E(F)+ = (— - AF, +
’ k=1\9F, F=F,

i X Rr7 9% 1
+= 3 3 (z=—==) ‘AF_-AF+...=E(F)+VE' -AF+-AF' [S]AF+...
2 x=1j=1\OF, OF, /g ¢ : 2

3 4

(1) - La funzione di rete e, nel dominio dei fasori, una quantita complessa; puo essere
percio considerata sia parzialmente (parte reale, parte immaginaria, moduio, argomen-
to), sia complessivamente.
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in cui: VE ¢& il gradiente della funzione obiettivo rispetto al valore dei
componenti, calcolato in corrispondenza a F, cioé:

9E
(VIIL4. 5) VE (K) =< _>

aFK F= FO

ed [S) ¢ la matrice Hessiana della funzione obiettivorispetto al valore
dei componenti, in corrispondenza al punto F, cioé:

(VIIL 4.6) S(K J)—< L >
. "7\ 9F " 9F, F=F,

E evidente che, se F  corrisponde ad un punto di minimo,siha:

(VIIL4.7) E(F, + AF) > E(F,)

qualunque sia AF. Pertanto, in base alla (VIII.4.4), si ottiene la se-
guente proprieta:

Proprieta VII1.4.1 - «/n corrispondenza ad un punto diminimo, il gradien-
te della funzione obiettivo & nullo e la matrice Hessiana [S] & una ma-

trice definita positiva‘ls.

Questa proprieta & la base della maggior parte dei metodi di ot-
timizzazione, cioé dei procedimenti sistematici per variare i valori dei
componenti fino a raggiungere il minimo della funzione obiettivo.

Nel seguito descriveremo uno dei pid semplici di tali metodi,
con lo scopo soprattutto di mettere in evidenza la natura dei procedi-
menti di ottimizzazione, rimandando per gli altri alla letteratura tecni-
ca, come precisato nei riferimenti bibliografici.

VII1.4.1 - |l metodo del gradiente.

Il metodo del gradiente si basa sull'osservazione che la massi-
ma variazione della funzione obiettivo, nello spazio dei valori dei com-
ponenti, si ottiene lungo la direzione del gradiente VE. In particolare,
si ha una diminuzione della funzione obiettivo se ci spostiamo nel ver-

(1) - Si ricorda che una matrice [S] é definita positiva se, qualunque sia il vettore x,
risulta:

xt[s] x>0
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sodi — VE. Tenendo conto di questa proprieta, risulta immediato orga-
nizzare un procedimento di ottimizzazione a partire da un valore F, del
vettore dei componenti, nel modo seguente:

1) Calcolare il gradiente VE nel punto F = F; tale gradientesia VE ,
2) Variare il valore dei compdnenti nel seguente modo:

(VIIL4.8) F=F -aVE,

individuando il valore del parametro positivo a, in modo darendere mas-
sima la riduzione della funzione obiettivo. Sia a, tale valore. Quindi il
nuovo valore di F é il seguente:

(VIIL4.9) F,=F, -a VE,

1

3) Applicare ripetutamente i passi 1) e 2), individuando nuovi valori del
vettore F in corrispondenza ai quali la funzione obiettivo & via via mi-
nore.

Dall'esame del procedimento suddetto, risulta chiaro che 1'appli-
cazione del metodo del gradiente richiede 1'uso dei seguenti due algo-
ritmi:

1) un algoritmo per il calcolo del gradiente della funzione obiettivo;

2) un algoritmo per la minimizzazione della funzione E (F) quando F va-
ria secondo la legge (VIII.4.8); in tal caso la funzione obiettivo dipende
dall'unico parametro a e pertanto quest'ultimo problema consiste nella
minizzazione di una funzione di una sola variabile.

Esaminiamo in dettaglio i due algoritmi nei prossimi paragrafi,
tenendo presente che, per la mole dei calcoli richiesti e per la natura i-
terativa del procedimento, la loro applicazione & possibile esclusivamen-
te mediante 1'uso di mezzi automatici di calcolo.

VIil1.4.2 - Calcolo del gradiente della funzione obiettivo nel caso della
funzione di trasferimento in tensione.

Il calcolo del gradiente della funzione obiettivo rispetto ai com-
ponenti di una rete dipende, ovviamente, sia dal tipo di funzione di rete
considerata, sia dal tipo di funzione obiettivo. Nel caso presente consi-
dereremo il caso in cui la funzione di rete & rappresentata dal modulo
della funzione di trasferimento in tensione, mentre la funzione obiettivo

coincide con la EQM, definita nella (VIIL. 4.2). Tale caso particolare &
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tra i pit importanti dal punto di vista delle applicazioni ed inoltre costi-
tuisce un esempio da seguire nel caso di situazioni diverse.
Con riferimento alla fig. VIII.4.1, sia:

(VIIL4.10) H(jo)=Iv,Gw)l, _,

mentre la funzione obiettivo sia la seguente:

B M
(VIIL4.11) E= 2 V[ lv,Gw) |- T2

ove T, rappresenta il valore richiesto per il modulo della funzione di
trasferimento alla pulsazione w, .

La componente j-esima del gradiente & pari alla derivata della
funzione E rispetto al valore F, del componente j-esimo. Quindi, de-
rivando la (VIII.4.11) rispetto a F’., si ha:

(VIIL.4.12) = %
ofi 9F, k=

i

MZ Ivu(j a)k)l-Tk . . v, (jw,)
=2 v — . jw) ————
| L Gepl elvi(jwo) 3F,

9 . .
1 " a_F,— v, viGe)) V- T} =

in cui l'asterisco indica il complesso coniugato della quantitaa cui éap-

plicato.
Fig.V|'||.4.'| - La funzione di + o+
rete d'interesse é: SR s Rete v (o)
v, (@ 9=t @ | 2pome | "0
v, (j@)

Dalla (VIII.4.12) si deduce l'importante proprieta,secondo la qua-
le il gradiente della funzione obiettivo puo essere calcolato direttamen-
te a partire dalle derivate della funzione di rete rispetto al valore dei
componenti. D'altra parte le suddette derivate possono essere calcolate
in modo esplicito, utilizzando il metodo della rete aggiunta,descritto nel
§ VIIL.2.1. In particolare. con riferimento ad un circuito del tipo indica-
to in fig. VIII.2.4a), la cui rete aggiunta & mostrata in fig.VII1.2.4b), si
ottengono le seguenti espressioni esplicite per le derivate rispetto ai
valori dei componenti (ricavate dalle formule VIIIL. 2.24):
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3vu_ vg Vi
3R R?
Bvu ~ vLVL
3L ' alL?
(VIIL.4.13)

Bvu
—a?zjvaVQ
Bvu

=v V
agm c m

Le formule (VIII.4.13),
insieme alle (VIII.4.12), per-
mettono di risolvere il proble-
ma della determinazione del
gradiente della funzione obiet-
tivo; il metodo che ne deriva
é adatto ad essere applicato
su calcolatore numerico. Nel-
la figura (VIII.4.2) & riportato
il diagramma a blocchia gran-
di linee di un possibile pro-
gramma adatto a tale scopo.
Esso consiste in due succes-
sive analisi in regime perma-
nente, per tutte le frequenze
d'interesse, della rete asse-
gnata; talianalisi sono segui-
te dall'applicazione delle for-
mule ricavate nel presente pa-
ragrafo.

VIll.4.3 - Minimizzazione del-
la funzione obiettivo
nella direzione del
gradiente.

Laminimizzazione del-
la funzione obiettivo E viene
effettuata lungo la direzione in

Ottimizzazione delle prestazioni di un circuito

Dati di ingresso:

- dati relativi alla rete assegnata
- indicazione morsetti di uscita
- valori di frequenza:
fl, foseens iy
- valori di Wk eT (k=1,2,...,M)

)

Analisi della rete assegnata in regime
permanente

- Determinazione di tutte le tensioni

vV, k)
con j=1,2, .... N e
k= 1,2, sses M

relative a tutti i componenti della re-
te e a tutte le frequenze d'interesse

1

Determinazione della rete aggiunta

1

Analisi della rete aggiunta in regime
permanente:

- Determinazione di tutte le tensioni
VA(, k)
con j=1,2,...,N e
k=1,2,..,. M

relative a tutti i componenti della re-
te e a tutte le frequenze d'interesse

[}

Calcolo delle derivate rispetto a tutti
i componenti (formule VIII.4.13)

DR (j, k)
con j= L 2,400 N @
k=1;2;, M
per tutte le frequenze d'interesse
)

Calcolo del gradiente della funzione o-
biettivo (formula VIII.4.12)

GRAD (j)
con j=1,2,...,N

Fig.VIll.4.2 - Schema a blocchi a
grandi linee di un programma di
calcolo del gradiente con il me-
todo della rete aggiunta, per una
rete contenente N componenti ed
effettuando i calcoli per M valori
di frequenza.
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724 Ottimizzazione delle prestazioni di un circuito Vill.4

cui essa varia pil rapidamente, cioé lungo il suo gradiente nello spazio
dei valori dei componenti. Percio detto F | il puntoiniziale da cui pro-
cedere per la minimizzazione e detto G il gradiente della funzione o-
biettivo E in questo punto, il problema & quello di determinare il valo-
re positivo di o per il quale la funzione E(F - @ G) & minima. Tale
problema & classificato fra i problemi di ottimizzazione in una sola va-
riabile e risulta molto pid semplice del problema iniziale, nel quale é ri-
chiesta 1'ottimizzazione in N variabili, nello spazio dei valori dei com-
ponenti. :
L'idea di base per minimizzare la funzione obiettivo E al varia-
re di a consiste nel calcolare tale funzione perdiversi valori del para-
metro, in modo da ottenere le informazioni utili perdeterminarne il mini-
mo. E necessario tenere presente che, ogni volta in cui sicalcola la fun-
zione E in un punto a, cio corrisponde ad effettuare una analisi com-
pleta della rete, con i valori dei componenti corrispondenti al valore a,
al fine di determinarne la funzione obiettivo. E pertanto evidente che i
metodi di ottimizzazione pil efficaci sono quelli che necessitano il cal-
colo della funzione E in un numero piccolo di Funti; da tale punto di
vista i metodi migliori sono quelli di Fibonacci'!) e quello della sezio-
ne aurea'?), per i quali si rimanda alla letteratura tecnica.

Nel caso presente, tuttavia, descriveremo un altro metodo, pid
semplice concettualmente, che consiste nello scegliere un valore o i-
niziale, positivo e sufficientemente piccolo e nel calcolare successiva-
mente il valore della funzione E nei punti a=aj,a=2a, a=4a,...
viry = 28 a,, fino ad individuare l'indice K tale per cui:

(VIIL.4.14) E(F,- 2%-1 o, 6) < E(F, - 2X o, G)

Poiche, per le proprieta del gradiente la funzione E risulta decrescen-
te per piccoli valori di a, il minimo cercato si trova nel seguente in-
tervallo:

(VIIL4.15) 222y g2t e

come messo in evidenza nella fig. VIII.4.3, ove sono evidenziati i due
possibili andamenti della funzione E(a).

Detti a, = 2Kk-24 o = 2Kk-lg o =2K a, itre valori della
variabile a considerati nell'intorno del minimoe E, E,, E, i tre va-
lori della funzione negli stessi punti, la posizione del minimo pué esse-

(1) - Si veda ad esempio: D.J.Wilde, « Optimum seeking methods », Prentice-Hall, 1964.
(2) - Si veda ad esempio: F.K.Kuo, W.Magnuson, op.cit., pp.226-228.
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Fig.VI111.4.3 - Possibili andamenti della funzione E(a) nell'intomo del minimo.

re ottenuta interpolando la funzione E(a) per mezzo di una parabola.
Cio si ottiene ponendo:

(VIIL. 5. 16) E(a)=aa?2+ ba +c

e risolvendo il seguente sistema lineare:

a% oLy 1 a E,
(VIIL5.17) a2 a, 1| |b|=]E,
ag a, 1 c E,

Il valore minimo si ha quindi per a=a_, con:
(VIIL.5.18) a =-b/(2a)

Il metodo descritto pudessere adoperato esclusivamente per mez-
zo dell'elaboratore numerico; il programma di calcolo provvede a calco-
lare piu volte la funzione obiettivo E effettuando ciascunavolta l'ana-
lisi della rete. Per effettuare i calcoli, tale programma deve possedere
il vettore gradiente nel punto iniziale, per cui deve essere precedutodal
programma descritto nel paragrafo precedente. Inoltre & necessario as-
segnare anche il valore o ; tale valore deve essere considerato come
un dato di ingresso, poiché non & indicata alcuna procedura per calco-
larlo. In effetti la scelta di a; rappresenta il punto critico di tutto il
metodo qui descritto; infatti, se viene scelto troppo piccolo, risulta ne-
cessario ripetere un numero eccessivo di volte il calcolodella funzione
obiettivo per ottenere l'intervallo di minimo; se troppo grande, otterre-
mo subito, alla prima determinazione, un valore della funzione obietti-
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726 Ottimizzazione delle prestazioni di un circuito Viil.4

vo maggiore di quello di partenza, rendendo impossibile 1'applicazione
del procedimento. Naturalmente le due eventualitad possono essere pre-
viste nel programma, sia limitando il numero massimo dei valoridi a pre-
visti, sia verificando che la prima determinazione dia luogo ad un valo-

re di E  minore di EO.

Osservazione Viii.4.1

Il metodo precedentemente indicato, per la determinazione del minimo della
funzione obiettivo lungo la direzione del gradiente, € stato semplificato al massimo e-
vitando di descrivere i numerosi accorgimenti e miglioramenti propostinella letteratura
tecnica, al fine di migliorarne la convergenza e di evitare difficolta di tipo numerico.

Un aspetto importante riguarda i valori dei componenti, che possono differire
anche di molti ordini di grandezza fra di loro; tali differenze possono rendere non effi-
cace il programma, in quanto sarebbe necessario agire con variazioni diverse a secon-
da del valore di ciascun parametro. Un modo per ovviare a ci6 é quello diusare i loga-
ritmi naturali dei valori dei componenti invece dei valori stessi; un altro accorgimento
¢ quello di normalizzare preventivamente i valori della frequenza e dei componenti, in’
modo da avere valori dello stesso ordine di grandezza. Cio risulta necessario per eli-
minare le inevitabili differenze di valori che si hanno in ogni circuito reale, ad esem-

pio, fra i valori dei resistori e quelli dei condensatori.

VIill.4.4 - Aspetto locale dell'ottimizzazione.

La funzione obiettivo ha un andamento estremamente complesso,
anche nel caso di circuiti relativamente semplici, per cui usualmente
sono presenti numerosi punti di minimo. I metodi di ottimizzazione per-
mettono solo di raggiungere il punto di minimo che si trova piu vicino al
punto iniziale. In cid consiste «l'aspetto locale dell’ ottimizzaziones.
Tale comportamento dei metodi di ottimizzazione ne costituisce la limi-
tazione pil grave, in quanto non sussiste alcuna garanzia che il minimo
locale sia quello assoluto ed il progetto corrispondente pudrisultare del
tutto insoddisfacente. L'unico modo che abbiamo a disposizione per rag-
giungere il minimo assoluto & quello di scegliere il punto iniziale vici-
no ad esso. Cio richiede di avere a disposizione valori per i componenti
vicini a quelli ottimali, cid che pud essere ottenuto solo mediante pro-
cedimenti accurati di sintesi. E quindi chiaro che il successo dei meto-
di di ottimizzazione é sempre vincolato alladisponibilita di procedimen-
ti di sintesi accurati e completi.

L'esistenza di numerosi minimi locali nei problemi di ottimizzazione circuita-

le puo essere illustrata mediante un esempio tratto dal testo F.F.Kuo e G.Magnuson,
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op. cit., che riguarda i! semplice equalizzatore di fig. VIII.4.4. Con tale circuito si vuo-

le ottenere il seguente guadagno in tensione in funzione della frequenza:
Gyl@) =5+5°107 ¢
Supponendo che interessi l'intervallo di frequenza:
106 < £ <2108 (Hz)
si considera come funzione obiettivo:
21
- 2
e= 2 [G(w)-Gyla))
i=1
in cui-
w;=2mf
f,=5°10%19+ D)
vu
— (jw)

V.
1

G(w) =10 loglo

2 2 2 2

R2 (1-@“R,C R, CH*+w (R1C1+R1C2+R2C2)

= 10 log —_—
10 2

Rl

2
1+ («R,C,)

Applicando un opportuno metodo di ottimizzazione, essendo variabili Rl’ R2, Cl’ C2e
supponendo di normalizzare le resistenze rispetto ad R e le frequenze rispetto a 106
Hz, si ottengono i risultati riportati in tab.VIII.4.1 al variare del valore iniziale dei

componenti.
Ky R
vV
C
1
+ o H 0 @ +
vl VV'V "— vu
R2 C2

Fig.VIll.4.4 - Circuito considerato per illustrare 1'aspetto locale dei pro-
cedimenti di ottimizzazione circuitale.

L'esame della tabella mette in evidenza in modo molto chiaro come piccole
variazioni del punto iniziale si ripercuotono in notevoli variazionidel valore finale del-
la funzione obiettivo e quindi in definitiva sulla bonta del progetto del circuito d'inte-

resse.
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Ottimizzazione delle prestazioni di un circuito

Viil.4

Tabella VIII.4.1 - Applicazione di un procedimento di ottimizzazione al
circuito di fig.VIlI.4.1 con vari punti iriziali.
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Valore iniziale Valore finale \f,iil:{:
dei componenti dei componenti di &
C, C2 R, R2 N C, R, R2 €
0,5 | 0,5
lof—}|—10,5]05]| 0,16016 | 0,15969 | 0,3282 0,25006 5,06
27 | 27
1|1 o3
20| — [— |1 1 0,30155 | 0,15590 | 0,81785 | 0,31239 | 1,5 °10
27 | 27
Lo || 155 -2
| —|—1,5]1,5 | 0,42766 | 0,34110 | 1,1844 1,5541 2,08°10
2w 27
*



APPENDICI AL CAPITOLO Vil

APPENDICE VIIL A - Uso della tecnica dei circuiti equivalenti in mo-
do continuo per ['ottimizzazione della sensibili-
(1) '
fa> ",

Nel Cap.VII & stata esaminata in dettaglio la possibilita di otte-
nere circuiti equivalenti dal punto di vista esterno. E evidente che i va-
ri circuiti, anche se equivalenti nel senso detto, differiscono da altri
punti di vista. In particolare, nel presente paragrafo, vogliamo applicare
questa osservazione alla determinazione del circuito che ha la migliore
prestazione dal punto di vista della sensibilita alla variazione del valo-
re dei componenti in una famiglia di circuiti equivalenti. A questo scopo
si presta particolarmente bene la tecnica dei circuiti equivalenti in mo-
do continuo, sviluppata nel § VII.A. Limitiamo la trattazione solo ai cir-
cuiti costituiti da induttori, condensatori e resistori, rimandando per det-
tagli su altri circuiti, in particolare quelli contenenti componenti attivi,
alla letteratura tecnica.

Nel caso di un circuito contenente induttori, condensatori e resi-
stori, la formula (VII.A.3), che fornisce il modo per generarei circuiti e-
quivalenti in funzione di una variabile ausiliaria v, diviene:

(VIIL.A.1) i{[G]+s[c1+ L] [F]}=[B]' {[G]+s [C]+—1 [I“]} +
dv s s

+{[GJ+s[c1+§[r1}[BJ

in cui [G] é la matrice delle conduttanze su base nodi del circuito,
s [C] & l'analoga delle ammettenze dei condensatori e 1/s [I"] quella

(1) - 11 presente paragrafo & basato sul §IV.3.2 di K. Geher, op. cit.

G.MARTINELLI-M.SALERNO: Fondamenti di Elettrotecnica 92
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delle ammettenze degli induttori. Separando i termini costanti in s da
quelli dipendenti da s eda 1/s, si ha:

.A. .
(VIIL.A.2) v [G1=[B)* [G)+[G] [B]
d[C
% = [B)* [C)+[C] [B]
v
d[I)

—— = [B]t [T"']+[I"] [B]
dv

Le (VIIL. A.2) si possono mettere in funzione esplicita dei valori
dei componenti. Precisamente, detti [FG], [FC], [F] i vettori aven-
ti come componenti i valori rispettivamente delle conduttanze dei resi-
stori, delle capacita dei condensatori e degli inversidelle induttanze de-
gli induttori, risulta, dopo aver sviluppato le (VIIL. A.2):

d [FG] d [FC)

(VIILA.3) - =[M,] [FG]) ; o - [M,) [FC)
4ET) _ y,) [Fr)
dv 3

in cui le matrici [Mk], k =1, 2, 3 dipendono solo dalla matrice B in-
trodotta nel § VIL A.

I circuiti equivalenti che hanno per componenti quelli che si de-
ducono dalle (VIII. A.3), risultano equivalenti dal puntodi vista esterno;
nel caso presente osserviamo che questo punto di vista implica una par-
ticolare funzione di rete H. Pertanto tutti i circuiti della famiglia rea-
lizzano la stessa H. Ci proponiamo di determinare quello che ha mini-
ma la seguente funzione obiettivo (per una assegnata frequenza):

n nz l’l3
(VIIL.A. 4) ¢g= Z |s§“>|2+ T |siz4 5 |s{B)]2
i=1 & i=1 i i=1 i
incui A, =1/L.
La costanza delle funzione di rete H implica che:

B dg. B dC. ng

9H 1 3H %&; 2 °H i OH dA,
ViILA.S) 2o 5 22 s 2 + s i
: ; dv.  i=1 Og, dv ¥ i=1 0C, dv i=1 oA, dv
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che, riscritta in forma matriciale e tenendo conto delle (VIII.A.3), equi-
vale a:

(VILA.6) [Q )t [M TIFG)+[Q_ ] [M,][FC] +[Q)\]* [M,]J[FI']=0

in cui le matrici [Q] hanno come componenti le derivate di H rispetto
ai valori delle conduttanze, capacita ed inverse delle induttanze.

Dalla (VIII.A.6) si deduce, derivando rispetto al valore di cia-
scun componente:

(VIILA.7) G— [Q]')[M][FH[Q]' MI[E)=0 i=12..n
X.

in cui [E,] & un vettore avente come componenti tutti zeri, con l'esclu-
sione dell'i-esimo che vale 1. Le (VIII.A.7) si riferiscono indifferente-
mente ai tre tipi di componenti, ponendo per n, [M], [Q], [F) ivalo-
ri corrispondenti ai tre casi.

Le (VIII.A.7) ci permettono di conoscere il modo in cui variano
i vettori [Qg], [Qc] e [Q)] con v. Precisamente si ha:

t v dx.
omagy 2 nnre= s U gy
dx;
= 3 [Q) MI[E,) —"=- [Q]* M)?(F)

Dalla (VIII.A.8) si deduce:
d[Q ]

-4 c

dv

(VIILA.9) =M Q) =-[M,)" Q)

v
d
Iv [Q)) =- [M,]t [Qy)]

Le (VIIL.A.9), insieme alle (VIII.A.3), ci permettonodi calcolare
come varia la funzione obiettivo con v, cioé:

(VIIL.A.10) ilis:i nzl S(H) .g(H)% 4 r; S(H) g(H)%
o v dvli=1 (& (&) i=1 (G (Cy

i3
& 3 S(H)S(H)x]
i=1 ()xi) ()\i)
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Sviluppiamo a questo scopo la derivata di una delle tre somma-
torie, tenendo conto che:

() o 13 [S(H) 1[ I dQ’]
VIII.A.11 S = — 3 :
¢ ) () " H Q"i d (")) H Q"i T 5 iy

a4 1 a d
— (H) (H)y» _ (H)x —__ g(H) s
(VIII.LA.12) dv El S(l1 S(s) 2Re [ El S(‘l)* dv S(gi)] I

2R s 5 o 1[ dg, dQs.]}
- e R = T | | T
€ i=1 g Q‘i H Q‘i dv & dv

- THEI—z Re { [FG)*[DQG] [DQG)* [M ] [FG) -

- [FG]*[DG] [DQG]* [M ]t [Q 1}

essendo: [DQG) la matrice diagonale che ha per componenti i Q_,
[DG] la matrice diagonale che ha per componenti i valori g;- Tenen o
conto della (VIII.A.12) e delle relazioni simili per gli aleri componenu

si ha:
d¢_ 5 M 0o o
=T Re { [FX]* [DQX][DQX])* | o M,] o |[FX]-
0 o0 I[M,)
(VIIL.A.13)
M1t 0 0
- [FX])* [DX) [DQX]* 0 [M,)* o |[DQx]
o 0 o [M]t
1n cuil:
[FG) ' [Q,)
[FX] = | [FC)| ; [Qx]= | [Q,]
[FT) [Q)]

[DQX] & la matrice diagonale i cui termini sono i valori delle derivate
di H rispetto a tutti i valori dei componenti; [DX] & la matrice diago-
nale i cui termini sono tutti i valori dei componenti.

La (VIII.A.13) fornisce, per ogni particolare valore della variabi-
le ausiliaria v, il valore della derivata di ¢ rispetto a v. Percio tale
formula rende immediata l'applicazione del metodo di minimizzazione ba-
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sato sul gradiente. L'unica avvertenza da tenere presente, nella scelta
iniziale di [B] e nell'utilizzazione successiva del metodo del gradien-
te, & di fare attenzione che i valori dei componenti non divengano nega-
iy (1)
t1vi s

APPENDICE VIIL.B - Riferimenti bibliografici.

P

Nell'ambito del presente capitolo & stato accennato al problema
dell'ottimizzazione ed & stato descritto un metodo molto semplice di ot-
timizzazione. E importante tenere presente che tale argomento & di fon-
damentale importanza ed & stato solo accennato, in quanto pertinente al
progetto dei circuiti e solo marginalmente all'analisi, anche seesiste la
possibilita di ridurre il problema dell'analisi ad un problema di minimiz-
zazione di una funzione quadratica, come messo in evidenza in: G. Mar-
tinelli, F. Riciniello, M. Salerno: «Possibilita d'impiego deimetodidi ot-
timizzazione nell'analisi delle reti elettriche », Alta Frequenza, dicem-
bre 1973, pp. 674-679. Una panoramica di alcuni dei metodi pid usati:
Partan, Fletcher-Reeves, Davidon, Fletcher-Powell, Powell, puo essere
trovata nel testo di F. K. Kuo, G. Magnuson, op. cit., Cap. V. Criteri ed
algoritmi per guida alla scelta del metodo possono essere trovati in: M.
Décina, F. Riciniello, «Criteri di scelta degli algoritmi per la soluzione
dei problemi di ottimizzazione », Alta Frequenza, gennaio 1976, pp. 46-
=52,

Sono inoltre da sottolineare alcuni metodi di ottimizzazione par-
ticolare: quello di funzioni obiettivo lineari e quadratiche in presenza di
vincoli lineari e quello piu generale di funzioni qualsiasi in presenza di
vincoli qualsiasi. Nella prima categoria rientra il metodo della program-
mazione lineare e quadratica, di cui & disponibile una panoramica com-
pleta nei suoi vari aspetti in: F. Riciniello, «Panoramica dei metodi di
programmazione lineare e quadratica», N.R.N., marzo 1973, pp. 270-315.
Per la seconda categoria, si rimanda a F. K. Kuo, G. Magnuson, op. cit.

*

(1) - Un controllo piu semplice sui valori dei componenti puo essere ottenuto con il me-
todo descritto in B.M.G.Cheetham, ¢« Anew theory of continuously equivalent networksy,
IEEE Trans on Circuit and Systems, Vol. CAS-21, n.1, gennaio 1974, pp. 17-20.
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CAPITOLO IX

IL CIRCUITO COME UN PARTICOLARE SISTEMA

Ny \. b
> Byt S WY« 2 G
-1 f ):i 1 "/

IX.1 - Stato ed equazioni di stato di un circuito.

E stato visto nel Cap.IIl che una qualsiasi grandezza' elettrica,
in un circuito lineare permanente a costanti concentrate, & esprimibile
come combinazione lineare di tre gruppi di.termini. Il primo_ co; grendé

termini_proporzionali alle eccitazioni, cioé le tensioni dei generatgn di

tensmne 1nd1pendent1 e le correnti de1 generatori di corrente eindipenden-

. Il'secondo contiene termini proporzionali alle tensioni dei condensa-
tori_all' istante iniziale preso in considerazione ed il terzo contiene ter-
‘mini proporzmnah alle correnti negli induttori all'istante iniziale sud-
detto. I coefficienti di proporzionalita, nel dominio della trasformata di
Laplace, sono funzioni razionali reali della variabile s, cﬁealpend"_‘
dalla struttura del circuito,| dal valore dei componenti e dalla posizione
della grandezza d'interesse. E i importante osservare chetali formule per

le grande;;g___elettnche possono essere messe in funzione di un numero
minore di quantita del tipo detto, se esistono legami tra_queste xmposn
dal circuito, come ad esempio accade se sono presentimaglie costituite
solo da condensatori e generatori indipendenti di tensione oppure se so-
no presenti tagli costituiti solo da induttori e generatori_indipendenti di
corrente

~ Quanto detto permette di affermare che lo stato di un circuito &
completamente definito quando si conoscono le tensioni dei condensato-
ri e le correnti degli induttori (1), Eventualmente, alcune di queste gran-
dezze possono essere omesse se risulta presente nel circuito qualche

configurazione particolare del tipo di quelle dette, cherendono tali gran-

(1) - Si veda ad esempio: A.Ruberti, A.Isidori: « Teoria dei sistemi», Ed. Boringhieri,
1979, formula (I1.7. 15, specxahzzandola al caso stazionario.
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1X.1 Stato ed equazioni di stato di un circuito 735

dezze non indipendenti tra loro e le eccitazior '_.]Dl conseguenza se ra-
duniamo in un vettore xgt) glxestegrandeuex(vetrore di staro)bln un se-
condo vettore u(t) le eccitazioni (veffore d: ingresso)led in un terzo

si ha:

vettore y(t) le grandezze d'interesse

(IX.1.1)

i -
incui C e D sono matrici reali opportune., L individuazione del vet-
tore di stato x(t) & ¢ effettuata tramite una equazione del tipo (IX.1.1),
'scritta rel relngvamente ad un vettore di uscita y (t) opportuno; La scelta
in_questione richiede che y(t) abbia come componenti le grandezze e-
lettriche complementan a quelle di x(t), nel senso che se la k-esima
‘componente di_x(t) & la tensione di un condensatore, allora la k-esima
componente di_ y(t) deve essere scelta coincidente con la relativa cor-
rente e se invece é la corrente di un induttore,; allora la k-esima compo-
nente di y( ) aeve essere scelta coincidente con la relativa tensione!
Infatti, con questa scelta, indicando con un punto l'operazione di derx-

vazione nspetto al tempo, risulta:  |lgfi. i) 4
N —— f‘”"."ﬁ-:. (:_Cest’ ‘ /
el \y @ =M@ ot
(IX.1.2) R TLdone . ;
Yl(t)=Cl@+ D, u(t) o X :J\_.—[
dt

incui M éuna matrice diagonale i cui elementi sono le capacnta dei
condensatori e le induttanze degli mduttorlgalle (IX.1. 7) si ha:

(%13 ECEOHORIING I

incui A e B sono matrici reali di ordine opportung|

Le equazioni KIX 1. 1)*e LIX 1.3)[costituiscono una rappresenta-
zione L_ug_a.m,,sr_azmnauawa d;mensmne finita, del circuito, considerato
come un sistema ‘Y7 nel seguito € €sse verranno Br?—emente frT&?cate co-
me «equazxom di stato» dj cxrculto o

|X\.2 - Algoritmi per la determinoﬂgp&ﬂﬁg_gigqiio_pj5{1;@!9&
un circuito.

L'analisi di un circuito medlante le equazioni di stato richiede

la determinazione delle quattro matr1c1 reali A, B, C,D a partire dalla

conoscenza della struttura del circuito e del valore ‘degli elementi| Nel
presente paragrafo tale problg[r)_g”vgrya rrlsplrto, in due,,caSL,partlcolau,,rlr

(1) - Si veda ad esempio A.Ruberti, A.Isidori, op.cit., Cap.III; § 1.
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736 Algoritmi per la determinazione delle equazioni di stato di un circuito 1X.2

mandando per la trattazione, generale alla letteratura tecnica(l), I casi
considerati sono rispettivamente: )

> ng )Q/cucum costituiti da resistori, induttori e condensatori, nei quali non

B Tenlmon
/ * esistono maghe costituite solo da condensatori ¢ egeneratorl indipenden-

ti di tensione e tagli costituiti sele da indutteri e generateri indipenden-
/ ti di corrente;

" NO 2) circuiti che ammettono una opportuna rappresentazione ibrida, quan-

i do vengono considerati come circuiti a pil porte, chiuse rispettivamente
sui condensatori, induttori e generatori indipendenti presenti nel circui-
to stesso.

—> 1X.2.1 -/Circuiti del primo tipo.‘

dm e tagli del tipo prem permette di sce-
U

ghere come faria ato] cioé come componenti di x!%!e tensio-
Wni di tucti i ondensaton e le correnti di tutti gli induttori presenti nel
[cucmto Indicando con V il vettore delle tensioni dei condensatori,
cioé il vettore che ha come k-esima componente la tensione del k-esimo

condensatore, e con IL il vettore delle correnti degli induttori, cioé il

vettore che ha come k-esima componente la corrente che scorre nel k-esi-
mo induttore, il vettore di stato risulta uguale a:
__,_"—’—J\\

(IX.2.1) (xF 1 ¢

La determinazione delle matrici A e B delle equazionidi sta-
to richiede di individuare un legame tra Q(_) x) ed (u. D'altra parte, nel

YORIED

] T d [y, |caso presente, osserviamo che: M‘., Dotfe B
Vo3l o )L .0 1! (4 ,
{ C, 4 B } . al
IX.2.2 X = "1 : Ax #
( ) - * 0 L V. T = Y
L dt A 7
d ¢ la matrice diagonale avente come k-esima componente la ca-

pacita del k-esimo condens ; fice diagonale avente co-
me k-esima componente l'induttanza del k-esimo induttore; I . & il vetto-
re delle correnti dei condensatori, avente come k-esima_componente la
corrente del k-esimo condensatore, con verso positivo coordinato alla re-

(1) - Si veda ad esempio: R.A. Rohrer, ¢« Circuit theory. An introduction to the state va-
riable approach», Mc Graw-Hill, 1970, Cap. 14.

L U 38 el
Lcl £z A x K=V
L C‘A L\/Lj N2

O
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1X.2 Algoritmi per la determinazione delle equazioni di stato di un circuito 737

< 1 /@)= X+ Du®)
C /(' —'»;/ D)+ \DSu(s
la’tiva tensione; VL é il vettore delle tensioni degli induttori, aven
.come k- es:ma componente la tensione del k-esimo induttore, con verso
Eosmvo “coordinato alla relativa corrente,

Inoltre, tenendo conto che l'eccitazionedel circuito avviene traJ

'[mlte i generatori indipendenti presentl, r_1_s__u_l_ta_J/f
(IX.2.3) \ /l R ' R (

A i r - = \ |
L\ » \|' v | !

dove con V si intende il vettore delle tensxol_l_l,d_ej_gcn.emcgmgdl.p.en-

denti di tensmne avente come k- e51ma componente la tensione del k-e-

simo generatore indipendente d i s{.;.g;ende_;.l_ue{(o
re delle correnti dei generatori indipendenti di ¢ ite, avente come k-

-esima componente la corrente del k-esimo generatore indipendente di

corrente.
Il legame tra x, x ed u equivale al legame tra IC e I,V
I con l'esclusione di V. edallegametra V; , V. I,TV T ’E’(ﬁl{ } =

lFecsclusmne dl(l,.j Tali opportuni legami possono essere Facifmente |
individuati scegliendo un particolare albero sul grafo del c1rculg.JPre- /
cisamente occorre un albero chejcontengaltutti i condensatori e tutti { |
@eratori indipendenti di tensione presenti nel circuito e non conteng l

conte_goraneamente ¢li induttori ed i generatori indipendenti di corren \“1‘ "v\

%
i

~

e

[ resistori presenti potranno appartenere sia all'albero che al co-al
bero.

Un albero di questo tipo esiste sempre per i circuiti che stiamo
considerando. Infatti la presenza contemporanea nell'albero di rtutti i
condensatori e di tutti i generatori indipendenti di tensione & p0551b11
in quanto non esistono maglic costituite soloda questi elementi, L'as
senza nell'albero di ogni induttore e di ogni generatore indipendente di |
corrente & possxbxle in quanto non vi sono tagli costituiti solo da que-
sti i elementi.

Le equazioni che occorrono per determinare le matrici A e B si
ottengono scrivendo le equazioni di equilibrio delle correnti per i tagli
fondamentali relativi ai condensatori e le equazioni di equilibrio delle
Eenswm L per le maglie fondamentali relative agli induttori| Poiché 1'al-
bero costituito da condensatori, generatori indipendenti di tensione,
resistori, mentre il co-albero & costituito da induttori, generatori mdl-
pendenti di corrente, resistori, risulta, scrivendo le_ suddette equazioni
di equlhbrlo sotto forma matriciale:

v I}\ 7 . c 2 u/ \u\‘t ‘.x“,"\
Io=Ib01, + [b)1_+ [b) 14|+ \Mm -

(I1X.2.4) ,
'-‘*J&M =[d,1 Ve + [d,) v, +[d,] Vi —== Vel v \wwtm
! QAN v

G.MARTINELLI-M.SALERNO: Fondamenti di Elettrotecnica 93
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‘9% Dylw (IX.2.6) “1‘;)= [G,] v‘;;j
/

738 Algoritmi per la determinazione delle equazioni di stato di un circuito 1X.2

dove: I(Hc) é il vettore delle correnti che fluiscono nei resistori del co-
-albero, cioé il vettore la cui k-esima componente éla corrente che scor-
re nel k-esimo resistore del co-albero; \V{+J & il vettore delle tensioni

ai capi dei resistori dell"albero, cio€ & 1 vettore la cui k-esima compo-
7(/

nente ¢ la tensione ai capi del k-esimo Tesistore dell'albero; le matrici
[ [b wi, con k= 1, 2, 3, sono matrici le cui Lponentl valgono
\3 £1, 0 | e si ottengono in ‘modo immediato dalle leggi di Kirchhoff appli-
] cate ai suddetti tagli e maglie fondamentali(1).

\//W—‘L\( -4), tuttavia, non sono sufficienti per ottenere le matrici

A e B, in quanto contengono termini incogniti, quali \I(C) e V(E‘)S Ta-
W li termini si determinano utxllzzando

%ﬁ?eguazmm di equilibrio delle correnti per i tagli fondamentali rela-

g —
ivh ai resistori appartenenti all' albero, cioé;

in cui: I{2) & il vettore delle correnti che fluiscono nei resistori del-
+ 1'albero, cioé il vettore la cui k-esima componenteela corrente che scor-

(IX.2.5) (£, 13

re nel k-esimo resistore dell' albero; le matrici [f )], con k =1, 2 3
sono matrici analoghe alle [b, ] e [d 1] Usando versi coordinati nel

\H—'

nincui [G ] & la matrice diagonale in cui il termine k-esimo della dia-
/—'—‘—

1 ‘ gonale coincide con la conduttanza del k-esimo_resistore dell'albero.Se

' ( utilizziamo la matrice delle resistenze [R ], ordinata come la [G ], si

a analogamente;

(I1X.2.7) . 'V(Ra) = [R,] I‘ﬂ

essendo [R 1 =16, e

E '2) le eguazxom di equlhbno delle tensioni per le maglie fondamencah
!relatlve ai resistori del co-albero, cioé:

(IX.2.8) tc) Th) Vg + [h,) vV, + [hy) v:} \t/\

in cui: V(°) & il vettore delle tensioni ai capi delmm'l dEI co-albe-
£ 11 vettore delle tensioni a1 c:
ro, cioé & 11 vettore la cui k-esima com i del

wo resistore del co-albero; le matrici [h, ], con k =1, 2, 3, sono

(1) - Si veda 1' esempxo successxvo IX.2.1 per maggiori chxanmgzn{u

i Y
L 5 RVATE

i \%pfv? \]?\g \/CK

| -
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1X.2 Algoritmi per la determiuazia%: delle equazioni di stato di un circuito 739

. S 22 '1(, ‘
._v’,’( A Yy
o
analoghe alle matrici [b,] e [d, ). Usando versi positivi coordmau nel
modo usuale per le grandezze elettriche, risulta:

=R 1]

L—e_ R |

(1X.2.9) 5 v<c>

|
! '—\

in cui [R ] & la matrice diagonale in cui il termine k-esimo_della dia-
gonale coincide con la resistenza del k-esimo resistore del co-albero.
Se utilizziamo la matrice delle conduttanze, ordinata nel medesimo mo-

do, si ha: e P
=t o

(c) = (c) |
(1X.2.10) 17 =[6.0 v

i b e

essendo [G_ ] = [R_]-'.
Le equazmm scrltte_nell ambxto dei due punti precedenti permet-

_tono di calcolare i vettori ‘I(;De (Via in funzione dei vettori I, I

Vs V3 (effettuando le opportune s\o ituzioni, TR i
gt =
|
/ I(R°)v= [QY[h, )[R I{If) I + [£,] 1 1+
+ Q) {[h,] Vo + [h,] V )}

(IX.2.11)
v = [P} [£,] [G I {[h,] Vo + [h,) V 1}+
+ [PIOOE D 1 + [6,) 1)
in cai:
[P) = {[G,]) - [£,][G_]) [h,]}?!
(1X.2.12)

Q) = (IR ] - [n,)[R,][f,))?

E 1mportante notare che le matrici [P] e [Q) esistono sempre,
in quanto sono le inverse di due matrici simmetriche dominanti '), come
si deduce in base alle proprieta topologlche de1 _circuiti, riportate nel
§1:.10. —————— T

Sostituendo le (IX.2.11) e (IX.2.12) nelle (IX.2.4) ed utilizzando
la (IX.2.2), si ottengono facilmente le matrici A e B, cioée:

(1) - Una matrice simmetrica di ording N e dominante se risulta: B'] L:‘— " { _; 8 ‘{ g I J
21,2500 N ’ 4(
/‘ a > = |a | k=1,2 ..., N o e €S
[ e [Rs) TR
[ el i ( “‘ \

Tale matrice ha sempre il determinante diverso da zero.

}I,f‘ T\/Vl = lr.é’f:‘;v’[,\\;(fi\/ﬂ + [hall ‘/V' /0 | + Lhal /;\\1
FAUN rLLVuJ e drL el G Loy Lagal &l ﬂ[ﬂ[‘?] T [1R]
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740 Algoritmi per la determinazione delle equazioni di stato di un circuito 1X.2

'[C,) [b,)[Q)h,]  [C,)"{Ib,)+1[b,1[Q)[h )[R )If,]}

A =
(L)' {[d,)+[d,)[P)[£,)[G ) [n,]} [L)-'[d,][P]If,]

(IX.2.13)

[C,)- b, ) [Q)[h,] [C,)"'{[b,)+[b,)1[Q)[h ][R )If,IN
B —

[L)-1([d,)+[d, ) [P)[£,)[G, ] [h,)}  [L)-V[d,)[P)IF,) ]

Ou) pe quanto riguarda le matrici C e D, che completano l'indi-

viduazione delle equazioni di stato, possono determinarsi esprimendo le
grandezze elettriche che costituiscono di uscita y in funzio-
ne delle componenti di [V.,[T, TV &~ cile dimostrare €

Te modo di scrivere le e grandezze eletmcﬁ & possibile per ogni corren-
te e tensione del circuito. Infatti cid & evidente per Vi, I;, V el ;
risulta inoltre possxblle anche per e in base alla conoscenza

delle matrici n base alle ), (IX.2.9) e (IX.2.6) & pos-
sibile anche per_ V(°) V(") I(“) e I(°). Rimane da far vedere che &
p0351b11e per ' V q avendo mdxcato in tal modoi vettori delle ten-
sioni ai capi det gener ori di corrente e delle correnti dei generatori di
tensione. Utilizziamo a questo scopo le equazioni di equilibrio delle cor-
renti per i tagli fondamentali relativi ai generatori indipendenti di ten-
sione e le equazioni di equilibrio delle tensioni perle maglie fondamen-
tali relative ai generatori indipendenti di corrente; precisamente si ha,
con notazioni simili alle precedenti:

C\= fw, )1, + [w, )1+ [w ]I

V) lq,) V¢ + [q,) V., + [q,) Vi

N

Le (IX.2.14), insieme alle (IX.2.11), forniscono le espressioni desidera-
b S Ilsl e vxC' . e . .

n base a quanto detto, fissato un qualsiasi vettore di uscita y,
¢ immediato ricavare le matrici C e D della relativa equazione di sta-
to, utilizzando le espressioni precedenti.

(IX.2.14)

Esempio 1X.2.1

Per il circuito di fig.1X.2.1, individuare le quattro matrici A, B, C, D delle

=quazioni di stato, nell'ipotesi che le grandezze d'interesse siano vy e v,

Nella figura € riportato uno degli alberi che soddisfano le prescrizioni dello
algoritmo precedente ed avente 1'ulteriore vantaggio di avere le grandezze d'interesse
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1X.2 Algoritmi per la determinazione delle equazioni di stato di un circuito 741

ambedue disposte su di esso, Con riferimento a quest'albero ed ai simboli introdoeti

precedentemente, si ha:

Fig.1X.2.1 - Circuito considerato nell'esempio IX.2.1 e relativo albero.

x=[v i]t % Ic=ic - VL=vL « VC=v 3 IL=| :
=1 — ’//"A . = . - . = -

y=lvy v)J' 5 w=E ; V,=E ; I =0;

(©-; . v, . I I P L

Hd =i vid=v, ; [RJ=Rr, ; P=1[ i,)* ;

v§1‘)=[vl vz]t i [Cd]=cd 5 L) =L :

Rl 0
[r,] =
Ra = 5
0 R2
avendo indicato con l'apice t l'operazione di trasposizione.

Le equazioni di equilibrio analoghe alle (IX.2.4) sono:

-1

lc=l3
VL=V1'+V2+V

e quindi:
bl=-1; D=0 [bd=1

40 =1 ; [a)0 =0 ; fa)) = [1 1)

Le equazioni di equilibrio analoghe alle (IX.2.5) sono:

e quindi:

6, =1 -1]t 5 e =Tlo o)t 5 [g) = [ ol
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742 Algoritmi per la determinazione delle equazioni di stato di un circuito

Le equazioni di equilibrio analoghe alle (IX.2.8) sono:

v, =

3- "1

e quindi:

v+ E

) =-1; [h)=1; [b)=1[10] .

Le matrici P e Q si ottengono mediante le (IX.2.12), cioe:

1X.2

1/R1 0 1 1 -1 1/R1+1/R3 0 1
[p]={[ }-[]—[-1_0]]:[ ] )
Tt 07 Ry 0 /R,
RlRa
) 0 Rz LWt 5
R 0 1 -1
st I -
2 R, + R,

I termini che compaiono nelle matrici A e B date dalle (IX.2.13) valgono:

[c, ) [b,) Q) [n,) = —

o Rgb By

1

Cy (R +Ry)

(e I, ) + Iog) [Q)Ing) [r ) [, } = — {-1 R
d

(L) {la,)+ [a,) [P)[£,) (G _1[n ]} =

La cultura & un bene dell'umanita (fantomasping@libero.it)

1

L

1+ [1

Q1
—l—[-l o][
R, +R,

R,+R i

+
)_] L 3

o R,]|lo

R

1
0



s 1X.2 Algoritmi per la determinazione delle equazioni di stato di un circuito 743

RyR4 _1' S D
R, +R | R, R
1 1 3 1 13 4
(L)-tle)Plle) == [1 1) =t —|Ry* ————} an
L 0 Ryjt-1l L] ° R +R, <

Cd (R1 + R3)

|
|

- {
- l
(€3 (b, )[Q)[n,) = — 1 by,

Quindi si ha:

[ 1 R,
Cd(Rl+R3) Cd(R1+R3)
A=
R3 j & R1R3
—_— -— R2+————
L(R1+R3) L R1+R3 ]

. e,
B =S s
R, +R; | R)/L

Calcoliamo successivamente le rimanenti matricidella rappresentazione e cioé
C e D. Per la scelta fatta dell'albero, il vettore di uscita coincide con Vo'l oe quin-
di ¢ directamente calcolabile con la (IX.2.11). Si hal:
EE
_vla) = 1 _
y=Vg'= [PYg ) [ J{In D v + [n,d v 3+ [PMIe 1y + [e,] 1} =

R,

[ R, R R, R
13 o |r1 I8 g 1
R1+R3 1 R +R3
= — {-v+E}+ is
0 R2 0 R3 0 R2 -1
[ R1Ry R R,
R1+R3 B R1+R3
= -1
|, ¢ By K,
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744 Algoritmi per la determinazione delle equazioni di stato di un circuito 1X.2

Percio le matrici C e D valgono:

By _ ByRs e
R, +R, R, +R, R, +R,
C= 3 D=
0 -R, 0

1X.2.2 - Circuiti del secondo tipo.

Assegnato un qualsiasi circuito &€ sempre possibile considerarlo
come un circuito N-porte, con N di valore opportuno, chiuso in corri-
spondenza alle porte sui propri condensatori, induttori e generatori indi-
pendenti. E evidente che quello che rimane entro il circuito N-porte & la
parte senza memoria, costituita dai resistori e dagli elementi idealia piu
di due terminali (generatori controllati, trasformatori ideali, ecc.). Il cir-
cuito si presenta quindi nella forma di fig.IX.2.2, con le grandezze elet-
triche di porta coincidenti con le componenti dei vettori Vi, V;, V_ ,V_
e con le componenti cambiate di segno di IC, I, Igt, Igc, essendo que-
sti vettori rispettivamente i vettori delle tensioni a1 capi dei condensa-
tori, induttori, generatori indipendenti di tensione e corrente e delle cor-
renti relative agli stessi elementi, definiti come nel § IX.2.1. Delle mol-
teplici rappresentazioni possibili per questo circuito N-porte, interessa
nel caso presente quella che prevede come cause le componenti di V

C’
. VB', I . cioé la rappresentazione seguente:

oI T V.17
Cc C
VL [all) [a12] LIL
(IX.2.195) ) e i
(1] [V ]
gt gt
[a21] [a22] I
LL gcJl LL gcd]

Evidentemente come effetti sono scelte le grandezze complementari e
cioé¢ I, Vi, Izl e Vgc. E opportuno notare che in questo caso & con-
veniente scegliere le correnti di porta uscenti dal morsetto positivo del-
le tensioni (a differenza della convenzione generale introdotta nel Capi-
tolo VI per le reti N-porte), come indicato nella fig.IX.2.2.

L'ipotesi che sta alla base del metodo qui esposto & che esista
la rappresentazione (IX.2.19) per il circuito in esame. In tal caso il si-
stema che rappresenta il circuito per mezzo delle equazioni di stato &
facilmente ottenibile, applicando il metodo di sovrapposizione degli ef-
fetti, considerando che le grandezze elettriche scelte come causa agi-
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1X.2 Algoritmi per la determinazione delle equazioni di stato di un circuito 745

I

Mec Il
I:—é—l IT—Q—[ nc+nL+ng(
+
s N
Cl + |1 . . nc+nL+ngt+l Vnt
r—, Rete contenente resistori, elemen- N &
! ti ideali senza memoria a piu di due :
terminali +
C alat I q %
X, T c n_+1 n.+np 1
t+ | t+ I n_ +nL +1
L
1 np

Fig.1X.2.2 - Forma sotto cui pud essere messo il gencrico circuito. Il nume-
ro N delle porte & n. tnp +n . +n o essendo D Ap, Nop N, rispet-
tivamente il numero dei condensatori, induttori, generatori in 1pen§enti di
tensione e corrente presenti nel circuito.

scano una per volta. Annullare tali grandezze comporta nei vari casi le
seguenti operazioni:

1) per ogni condensatore porre a zero la tensione;
2) per ogni induttore porre a zero la corrente;
3) per ogni generatore di tensione porre a zero la tensione;

4) per ogni generatore di corrente porre a zero la corrente.

Pertanto la disattivazione delle cause si ottiene sostituendo un
corto-circuito al posto di ogni condensatore e generatore di tensione ed
un circuito aperto al posto di ogni induttore e generatore di corrente. At-
tivando ora una grandezza di tipo causa e risolvendo la rete risultante,
¢ possibile determinare di volta in volta una colonna delle matrici A e
C ovvero B e D. Precisamente si ottengono i seguenti quattro casi:

1) Attivazione della causa relativa al k-esimo condensatore (con k=1,
2, ..., n_). Cio si ottiene ponendo un generatore di tensione unitario sul-
la porta connessa al k-esimo condensatore. Risolvendoil circuito, si de-
terminano le correnti 1. di tutti i rami corrispondenti ai condensatori,
le tensioni V| ai capi di tutte le porte a cui sonoconnessi gli indutto-
ri ed inoltre tutte le altre grandezze elettriche che fanno parte del vetto-
re di uscita j. E evidente che la colonna k-esima della matrice A &
pari a:

1 T
c, o0 I,

o L) |V,

(IX.2.16)

ed inoltre la colonna k-esima della matrice C ¢ pari al vettore y.
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2) Attivazione della causa relativa al k-esimo induttore (con k=1,2, ...,
n; ). Cio si ottiene ponendo un generatore di corrente unitaria sulla por-
ta connessa al k-esimo induttore. Risolvendo il circuito, si possono de-
terminare i nuovi valori delle correnti IC, delle tensioni V; e delle
grandezze di uscita y. Utilizzando ancora l'espressione (IX.2.16) si
ottiene ora la colonna (n_ + k) della matrice A, mentre il vettore y &
pari alla colonna (n_ + k) della matrice C;

3) Attivazione del k-esimo generatore di tensione con una tensione im-
" pressa vnitaria (k=1,2,..., n :) Risolvendo il circuito, si possono de-
terminare i nuovi valori delle correnti 1., delle tensioni V. e delle
C - L -
grandezze di uscita y. In tal caso l'espressione (IX.2.16) fornisce Ia
k-esima colonna della matrice B, mentre il vettore § forniscela k-esi-
ma colonna della matrice D;

4) Attivazione del k-esimo generatore di corrente, con una corrente im-
pressa unitaria (k=1, 2, ... "gc)' Risolvendo il circuito, si_possono de-
terminare i nuovi valori delle correnti 1., delle tensioni V; e delle
grandezze di uscita y. In tal caso l'espressione (IX.2.16) fornisce la
k + nxt)-esima colonna della matrice B, mentre il vettore y fornisce
la (k + B )-esima colonna della matrice D.

In questo modo tutti gli elementi delle matrici A, B, C, D posso-
no essere calcolati. E opportuno osservare che le determmazmm sud-
dette sono sempre possibili se esiste la rappresentazione (I1X.2.15). Da
altra parte la non esistenza della suddetta rappresentazione pud essere
messa in evidenza proprio dall'insuccesso del procedimento descritto;
cid accade quando non risulta possibile 1'analisi di qualcuna delle con-
figurazioni circuitali ottenute attivando una sola delle grandezze elettri-
che considerate come cause. Ad esempio & facile verificare che, in pre-
senza di una maglia di condensatori e di generatori di tensione, appli-
cando il punto 1) del procedimento precedente si ottiene un generatore
di tensione chiuso in corto circuito. In tal caso il metodo non pudesse-
re piu utilizzato ed inoltre si pud stabilire la non esistenza della rap-
presentazione (IX.2.15).

Esempio 1X.2.2

Determinare le matrici A, B, C, D delle equazioni di stato del circuito di fi-
gura 1X.2.3, mediante il metodo descritto nel presente paragrafo, supponendo che le
grandezze d'interesse siano la corrente che fluisce nel generatore di tensione, la ten-
sione tra i nodi 1 e 3 e la corrente che fluisce nel generatore di corrente controllato

in tensione, disposto trai nodi 5 e 0.
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Fig.1X.2.3 - Circuito considerato nell'esempio IX.2.2. Le tensioni sono ri-
ferite al nodo comune, indicato con 0, ed inoltre 8, =28, = 1/R =G.

Applichiamo il procedimento descritto passo per passo, utilizzando il metodo

di analisi su base nodi:

1) Attivazione della causa relativa al condensatore CO’ dopo aver sostituito il gene-
ratore di tensione con un corto circuito e l'induttore e il generatore di corrente con un
circuito aperto. Si ottiene il circuito di fig.IX.2.4. Esaminando il circuito, si vede su-

bito che si ha:

Fig.1X.2.4 - Circuito derivato da quello di fig.IX.2.3 disattivando tutti i
generatori indipendenti e sostituendo l'induttore con un circuito aperto
ed il condensatore con un generatore di tensione di valore unitario.

Le equazioni che occorre considerare sono quindi le seguenti:

nodo 1 (1-v)G=-1¢

nodo 3 -vsG =~g2(1—v5)+lg!

nodo 4 (v4-v5)G=g2(l—vs)

nodo 5 3Gv5—G~Gv4=-gl(l-vs)
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Ricordando che V, = v, e tenendo conto delle grandezze di uscita richieste si ottie-

ne, risolvendo il sistema:

- 1 2
I.=-—G iy Vp=— i TF'=]o0 1 — G
3 3

Pertanto la prima colonna della matrice A ¢ pari a:
[ 2 1 1 ]‘
3 R C0 3L

mentre la prima colonna della matrice C é pari a:

2 Tt
3R

2) Artivazione della causa relativa all'induttore L, avendo disattivato i generatori in-
dipendenti e sostituito il condensatore con un corto circuito. Si ottiene il circuito di fi-
gura IX.2.5. Esaminando il circuito, si vede subito che si ha:

Le equazioni ai nodi che occorre considerare sono quindi le seguenti:

nodo 2 (v2-v5)G=-l

nodo 3 (-vs)G =—g2(-v2)+lu

nodo 4 (vy-vg) G =g,y(-vy)

nodo 5 4Gvy,-Gvy-Gv, =-g,(-vyp

Risolvendo il sistema ed effettuando il calcolo delle grandezze I, VL e delle gran-

dezze di uscita, si ottiene:

g =-1 v =-2/G yt=[ o 2]

Fig.1X.2.5 - Circuito derivato da quello di fig.IX.2.3 disattivando i genera-
tori indipendenti, sostituendo il condensatore con un corto circuito e 1'in-
duttore con un generatore di corrente di valore unitario.
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Pertanto la seconda colonna della matrice A ¢ pari a:

[ 1 ZR]'
£, L

mentre la seconda colonna della matrice C é pari a:
2 o 2]

3) Disattivazione delle cause relative agli elementi reattivi e al generatore di corrente
e attivazione del generatore di tensione con EO = 1. Si ottiene il circuito indicato in
fig.IX.2.6. Esaminando il circuito, si vede subito che si ha:

o MO
R

c R 7
il ’ v
81(v17vy) ‘? I, _L

Fig.1X.2.6 - Circuito derivato da quello di fig.IX.2.3, sostituendo 1'indutto-
re e il generatore di corrente con circuiti aperti, il condensatore con un cor-
to circuito e ponendo EO =1.

Le equazioni ai nodi che occorre considerare sono le seguenti:

nodo 3 (I1-vg) G =-gy(-vg +1,
nodo 4 (vy-vg) G =gy (-vg)
nodo 5 3Gv5-G-Gv4=-gl(-v5)

Risolvendo il sistema ed effettuando il calcolo delle grandezze d'interesse si ottiene:

T.-2¢ V., =2 7t [o 1 2G]
= — = — y = - -
¢ 3 Ly 3

Pertanto la prima colonna della matrice B e pari a:

[ 2 1 2 ]‘
3 RC, 3L
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mentre la prima colonna della matrice D é pari a:

2 t
[o wif -—G]
3

4) Disattivazione delle cause relative agli elementi reattivi e al generatore di tensione
e attivazione del generatore di corrente con I, = 1. Si ottiene il circuito di fig.IX.2.7.

Esaminando il circuito, si vede subito che si ha:

vi=0 5 vo=Eve va =0
R
% vYW— @
VW
R @
A 70}
R @ R —+ —
v vy, { 8a(vy-vy) Po =1
31("1"’2)} I - gt

0

Fig.1X.2.7 - Circuito derivato da quello di fig.IX.2.3, sostituendo 1'indut-
tore con un circuito aperto, il condensatore e il generatore di tensione con
corti circuiti e ponendo Io =1.

Le equazioni ai nodi che occorre considerare sono le seguenti:

nodo 3 -Gv5 =-g2(-V5)+ls‘
nodo 4 (v4-v5)G=g2(-v5)-l
nodo 5 3Gv5-Gv4=-gl(-v5)

Risolvendo il sistema e calcolando le grandezze d'interesse, si ottiene:

_ 2 - - 2
IC=-—3--V—-—R;y=1 0o —

Pertanto la seconda colonna della matrice B e pari a:
[ 2 2 R ] *
3¢C, 3 L

mentre la seconda colonna della matrice D e paria:
2t
1 0 —
3
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Raccogliendo i risultanti ottenuti, le matrici A, B, C, D relative alle equa-

zioni di stato per il circuito di fig.IX.2.3, sono le seguenti:

1 I 7 2 1 2
3RC0 C0 3RCO ')‘CO
A= s B =
1 2R 2 2R
3L L L. 3L 3 L
0 2 M 0 1
1 0 =1 0
C= ; D=
2 2 2
—_— 2 - —
3R . L. 3R 3

\ -
|x/3 - Modi naturali di un circuito. SI

Un circuito privo di eccitazioni, in cui sia immagazzinata ener-
gia nei condensatori e negli induttori in un istante di osservazione
t,, evolve nel tempo per t > t, secondo andamenti caratteristici che
W@daua sua struttura e dal valore dei componenti., Tali an-
damenti prendono il nome di «modi naturali» del circuito; ciascuna gran-
dezza elettrica (tensione o corrente) varia nel tempo per t > t, secondo
una combinazione lineare dei modi naturali, i cui coefficienti dipendono,
oltre che dal circuito, anche da come & distribuita l'energia nell'istante
t =t,. Cioé implica, in particolare, che per opportune distribuzioni &
possibile far sparire in qualche grandezza elettrica uno o piu modi natu-
rali.

Le affermazioni precedenti possono essere provate in modo mol-
to semplice mediante le equazioni di stato. A questo scopo riscriviamo
tali equazioni nel dominio della trasformata di Laplace, in assenza di

eccitazioni. Si ha: M= B x (D +BQ,C{:)

‘ o
X(s) - x(0)]= AX I
(IX.3.1) s X(s)-x(0 (s) il .

Y(s) =CX(s) <t== y(B=CxXM)t Du)
avendo indicato con le lettere maiuscole le trasformate del vettore di
stato e di uscita e con x(07) il valore del vettoredi stato all'istante i-
niziale. ' —'
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Mediante semplici operazioni sulle matrici, dalle (IX.3.1) si ha: . |

Wﬁ)(k@l wabo o S 0@l us iw WA
X(s)=1I[s U Al lx(0°)

(IX.3.2) [/fﬁ_,,_ﬁﬂw@m ol oo sodons -
le@owofqp« Y(s)=C[sU-A]'x(0) !

P

Im cui U e la matrice unita di ordine uguale a quello di Al

Dalle (IX.3.2) risulta che le funzioni che rappresentano tutte le
grandezze elettriche del circuito sono funzioni razionali reali della va-
riabile s, aventi le seguenti proprietaj

"M le funzioni sono proprie; infatti i termini della_matrice inversa della

matrice_ sU - A sono funzioni razionali proprie, in quanto tutti i cofat-
tori di tale matrice sono di grado inferiore al suo determmante e ogni
flm;appreseﬂféﬁt’e"una grandezza elettrica del circuito & una com-
binazione lineare dei suddetti termini, come appare dalla seconda delle

(IX.3.2);

2) le funzioni hanno gli stessi poli; tali poli coincidono con gli autova-
lori ‘D) della matrice A, come risulta evidente dalla prima delle (IX.3.2).

all iets i i grandezza elettri-

ncl_dnmmm_dsila_tma_dl
_aglgge_n.e.&egﬁnt_emodn,.facendo riferimento al suo sviluppo in fra-
zioni parziali:

— Np "k akm
(IX.3.3) (Q(s} 2 ¥ —

/) k=1m=1 (s-s )™
essendo: N_ il numero degli autovalorg!uLdella matrice A; s 11'
WW la corrispondénte mo tepllcua)

Dalla seconda delle (IX.3.2) risulta chiaro che le quantita rea__l

Wu1to, anche dal valore iniziale del vet-l
tore di stato. L'espressione nel tempo per t 20 della (IX:3:3)y&ta se-

guente:
N, o a,_ :
(IX.3.4) qt) = krflmf;l r—— emle™y ()
In base alla definizione data, le funzioni t™!e 48 rappresenta-

no i modi naturali del circuito. E evidente dalle (IX 3 2) e (IX.3.3) che i

(1) - Ricordiamo che detta A una matrice reale n Xn, prende il nome di«matrice carat-
teristica» associata ad A, la matrice sU- Inoltre il determinante di quest'ultima vie-
ne indicato come cpolmomzo caratteristico» dx e le sue radici s« autovalori» di A
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modi naturali non dipendono dalla distribuzione iniziale di energia nel
circuito e che con distribuzioni particolari, cioé con valori particolari
del vettore x(07), & possibile eliminare unoo pid modi naturali da qual-
che grandezza elettrica, rendendo nullo qualcuno dei coefficienti a, .
Rimangono quindi dimostrate le affermazioni fatte all'inizio del presente
paragrafo. Per ulteriori dettagli sugli aspetti generali dei modi naturali
si rimanda ai testi di Teoria dei Sistemi(!).

Esempio 1X.3.1

Individuare i modi naturali del circuito considerato nell'esempio 1X.2.1. De-
terminare inoltre |'andamento nel tempo della prima componente del vettoredi uscita ivi
considerato, nell'ipotesi che la tensione ai capi del condensatore all'istante iniziale
sia 1 volt e che la corrente nell'induttore sia nulla. Effettuare i calcoli con i seguenti

valori per i componenti:

R1=R3=]Q ; R2=I/SQ ; C=1F ; L=1/5H

Utilizzando la matrice A, ottenuta nell'esempio IX.2.1, determiniamo i modi

naturali del circuito calcolando preventivamente gli autovalori di tale matrice. Si ha:

1 1

2 2
A=

5 7

2 2

Il polinomio caratteristico di A e&:

1 7 5
s+ — s+— | +—=0
2, 2 4
che fornisce con le sue radici gli autovalori, cioé:
-1, -3

I modi naturali del circuito sono pertanto i seguenti:

e u_, (0 : e 3t u_, ()

(1) - Si veda ad esempio: A.Ruberti, A.Isidori: op. cit., Cap.IV, $ 1, 2, 4, 5, 8.
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La determinazione dell'andamento per t 2 0 della prima componente del vet-
tore di uscita pud essere fatta mediante la seconda delle (IX.3.2); utilizzando i valori

numerici, ottenuti nell'esempio IX.2.1, si ha:

11 1 1 771 11
i § PR —- 1 = e | 8= 2=
2 2 2 2 i 2 2 2 2
Y = S e
" " . (s+1)(s +3) : . .
0 == i s 0 0 == — s¥=[lL0

Pertanto la prima componente di Y, cioé la tensione Vl & pari a:

0,5s +3 1,25 0,75
Vl(s)=- = .- +
(s+1)(s+3) s+1 s+3

L'andatiento nel tempo richiesto &, per t > 0, il seguente:

v =-125¢e*+0,75 e-3t

IX.3.1 - Assenza di modi naturali in qualche grandezza elettrica.

E stato messo in evidenza che per particolari distribuzioni di e-

nergi ircuito ail'istante inizialey pud accadere che qualche gran-

dezza elettrica sia priva di uno o pid modi naturali.{Cié & evidente dalla
(IX.3.2), in quanto si comprende che una scelta opportuna delle compo-
nenti di x(0°) potrebbe annullare qualcuno dei coefficienti a, della
(IX.3.3), scritta per la grandezza elettrica d'interesse.

+
NEAE " 3

a) i b)

Fig.1X.3.1 - Esempio di circuito costituito da due parti A e B tale che
i modi naturali di una parte non compaiono nelle espressioni delle gran-
dezze elettriche dell'altra: a) configurazione iniziale; b) configurazione
dopo 1'eliminazione delle eccitazioni.

E interessante, tuttavia, segnalare che a volte I'assenza dei mo-

di naturali & legata a particolari configurazioni del circuito.|Il caso piu

tipico da questo punto di vista & quello di un circuito costituito da due
_o_pil _parti connesse in parallelo fra loro e ad un generatore indi -
te di tensione, come mostrato in fig.IX.3.1a)| E evidente che i modi na-
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turali di una parte non appaiono nelle espressioni delle grandezze elet-

triche dell'altra; infatti, poich& i modi naturali devono essere valutati in
assenza di eccitazioni esterne,\occorre corto-circuitare il generatore di

tensione e quindi le reti assumono la configurazione di fig.IX.3.1b), nel-

la quale esse sono connesse solo per un nodo.\E quindi chiaro che fisi-
camente le due parti non si influenzano, qualunque sia la scelta della
istribuzione di energia iniziale nel circuito.|

SJIX.&Z - Calcolo diretto del numero dei modi naturali per circuiti costi-
tuiti da resistori, condensatori e induttoril

Il numero dei modi naturali, che coincide con il numero delle va-
iabili di stato e quindi con 1'ordine del vettore di stato e della matrice
A, fornisce una misura della complessita di un circuito, di conseguen-
za puo risultare utile avere a disposizione un metodo rapido e semplice
per calcolarlo. Un metodo di questo tipo esiste nel caso dei circuiti co-
stituiti da resistori, induttori e condensatori, che indicheremo nel segui-
to con la sigla Il metodo si basa sull'osservazione che il nume-
ro delle variabili di stato di un circuito, che coincide appunto con l'or-
dine del vettore di stato, & strettamente legato al numero delle condizio-
ni iniziali; cid & d'altra parte evidente osservando che la prima delle e-
quazioni di stato non & altro che un sistema di equazioni differenziali
del primo ordine, che richiede per la soluzione tante condizioni iniziali-
indipendenti quante sono le equazioni del sistema. Occorre quindi cal-
colare il numero delle condizioni iniziali che si possonoimporre nel cir-
cuito indipendentemente 1'una dall'altra e che riguardano solo il siste-
ma di equazioni suddetto. Quest'ultima precisazione é necessaria per il
comportamento anomalo del modo naturale che corrisponde al polo per
s =0, cioé al modo naturale che consiste in unandamento costante per
t 2 t,. Il comportamento anomalo in questione derivadal fatto che in un
circuito si possono avere per‘t 2 tolvarie grandezze elettriche, tensio-
ni o correnti, del tutto indipendenti tra loro ad andamento costante nel
tempo. Cio significa che, essendo indipendenti tra loro, esse aumentano
il numero delle condizioni iniziali che si possono imporre nel circuito,
contribuendo perd, qualunque sia il loro numero, al solo modo naturale
suddetto. Di conseguenza, le condizioni iniziali di questo tipo contano
sempre per uno, qualunque sia il loro numero, ai fini del computo delnu-
mero dei modi naturali.

Per poter quindi calcolare il numero dei modi naturali di un cir-
cuito occorre determinare:

Bil numero N, delle condizioni iniziali indipendenti che si possono
imporre nel circuito;
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2) il numero N delle condizioni iniziali che riguardano il modo natu-
rale corrispondente al polo per s =0.

ki '
Per quanto detto, il numero dei modi naturali &: I [”""iﬁ“o‘i}

To————— Ni — {
(IX.3.5) 'N.-(N,-1+N -1])/2 Y/

Nel caso di un c1rcu1to RLC, il calcolo di Qg ed (N é molto
semplice. Infact oni iniziali che si : i

dentemente 1'una dall'altra coincidono con il numero 1) degli indutto-
ri pit il numero dei condensatori presenti nel circuito, diminuito
delle relazioni conseguenti dalle leggi di Kirchhoff che sussistono, in-
dipendentemente le une dalle altre, tra le tensioni dei condensatori e le

orrenti degll indutto E) Le relazmm del pnmo tipo sussistono quando

sono presenti nel circuito maglie costituite solo da condensatori e ge-
eratori indipendenti di tensione. Le relazioni del secondo tipo invece
ussistono quando sono presenti tagli costituiti solo da induttori e ge-
eratori md1 ndenu di corrente. Il numero Me di maglie del tipo sud-

cuito, ottenuto aprendo tutti i rami con l'esclusione dei condensatori e
dei generatori indipendenti di tensione. Il numero M_. coincide con il
numero di rami del co-albero di questo sottografo. Analogamente, il nu-
mero T, di tagli del tipo precedente si ottiene direttamente andando a
considerare il sottografo del circuito, ottenuto corto-circuitando tutti i
rami eccetto gli induttori ed i generatori indipendenti di corrente. Il nu-
mero T, coincide con il numero di rami dell'albero di questo sottogra-

fo. In conclusione si ha: ——
- Jo X m.f

(IX.3.6) &=n(_j+nL-M?§ y T\,/\/\@ BT
\ \ .

Per quanto riguarda il numero N di condizioni iniziali che ri-
guardano il modo naturale corrispondente al polo per_s = 0)occorre cal-
colare il numero di grandezze elettriche che si possono stabilire nel cir-
cuito indipendentemente 1'una dall'a che hanno un andamento co-
stante nel tempo. Da un punto di vista fisico tali grandezze sono facil-
mente individuabili. Infatti, & intuitivo che si puod avere un andamento

costante nel tempo, di vatore arbitrario, nei seguenti casi;

una corrente che percorre una maglia di soliinduttori e generatori in-
dipendenti di tensione;

una tensione ai capi dei rami di un taglio costttulto da soli conden-
satori e generatori indipendenti di corrente.

— &\\m/ \5}
7 19
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fare dxrettamente, andando _aﬁg_c_).r_;_mdera_r_gq

1) il sottografo del circuito ottenuto aprendo tutti i rami con 1'esclusio-
ne degli induttori e dei generatori indipendenti di tensione; il numero di
correnti indipendenti ad andamento costante nel tempo Coincide con il
numero M, di maglie indipendenti di questo sottografo, cio¢ con il nu-
m_qrg_@g rami_di un suo co-albero;

2) il sottografo del circuito ottenuto corto-circuitando tutti i rami eccet-
to i condensatori ed i generatori indipendenti di corrente; il numero di
tensioni _indipendenti ad andamento costante nel tempo coincide con il
numero [T di tagli indipendenti di questo sottografo, cioé conil nume-
ro dei rami di un suo albero. In conclusione si ha:

(IX.3.7) N=p, + ¢

Quindi, tenendo conto delle (IX.3.5), (IX.3.6) e (IX.3.7), si ha
che il numero dei modi naturali di un circuito RLC & pari a:

(1IX.3.8) n.+n  -M-T -M, +T -1+|M +T_-1])/2

Esempio 1X.3.2

Calcolare il numero dei modi naturali del circuito considerato nell'esempio

1X.2.1.

Dall'esame di fig.IX.2.1 sirileva che Mo =Ty, =M =T =0, ng=ny =1.
Quindi il numero dei nodi naturali & pari a 2, come del resto era gia insito nello svi-

luppo dell'esempio IX.2.1. -

Esempio 1X.3.3

Determinare il numero dei nodi naturali del circuito di fig.1X.3.2, mediante la
(1X.3.8) e per via diretta.

Supponiamo di avere nel circuito di fig.IX.3.2 una distribuzione qualsiasi di
energia all'istante iniziale e consideriamo quindi il suo circuito equivalente nel domi-
nio della trasformata di Laplace, riportato sempre in fig.IX.3.2. L'esame di questo cir-

cuito equivalente mostra che:
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758 Modi naturali di un circuito 1X.3

Fig.1X.3.2 - Circuito considerato nell'esempio IX.3.3 e suo circuito e-
quivalente nel dominio della trasformata di Laplace.

Quindi il numero dei modi naturali, in base alla (IX.3.8), e pari a 5.
Procediamo ora per via diretta, usando uno dei metodi di analisi classici, ad
esempio quello su base nodi. Prendendo il nodo 4 come riferimento, si ha:

r 2 1 1 7 i 1 G ]
sC +; -'5—1— - S_L 'el 7 CVl(o)': l]_(0)‘}"12(0 )}
1 2 1 T T
-S—L sC +S—L -I e2 = CV2(O)+:{12(0)+13(0)}
1 1 2 oy B B e
| el ] [ enm@rs e i)
da cui:
e i b(s) c(s) c(s) SC"I(O-)' il(O-)-iz(O—)
L
. - - c(s) b(s) c(s) sz2(0)+12(0)+13(0)
£ c(s) c(s) b(s) || sCv,y(0) +i,(0)-i,z(0)

ove:

a(s) =sS(LC)3+6s4(LC)2 +9LCs?

C 3
b(s)-s‘C2+452_+_
L L2

C 3

c(s) = — sty ——

L L2
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Semplici calcoli mostrano che le tensioni dei nodi €,; €4, €4 sono funzioni razionali

proprie aventi il grado del denominatore uguale a 5. I poli comuni sono:

(3

s =0 ; s = £j ——— di molteplicita 2
Lig
I poli precedenti sono quindi i poli anche delle tensioni ai capi degli elemen-
ti (condensatori ed induttori). Per quanto riguarda le correnti degli elementi, occorre ri-
cordare che esse si ottengono tenendo conto anche del generatore di corrente corrispon-
dente alla condizione iniziale. Tenendo conto della particolare configurazione del cir-
cuito e sufficiente calcolare la corrente di un solo induttore e di unsolo condensatore;

ad esempio consideriamo 1'induttore tra i nodi 1 e 3. Si ha, per la corrente che lo at-

traversa:
1723 1 ) 1.2 i . ) ) i
_t — i1(0)= —_— [szl(O)-il(O )-iz(O)‘SCVS(O) = i1(0)"'
gL s sa(s)

1
+iy0)] by -e)] + — i )
s

E facile constatare che questa espressione ¢ una funzione razionale propria con i poli
coincidenti con quelli di e, €q €y Per quanto riguarda i condensatori, calcoliamo la

corrente del condensatore situato tra il nodo 1 e il nodo 4. Tale corrente & pari a:
sCel - Cvl(O_)

Questa espressione é una frazione propria con poli coincidenti con quellidi e T ad ec-
cezione di s = 0, che e assente.

Quanto detto mette in evidenza che i poli delle grandezze elettriche del cir-
cuito considerato sono 5 e pertanto tale ¢ anche il numero dei modi naturali, in accor-

do con il calcolo effettuato con la formula (IX.3.8).
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‘APPENDICE IX.A - Utilita della rappresentazione mediante le equa-
zioni di stato nella sintesi dei micro-circuiti li-
neari.

E noto dalla teoria dei sistemi che se si hanno a disposizione e-
lementi ideali dei seguenti tipi:

- sommatori di funzioni del tempo,
- integratori di funzioni del tempo,
- moltiplicatori di una funzione del tempo per una costante reale, & im-

mediato individuare uno schema di sistema che corrisponda ad equazio-
ni di stato assegnate (1).

Tale disponibilita & tipica della micro-elettronica e quindi per
questa particolare categoria di circuiti, siamo nella condizione di otte-
nere direttamente il circuito dalle equazioni di stato.

IX.A.1 - Elementi ideali tipici della microelettronica lineare e
schemi dei sommatori, degli integratori e dei moltipli-
catori.

I componenti usuali della microelettronica lineare sonoi resisto-

ri, i condensatori, i transistori e gli amplificatori operazionali. Mancano
gli induttori, in quanto al diminuire delle dimei'ﬂ)EIi____LeiC.i_(S‘-ﬂiﬁ-lLDer-
dite associate a tali elémenti divengono talmente elevate da rendere ta-

li componenti inaccettabilijRimanendo ad un livello diapprossimazione

(1) - Si veda ad esempio: A.Ruberti, A.Isidori, op. cit., Cap.II, § 8.
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grossolana, i componenti precedenti possono essere rappresentati sem-
plicemente tramite i resistori, i condensatori ed i nullori. Mediante que-
sti elementi ideali (in particolare considereremo il nullore a quattro ter-
minali, corrispondente all'amplificatore operazionale) & possibile otte-
nere gli elementi fondamentali per la sintesi diretta a partire dalle equa-
zioni di stato.

Il sommatore & mostrato in fig.IX.A.1; tale schema & cararteriz-
zato dal fornire in uscita la somma delle tensioni di ingresso cambiata
di segno. Esistono altri schemi che permettono di evitare tale cambia-
mento di segno, utilizzando o piu di un nullore oppure un nullore senza
m%resso a massa. Si rimanda per dettagli ai testi relativiai circuiti atti-
vi

N R
v“=- I — Vi
+ k=1 R,

Fig.IX.A.1 - Schema del sommatore, costituito da resistori ed un nullo-
re a 4 terminali.

v, —A\N\v + 1 .
e 0 ® vu(t)=-— vi(-r)d-r
RC J_ o

Fig.IX.A.2 - Schema dell'integratore costituito da un nullore, da un re-
sistore e da un condensatore.

Lo schema dell'integratore é mostrato in fig.IX.A.2; tale schema,
oltre ad operare l'integrazione della funzione d'ingresso, ha I'effetto di
cambiare il segno. Anche in questo caso esistono schemi che permettono

me cambiamento di segno ().

(1) - Si veda ad esempio: L.P.Huelsman, « Theory and design of active RCcircuits»,Mc
Graw-Hill, 1968 e S.K. Mitra, « Analysis and synthesis of linear active networkss, J. Wi

ley, 1969.
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Per quanto riguarda infine il-moltiplicatore per una costante, os-
serviamo che tale moltiplicazione viene gia ottenuta con lo schema di fi-
gura IX7A.1, tramite rapporto di resistenze.)

' “E importante notare che gli schemi proposti songapprossimazio-
ni notevolmente grossolane dei microcircuiti reali, dovute soprattuttoal-
T'aver usato il nullore a quattro terminali al posto dell'amplificatore o-
perazionale | In particolare, gioca un ruolo fondamentale il prodotto gua-
dagno-larghezza di banda dell'amplificatore sulle prestazioni di tali mi-
crocircuiti. Per dettagli su questi aspetti, fondamentali per la realizza-

e it e D =

IX.A.2 - Un problema tipico di sintesi nella microelettronica li-
neare.

Nel presente paragrafo considereremo in dettaglio un problema di
sintesi che & tipico della microelettronica lineare; si tratta della sinte-
si di una funzione di trasferimento in tensione assegnata tramite una fun-
zione razionale di secondo grado nella variabile s. Tale problema & un
passo fondamentale nella sintesi dei filtri e degli equalizzatori. La so-
luzione di tale problema é quella che prende il nome di «biquad»‘!).Es-
sa & un tipico esempio di utilizzazione delle equazioni di stato nella
sintesi.

Il problema che si vuole risolvere é quellodiindividuare lo sche-
ma di un circuito costituito da integratori, sommatori e moltiplicatori che
realizza, almeno da un punto di vista ideale, una funzione di trasferi-
mento in tensione del tipo seguente:

\Y *tes+d
(IX.A.1) L JEEL R
\A s24+as+b

in cui Vu e Vi sono indicate in fig.IX.A.3.

Fig.IX.A.3 - Sintesi di una + ? —o +
funzione ditrasferimento in V. D v
tensione. A 1

(1) - Si veda per ulteriori dettagli su questa soluzione: J.Tow, ¢« A step-by-step active
filter design», IEEE Spectrum, 1969, N.12, pp.G64-68. Per ulteriori dettagli sull'inseri-
mento della sintesi di ciascuna sezione nella cascata di sezioni che compongono un
filtro, si veda: G.Martinelli, M.Salerno, «Sensitivity and noise comparison of RC acti-
ve filters», Network and Signal Theory, P.Peregrinus, Londra, 1973, pp. 196-214.

La cultura & un bene dell'umanita (fantomasping@libero.it)



1X.A.2 Un problema tipico di sintesi nella microelettronica lineare 763

Il primo passo nella soluzione di questo problema ¢ quello di in-
dividuare una rappresentazione possibile mediante le equazioni di stato
del circuito che deve realizzare la funzione (IX.A.1). Poiché nel circui-
to gli unici elementi con memoria sono i condensatori e poiché i modi
naturali richiesti sono due nella (IX.A.1), sipudimmediatamente conclu-
dere che il minimo numero di condensatori richiesto per il circuito & due.
Vedremo di seguito che questo numero & anche sufficiente per la sinte-
si.

L'osservazione precedente permette di dire che 1'ordine del vet-
tore di stato & due.

Per quanto riguarda il vettore di ingresso e quello di uscita, es-
si si deducono direttamente dalla fig.IX.A.3, in quanto V, é&l'unica ec-
citazione presente e V = ¢& l'unica grandezza elettricarichiesta.In con-
clusione, il circuito incognito & caratterizzato dalla seguente rappresen-

tazione:
x|
x = s ¥=X. § w=¥Y,
X,
(IX.A.2)
ra a, b
a=| " ", B=| |, C=lc, ¢,]; D=f
L3y 29 b,

ove compaiono 9 quantita incognite. Queste quantita, tuttavia, sono in
gran parte vincolate dalla richiesta iniziale che la rappresentazione
(IX.A.2) sia di un circuito capace di realizzare la (IX.A.1). Per indivi-
duare i vincoli in questione, occorre ricavare la funzione di trasferimen-
to in tensione tramite le 9 quantitd precedenti. A questo scopo osser-
viamo che si ha:

(IX.A.3) 2 =C(sU-A)'B+D =
u

i blcls+bl(c2a21-c1a22)+b2czs+b2(clal2-c2au) N
= - - -
s +aua22 s(a“+a22) a,a

221

Dal confronto della (IX.A.3) con la (IX.A.1), si hanno i seguenti vincoli
per le quantita incognite:

13y 88, b
[ v Bgg =" A
c1+b2c2=c-am

(cpa, -c ay) +by(ca,-cya,)=d-bm

+® 3

(IX.A.4)

o PP

1
1
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764 Un problema tipico di sintesi nella microelettronica lineare 1X.A.2

Poiché le quantita incognite sono 9 e le equazioni di vincolo sono 5, so-
no possibili molte soluzioni. Nel caso presente ci limitiamo a descriver-
ne una (Tow), che si basa sulla semplificazione preventiva delle sud-
dette equazioni, che come si nota sono non lineari. Precisamente, si ot-
tiene una notevole semplificazione, con le seguenti scelte arbitrarie:

(IX.A.5) gy = by =0
Ovviamente, si ha ancora sovrabbondanza di incognite rispetto ai

vincoli; cid comporta 'introduzione di due parametri liberi di grande aiu-
to in fase di realizzazione (1), Precisamente, si ha:

I _d-bm
n-"2 €27 ba,

(IX.A.6) a,=h{b b,=kl|c-am|
e g, e 2
o al2 ol bl

nell'ipotesi che b #0, ¢ #am. I parametri liberi sono h e k, che pos-
sono assumere qualsiasi valore reale finito diverso da zero. In conclu-
sione, nel caso generale, le equazioni di stato del circuito incognito so-
no, nel dominio della trasformata di Laplace:

8258, + bl Vi

s ta

|

(IX.A.7) .

V“=c1xl tE,%, +mV,

incui a ,a,,c, e c, sonodatidalla (IX.A.6).

Il secondo passo della sintesi consiste nell'individuazione dello
schema a partire dalle (IX.A.7) o dalle equazioni analoghe ottenibili con
altre scelte. Utilizzando gli integratori e sommatori di fig.IX.A.2 e

IX.A.1, in cui non c'é liberta di scelta di segno, occorre scegliere op-

(1) - In G.Martinelli, M.Salerno, op. cit., viene fatto vedere come mediante opportuni
procedimenti di ottimizzazione sia possibile scegliere questiparametri nel contesto ge-
nerale di un filtro a piu sezioni biquad in cascata. Variando £ poco questi parametri,
si possono avere grandissime variazioni di prestazioni del tipo rapporto segnale rumore
in uscita, effetto delle tolleranze dei componenti, ecc.
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portunamente il segno dei parametri liberi, in dipendenza dal segno dei
coefficienti della (IX.A.1), se si vuole minimizzare la complessita dello
schema finale del circuito. Poiché tali scelte dipendono, come detto, dal
segno dei coefficienti della funzione, & opportuno limitare la trattazio-
ne a qualche caso particolare significativo, quale ad esempio quello di
una funzione di trasferimento con zero sull'asse immaginario del piano
della variabile s. La funzione da sintetizzare, in questo caso, & quindi
caratterizzata da:

(IX.A.8) c=0
Supponiamo inoltre, senza perdita di generalita, che:
(IX.A.9) m <0

Per ridurre la complessita del circuito, scegliamo i segni di h e k in mo-
coche a ,, b, c, siano negative. Quindi:

(IX.A.10) a,=-{bk, ; b,=amk, ; c, =-1/k,

essendo k, e k, quantita arbitrarie positive. La quantita c, & uguale

a:
(d - bm) kl
(IX.A.11) N — T
ﬁkz am
/1 \\\
/ l/arl 1 |
Lo 1 0 ,7//;1 _______________
|a|m|k2l_i /)/(1 ll ﬁr‘z
o——‘—AA, } | AN
Vi+ | 0 o | ‘l 0
| |
|\ & a1 |\ .
N e e e NN i, e T iy S oy
R1 bkza
koRy d
k.|b-—
1 m

Fig.IX.A.4 - Schema del circuito che realizza zeri di trasmissione sull'as-
se immaginario. Il deviatore é nella posizione I quando b < d/m e in
quella quando b > d/m. Per b =d/m manca il collegamento tra I e
II e l'ingresso del sommatore di uscita.
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e quindi & positiva se d < bm e negativa se d > bm. Per quanto ri-

guarda a,, risulta invece positiva, cioé:
Vb

(IXA 12) 2.21 = k—'
1

Di conseguenza, la prima delle (IX.A.7) si pud realizzare mediante un
integratore sommatore (indicato entro la parte tratteggiata 1 di figura
[X.A.4), la seconda mediante la cascata di un integratore ed un inverti-
tore (parte tratteggiata 2 di fig.IX.A.4) ed infine la terza con un somma-
tore invertitore. Poiche il segnodi c, pud essere qualsiasi, occorre
prevedere nello schema due connessioni diverse, a seconda di tale se-
gno. E importante inoltre notare che lo schema di fig.IX.A.4 realizza
«formalmente » la funzione (IX.A.1) qualsiasisia il valore positivodi k ,
kz, Fl, l_'z, R, ed R. Tali quantita arbitrarie sono molto utili in sede éi
progettazione per migliorare il comportamento del circuito reale dai vari
punti di vista che possono interessare nelle applicazioni.

APPENDICE IX.B - Riferimenti bibliografici.

La trattazione del circuito come un particolare sistema si & svi-
luppata negli ultimi anni parallelamente alla teoria dei sistemi. I van-
taggi che scaturiscono dalla particolare prospettiva con cui si considera
il circuito lineare e permanente sono tipici di questo approccio, cioé la
possibilita di sviluppare dei procedimenti formali di sintesi di notevole
importanza teorica. Si veda a proposito il testo di B.D.O. Anderson, S.
Vongpanitlerd, «Network analysis and synthesis. A modern system ap-
proach», Englewood Cliffs 1973. Tipici di questo approccio sono anche
gli svantaggi, cioé la difficolta di individuare circuiti validi da un pun-
to di vista pratico, salvo casi semplici come quelloillustratonel § IX.A.

I procedimenti di analisi descritti nel presente capitolo sono sta-
ti volutamente mantenuti su un livello elementare e particolare. La trat-
tazione generale & disponibile, a livello accessibile, nel testo di R.A.
Rohrer, «Circuit theory. An introduction to the state variable approach »,
Mc Graw-Hill, 1970.
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APPENDICE A

DERIVAZIONE DEL MODELLO DI CIRCUITO A COSTANTI
CONCENTRATE E SUOI LIMITI DI VALIDITA

A.1 - Introduzione.

La generica struttura elettrica é costituita da unaregione di spa-
zio, contenente corpi di diversa natura e che diviene sede di fenomeni
elettromagnetici, quando in essa si verificano sollecitazioni esterne
coincidenti usualmente con trasformazioni di energia non elettrica in e-
lettrica. La caratterizzazione quantitativa del fenomeno elettromagnetico
richiede 1'uso di grandezze appropriate, la conoscenza delle leggi fisi-
che che vincolano tali grandezze e la definizione di opportune quantita
atte a precisare il comportamento dei vari corpi presenti nella regione
d'interesse. Le grandezze in questione sono:

—

E campo elettrico: & una grandezza vettoriale la cui ampiezza si misu-
ra in volt su metro (LMT-2 Q-1) (1)

—

D induzione elettrica: & una grandezza vettoriale la cuiampiezza si mi-
sura in coulomb su metro quadrato (QL~2);

—

H campo magnetico: & una grandezza vettoriale la cui ampiezza si mi-
sura in ampére-spire su metro (L-'T-! Q);

—

B induzione magnetica: & una grandezza vettoriale la cui ampiezza si
misura in weber su metro quadrato (MT-1Q"1);

J densita della corrente di conduzione: & una grandezza vettoriale, la
cui ampiezza si misura in ampére su metro quadrato (M-2T-1Q).

(1) - Le unita di misura sono quelle del sistema MKSQ, cioé metro, kilogrammo-massa,
secondo e coulomb.
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Le quantita che precisano il comportamento dei vari corpi pre-
senti nella regione, sono:

¥ conducibilita: grandezza scalare che si misura in mho su metro (L3

M1 Q2T

€ costante dielettrica: grandezza scalare che si misura in farad su me-

tro (L-3M-1 Q2 T2,

1 permeabilita magnetica: grandezza che si misura in henry su metro
(LMQ-2);

p densitd volumetrica di carica: grandezza scalare che si misura in cou-
lomb su metro cubo (L:3 Q).

Le grandezze precedenti sono in generale funzioni del punto e
del tempo e sono legate fra loro in base alle equazioni di Maxwell,cioé:

-~ 3B
(A.1) rot E=- B
(A.2) e =]t o
ot
(A.3) div B=0
(A.4) div D=p

Esistono inoltre altre relazioni che legano le grandezze prece-
denti e che dipendono dalla natura dei corpi presenti nella regione d'in-
teresse. Tali equazioni sono, nei vari casi possibili:

(A.5) D=¢E
(A.6) B=puH
(A.7) f=7(ﬁ-§o)+fo

- -
incui E e J, sono le grandezze elettriche impresse, direttamente le-
gate alle sollecitazioni. Occorre notare che, nello scrivere le equazioni
(A.S), (A.6) e (A.7), & stata fatta 1'ipotesi che i mezzi che occupano le
regioni d'interesse siano isotropi (cidé comporta che le quantita €, p, y
siano coincidenti con grandezze scalari); nel seguito tale ipotesi verra
mantenuta, insieme alle ipotesi di linearitad, permanenza e omogeneitd
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(cid comporta che le quantitd €, u, v siano indipendenti dallo stato e-
lettromagnetico presente, dal tempo e dal punto).

La conoscenza della forma e natura dei corpi contenutinella re-
gione d'interesse e delle sollecitazioni impresse rende possibile !'indi-
viduazione delle grandezze elettriche in ogni punto della regione. Tale
individuazione & molto complessa e pud essere notevolmente semplifi-
cata nel caso in cui la struttura elettrica in esame sia rappresentabile
mediante il modello circuitale a costanti concentrate. L'ipotesi che sta
alla base di questo modello & che le dimensioni dellaregione d'interes-
se siano sufficientemente piccole da poter essere trascurate. L'ipotesi
di «assenza di dimensioni» & del tutto equivalente a quella di «velocita
di propagazione del fenomeno elettromagnetico infinita» oppure a quella
di «tempo nullo di trasmissione del fenomeno elettromagnetico daun pun-
to all'altro della regione d'interesse».

Le tre formulazioni precedenti dell'ipotesi di costanti concen-
trate permettono di approfondire sia i limiti di validita dell'ipotesi stes-
sa (§ A.2), sia la derivazione del modello di circuitoa costanti concen-
trate nella sua forma globale e nelle sue componenti (§ A.3, A4, A.S).

A.2 - Limiti di validita dell'ipotesi di «costanti concentrate ».

La formulazione dell'ipotesi di «costanti concentrate» che pit
si presta ad una verifica di validita, é quella che riguarda il tempo im-
piegato dal campo elettromagnetico per spostarsi da un punto all'altro
della regione d'interesse. Tale tempo deve potersi trascurare, nel sen-
so che esso deve essere molto piccolo se confrontato con 1'entita delle
variazioni temporali delle grandezze elettriche tipiche dell'applicazio-
ne considerata. Sappiamo infatti che in ogni applicazione delle strutture
elettriche & completamente fissata la larghezza dell'intervallo di fre-
quenza in cui cadono gli spettri delle grandezze elettriche. Alla frequen-
za massima f__  di questo intervallo & legato in modo semplice il mi-
nimo intervallo di tempo che & possibile apprezzare, cioé:

(A.8) . ;

max

Il tempo impiegato dal campo elettromagnetico per propagarsi da
un punto all'altro del circuito risulta sempre:

(A.9) t £ L/c

dove L ¢ la dimensione massima della regione d'interesse e c &la ve-
locita di propagazione nello spazio libero.
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Quindi la verifica da effettuare é che sia:

1 L
(A.10) L/c << ——  ovvero 2—f <<1
2f c mex

max
Poiché in ogni applicazione, oltre a f__, & nota anche la mas-
sima dimensione che pud avere la struttura elettrica d'interesse, la veri-
fica suggerita dalla (A.10) & molto semplice da farsi, come messo in evi-
denza in tab.A.1, che si riferisce a due applicazionitipiche ed al valore

di ¢ ugualea 3-10% m/sec.

Tabella A.1 - Controllo della validita dell'ipotesi di «costanti concen-
trate» in due applicazioni tipiche. Nel caso dell'applica-
zione relativa alle microonde, si e considerato per fmu il
valore piv basso delle frequenze utilizzate in tale campo;
tale condizione & ovviamente la piu favorevole all'accet-
tabilita dell'ipotesi.

Dimensione L .
. e Intervallo . Risultato del
Applicazione frequenze magaigs Lo | 2 & fnax controllo
(metri)
Riproduzione so- |< 20 kHz 1 1,3 +1074 Ipotesi accetta-
nora (alta fedelta) bile
Microonde > 1 GHz 0,1 0,66 Ipotesi non ac-
cettabile

A.3 - Conseguenze dell'ipotesi di «costanti concentrate »: suddi-
visione in regioni tipiche della struttura elettrica.

Per effetto dell'ipotesi di «costanti concentrate » & possibile in-
dividuare a priori quali sono le caratteristiche salienti della regione di
interesse. In particolare & facile vedere che si possono avere solo po-
chi tipi di regione, compatibili con 1'ipotesi suddetta, caratterizzabili
facilmente a partire dalla formulazione basata sulla velocita infinita di
propagazione del campo elettromagnetico. Cid implica, infatti, che sia
nullo il prodotto € u, che, come & noto, é inversamente proporzionale
al quadrato della suddetta velocita. Di conseguenza la regione d'inte-
resse pud essere costituita solo di parti aventi nulla o la costante die-
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lettrica € o la permeabilita magnetica u oppure ambedue contempora-
neamente. Ciascuna di queste parti-ha caratteristiche ben determinate
che vanno esaminate in dettaglio.

A.3.1 - Regione di tipo 1.

La regione di tipo 1 & caratterizzata dall'avere nulle sia € che
w. Di conseguenza le grandezze B e D sono entrambe nulle e pertan-
to in tale regione non c'é energia elettrica o magnetica immagazzinata,
ricordando che si ha:

1 —_ —
densita di energia elettrica = 5 D+E
(A.11)
1 — =
densita di energia magnetica = 3 B-H

Poiché D é nullo, dalla (A.4) si deduce che deve essere nulla
la densita di carica elettrica; cié implica che non si pud avere accumu-
lo di cariche elettriche nella regione e percid la corrente di conduzione
entrante deve essere uguale a quella uscente, ricordando che con cor-
rente di conduzione si intende la quantita di carica che attraversa nel-
'unita di tempo la superficie che racchiude la regione. Questorisultato,
d'altra parte, consegue immediatamente dalla (A.2), osservando che, se

=

D =0, risulta:

(A.12) ] =rot H
e quindi: »
(A.13) div ] =divrot H=0

Inoltre 1'annullarsi di B comporta dalla (A.1) che:

=
(A.14) rot E =0

il che significa che il campo elettrico é conservativo e puo quindi farsi
derivare da una funzione potenziale. E pertanto possibile parlare senza
ambiguita di differenza di potenziale tra due punti.

Le ulteriori proprieta della regione di tipo 1 sono legate alla
forma che assume la sua relazione costitutiva e cioé la (A.7). In parti-
colare cio che influisce & il valore della conducibilita 7y e l'eventuale
presenza delle grandezze impresse I_i'o e To‘ Si possono avere i se-
guenti casi:
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- Regione di tipo 1A.

La caratteristica di questa regione & l'assenza di Ej e J  nella
(A.7) ed il valore nullo di . Di conseguenza non c'é corrente, cioé si

ha:

(A.15) J=0

La (A.15) implica l'assenza di fenomeni di trasformazione di energia mi-
surati-da:

(A.16) ]-E

Le proprieta messe in evidenza dimostrano che la regione di ti-
po 1A coincide con il «vuoto».

— Regione di tipo 1B.

— —

Si ottiene questa regione nel caso che siano assenti E e ]
nella (A.7) e che sia 7y = @, Il valore infinito della conducibilita impli-

ca che sia:

(A.17) E=0

Quindi il potenziale della regione di tipo 1B ¢é costante in tutti i suoi
punti.

La (A.17) implica l'assenza di fenomeni di trasformazione di e-

nergia, misurati dalla (A.16).
E evidente dalle proprietd messe in evidenza che la regione di

tipo 1B coincide con un «conduttore perfetto ».

— Regione di tipo 1C. .

Nel caso che siano assenti E e J, dalla (A.7) e che 7y abbia
un valore finito diverso da zero, si ha la regione di tipo 1C oregione re-
sistiva. Tale regione é caratterizzata da una trasformazione irreversibi-
le di energia elettrica in un'altra forma di energia. Quantitativamente si
ha una dissipazione di potenza per unita di volume data dalla (A.16), che

nel caso presente diviene:
(A.18) y [E|?

La regione di questo tipo & il costituente fondamentale del com-
ponente del circuito a costanti concentrate che prende il nome di resi-
Store.

— Regione di tipo 1D.

— -
In questo casosi ha ¥y =0, E; =0, Jo # 0. La regione risul-
tante & sede di una trasformazione reversibile di energia non elettrica
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in elettrica, tramite un fenomeno che impone la distribuzione della den-
sita di corrente ]0 L'entita della potenza trasformata per unita di vo-
lume ¢, dalla (A.16), pari a:

—

(A.19) J, E

La regione di questo tipo & il costituente essenziale del componente del
circuito a costanti concentrate, che prende il nome di generatore indi-
pendente di corrente.

— Regione di tipo 1E.

In questo caso si ha: y=®, E  #0, J, =0. Laregione risul-
tante & del tutto simile alla 1D e coincide con il costituente essenzia-
le del componente del circuito a costanti concentrate che prende il no-
me di generatore indipendente di tensione.

A.3.2 - Regione di tipo 2.

La regione di tipo 2 & caratterizzata da un valore nullodella co-
stante dielettrica € ed un valore diverso da zero della permeabilita ma-
gnetlca 1. Di conseguenza risulta nulla sia 1'induzione elettrica D sia
I'energia elettrica immagazzinata, in base alla (A.5) e alla (A.11). Ri-
sulta percid presente solo l'energia magnenca misurata per unita di vo-
lume dalla seconda delle (A.11). Poiché D & nullo, dalla (A.4) si de-
duce che risulta nulla la densita di carica elettrica. Cidimplica che non
si pud avere accumulo di carica nella regione e percio la corrente en-
trante deve essere ugu.ale a quella uscente. D'altra parte cio & anche e-
vidente dal fatto che, in tale regione, la densita di corrente soddisfa la
(A.12). Da tale relazione, dalla (A.6) e dalla (A.1), sideduce il seguen-
te legame tra la densita di corrente e il campo elettrico:

. ajf
(A.20) rotrot E =- u —
ot

E importante osservare che nella presente regione non pud esse-
re definito il potenziale, in quanto il campo elettrico non & irrotaziona-
le.

La regione di tipo 2 & il costituente essenziale dei componenti
‘del circuito a costanti concentrate che prendono il nomediinduttore, in-

duttori accoppiati € trasformatore.
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A.3.3 - Regione di tipo 3.

La regione di tipo 3 & caratterizzata da un valore della permea-
bilitd magnetica u nullo ed un valore diverso da zero della costante
dielettrica e. Di conseguenza risulta nulla sia 1l'induzione magnetica
B sia l'energia magnetica 1mmagazzmata in base alla (A.6) e alla se-
conda delle (A.11). Risulta percio presente solo l'energia elettrica, la
cui densita per unita di volume & data dalla prima delle (A.11). Poiché
B = 0, dalla (A.1) risulta che il campo elettrico & irrotazionale e quin-
di si puo parlare senza ambiguita della differenza di potenziale tra due
punti. Inoltre, dalla (A.2), osservando che la divergenza di un rotore &
nulla, si ottiene:

— a —
(A.21) div] =-¢€ 3 div E

La (A.21) stabilisce il legame tra densita di corrente e campo elettrico
nella regione in esame. E importante osservare che il vettore ] nella
presente regione non & solenoidale (div T# 0).

La regione di tipo 3 & il costituente essenziale del componente
del circuito a costanti concentrate che prende il nome di condensatore.

A.4 - Ulteriori conseguenze dell'ipotesi di «costanti concentra-
ten: il modello circuitale della struttura elettrica.

Dall'ipotesi di « costanti concentrate» nella formulazione che im-
pone una velocita infinita del campo elettromagnetico, consegue che la
regione occupata dalla struttura elettrica puo essere o deltipo 1, 2, 30p-
pure coincidere con un aggregato di parti, a loro volta dei tipi suddetti.
Occorre inoltre osservare che tali parti sono associate in modo opportu-
no, allo scopo di permettere una interazione reciproca. In particolare: 1)
la regione del tipo 1A costituisce il mezzo in cui sonoimmerse tutte le
altre; 2) regioni del tipo 1B funzionano come connessioni delle rima-
nenti altre. E chiaro qumdx che, pit che considerare le rimanenti reglo-
ni di per se stesse, conviene considerare sempre aggre gati costituiti nel
seguente modo: una regione qualunque delle precedenti, con 1'esclusio-
ne delle 1A e 1B, compresa tra due regioni del tipo 1B noncontigue e
per il resto confinante con la regione 1A. Uno schema di principiodi ta-
le aggregato & mostrato in fig.A.1. I vari aggregati sono connessi tra di
loro in corrispondenza alle regioni di tipo 1B.

Tenendo conto di quanto detto in precedenza e della formulazio-
ne alternativa dell'ipotesi di «costanti concentrate», che stabilisce la

La cultura & un bene dell'umanita (fantomasping@libero.it)



A.4 Ulteriori conseguenze dell'ipotesi di « costanti concentrate» 777

1A

Fig.A.1 - Aggregato tipico di regioni in una struttura elettrica che sod-
disfa 1l'ipotesi di « costanti concentrates.

assenza di dimensioni delle regioni, si arriva automaticamente al model-
lo circuitale della struttura elettrica, introdotto nel § 1.1.2. Gli elemen-
ti ideali privi di dimensioni sono gli aggregan di f1g A.1; le connessio-
ni filiformi sono le reglom del tipo 1B; la regione in cui sono immersi
gli elementi e le connessioni & del tipo 1A. Rimane da far vedere:

1) la possibilita di caratterizzare ciascun elemento con tensione e cor-
rente;

2) la derivazione delle leggi di Kirchhoff dalle equazioni di Maxwell;

3) il modo in cui derivare le relazioni costitutive degli elementi ideali
tipici.

Punto 1

Per quanto riguarda il punto 1), & sufficiente tenere conto che,
per quanto detto nel § A.3.1, le regioni del tipo 1B sono equipotenzia-
li e non accumulano carica. Percid esse chiaramente si comportano co-
me i terminali ed i morsetti degli elementi ideali. Inoltre, per quanto det-
to nel § A.3.1, nella regione 1A pud essere definita senza ambiguita la
differenza di potenziale tra due punti e non si ha corrente o carica accu-
mulata. Cid significa che si pud parlare senza ambiguita ditensione ap-
plicata all'elemento ideale: essa coincide con la differenza di potenzia-
le tra le due regioni del tipo 1B di fig.A.1. Per quanto riguarda la cor-
rente, consideriamo una superficie chiusa che intersechi le due regioni
di tipo 1B e la regione di tipo 1A, racchiudendo nel suo interno la re-
gione centrale dell'aggregato. Facciamo vedere che la corrente entrante
in questa superficie & nulla, cid che dimostra il fatto che la corrente che
entra in un morsetto & di ampiezza uguale e verso contrario a quella en-
trante nell'altro morsetto. A questo scopo osserviamo che:

G.MARTINELLI - M.SALERNO : Fondamenti di Elettrotecnica 98
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(A.22) f pdV = f div D dV = fﬁ-Eds
\' v S

in cui V & il volume della regione racchiusa dalla superficie S consi-
derata ed 1 la normale all'elemento di superficie dS supposta positi-
va in senso entrante. Poicheé si ha € =0, sia nella regione 1A che 1B,
risulta D =0 sulla superficie S e quindi 1'integrale (A.22) & nullo.
Tale integrale rappresenta la carica accumulata entro laregione racchiu-
sa dalla superficie S e dimostra quanto asserito, in quanto la corrente
entrante vale:

(A.23) I JndS=— pdV

s 9t Jv

Poiché la corrente entrante in un morsetto ¢ di ampiezza uguale e verso
contrario a quella entrante nell'altro morsetto, si pud parlare senza am-
biguita della corrente che percorre 1'aggregato.

Punto 2

Quanto detto in precedenza mette in evidenza che la struttu-
ra electrica é costituita da elementi, cioé gli aggregati di fig.A.1, con-
nessi tra di loro da regioni equipotenziali rappresentabili mediante fili,
poiché la dimensione delle regioni non ha influenza, e immersiin un mez-
zo vuoto. Ciascun elemento & caratterizzabile tramite una tensione ed u-
na corrente.

La prima legge di Kirchhoff si ottiene considerando una superfi-
cie chiusa che intersechi gli aggregati del tipo di fig.A.1 solo in corri-
spondenza alle regioni del tipo 1B ed 1A e seguendo una dimostrazio-
ne del tipo di quella basata sulle (A.22) e (A.23).

La seconda legge di Kirchhoff si ottiene considerando una cur-
va chiusa che si svolga nelle regioni 1A e 1B ed intersechi gli aggre-
gati solo in corrispondenza alle regioni 1B. Poiché il campo elettrico &
irrotazionale nelle regioni 1A e 1B, il suo integrale lungo la suddetta
curva chiusa & nullo. D'altra parte tale integrale coincide con la somma
delle tensioni degli elementi via via toccati dalla curva, cié che dimo-
stra la seconda legge di Kirchhoff.

Punto 3

La derivazione delle relazioni costitutive degli elementi ideali
bipolari, gia introdotti nel Cap. I, pud essere fatta considerando i vari
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tipi possibili di aggregati aventi la struttura di fig.A.1. Nel § A.5 que-
sti elementi verranno derivati in modo dettagliato.

A.5 - Derivazione delle relazioni costitutive deglielementi idea-
li bipolari.

A.5.1 - Resistore.

L'aggregato del tipo di fig.A.1 da considerare in questo caso pre-
vede una regione centrale del tipo 1C. Il legame tra densita di corrente
e campo elettrico in tale regione & come messo inevidenzanel §A.3.1:

(A.24) f= p 4 E

N

Poiché consideriamo regioni occupate da mezzi lineari & evidente che il
campo elettrico in ogni punto é proporzionale alla differenza di potenzia-

le che si ha tra le due regioni 1B dell'aggregato di fig.A.1, cioé:

—

(A.25) E=f(P)V

essendo: f (P) una funzione vettoriale di punto avente dimensione L -I;
P il generico punto della regione d'interesse; V la differenza di po-
tenziale, in generale funzione del tempo e naturalmente indipendente dal
punto.

Un discorso del tutto simile si puo fare anche per la densita di
corrente, cioé essa & proporzionale alla corrente che attraversa l'aggre-
gato, definibile senza ambiguita, come messo in evidenza nel paragrafo
precedente. Quindi risulta:

-

(A.26) J=g(®)1

essendo: g (P) una funzione vettoriale di punto, avente dimensioni L -;
I la corrente che attraversa l'aggregato, in generale funzione del tempo
e naturalmente indipendente dal punto.

Dalle (A.24), (A.25), (A.206), si ha:

(A.27) lg®P) | 1=y[f@)|V
che corrisponde a:
o' (P 1
4,285 v lg®] L
lE@y | ¥
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I1 rapporto:

|2 (P)] -
=S
It P)]

deve essere necessariamente costante, di valore dipendente solo dalla
forma geometrica dell'aggregato; le sue dimensioni sono L -1

La (A.28) & la relazione costitutiva del resistore ideale di resi-
stenza:

(A.29)

(A.30) R=—
Y

dove hR € un fattore di forma dato dalla (A.29).

A.5.2 - Generatore indipendente di tensione.

Si ha un generatore indipendente di tensione quando la regione
centrale dell'aggregato di fig.A.1 & del tipo 1E. In questo caso il cam-
po elettrico interno alla regione centrale & quello impresso, indipenden-
temente dalla corrente che fluisce. Risulta percié indipendente dalla
corrente la tensione dell'elemento risultante ed uguale ad un valore im-
presso dall'esterno.

A.5.3 - Generatore indipendente di corrente.

Se la regione centrale dell'aggregato di fig.A.1 e del tipo 1D, lo
elemento risultante & il generatore di corrente. In questo caso, infatti,
la densita di corrente nell'interno della regione centrale & impressa
dall'esterno e risulta indipendente dal campo elettrico. Cidimplica che
la corrente dell'elemento ¢é indipendente dalla tensione applicata ed u-
guale ad un valore impresso dall'esterno.

A.5.4 - Induttore.
Quando la regione centrale dell'aggregato di fig.A.1 &del tipo 2,
si ha 1'induttore. Il legame tra campo elettrico e densita di corrente nel-

la regione centrale & quello espresso dalla (A.20), che, supponendo un
comportamento lineare per 1'aggregato, equivale a:

(A.31) V rot rot F(P) =-ug(P) %%
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avendo usato gli stessi simboli delle (A.25) e (A.26). Risulta quindi:

(A.32) V=uh o

o TN
essendo h, definita dalla:
(A.33) - £(P) = h, rot rot f(P)

La quantita h, deve necessariamente coincidere con una costante, di-
pendente solo dalla forma dell'aggregato ed avente dimensione L. La
(A.32) é la relazione costitutiva di un induttore di induttanza:

in cui h>\ ¢ un fattore di forma dato dalla (A.33).

A.5.5 - Condensatore.
Quando la regione centrale dell'aggregato di fig.A.1 édeltipo 3,
si ha il condensatore. Il legame tra campo elettrico e densita di corren-

te nella regione centrale & quello espresso dalla (A.21), che, supponen-
do un comportamento lineare per l'aggregato, equivale a:

- 3V
(A.395) Idiv g'(P) =- ediv f (P) ey
t
avendo usato gli stessi simboli delle (A.25) e (A.26). Risulta quindi:

_ div f(P) 3V
div g'(P) 7Ot

(A.36) 1 ==

La quantita:
div f (P)
div g'(P)

h

c

(A.37)

deve necessariamente coincidere con una costante, dipendente solo dal-
la forma dell'aggregato ed avente dimensione L. La (A.36) & la rela-
zione costitutiva di un condensatore di capacita:

(A.38) C=¢€¢h_
in cui hc & un fattore di forma dato dalla (A.37).

*
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CIRCUITI DI TIPO NON ELETTRICO

E possibile. stabilire una rappresentazione circuitale per.moltis-
sime strutture fisiche, come messo in evidenza neiriferimenti bibliogra-
fici nel § B.3. Tale sorprendente versalita della nozione di circuito &
legata al fatto che i principi topologico-algebriciche stannoalla sua ba-
se sono del tutto simili a quelli che stanno alla base del calcolo vetto-
riale. La trattazione dettagliata di questo legame e la spiegazione teo-
rica dell'esistenza delle analogie circuitali esula dal presente testo e
per questa ragione si rimanda all'articolo fondamentale di F.H. Branin,
«The algebraic-topological basic for network analogies and the vector
calculus», Proc. of the Symposium on Generalized Networks, Pol. Inst.
of Brooklyn, 1966, Wiley.

Nella presente appendice vogliamo solo mettere in evidenza, nel
caso particolare delle strutture meccaniche ed elettromeccaniche, le ca-
ratteristiche peculiari di queste analogie.

B.1 - Analogia della mobilita dei circuiti meccanici.

Consideriamo la struttura schematica di fig.B. 1,costituita da due
corpi rigidi di massa m, ed m,, scorrevoli su un piano orizzontale di
appoggio fisso, due molle ed uno smorzatore. Le forze che agiscono su
ogni elemento di questa struttura debbono obbedire allalegge di Newton.
Ad esempio, per 1'elemento rigido di massa m , con i simboli di figura
B.1, si ha:

l’

(B.1) F,-F,-F,=m
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in cui le quantita F, F,, F, sono forze e v, ¢&la velocita dell'ele-

mento di massa m, parallelamente al piano di appoggio.

4 A i
Z :
gb——Ju'uu\— m1 EFH _____ l ____ A f m2
|
2 — L _________ L1 ——e
2 AT
Y, F
7 2
47/7/77/7/77/7/7/7/7/977/797/77/7/777//77777777977%9727%

Fig.B.1 - Struttura meccanica schematica presa in considerazione.

Considerando anche la quantita m dv/dt come una forza (forza
d'inerzia), la (B.1) pud considerarsi del tuttoequivalente alla prima leg-
ge di Kirchhoff e pertanto la forza risulta analoga alla corrente; si trat-
ta, cioé, per la forza e per la corrente di due variabili «attraverso » (ve-
di § L.1).

Consideriamo ora un percorso chiuso nella struttura di fig.B.1.
Ogni punto della struttura ha una propria velocita. Per ragioni di conti-
nuita, la somma delle velocita relative degli elementi che si incontrano

lungo il percorso & zero. Ad esempio, nel caso del percorso tratteggiato
fig.B.1, si ha:

(B.2) (vg-v)+ (v, -vp=0

in cui (v,-v_) é&la velocita relativa dell'estremo d della molla 2 ri-
spetto all'altro suo estremo c. Analogamente (v_-v,) & la velocita
relativa dell'estremo e dello smorzatore rispetto all'altro estremo f. La
(B.2) pud considerarsi del tutto equivalente alla seconda legge di Kir-
chhoff e pertanto la velocita risulta analoga alla tensione;sitratta,ciog,
per la velocita e la tensione di due variabili «agli estremi» (vedi § L.1).
E interessante inoltre osservare che il prodotto delle variabili attraver-
so con quelle agli estremi &, in ambedue i casi, elettrico e meccanico,
coincidente con una potenza.

I tre tipi di elementi presenti in fig.B.1 sono caratterizzati da
due grandezze analoghe alla tensione e alla corrente. Nel caso ideale
che stiamo trattando, si perviene ad elementi bipolari analoghi a quelli
dei circuiti elettrici a costanti concentrate. Trattiamo in dettaglio i tre
elementi.

1) Molla ideale.

La molla ideale si ottiene trascurando la massa del componente
reale corrispondente e le perdite associate alla sua vibrazione. La for-

La cultura & un bene dell'umanita (fantomasping@libero.it)



784 Analogia della mobilita dei circuiti meccanici B.1

za che agisce in ciascun punto della molla deve essere complessiva-
mente bilanciata; percid la forza si trasmette «attraverso» la molla stes-
sa. La forza sviluppata dalla molla dipende dallo spostamento relativo
dei suoi estremi, a partire dalla condizione di equilibrio, ciog, detto con
x tale spostamento relativo, si ha la relazione:

(B.3) x = g(F)
Derivando la (B.3) rispetto al tempo ed introducendo l'ulteriore ipotesi di
linearita per la relazione precedente, si ottiene:
d d dF dF
x _dg L

(B.4)

T &t dF dt

Ricordando che la velocita relativa & 1'analogo della d.d.p. agli estremi
e che F é l'analogo dalla corrente, la (B.4) coincide con la relazione
costitutiva di un induttore ideale; per questo motivo & statousato il sim-
bolo L nella (B.4).

2) Smorzatore ideale.

Nel caso ideale si trascura sia la massa che 1'elasticitad dello
smorzatore ideale. La relazione costitutiva esprime percid semplicemen-
te la dipendenza della velocita relativa di un estremo rispetto all'altro
in funzione della forza applicata, cioé:

(B.5) v=h(F)=RF

avendo effettuato 1'ulteriore ipotesi di supporre lineare 1'elemento. Dal-
la (B.5) si deduce che, nell'ambito dell'analogia che stiamo consideran-
do, lo smorzatore ideale corrisponde ad un resistore. Questa & la ragio-
ne del simbolo R usato nella (B.95).

3) Massa ideale.

Il corpo rigido di massa m, perfettamente scorrevole sul piano
di appoggio, corrisponde ad una «massa ideale ». Per questo elemento &
solo presente la legge di inerzia come legge costitutiva, in quanto, det-
ta v la sua velocita assoluta, riferita cioé al riferimento fisso,ed F la
forza applicata nella direzione del movimento (nel caso presente tale di-
rezione & contenuta in un piano parallelo a quello di appoggio), si ha,
nei limiti della meccanica classica:

dv
B.6 F=m —
(B.6) m
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La massa ideale corrisponde, percio, nell'analogia ad una capacita. E
importante osservare che in questo caso la velocita da considerare & la
velocita assoluta dell'elemento, cioé, in altri termini, uno dei due e-
stremi del componente é il riferimento fisso inerziale.

Fig.B.2 - Schema circuitale
meccanico corrispondente
alla struttura di fig.B.1

Riferimento
inerziale

Ritorniamo ora a considerare la struttura di fig.B.1. Vediamo che
ai fini della sua caratterizzazione dobbiamo considerare solo due velo-
cita assolute, cioé quelle dei due corpi rigidi. Infattila molla 1 & attac-
cata al primo di tali corpi ed al riferimento fisso; la seconda molla e lo
smorzatore sono attaccati ai due corpi rigidi. Uno schema circuitale mec-
canico rappresentante la struttura di fig.B.1 & percid quello mostrato in
fig.B.2. Si vede chiaramente da questa figura che, nell'analogia che stia-
mo considerando, i «punti» di cui occorre considerare la velocita corri-
spondono ai nodi del circuito. In particolare & sempre presente il nodo
che corrisponde al riferimento inerziale, che ha velocita assoluta nulla
ed a cui sono collegate tutte le masse presenti. I tre elementi ideali in-
trodotti costituiscono gli elementi a due terminali fondamentali per que-
sti circuiti. Nelle strutture meccaniche pil complesse essi verranno uti-
lizzati per derivare circuiti equivalenti di tali strutture, cosicome acca-
de per le strutture elettriche. In tab.B.1 riassumiamo i termini dell'ana-
logia discussa punto per punto in precedenza; taleanalogia & nota nella
letteratura tecnica con il nome di «analogia della mobilita».

Osservazione B.1

Risulta comodo utilizzare nella trattazione dei circuiti meccanici i simboli ed
i nomi degli elementi elettrici corrispondenti nell'analogia, conservando pero le unita
di misura proprie dei circuiti meccanici. Si ottengono circuiti del tipodi quello mostra-
to in fig.B.3, che si riferisce alla rappresentazione della struttura di fig.B.1. Ovvia-

mente le tensioni risultanti sono in metri/sec e le correnti in newton.
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Tabella B.1 - Analogia della mobilita

Struttura
Parametr1

Elettrica

Meccanica

Grandezza agli
estremi

Grandezza attra
verso

Tensione (volt)

Corrente (ampere)

Velocita (metro/ sec)

Forza (newton)

Elementi

ideali e loro

Capacita (farad)
Induttanza (henry)

Massa (kilogrammo)

Elasticita (metro/ newton)

Connessione serie
Connessione parallelo

parametri Conduttanza (mho) Resistenza meccanica
(newton X sec/ metro)
Rappresentazioni Impedenza (ohm) Mobilita [metro/ (newton X sec)]
di bipoli Ammettenza (mho) Immobilita
(newton X sec/ metro)
Corto-circuito Punto bloccato (impossibilitato
a muoversi)
Bipoli .
particolari Circuito aperto Punto libero (non soggetto a
forze)
Maglia Maglia
s N
Topolealn Nodo odo

Connessione serie
Connessione parallelo

-

777

Fig.B.3 - Circuito equivalente alla struttura meccanica di fig.B.1, in cui
le capacita sono espresse in kilogrammi, le indutranze in metri/newton
e le conduttanze in newton sec/metro.
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Osservazione B.2

L'analogia della mobilita che fa corrispondere alla forza una variabile ¢attra-
verso» e conseguenza dell'aver utilizzato un sistema di coordinate di tipo lagrangiano,
cioé mobili con ciascun elemento, per rappresentare la struttura meccanica.Usando coor-
dinate di tipo euleriano, cioé fisse rispetto al riferimento inerziale, si ottiene che la
forza & una variabile ¢agli estremis. Tale possibilita ¢ a volte utilizzata nella lettera-

tura tecnica.

B.2 - Applicazione tipica dell'analogia della mobilita.

Come visto nel paragrafo precedente, si ottiene un circuito mec-
canico utilizzando i tre elementi ideali di Tab.B.1, cioérispettivamente
la massa ideale, lo smorzatore ideale e la molla ideale. Strutture mec-
caniche che corrispondono direttamente a circuiti meccanici contenenti
questi elementi sono di scarso interesse applicativo. Sonoinvece usuali
i casi in cui la struttura meccanica si rappresenta in modo indiretto con
i suddetti elementi; cid ovviamente comporta una validita limitata del
modello ottenuto, che va tenuta in conto nel suo uso.

Allo scopo di dare una idea del modo indiretto con cui si deriva-
no i circuiti meccanici in casi concreti, ci riferiamo alla struttura mec-
canica molto usata nelle applicazioni, che consiste di barrette cilindri-
che di acciaio, appoggiate in corrispondenza a due punti su un appoggio
fisso, attaccate fra loro con un filodi diametro piccolo rispetto a quello
delle barrette, come mostrato in fig.B.4. Le forze e le velocita sono ap-

Fig.B.4 - Struttura meccanica considerata.

plicate nel piano degli assi delle barrette e tali assi sono tutti paralleli
fra loro. In fig.B.4 non viene messo in evidenza il modoincui tali strut-
ture sono sollecitate ed il modo in cui vengono utilizzate. Cid avviene
tramite i trasduttori elettro-meccanici, in modo che il dispositivo, nel
suo insieme, si presenta come una rete elettrica accessibile dadue por-
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te esterne e pud pertanto trovare applicazione comefiltro elettrico in ap-
parati dalla banda acustica fino al centinaio di KHz. La descrizione det-
tagliata di tali dispositivi esula dallo scopo del presente testo, per cui
si rimanda per questo argomento alla letteratura tecnica (siveda il para-
grafo B.3 relativo ai riferimenti bibliografici).

Il circuito meccanico che corrisponde alla struttura di fig.B.4
viene derivato nell'ambito delle seguenti ipotesi di funzionamento:

1) si considera solo un particolare tipo di vibrazione della barretta, cioé
quella di flessione, ed un unico modo, cioé il primo;

2) gli appoggi non hanno influenza sulla vibrazione; cid & vero in quan-
to gli appoggi vengono messi in corrispondenza a quei punti che non si
muovono nella particolare vibrazione che si sta considerando;

3) le barrette si suppongono «sottili» in modo da poter trascurare I'ef-
fetto dell'inerzia rotazionale;

4) i fili di accoppiamento si suppongono sottili e corti. Il loro funziona-
mento & del tipo ad estensione-compressione.

La derivazione del circuito meccanico richiede perciascuna par-
te della struttura di fig.B.4, cioé barretta e filo di accoppiamento, di
scrivere le equazioni che debbono soddisfare le forze e le velocita, di
ricavare le relazioni esatte ed approssimate nei punti di ingresso e quin-
di di individuare gli elementi ideali equivalenti. Sviluppiamo questo pro-
cedimento separatamente per le barrette e per il filo di accoppiamento.

Barretta.
In fig.B.5 & rappresentato 1'elemento generico infinitesimo della

barretta. Scegliamo l'ascissa spaziale x sull'asse a riposo della bar-
retta ed indichiamo con y lo spostamento, nel senso del movimento,

y or
Asse deformato - p—— dx
Ox
{ oM
M'=M+ dx
M -

Asse ariposo

Fig.B.5 - Elemento generico della barretta.
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dell'elemento infinitesimo di lunghezza dx della barretta;indichiamo i-
noltre con 7 ed M il taglio ed il momento flettente in corrispondenza
alla sezione x. Infine con A indichiamo la pendenza dell'asse defor-
mato nella sezione x. Risulta percio:

dy 9.
—t . = E
dx g M J dx

(B.7) B =

in cui E ¢ il modulo di Young del materiale di cui & composta la bar-
recta e ] & il momento di inerzia rispetto all'asse neutro.

Facendo 1'equilibrio dei momenti per 1'elemento infinitesimo, nel-
I'ipotesi che sia trascurabile 1'inerzia rotazionale, si ha:

BB 3 oM
(b.8) = 3
che, tenendo conto della (B.7), diviene:

ddy
ox3

(B.9) =-EJ

Facendo 1'equilibrio delle forze nella direzione y si ha, inclu-
dendo 1'inerzia in questa direzione:

é’r 92y
B.1 — =pA
(B.10) ox P qt?

in cui o & la densita del materiale di cui é costituita la barretta ed A
la sezione trasversale della barretta cilindrica.

Dalle (B.9) e (B 10), si ottiene l'equazione che deve soddisfare
lo spostamento y, cioé:

(B.11) ik AP Wit A
x4 E] 22

La determinazione del circuito meccanico della barretta viene
fatta tenendo conto che quello che interessa & il legame tra forza e ve-
locita applicate nel punto di mezzo, dove & saldato il filo di accoppia-
mento. Percid occorre individuare tale legame, conriferimento alla figu-
ra B.6, in cui la forza si suppone concentrata e variabile sinusoidalmen-
te nel tempo con pulsazione w. Poiché ci interessail regime permanen-—
te sinusoidale rispetto alla variabile tempo, possiamoeliminare tale va-
riabile utilizzando i fasori di tutte le grandezze in gioco.Indichiamo con

lettere maiuscole tali fasori; la (B.11) diviene:
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£(t)
Fig.B.6 - Situazione di ecci- L !
tazione che interessa per la G) D
determinazione del circuito 4
meccanico corrispondente al- I | 1
la barretta. J| 1 I
T t - X
-1/2 0 l/2

94Y , PA
(B.12) -w Y=0

ox 4 E]

Risolvendo la (B.12) ed imponendo le condizioni al contorno ‘1), si ottie-
ne per il rapporto tra F (fasore della forza) e V (fasore della veloci-
ta) nel punto di mezzo:

. l l . l l
sinK — coshK — + sinhK — cosK —
2 2 2 2

F . E]J

(B.13) — =] —
\Y w l l

1+ cosK —coshK—
2 2

in cui:

) :
_ ‘Iﬂ 2
(B.14) . K= E] w

Il primo modo di vibrazione a flessione della barretta si ha in cor-
rispondenza alla prima pulsazione che rende nulla 'ammettenza mecca-
nica data dalla (B.13). Tale pulsazione si ottiene quindi risolvendo la
seguente equazione trascendente:

l l l l
(B.15) sin K — coshK — + sinhK — cosK — =0
2 2 2 2
Nel caso di barrette a sezione circolare di diametro d, tale pulsazione
vale(2),
E d
(B.16) w, =(2,36502)* | — —
P2

(1) - Si veda ad esempio: F. Kiinemund, « Channel filter with longitudinally coupled fle-
xural mode resonator», Siemens Forsch., n. 4/ 72, Springer Verlag, pp. 325-328.

(2) - Si veda ad esemEio: A.E. Gunther, « High-quality wide-band mgchanical filters the-
oryzar‘lid delsign », IEEE Trans. on Sonics and Ultrasonics, Vol. SU 20, n.4, ott. 1973,
pp.294-301.
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In corrispondenza a questa pulsazione, possiamo rappresentare
in modo sufficientemente approssimato la barretta con un circuito mec-
canico risonante parallelo del tipo di fig.B.7. I valori di C ed L si ot-
tengono imponendo le due condizioni seguenti:

1) la pulsazione di risonanza deve coincidere con la «  dell'espres-
sione (B.16), cioé:

1 l“
(B.17) L& s~ 2
(2,36502)* E d2
lF
Fig.B.7 - Circuito meccanico +

approssimato della barretta.
Il nodo diingresso corrispon-
de al punto della barretta a

cui ¢ applicata la forza f(t). ) b L
| CT

Riferimento inerziale

2) il valore della derivata, rispetto ad «w/w, dell'ammettenza meccani-
ca F/V della (B.13), calcolato per w = w_, deve essere uguale a quel-
lo calcolato per il circuito di fig.B.7, cioé:

dY . w
4% /oy @y

0’

Sviluppando le equazioni corrispondenti alle (B.17) e (B.18), si ottiene,
per una barretta a sezione circolare e con riferimento alla fig.B.7:

C =0,627m = 0,492 pd?! (kilogrammi)

4 13
L = pl ~ 0,0649 < metrO)

d? Ed*
(2,36502)% Ed20,627 p ——1 newton

(B.19)

in cui m é& la massa della barretta.

Filo di accoppiamento.

Il filo di accoppiamento lavora a compressione-estensione. Con-
siderando il generico elemento infinitesimo, come mostrato in fig.B. 8,
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chiamiamo con A, la sua sezione trasversale, u(x) lo spostamento nella
direzione x dell'elemento infinitesimo situato in posizione x, corri-
spondente all'ascissa scelta sull'asse del filo cilindrico. In base alla
legge di Hooke, trascurando la contrazione (Poisson), si ha:

(B.20) F=EA, —
X

dx

le— F!' F'=F +

b — 4 —

Fig.B.8 - Elemento infinitesimo del filo di accoppiamento.

L'equilibrio delle forze in direzione x, inclusa l'inerzia, forni-
sce:

B %1 Aazu_BF
(e 2l) pfazz"ax

Eliminando F nelle (B.20) e (B.21), si ha:

o2u E 92u
(B.22) = —

ot? p 9x?

Supponiamo che tutte le grandezze in gioco varino sinusoidalmen-
te nel tempo; possiamo quindi eliminare la variabile tempo, usando i fa-
sori. Indichiamo i fasori con le lettere maiuscole; la (B.22) diviene:

(B.23)

Risolvendo questa equazione con le condizioni al contorno, cioé che la
velocita e la forza nella sezione terminale x =/, siano uguah aV,ed
FZ’ si ottengono la velocita V, e la forza F, nella sezione 1mzlale
Ci6 equivale a conoscere la seguente rappresentazxone (matrice di tra-
smissione) del filo di accoppiamento(1):

(1) - Si veda ad esempio: G.C.Temes; S.K.Mitra, cModern filter theory and design s,
Wiley, 1973, § V.3.
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\4 cos al jZ,sinal A%
1 f f
(B.24) = ’ ’
E, Z’—sin al, cos a [, E,
0
in cui: a= w/Co; Co= VE/p éla velocita di propagazione delle

vibrazioni del tipo cor!si'derato.; Z, = 1/(A, VEp) ‘
Dalla (B.24) si ricava immediatamente la rappresentazione am-

mettenze di corto-circuito, cioé:
F, 1 cosal, -1 A

F, jZ,sin al, -1

1
(B.25)
cos al, ¥
a cui corrisponde una rete a 77 simmetrica con ramo longitudinale di im-
pedenza meccanica:

(B.26) Z,=jZ,sinal,
e rami trasversali di ammettenza meccanica:

1 !
(B.27) Y =j — tang —t
Z, 2

Nell'ipotesi di filo di accoppiamento corto, cioé tale che:

l
(B.28) << /2
possiamo sostituire al seno e alla tangente il relativo argomento. Quin-
di si ha:
~ lf
2);=jZyal;=jw EA
£
(B.29)
N al, m,
Y = j =jw —
' 2Z

0

in cui m  ¢& la massa del filo di accoppiamento.

Dalle (B.29) si deduce che il circuito meccanico corrispondente
al filo di accoppiamento, nei limiti di validita delle ipotesi fatte & quel-
lo di fig.B.9.
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Fig.B.9 - Circuito meccanico cor- E Af
rispondente al filo di accoppia-

mento. A, I, m rappresentano ri- _L l

spettivamente 1'area della sezio-

— -
ne trasversale, la lunghezza e la T 2 T
massa del filo. E & il modulo di : 3
Young del materiale di cui é co- . metro
stituito il filo. (kﬂ%rammv )
newton

Osservazione B.3

Il circuito meccanico che corrisponde ad una struttura meccanica del tipo mo-
strato in fig.B.4, funzionante nel modo precisato in precedenza, assume la forma di fi-
gura B.10. I valori delle capacita ed induttanze dei fili diaccoppiamento sono ricavabi-
li in base alle formule riportate in fig.B.9; gli analc;ghi valori per le barrette sono rica-
vabili con le (B.19). E da notare che il modello equivalente di fig.B.10 rappresenta la
struttura meccanica solo in prima approssimazione; in molti casi tale approssimazione
non risulta sufficiente nelle applicazioni. In tal caso occorre ricorrere a modelli piu ac-
curati; si veda ad esempio A.E. Glinther, op. cit.

el Il |
151 T%EET LET

Barretta Filo accop. Barretta Filo accop. Barretta

Fig.B.10 - Circuito meccanico corrispondente a quello di fig.B.4. Le capa-
cita meccaniche sono in kilogrammi e le induttanze meccanicle in metri su
newton.

B.3 - Riferimenti bibliografici.

La presente appendice costituisce solo una breve introduzione
all'argomento dei circuiti non elettrici. Si riportano di seguito alcuni ri-
ferimenti bibliografici riguardanti 1'applicazione dell'approccio circuita-
le a strutture diverse da quelle elettriche.
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Strutture elastiche.

- G. Kron, «Equivalent circuit of the elastic field» J. Appl.Mech.,1944,
11, pp. 149-161.

- G. Kron, «Tensorial analysis and equivalent circuits of elastic struc-

tures », J. Franklin Inst., 1944, 238, pp. 400-442.

Fluidodinamica.

- G. Kron, «Equivalent circuits of compressible and incompressible fluid
flow fields», J. Aeronaut. Soc., 1945, 12, pp. 221-231.

Strutture matematiche.

- G. Kron, «Electric circuit models of partial differential equations »,

Elec. Engr., 1948, 67, pp. 289-299.

- G. Kron, «Numerical solution of ordinary and partial differential equa-
tions by means of equivalent circuits», J. Appl. Phys., 1945, 16, pp.
172-186.

Strutture fisiche.

- G.Kron, «Electric circuit models of the Schroedinger equation », Phys.
Rev., 1945, 67, pp. 39-43.

Strutture chimiche.

— G. Oster, A. Perelson, «Chemical reaction networks», IEEE Trans. on
Circuit and Systems, 1974, n. 6, pp. 709-721.

- G.Kron, «Electric circuit models for the vibration spectrum of polya-
tomic molecules», J. Chem. Phys., 1946, 14, pp. 19-31.

- D. Singer, «Network-thermodynamic approach to chemical kinetics»,
Acta Chimica Academiae Scientiarum Hungaricae, Tomus 90(3), 1976,
pp- 255-273.

Strutture biologiche e termodinamica.

- G. Oster, A. Perelson, A. Katchalsky, «Network thermodynamics: dyna-
mic modelling of biophysical systems», Quart. Rev. Biophys., vol. 6,
1973, pp. 1-134.
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- G. Oster, A. Perelson, «Systems, circuits and thermodynamics», Isr. J.
Chemistry, 1973, vol. 11, pp. 445-478.

- G. Martinelli, M. Salerno, «Circuit approach to steady-state kinetics of
multireactant enzymes », 4° Int. Symposium on Network Theory, Lubia-
na (lugoslavia), 1979.

— J. Meixner, «Network theory in its relation to thermodynamics» Proc.
Symposium on generalized networks, 1966, Pol. Inst. of Brooklyn, Wi-
ley.

- H. J Morowitz, W.A. Higinbotham, S.W. Matthysse, H. Quastler, «Pas-
sive stability in a metabolic network», J. Theor. Biol., 1964, p. 98.

— S.Newman, S. Rice, «Model for constraint and control in biochemical
networks», Proc. Natn. Acad. Sci., (USA), 1971, p.92.

- N.G. Othmer, L.E. Scriven, «Instability and dynamic pattern in cellu-
lar networks », J. Theor. Biol., 1971, p. 507.

Contributi generali.

- W.A. Blackwell, «Mathematical modelling of physical networks », Mac-
millan (New York), 1968.

- L.J. Gutenmakher, «Modelli elettrici dei fenomeni fisici» (in russo),
Electrichestvo, 1948, pp. 34-40.

Per quanto riguarda la parte sviluppata nella presente appendice,
relativamente alle strutture meccaniche, esistono numerosi contributi ri-
guardanti soprattutto 1'applicazione al progetto dei filtri elettromeccani-
ci. Un'idea approssimata di tale vasto campo pud esserericavatadal te-
sto: G.C. Temes, S. K. Mitra, «Modern filter theory and design», Wiley,
1973, Cap. IV e V, in cui viene accennato sia ai trasduttori piezoelet-
trici e magnetostrittivi, sia al modellamento dei circuiti monolitici a
quarzo, in cui i risonatori sono ottenuti mediante coppie di elettrodi e
l'accoppiamento avviene per via acustica entro la barretta di materiale
piezoelettrico su cui gli elettrodi sono depositati.

Infine applicazioni interessanti dei circuiti meccanici e di altri
tipi di circuiti possono trovarsi nel testo C. Beccari, «La trasformazio-
ne di Laplace nell'analisi dei circuiti», Boringhieri 1977. Particolarmen-
te interessanti sono in questo testo: 1) l'esempio a pag. 118-127 riguar-
dante l'individuazione della dinamica di un veicolo a motore nel passag-
gio su una cunetta; 2) l'esempio a pag. 103-109 riguardante la dinamica
di uno strumento elettrico a bobina mobile.

*
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APPENDICE C

I CIRCUITI DIGITALI

Quando si impiega un metodo alle differenze finite per 1'analisi
nel dominio del tempo di un circuito lineare, si effettua implicitamente
la trasformazione del circuito considerato in una nuova struttura analiz-
zabile con la metodologia circuitale, appartenente alla classe dei cir-
cuiti digitali. Allo scopo di comprendere in modo pilt approfondito 1'in-
fluenza della struttura del circuito sugli errori che tale trasformazione
comporta, & necessario preliminarmente descrivere e caratterizzare i cir-
cuiti digitali. Cio puo essere ottenuto estendendo opportunamente la no-
zione di circuito, per introdurre una nuova categoria: i circuiti unidire-
zionali a ritardo costante (§ C.1). La soluzione del problema dell'anali-
si per tali circuiti, con particolare riferimento al legame tra risposta ed
eccitazione verra considerata nel § C.2.

I circuiti digitali possono essere introdotti come una particolare
categoria di circuiti unidirezionali a ritardo costante, come verrd messo
in evidenza nel § C.3 e pertanto la soluzione del problema di analisi per
essi verra ricondotto a quello gia visto nel § C.2. Nel paragrafo succes-
sivo C.4, verra infine affrontato il problema dell'individuazione del cir-
cuito digitale che risulta associato a quello a costanti concentrate nel-
I'analisi con il metodo alle differenze finite. Cid permetteradi valutare,
almeno orientativamente, 1'effetto della struttura del circuito a costanti
concentrate sugli errori introdotti dal metodo alle differenze finite (pa-
ragrafo C.5).

C.1 - | circuiti unidirezionali a ritardo costante.

La nozione di circuito costantemente usata in precedenza & sta-
ta quella di un aggregato di elementi ideali di pochi tipi, caratterizzati
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798 I circuiti unidirezionali a ritardo costante C.1

ciascuno da una relazione caratteristica tra le grandezze che lo descri-
vono. Nel caso, a cui sempre ci possiamo ricondurre, di elementi bipo-
lari, le grandezze sono due, una di tipo «attraverso» e l'altra di tipo «a-
gli estremi». E importante sottolineare il fatto che le relazioni costitu-
tive considerate non hanno mai implicato un ruolo di causa-effetto spe-
cifico nelle due grandezze. D'altra parte & facile rendersi conto che un
tale ruolo & del tutto in contrasto con la nozione di bipolo cosi come &
stata finora considerata. Sarebbe necessario infatti utilizzare un simbo-
lo diverso che indicasse in modo univoco quale delle due grandezze & la
causa e quale & I'effetto. Un simbolo di tale tipo &quello indicato in fi-
gura C.1, che rappresenta un bipolo connesso fra due nodi A e B ed o-
perante su due grandezze, la prima x avente il ruolo di causa, la se-
conda y avente il ruolo di effetto. E opportuno notare che anche il mo-
do di connettere i bipoli dovrebbe essere opportunamente limitato, in
quanto si avrebbe un assurdo se pia bipoli fossero connessi dal lato B,
in quanto cid implicherebbe la non unicita della grandezza alnodo risul-

tante.
Fig.C.1 - Simbolo per un bipolo
in cui le due grandezze che lo Causa Efofetto
caratterizzano svolgono un ruo- A x L y B

lo di causa-effetto.

Tuttavia, in molte applicazioni esistono strutture fisiche o astrat-
te nelle quali & necessario precisare il suddetto ruolo di causa-effetto
delle grandezze presenti. In questo caso & ancora possibile utilizzare
'approccio circuitale, pur di estenderlo opportunamente. Per distingue-
re il tipo di circuito che ne risulta, useremo contraddistinguerlo con lo
aggettivo «unidirezionale », che appunto ricorda il senso unico che esi-
ste nella relazione costitutiva dei componenti.

Per quanto detto in precedenza i bipoli che compongono il cir-
cuito unidirezionale sono caratterizzati da due grandezze x e y di cui
una & la causa dell'altra. Il legame che fornisce y in funzione di x & la
relazione costitutiva dell'elemento. Nel caso lineare, che & quello che
ci interessa, sono possibili:

1) una relazione costitutiva di tipo istantaneo, cioé:
(C.1) y=Ax

L'elemento che si ottiene prende il nome di «moltiplicatore » ed & carat-
terizzato dalla costante A;

2) una relazione costitutiva con memoria, che implica un'operazione li-
neare nel tempo sulla grandezza x. Sono possibili vari tipi di relazioni
costitutive, ad esempio: :
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T

(C.2) y=% : y(t)=f x(7)d7 ; y(@) =x(-T) ; ecc.

(o4}

La connessione tra gli elementi ideali puo avvenire direttamente
in corrispondenza ai nodi di tipo A di fig.C.1, ma non pud avvenire in
corrispondenza agli altri nodi, con piu di un nodo di tipo B per volta.
Tale inconveniente viene rimosso mediante l'introduzione di un altro e-
lemento, il «sommatore », definito in fig.C.2.

. N
1 = Z
Fig.C.2 - Simbolo e de- X, ¥ il *i
finizione del sommato- - <
re. =
*N

Nel seguito limiteremo la trattazione al caso dei circuiti unidi-
rezionali a ritardo costante (indicati per brevita con la sigla URC), co-
stituiti dalla interconnessione di un numero qualsiasi di moltiplicatori,
sommatori ed elementi con memoria del tipo a ritardo costante, definiti
dalla relazione costitutiva:

(C.3) y(@) =x(-T)

con T quantita fissa. In fig.C.3 riportiamo i simboli usati per i molti-
plicatori e per gli elementi di ritardo.

x A y = Ax  x(t) T y=x(t-T)
o———-.-—o—-b—o [ | 0
a) b)

Fig.C.3 - Simboli per il moltiplicatore a) e per I'elemento di ritardo b).

Il problema dell'analisi dei circuiti URC consiste nel determi-
nare le grandezze presenti nei vari nodi, a partire da quello di ingresso
al circuito stesso, al quale é supposta applicata una grandezza impres-
sa di origine esterna. Usualmente & richiesto il calcolodiuna sola gran-
dezza a cui si da il nome di «uscita» La soluzione del problema di ana-
lisi & particolarmente semplice nel caso dei circuiti URC senza memo-
ria, cioé nel caso dei circuiti costituiti solo da moltiplicatori e somma-
tori. In questo caso, infatti, prendendo come incognite le grandezze in
uscita di ciascun sommatore, & immediato determinare il sistema di equa-
zioni risolventi. Ciascuna equazione & infatti determinata dalla relazio-
ne costitutiva del sommatore considerato, in cui le grandezze di ingres-
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800 I circuiti unidirezionali a ritardo costante C.1

so vengono espresse direttamente in funzione delle incognite scelte, tra-
mite ispezione visiva del circuito. Il metodo risultante consiste nei se-
guenti passi.

Metodo di analisi di un circuito URC senza memoria.

1) Scegliere come incognite le grandezze in uscita ai sommatori;

2) Scrivere le relazioni costitutive dei sommatori, esplicitando in esse
le incognite scelte;

3) Risolvere il sistema di equazioni lineari ottenuto, determinando le
grandezze volute.

Illustriamo con un esempio l'applicazione del metodo precedente.

Esempio C.1

Determinare nel circuito URC senza memoria di fig.C.4 la grandezza di usci-

ta y in funzione di quella di ingresso x.

a) 5)

Fig.C.4 - a) Circuito URC considerato nell'esempio C.1; b) Scelta delle
incognite.
In base a quanto detto, consideriamo come incognite le grandezze x,, riporta-

te nella parte b) della fig.C.4.
Scrivendo le equazioni di definizione dei sommatori, si ha:

»®
—
]

x-2‘2xl
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Risolvendo il sistema precedente si ricava:
1

y=—x
5

Nel caso pil generale dei circuiti URC con memoria, in cui so-
no presenti anche gli elementi di ritardo, la soluzione del problema di
analisi pud essere notevolmente semplificata, se le varie grandezze pre-
senti sono trasformabili secondo Laplace. In questo caso, infatti, la re-
lazione costitutiva degli elementi di ritardo, cioé la (C.3), diviene:

(C.4) Lly®)=e=TL [x(v))
Indicando per brevita:
{C.5) z=e®*T

e con le lettere maiuscole le L-trasformate delle varie grandezze, la re-
lazione costitutiva dell'elemento di ritardo diviene:

(C.6) Y(s) =2z X(s)

La (C.6) fa vedere che & possibile trattare 1'elemento di ritardo,
nel dominio di Laplace, alla stessa stregua di un moltiplicatore. La so-
la differenza sta nel fatto che la costante moltiplicativa z-! risulta pari
ad una funzione della variabile s.

L'analisi del circuito URC con memoria puo essere percid fatta
nello stesso modo di quella del caso senza memoria; 1'unica differenza
é che si ottiene, al posto di una costante, una funzione della variabile
z. Illustriamo quanto detto con un esempio.

Esempio C.2

Individuare la grandezza di uscita Y (s), nel dominiodellatrasformata di La-

place, per il circuito di fig.C.5, supponendo che l'ingresso sia x(t).

Scegliamo le incognite come indicato nella parte b)di fig.C.5,dopo essere pas-
sati nel dominio di Laplace. Il sistema risolvente si ottiene scrivendo le relazioni co-
stitutive dei sommatori in funzione esplicita delle incognite scelte, cioé:

X,(s) = X(s)- B, 2"} X, (s)- B,z X (s)

Y(s) = A X () + A, 271 X (s)

G.MARTINELLI -M.SALERNO : Fondamenti di Elettrotecnica 101
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802 I circuiti unidirezionali a ritardo costante C.1

Fig.C.5 - a) Circuito URC considerato nell'esempio C.2. b) Circuito tra-
sformato nel dominio di Laplace, con in evidenza le incognite scelte.

Quindi si ha, dalla prima relazione:

X, (s) =

Tenendo conto della espressione precedente di Xl(s) e della secondarelazione, side-

duce:

-1
Ao +Alz

Y (s) = X(s) 3 "
1+ Bl z"+ B2 z

C.2 - Funzione di trasferimento ingresso-uscita di un circuito
URC e risposta impulsiva.

Come messo in evidenza nel paragrafo precedente,qualsiasi gran-
dezza presente in un circuito URC si ottiene risolvendo un sistema di e-
quazioni lineari con coefficienti del tipo A z°%, in cui A & una quan-
tita reale e k & un numero intero non negativo. Diconseguenza,la gran-

dezza di uscita & del tipo:

N
(C.7) ¥{s)= kzl F, (z"Y) X{*? (s)

in cui Xg") (s) & k-esima grandezza d'ingresso (k = 1, 2,... ,N) e
F_(z"!) & una funzione razionale reale della variabile z-l. Vale per-
tanto la seguente proprieta: :

La cultura & un bene dell'umanita: (fantomasping@libero.it)



C.2 Funzione di trasferimento ingresso-uscita di un circuito URC 803

Proprieta C.1 - «Ogni funzione di trasferimento di un circuito URC é una

funzione razionale reale della variabile z1».

Come nel caso dei circuiti a costanti concentrate, possiamo par-
lare di risposta impulsiva del circuito URC, quando l'ingresso coincide
con I'impulso di Dirac. La forma che ha la risposta impulsiva nel caso
presente si deduce facilmente in base alla proprieta C.1. Infatti, essen-
do la funzione di trasferimento d'interesse una funzione razionale reale
della variabile z-!, conviene effettuarne preventivamente lo sviluppo in
frazioni parziali rispetto a questa variabile. Limitandoci, per semplicita,
a considerare il caso che siano presenti solo poli semplici, lo sviluppo
si presenta nella seguente forma:

(C.8) Y(s)= = A, z*+ s

0 -
z Bx

Tenendo conto della (C.5), si vede che la prima sommatoria della (C.8)
corrisponde, nel dominio del tempo alla seguente espressione:

(C.9) S A u,(t-kT)
k=0

D'altra parte, ciascun termine della seconda sommatoria pud essere scrit-
to nel modo seguente: :

(C.10) —_— = —— = — 3 —

Pertanto, nel dominio del tempo, tale termine corrisponde a:

H o

1
C.11 - X — =1 T
(C.11) B 2 B iD

Di conseguenza la risposta impulsiva di un circuito URC, nel caso in
cui la corrispondente funzione di trasferimento sia la (C.8) é:

r n Hk @ 1

(C.12) ht)= 2 A uy(t-kT)- £ — 3 —uy(t-iT)

k=0 k=0 B, i=o0 B,

Dall'esame della (C.12) si deduce la seguente proprieta:
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804 Funzione di trasferimento ingresso-uscita di un circuito URC C.2

Proprieta C.2 - «La risposta impulsiva di un circuito URC é costituita
dalla somma di una serie di impulsi di ampiezza opportuna e posiziona-
ti nel tempo negli istanti successivi kT, con k intero non negativos.

A seconda che sia assente ovvero presente la seconda sommato-
ria nella espressione della funzione di trasferimento (C.8), dalla (C.12)
si vede che la risposta impulsiva & formata solo da r impulsiovveroda
un numero infinito di impulsi. Nel primo caso si parla di circuiti URC a
risposta impulsiva finita, nel secondo caso di circuiti URC a risposta
impulsiva infinita.

L'esame della (C.12) mette inoltre in evidenza, nel caso di cir-
cuiti URC a risposta impulsiva infinita, che se qualche coefficiente B
risulta in modulo minore di uno, gli impulsi tendono ad aumentare la pro-
pria ampiezza al crescere del tempo; cid corrisponde ad un comportamen-
to instabile del circuito URC. I coefficienti B, rappresentano i poli
della funzione di trasferimento Y (s) nella variabile z-!. Riferendosi
ai poli di detta funzione nella variabile z (utilizzata nella maggior par-
te delle trattazioni in luogo di z-!), si ottiene la seguente proprieta:

Proprieta C.3 - «La funzione di trasferimento di un circuito URC stabi-
le é caratterizzata da poli nella variabile z, tutti disposti entro il cer-
chio di raggio unitario di tale variabile>».

La proprieta C.3 ¢é ricavabile anche osservando che, in base al-
la (C.5), ai valori di z disposti entro il cerchio di raggio unitario, cor-
rispondono valori di s disposti nel semipiano sinistro; d'altra parte
quest'ultimo semipiano & quello di stabilita per i circuiti a costanti con-
centrate, come messo in evidenza nel Cap.IV.

Esempio C.3

Determinare la risposta impulsiva del circuito URC di fig.C.6.

Fig.C.6 - Circuito URC consi- X I @

derato nell'esempio C.3.

x (1) 16, y (t)

La funzione di trasferimento nel dominio di Laplace del circuito in esame, si
determina facilmente scrivendo la relazione costitutiva dell'unico sommatore presente,
cioe:

Y(s) = X(s) + 0,5 2" Y(s)
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C.2 Funzione di trasferimento ingresso-uscita di un circuito URC 805

da cui si ottiene:

In base alla (C.12), la risposta impulsiva richiesta é:

@

Z 0,9 uy(c-iT)

i=0

Esempio C.4

Determinare la risposta impulsiva del circuito URC di fig.C.7.

Fig.C.7 - Circuito URC con-
siderato nell'esempio C.4.

L'analisi del circuito di fig.C.7, per la determinazione della funzione di tra-
sferimento, ¢ immediata, in quanto ¢ presente un solo sommatore. La relazione costitu-
tiva di questo elemento fornisce la grandezza di uscita, cioe nel dominio di Laplace:

Y(s) =-0,5 2"  X(s)- Y(s) [z} + 0,5 272)
Quindi la funzione di trasferimento vale:

Y (s) o
Fie) = = =) )
X (s) 1l +2™ +0,52Z

Sviluppando tale funzione in frazioni parziali, si ottiene:

-10,5(1 + j) 0,5(-1 +j)
+

F(s) =
: z'1+1-j z'l+l+i

Dalla formula (C.12) deduciamo che la risposta impulsiva del circuito in esame vale:

0,51+ 2 1 0,5(1-j)) & 1
b3 —ug(e-iT) + b3 = ug (t-iT) =
-1+4j i=0 (-1+j)* -1-j =0 (-1-j)!

o]

1 3m

=-.Z e sin<—i>'uo(t-iT)
i=0 (ﬁ)x 4
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Osservazione C.1

La funzione di trasferimento del circuito URC ¢ razionale in z"l; quindii suoi
poli sono complessi coniugati ed i relativi residui sono anch'essi complessi coniugati.
La risposta impulsiva risulta pertanto in ogni caso reale, come nel caso dei circuiti a
costanti concentrate. Cid é confermato dai calcoli dell'esempio precedente, in cui i po-
li della funzione di trasferimento sono -1 tj ed i residui sono 0,5 (-1 #j).

C.3 - l circuiti URC tempo-discreti e i circuiti digitali.

La proprieta C.2 mostra che quando un circuito URC viene ecci-
tato per mezzo di un impulso unitario, la sua rispostarisulta pari ad una
sequenza di impulsi, del tipo seguente:

n
(C.13) h(t)= 2 h u,(c-kT)
k=0
ove la sommatoria é estesa ad un numero n finito ovvero infinito a se-
conda del tipo di circuito considerato. E immediato constatare che tale

particolare forma della risposta & presente pill in generale ogni volta che
l'ingresso sia costituito anch'esso da una sequenza di impulsi, cioé:

(C.14) x®= 3 x u, (-kT)
k=0

Infatti, applicando il principio di sovrapposizione degli effetti, si ottie-
ne facilmente per l'uscita y(t) in questo caso:

(C.15) y©= % y, u,(c-kT)
ove i coefficienti y,  sono dati dalla seguente espressione:
(C.16) y.= Z x;h : k=01 2,..., m

Osservando inoltre che 1'uscita y(t) considerata & del tutto ge-
nerica, potendo riferirsi a qualunque punto del circuito, si ottiene la se-
guente proprieta.
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Proprieta C.4 - «Ogni grandezza presente in un circuito URC, eccitato
con una sequenza di impulsi, localizzati negli istanti kT, coincide con
una sequenza di impulsi dello stesso tipo»s.

La proprieta C.4 caratterizza notevolmente la particolare modali-
ta di funzionamento che si verifica quando 1'eccitazione é una sequenza
di impulsi localizzati negli istanti kT. Infatti da essa consegue che tut-
te le grandezze del circuito vanno considerate solo in corrispondenza a-
gli istanti kT e sono caratterizzabili dall'insieme numerabile delle am-
piezze degli impulsi delle corrispondenti sequenze. Poiché tale modali-
ta di funzionamento riveste grande importanza, & opportuno usare una de-
nominazione particolare per riconoscere i circuiti che operano secondo
essa. La denominazione usata & quella di «circuiti URC tempo-discretis.

Un esempio importante di circuiti URC tempo-discreti ¢ quello dei circuiti e-
lettronici basati sull'uso dei dispositivi CCD (Charge Coupled Devices), caratterizza-
ti dal prelevare una tensione dal morsetto su cui sono inseriti, ad un ritmo costante e
nel renderla disponibile dopo un intervallo di tempo multiplo di quello del prelevamento.
Una struttura costituita da CCD e dispositivi per effettuare somme e moltiplicazioni,del
tipo di quelle descritte nel Cap.IX, é rappresentabile idealmente con un circuito URC
di tipo tempo-discreto.

L'analisi di un circuito URC tempo-discreto pudessere effettua-
ta in modo del tutto analogo a quello descritto precedentemente. L'uni-
ca proprieta caratteristica su cui & opportuno soffermarsi consiste nel
fatto che ciascuna grandezza y(t), essendo costituitada una sequenza
di impulsi del tipo della (C.15), possiede una trasformata di Laplace che
puo essere sempre espressa in termini della variabile z; infatti si ha:

(C.17) Y(s)= = y ek T= 3 y z%*
k=1 k=1

Tale espressione viene denominata come «trasformata z» della funzione

y (0).

Esempio C.4
Determinare la risposta y(t) del circuito URC tempo-discreto di fig.C:8, nel-

I'ipotesi che la sequenza di ingresso sia costituita da una serie di impulsi di ampiezza

unitaria.
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Fig.C.8 - Circuito URC tem-
o-discreto considerato nel-
'esempio C.4.

Per ipotesi 1'eccitazione é:

-]

x(t) = b3 u, (t-kT)
k=0
la cui trasformata z é quindi:
@
X(s) = > z.k =
k=0

Analizzando il circuito si ottiene:

Y(z) = X(2) + 2" Y(2) 0,5

da cui risulta:

1

1
— X(2) =

Y(z) = =1 -1
1-2z7"0,5 (1-2"70,5@1-2")

Per ottenere la funzione y(t) seguiamo lo stesso procedimento usato per derivare la
(C.12). Effettuiamo quindi lo sviluppo in frazioni parziali di Y (z):

Y(z) =-

+
1-z'05  1-27!

a cui corrisponde, in base alla (C.12):

@ o]

y@=- Z 0,5 u,¢-kT)+2 % u (c-kT)=
k=0 k=0 0

@
= 2 [2-05%) uyc-kT)
k=0

La sequenza numerica di uscita Vi é quindi:

v =2-05 k=0,1,..

Malgrado 1'esistenza di strutture fisiche rappresentabili con i
circuiti URC tempo-discreti, 1'applicazione piu importante di essi si ha
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nel modellamento delle strutture astratte che emergononella elaborazio-
ne di sequenze numeriche. In alcuni casi infatti un circuito URC pud
rappresentare lo schema di un programma di calcolo che agisce su se-
quenze numeriche mediante le seguenti operazioni:

1) somma di due o pid sequenze;
2) moltiplicazione di una sequenza per una costante;

3) traslazione nel tempo di una sequenza, che consiste nel memorizza-
re ogni dato per renderlo disponibile dopo un intervallodi tempo paria T.

Un circuito URC tempo-discreto a cui & possibile far corrispon-
dere un programma di calcolo che esegua in sequenza le varie operazio-
ni indicate in modo da determinare ordinatamente i vari valori di uscita,
viene denominato «circuito digitales. E necessario osservare che non
tutti i circuiti URC tempo-discreti possono essere considerati come cir-
cuiti digitali. Infatti si pud dimostrare il seguente teorema:

Teorema C.1 - «Condizione necessaria e sufficiente affinche un circuito
URC tempo-discreto possa essere considerato come un circuito digitale
e che non contenga cammini chiusi privi di elementi di ritardo».

Dimostriamo dapprima la sufficienza della condizione detta, facendo vedere
che in tale caso é possibile determinare una sequenza di istruzioni corrispondenti al
circuito dato. Per ogni elemento di ritardo presente nel circuito, indichiamo con s; il
nodo di ingresso e con P; il nodo di uscita, ove I'indice i varia da uno al numero di
tali elementi, come indicato in fig.C.9. Il circuito puo essere pertanto schematizzato
come in fig.C.10, ove sono stati evidenziati gli elementi di ritardo, mentre il blocco X
indica la parte senza memoria del circuito dato. Le operazioni effettuate dal blocco X
all'istante k-esimo consistono nella determinazione dei segnali nel nodo di uscita u e
nei nodi tipo s;, a partire dal valore dei segnali all'ingresso i e ai nodi di tipo P;-
Pertanto all'istante k-esimo tutte le grandezze indicate sul lato sinistro del blocco X
si possono considerare come ingressi, mentre le altre come uscite. Poiché per ipotesi
all'interno del blocco X non vi sono cammini chiusi, seguendo il percorso dello sche-
ma a partire da ciascun nodo di ingresso, si raggiungera necessariamente un nodo di
uscita. E quindi evidente che ciascuna uscita pud essere calcolata sommando tutti i
contributi che si ottengono eseguendo tutte le operazioni indicate in ciascun cammino
che termina in detta uscita; in tal modo le operazioni aritmetiche svolte sono esatta-
mente quelle indicate nello schema. Dopo aver effettuato tali operazioni, tutte le gran-
dezze ottenute sui nodi di tipo s; devono essere memorizzate per essere riutilizza-

te all'istante (k+ 1) - esimo come nuovi ingressi sui nodi di tipo P;-

Fig.C.9 - Elemento di ritardo i-esi- T

mo, con i nodi di ingresso e di u- —

scita indicati. S, - P;
G.MARTINELLI -M.SALERNO : Fondamenti di Elettrotecnica ’ 102
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T
I 11—
—J
T
| o |
e
I_JT |
pn sn
Py~~~ -—-s,
X
P s
10—.—1‘ —]-b——ou

Fig.C.10 - Circuito digitale nel quale sono evidenziati tutti gli elementi
di ritardo. La rete X e senza memoria.

Dimostriamo ora la necessita della condizione data. Supponiamo a questo sco-
po che nello schema sia presente un ciclo chiuso privo di elementi di ritardo, il quale
nel caso piu generale puo essere schematizzato come in fig.C.11. Con riferimento alle
notazioni indicate in tale figura, le equazioni corrispondenti allo schema dato sono le
seguenti:

X1=Y b o a; x,
= +a,x
g =Yg T Re Xy

(C.18)

I I I R R R

b
[}

= Y ta, Xn-1

Fig.C.11 - Ciclo chiuso pri-
vo dielementidiritardo con-
siderato nella dimostrazione
del teorema C.1.

E evidente che assegnate le quantita Y1» Yo e ¥p» nOD risulta possibile de-
terminare le quantita x, Xg, ---X ,eseguendo unicamente le operazioni indicate nello
schema. Infatti tale calcolo necessita della inversione di una matrice e quindi di opera-

zioni diverse da quelle previste. Il teorema risulta quindi dimostrato.
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Esempio C.5

Assegnato il circuito URC di fig.C.12, verificare se esso pud rappresentare

un circuito digitale. Nel caso affermativo scrivere la sequenza di operazioni ad esso
relativa.

Fig.C.12 - Circuito URC tem-
o-discreto considerato nel-
'esempio C.5.

Poiche nel circuito dato non vi sono cicli chiusi privi di elementi di ritardo,
per il teorema C.1 esso puo rappresentare un circuito digitale. Per determinare la se-
quenza di operazioni ad esso equivalente, ridisegniamo il circuito evidenziando gli e-

lementi di ritardo (fig.C.13). Le operazioni da effettuare all'istante k-esimo sono le
seguenti:

Y =(xp =B p ~Bypy) Ay + o A

Stk =X " BP - Bypyy

Sok = Pk

Fig.C.13 - Circuito digitale di fig.C.12 ridisegnato per ottenere la sequen-
za di istruzioni all’istante k-esimo.

Le grandezze Sk € Sop devono essere memorizzate nell'intervallo T in-
tercorrente fra gli istanti k-esimo e k + 1 - esimo. Prima di iniziare le operazioni re-
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lative al nuovo istante occorre calcolare le nuove grandezze Pik+1 € Pg sy €Sse
valgono:

Prk+1 = Sik
Pok+1 = Sak

Le operazioni suddette devono essere ripetute ciclicamente per tutti gli istanti d'inte-
resse, ordinatamente a partire da k = 0. In tale istante ovviamente risultera Pi1o

=Pgo =0-

C.4 - |l metodo alle differenze finite ed i circuiti digitali.

L'analisi nel dominio del tempo di un circuito costituito da resi-
stori, condensatori, induttori, generatori controllati e nullori puo essere
effettuata utilizzando il calcolatore mediante il metodo alle differenze
finite, come messo in evidenza nel § III.S. Facciamo vedere nel segui-
to che tale metodo implica la sostituzione al circuito di partenza di un
circuito digitale. Poiché tale sostituzione non & esatta, &importante va-
lutare gli errori che ne conseguono. Cid pué essere fatto considerando
in dettaglio il circuito digitale di arrivo e confrontando la sua risposta
con quella del circuito a costanti concentrate di partenza.

Il metodo di analisi sviluppato nei § III.5 e III.6 implica la so-
stituzione del condensatore e dell'induttore con un circuito equivalente
comprendente un resistore e un generatore, la cui grandezza impressa di-
pende dai valori delle grandezze elettriche applicate all'elemento in un
istante che precede quello in esame di un intervallo di tempo T prefis-
sato, come indicato nelle tab.IIl.5.1 e III.5.2. Il procedimento di analisi
implementato sul calcolatore e descritto nel § IIL.6 consiste, dopo la
suddetta sostituzione, nei seguenti passi, per ogni istante t =k T:

1) scrivere il sistema di equazioni risolventi su base nodi della rete re-
sistiva risultante;

2) risolvere il sistema precedente;

3) calcolare il valore delle grandezze elettriche implicate nei circuiti e-
quivalenti dei condensatori e degli induttori, relativi all'algoritmo pre-
scelto.

La procedura descritta permette di ottenere gli stessi risultati
che si otterrebbero sostituendo il circuito a costanti concentrate d'inte-
resse con uno digitale. Individuiamo tale circuito digitale. Allo scopo
supponiamo che in corrispondenza all'istante kT, larisoluzionedelsi-
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stema di equazioni su base nodi dia la seguente espressione per il vet-
tore [E] delle tensioni dei nodi:

(C.19) [EkD)) =[A)E (T)] + [BI[I_(kT)] + [A ][I (kD)) +
+ [B,) 1 (kT))

essendo: [E ] e [I ] il vettore delle tensioni impresse dei generatori
indipendenti di tensione ed il vettore delle correnti impresse dei genera-
tori indipendenti di corrente; [I_] e [I; ] i vettori aventi come compo-
nenti rispettivamente le correnti impresse dei generatori che compaiono
nei circuiti equivalenti dei condensatori e degli induttori; [A], [B],
[Al], [Bl] le matrici determinate nell'ambito del metododi analisi su
base nodi.

E facile verificare che, in base alle relazioni riportate nel para-
grafo II1.6, & ora possibile determinare le quantita [I_] e [I;] relati-
vamente all'istante successivo (k + 1)T. Infatti il valore di [I_({k +
4+ 1} T)] éricavabile come indicato nella spiegazione del sottoblocco
M22 del § II1.6 mediante la relazione:

(C.20) [ (k+1}T)) = [C_(kT)) + 2? [CIIV_(kT)]

in cui il vettore [Cc] ¢ quello delle correnti che scorrono nei conden-
satori; il vettore [V_] & quello delle relative tensioni; [C] éla matri-
ce diagonale avente come componenti i valori delle capacita dei conden-
satori. E inoltre evidente che [Vc] é immediatamente deducibile dal
dal vettore [E], cioeé:

(C.21) [v.) = [H_)[E]

in cui [Hc] é una matrice reale determinabile Fer semplice ispezione
visiva del circuito in esame. Inoltre il vettore [C_] sipuootteneredal-

la (II.6.15), cioé:
(C.22) [C.(kT)] = % [CIV.&kT)) - [I_(kT))

Analogamente il valore di [I, ({k + 1} T)] & ricavabile come
indicato nella spiegazione del sottoblocco M21 del §II1.6 mediantela
relazione:

(C.23) I, ({k+1}1)]) = [C, T)] + % [L]-' [V, kT)]
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in cui il vettore [C. ] & quello delle correnti che scorrono negli indut-
tori; il vettore [V ]L é quello delle relative tensioni; [L] & la matrice
dlagonale avente come componenti i valori delle induttanze degli indut-
tori. E inoltre evidente che [V, ] é immediatamente deducibile dal vet-
tore [E] cioé:

(C.24) [v,) = [H,_][E)

in cui [H ] & una matrice reale determinabile per 1spezxone visiva del
circuito. Per quanto riguarda il vettore [C ], esso si ottiene dalla

(II1.6.9), cioe:
€25 [ (D)= o [L)H IV, (D) + [1, (e}

Utilizzando le equazioni (C.19) * (C.25) si vede che a partire dal-
le grandezze impresse all'istante kT e dalle grandezze che rappresen-
tano lo stato della rete nel medesimo istante, si possono ricavare le
grandezze di stato all'istante successivo (k + 1) T. Inoltre le operazio-
ni considerate sono costituite esclusivamente da somme fra grandezze e
moltiplicazioni di grandezze per quantita costanti. Pertanto le suddette
equazioni rappresentano un circuito digitale, di cui uno schema possi-
bile & nportato in fig.C. 14, dove si indicano i vettori e le matrici, per
ragioni di spazio, come se fossero quantita scalari. E ovvio che per a-
vere lo schema completo del circuito digitale, occorre successivamente
tenere conto delle dimensioni dei vettori e delle matrici implicate in ta-
le schema.

[e] . @ &)
1) . @

Fig.C.14 - Circuito digitale che corrisponde a %uello analogico nell'analisicon
il metodo alle differenze finite descritto nel § 6.
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Osservazione C.1

L'equazione (C.19) rappresenta l'espressione esplicita perottenere le tensio-
ni dei nodi a partire dai valori dei generatori presenti. E importante osservare che solo
utilizzando tale espressione é possibile ricondurre 1'analisi della rete ad un circuito
digitale. Essa e gia stata introdotta nella osservazione (III.6.1) (utilizzando una forma
piu compatta e simboli differenti) allo scopo di semplificare il metodo automatico ivi
descritto; si rimanda a tale osservazione per quanto riguarda i vantaggi dell'uso di tale
espressione esplicita e per la descrizione del metodo con il quale possono essere de-
terminate le matrici [A] " [B] " [Al] 5 [Bl] che in essa compaiono.

In contrapposizione, 1'analisi con il metodo alle differenze finite puo essere
anche effettuata risolvendo in ogni istante kT il circuite dato con il metodo dei nodi,
come descritto nello schema a blocchi di fig.III.5.1. In tale caso il metodo di calcolo
non corrisponde ad un circuito digitale, poiché in esso & presente una operazione non
ammessa quale & quella relativa all'inversione di una matrice. Dal punto di vista dei ri-
sultati non ci sono differenze, se si trascurano gli errori introdotti dalle operazioniarit-
metiche che sono differenti, poiché e differente la sequenza di operazioni da svolgere.

Esempio C.6

Determinare il circuito digitale che corrisponde al circuito di fig.C.15, suppo-

nendo di analizzarlo con il metodo alle differenze finite del § I11.6.

V:QD c +v° Is:}%' R —ZTE% +1Ie
A
B
a) b)

Fig.C.15 - a) Circuito considerato nell'esempio C.G; b) Circuito trasfor-
mato nell'analisi alle differenze finite.

Trasformiamo il circuito assegnato in modo da avere una sola coppia di nodi,
sostituendo inoltre al condensatore il circuito equivalente costituito da un resistore e
da un generatore di corrente. Si ottiene lo schema b) di fig.C.15. L'unica equazione su

base nodi é la seguente:

1 2C
vl — [ Sl + 1
R T &

Quindi le matrici di fig.C.14 si riducono a:
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1 2C

-1
(A =0 , [B]=(;+T) , I8 )=0, [a])=[8) ,

H)=0, bJ=1, [c)=c

Di conseguenza il circuito digitale risultante & quello mostrato in fig.C.16.

(1 zc)'l
a = —+ pR—
R T

Fig.C.16 - Circuito digitale corrispondente a quello di fig.C.15.

La determinazione delle grandezze elettriche d'interesse nella
analisi del circuito a costanti concentrate con il metodo alle differenze
finite prevede la sostituzione delle grandezze impresse dai generatori
indipendenti con sequenze le cui componenti sono i valoriche tali gran-
dezze assumono per kT, con k=0, 1, 2, ... . Il circuito digitale cor-
rispondente fornisce delle grandezze d'interesse le corrispondenti se-
quenze. Illustriamo quanto detto con un esempio.

Esempio C.7

Determinare la tensione v, ai capi del condensatore del circuito di figura
C.154), nell'ipotesi che la grandezza impressa coincida con |'impulso unitario. Con-

frontare il risultato con quello esatto ottenuto con il metodo differenziale.

Il circuito digitale da considerare nel presente caso é quello di fig.C.16, in

cui la sequenza d'ingresso corrispondente a I‘, vale:
IK(O) =1/R
[)=0 per k 21
Il circuito URC corrispondente, nel dominio della trasformata di Laplace, &

indicato in fig.C.17. Scegliendo come incognite le grandezze Xl, XZ’ Vc, scriviamo le

relazioni costitutive dei sommatori; si ha:
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Fig.C.17 - Circuito URC corrispondente a quello di fig.C.16 nel dominio

della trasformata di Laplace.

\4

c=al +X, 27

%y

— -1
XZ—(ZC/T) Vc = X1 z

X, + 2C/TV,

817

Risolvendo il sistema precedente, si ottiene per la funzione di trasferimento

cercata:
Ve(®) 1+z!
= RH i =RH| 1+
I (s) z2 -8B
g
in cui:
2C 1
— + —
T R
B=—0m 3 =
2¢€ I
T R

La risposta impulsiva del circuito URC vale, in base alla (C.12):

RH
h(0) =- —
B

h(k) = -
Bk+l

1/R

1 2C

R T

RH" k21

La sequenza relativa alla tensione v siottiene moltiplicando la risposta

impulsiva per 1/R.

Gli esempi C.6 e C.7 hanno messo in evidenza che anche per cir-
cuiti a costanti concentrate molto semplici i calcoli che occorre effet-
tuare sul circuito digitale corrispondente perdeterminarne la risposta so-

G MARTINELLI -A.SALERNO : Fondamenti di Elettrotecnica
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no notevolmente pill onerosi che procedendo direttamente. Cid & giusti-
ficato nel caso dell'utilizzazione del calcolatore per il modo di funzio-
nare di quest'ultimo. Ai fini tuttavia dello scopo principale della pre-
sente appendice, che & quello di valutare 1'influenza della struttura del
circuito sull'errore che si commette nell'analisi con il metodo alle dif-
ferenze finite, si pud procedere in modo piu semplice, determinando il
legame diretto tra la risposta del circuito digitale e quella del circuito
a costanti concentrate d'interesse. A questo proposito osserviamo che
la risposta impulsiva del circuito digitale si ottiene semplicemente dal-
la risposta impulsiva del circuito URC corrispondente. Questa, a sua
volta, si ottiene immediatamente con la (C.12) dalla corrispondente fun-
zione di rete, che per la proprieta C.1 é una funzione razionale reale
della variabile z-1. E evidente che se potessimo ricavare tale funzio-
ne di rete in modo semplice a partire da quella corrispondente del cir-
cuito a costanti concentrate,avremmo raggiunto la semplificazione auspi-
cata.

D'altra parte il circuito URC che & associatoa quello a costan-
ti concentrate nel dominio delle differenze finite & ottenuto per effetto
della trasformazione delle relazioni costitutive degli elementi con me-
moria. Esaminiamo le trasformazioni di tali relazioni costitutive, quali
emergono dalle tabelle III.5.1 e II1.5.2. Si ha:

induttore i(t+T) =1i(t) + % [v(t) + v(t+T))
(C.26)
condensatore v(t+T) =v(t) + ;—C [i(e) +i(c+T))

che, nel dominio delle trasformate di Laplace, equivalgono a:

induttore I(s) =z-11(s) + ;_L [V(s)zl + V(s))

(C.27)
T
condensatore V(s) =z-1V(s) + Z_C [I1(s) zt +1(s)]
e quindi a:
2L 1 - z1
induttore V(s) = T 13270 I(s)
(C.28) T .
. P
condensatore 1(s) = — Tasd V(s)
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Le (C.28) mettono in evidenza che le trasformazioni delle rela-
zioni costitutive degli elementi con memoria,implicite nel metodo alle
differenze finite usato nel Cap. IlI, equivalgonoalla semplice sostituzio-
ne della variabile s con la variabile:

2 1=g1
C.2 W e
(C.29) T 1+z!

Cio permette di affermare:

Proprieta C.5 - «La funzione di trasferimento necessaria per il calcolo
della risposta impulsiva del circuito digitale che corrisponde nel metodo
alle differenze finite (variante trapezoidale) ad un circuito a costanti
concentrate, si ottiene sostituendo nella funzione di trasferimento otte-
nuta nel dominio di Laplace per questo circuito la variaghile s con la

variabile w data dalla (C.29)».

Tenendo conto di questa proprieta é possibile procedere ulterior-
mente, individuando l'espressione esplicita della risposta impulsiva del
circuito digitale a partire dalla conoscenza della funzione di rete del
circuito a costanti concentrate. Supponiamo che tale funzione di rete ab-
bia la seguente forma, come avviene nella maggior parte deicasi d'inte-

resse:
N Ri
(C.30) F(s)=R,+ 2

i=1 S-Si

In base alla proprieta C.5, la funzione di rete del circuito URC corri-
spondente é:

N R, T N R,
(C:31) (2) 0 =1 W-s, 0 9 gaq s; T
14
2
N 1 -TR
+ =
i=1 z-l.Bi ( siT>2
1+
2
in cui:
1-s,T/2
B.=——
: l+siT/2

La cultura & un bene dell'umanita (fantomasping@libero.it)



820 Il metodo alle differenze ﬁ;u’te ed i circuiti digitali C.4

Tenendo conto della (C.12), si ottiene per la risposta impulsiva
del circuito digitale:

R

h (0) R+

0

N
Ly
2 =

(C.32)

2
h(k) =T ZRi( ST\ k21
-5

Esempio C.8

Determinare con la (C.32) la risposta impulsiva del circvito digitale di figura

C.16.

Osserviamo che la funzione di trasferimento del corrispondente circuito a co-
stanti concentrate é:
1/C
1

s+ —
RC

Percio c'é un solo polo per s; =- 1/RC con residuo pari a 1/C. Dalla (C.32)abbia-
mo:

1/C
T
2RC

(-5e)

1=

T 2RC
T k+1

()
2RC

Tali espressioni sono esattamente quelle ottenute nell'esempio C.7.

T
h(0) = —
2

1+

h(k) =
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C.5 - Valutazione dell'influenza della struttura del circuito sul-
I'errore commesso con il metodo alle differenze finite.

La formula (C.32) fornisce almeno qualitativamente il modo di
valutare 1'effetto della struttura del circuito sull'errore che si commet-
te, quando si analizza un circuito mediante il metodo alle differenze fi-
nite. A questo scopo notiamo che, facendo riferimento alla funzione di
trasferimento (C.30), otteniamo una risposta impulsiva uguale a:

N -
(C.33) 2 R.e'

trascurando 1'impulso centrato sull'origine.

Tale espressione viene determinata approssimativamente con la
(C.32), quando usiamo il calcolatore per effettuare 1'analisi. E importan-
te ricordare che la risposta impulsiva permette di ricostruire ogni altra
risposta e quindi costituisce un elemento valido di giudizio sull'errore
che introduce il circuito digitale.

Al variare dell'intervallo di campionamento varia il discostamen-
to tra la (C.32) e la (C.33): tuttavia tale discostamento sicuramente di-
minuisce al diminuire di T, come consegue dal seguente limite di faci-
le verifica: '

s: T \k-!
1 o —
o 2 s.t
(C.34) lim =e '
T-=0 s. T k+1
1 -
2

incui t =kT él'istante di osservazione.

La rapidita con cui avviene l'avvicinamento della (C.32) alla
(C.33), d'altra parte dipende dall'ampiezza dei termini siT/ 2, che com-
paiono nella (C.32). Quindi, almeno orientativamente, si puo dire che lo
intervallo T va scelto tanto pil piccolo quanto maggiore ¢é la distanza
dall'origine dei poli del circuito da analizzare. Tale distanza, sempre
orientativamente, & dello stesso ordine di grandezza della massima fre-
quenza d'interesse per l'applicazione specifica del circuito stesso. E
opportuno pero tenere presente che la diminuzione di T comporta due in-
convenienti:

1) 1'aumento del numero delle iterazioni da effettuare a parita d'inter-
vallo di tempo da esaminare;
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2) l'aumento di accuratezza richiesta per eseguire i calcoli, cié che im-
plica la necessita di usare piu cifre significative per rappresentare le
varie quantita in gioco.

C.6 - Riferimenti bibliografici.

La trattazione dei circuiti digitali effettuata nella presente ap-
pedice & stata limitata all'obiettivo di approfondire il legame tra la strut-
tura del circuito e l'errore introdotto dal metodo alle differenze finite,
considerato nel Cap.Ill. L'argomento dei circuiti digitali & notevolmen-
te vasto ed esula dagli scopi del testo. Si vuole solo accennare ad al-
cuni aspetti notevolmente interessanti, strettamente connessicon la ma-
teria trattata. Un primo aspetto fondamentale riguarda la rappresentazio-
ne delle grandezze in un circuito digitale, che necessariamente deve av-
venire entro un numero di cifre limitato. L'effetto di tale lunghezza limi-
tata é estremamente importante, soprattutto in relazione all'aritmetica
usata del tipo a virgola fissa. Nascono dei problemi di sensibilita del
tipo di quelli trattati nel Cap.VIIL. Inoltre possono insorgere problemi di
instabilita legati a meccanismi essenzialmente non-lineari (ciclilimite).

Un secondo aspetto che vogliamo ricordare & quello della indivi-
duazione di circuiti digitali aventi un comportamento simile a quello dei
circuiti a costanti concentrate, in modo da poter trasferire ad essi il
grande bagaglio di nozioni e procedimenti di sintesidisponibili peri cir-
cuiti a costanti concentrate. Per tale aspetto si rimanda all'articolo
classico: A.Fettweis, «Digital filter structures related to classical fil-
ter networks », Archiv. fiir Elektronik und Ubertragungstechnik, Vol. 25,

1971, p.79.
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A

Aggiunta (rete a%gxunta)
- definizione I
- uso nel calcolo della sensibilita II,

691 *703

Albero:
- definizione I, 56
- proprieta I, 57 * 58

Ammettenza: I, 358

Amplificatore video:
- determinazione della risposta al gra-
dino in casodi sottocompensazxone,
e sovraccompensazione I, 340348

Analisi (vedere: Fasori, Laplace, Nodi,
Maglie, Tagli, Automatico)di cir-
cuiti contenenti blocchi 2-porte:

- con il teorema di sostituzione II, GO8
- con il circuito equivalente II, 611

Analogia della mobilita:
- modelli ideali: la mollall. 783 * 784
lo smorzatore Il 784
la massa II, 784-785

- applicazione tipica: il circuito mec-
canico a barrette di acciaio II,

787 * 794

Attenuazione:
- di inserzione II, 581
- di potenza II, 580
- di trasduzione II, 580
- legame delle attenuazioni di inser-
zione, di potenza e trasduzione con
i terminji della matrice di diffusione

II, 579 ©583

- di ritorno II, 539
- legame dell'attenvazione di ritorno
con il coefficiente di riflessione II,

542

Attive:
- reti RC artive II, 632

Automatico:
- analisi automatica di un circuito sen-
za memoria: .
schema a blocchi I. 140 ~ 153
lista in FORTRAN, 161 +165
ingresso I, 159 * 160
uscita I, 160 ¥ 161
esempi l 177 * 194

analisi automatica di un circuito con
memoria nel dominio del tempo con il
metodo delle differenze finite:
schema a blocchi I, 269 * 282

lista in FORTBAN I, 306 +313
esempi I, 329 ~ 348

analisi automatica nel dominio dei
fasori:

schema a blocchi I, 466 ~ 470

lista in FORTRAN I, 496 +~501
esempi I, 507 ¥ 518

Barretta di acciagio: derivazione del cir-
cuito meccanico: II, 788 * 791

Bartlett: teorema di Bartlett per le reti

bisezionabili:
- non intrecciate II, 656 * * 639
- intrecciate II, 660 T 664

GMARTINELLI- A.SALERNO: Fondamenti di Elettrotecnica 104
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Bilineare: teorema II, 687 690

Bipolo:
- vetsi coordinati della tensione e del-
la corrente I, 8
- potenza assorbita da un bifolo I, 9
- comportamento energetico

BIQUAD:.
- esempio di applicazione delle equa-
zioni di stato nella microelettronica

II, 762

Bisezionabile:
- rete bisezionabile non intrecciatall,
656

- rete bisezionabile intrecciata II, 660
Blocchi: (vedere diagramma di flusso)

Bobina ibrida: .
- matrice di diffusione II, 623 ~ 626

C

Causadlita: definizione I, 16

CCD: esempio di circuito URC tempo-di-
screto II, 807

Cifra di rumore:
- definizione II, 642
- legame con la resistenza del genera-
tore II, 642 * 44

Circuito:
- a costanti concentrate I, 8
- aperto I, 22
- aumentato I, 115-11G
- di tipo non-elettrico II, 782-796
- progetto di un circuito I, |
- teoria dei circuiti I, 1

Circuito digitale:

- definizione II, 809

- funzione di trasferimento del circui-
to digitale che corrisponde a quello
a costanti concentrate nel metodo al-
le dlfferenze finice II, 819

- legame con i metodi alle ~ differenze
finice II, 812 * 820

- proprieta tipica 1I, 809

Circuito equivalente:

- di un bipolo I, 25

- derivazione:
mediante le trasformazioni lineariII,
671
con la variazione di livello interna
I, 675~ + 681
in modo continuo II, 682
in modo continuo con ottimizzazione
della sensibilita II, 729 = 733

- generalita I, 44- 45

- di un transistore bipolare a giunzio-

ne:
mediante ifarametn h 1, 46 ¥ 49
a 7-ibrido I, 49 =52
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Circuito unidirezionale:

- analisi di un circuito unidirezionale
a ritardo costante II 800

- definizione II, 797 - 802 .

- elementi ideali costituenti II. 798 ~
+ 799

- funzione di trasferimento II, 802

- a ritardo costante II, 799

- risposta impulsiva II, 804

Co-albero:
- def:mzlone I, 56
- proprieta I, 57 58

Coefficiente:

- di merito degli induttori e condensa-
tori I, 25

- di riflessione:
definizione II, 524
leg6amc con altre rappresentazioniII,
52
relazione conil massimo trasferimen-
to di potenza attiva II, 541

Colpitts: innescodell'oscillazione con
il metodo di Laplace I, 326 ¥ 328

Componente a piu terminali:
- definizione I, 11
- versi coordinati delle grandezze e-
lettriche I, 12

Concentrate (vedere costanti concen-
trate)

Condensatore:
- definizione I, 18
- derivazione del modello II, 781
- circuito equivalente nel metodo al-
le differenze finite I, 265
- circuito equivalente nel dominio di
Laplace I, 243

Connessione:
- in cascata II, 595
- parallelo-parallelo II, 594
- serie-serie II, 591
- aleri tipi II, 593

Connesso: circuito non connesso I, 64 =
~6

Continuo: circuiti equivalenti in modo
continuo II, 682

Convertitori d'impedenza negativa I,
28 7 30
Corto-circuito I, 22

Costanti concentrate:

- introduzione dell'ipotesiIl. 769%771

- limiti di validita II, 771 - 772

- conseguenze dell'ipotesi:
suddivisione inregionitipiche (con-
densatore, induttore. resistore, ge-
neratori) II 772 - 776
il modello circuitale 11, 776 + + 779
le leggi di Kirchhoff II, 778 ¥ 779



Indice analitico 827

o)

Derivata di una funzione di rete:
- calcolo con la rete aggiunta II, 692

Diagramma di flusse:
- blocchi tipici I, 141
- del metodo di analisi su base nodil,

142 =153
- del metodo alle differenze finite I,
269 * 282

- del metodo di Gauss per la soluzione
di un sistema di equazioni lineari I,
154 158

- del metododicalcolodell'effetto del-
le variazioni dei componenti Il 714+

=717

- del calcolo del gradiente 11, 723

Differenze finite:

- algoritmi per il calcolo della deriva-
ta rispetto al tempo I 262 * 263
circuiti equivalenti dell'induttore I,
264
circuiti equivalenti del condensato-
re I, 265
analisi con il metodo alle differenze
finite:
schema a blocchi I, 269 * 282
lista in Fortran I, 306 ~ 313
eseme di applxcazxone I, 329 ¥ 348
circuito digitale cornspondenre al
programma di analisi I 812 - 820
errori I, 266 ~ 269; 11, 821

Distribuzione di Dirac (vedere impulso
unitario)

Doppio: rete a doppio T II, 620
(®)

Elementi ideali:

- nei circuiti a costanti concentrate:
derivazione II, 772 - 776
bipolari I, 17 = * 23
a due-porte attivi 1, 25 35
a due-porte passivi I, 35 742
a piu porte passivi I, 42 7.4,

- nei circuiti meccanici Il 783 ° 787

- nei circuiti unidirezionait a ritardo

costante II, 794 795

Equalizzatore audio: risposta in ampiez-
za [, 510 7518

Equazioni:

- differenziali per 1'analisi di un cir-
cuito con memoria:
individuazione I, 201 ¥ 203
risoluzione I, 203 204 .
esempi del primo ordine I. 20§~ 210
esempi del secondo ordinc 1,2117223
lineari I, 154 158
di stato:
introduzione II, 735

La cultura & un bene dell'umanita (fantomasping@libero.it)

algoritmo per la derivazione, nel ca-
so di una rete RLC II, 735 * 751
algoritmo basato sulla rappresenta-
zione ibrida II, 744 = 751

uso nella mlcroelettromca lineare II,

760
Equivalente (vedere circuito equivalente)

Equivalenze:

- tra reti 2-porte simmetriche II, 649
-trarete a T e rete a 7, II, 650

- t6ra rete a T-parallelo e rete a 7 1I,

2
- tra traliccio simmetricoe rete a sca-
la II, 653 = 655
- tra rete bisezionabile e traliccio II,

656

Errore: nel metodo alle differenze finite

I, 266 *269; 11, 831
F

Fasori (metodo dei):
- derivazione dal metododi Laplace I,
396 ~ 401
- descrizione del procedimento I, 401~
=403
- osservazioni ed esempi I, 403 ¥ 408;
501 ¥ 507
uso grafico I, 408 ~ 421
applicazione in presenza di eccita-
zioni sinusoidali di frequenza diver-
sa I, 447
apphcazxone mediante il calcolatore

I, 466 =470

Filo di accoppiamento:
- derivazione del circuito meccanico
equivalente II, 791 794

Filtro:
- determinazione della risposta nel
tempo:
ad un gradino I, 330 © ¥ 332
ad un 1mpulso rettangolare I, 332 +

33
ad un'onda quadra in banda I, 334 +
336

ad un'onda quadra fuori banda I,336%
340

- determinazione della risposta in fre-
quenza I, 507 * 509

FORTRAN (liste):

- FREQUENZA (analisi nel dominio
della frequenza) 1. 490

- GAUSS (SUBROUTINE) (soluzio-
ne di un sistema di equazioni linea-
ri) I, 164

- NODI (analisi con il metodo dei no-
di) I, 161

- TEMPO (analisi con il metodo alle
differenze finite) I, 310

Forza:
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- nell'analogia della mobilita II, 783

Fourier:
- sviluppo in serie Fourier nell'analisi
in regime permanente con eccitazio-
ni periodiche I, 455 461
- trasformata di Fourier per 1'analisi
in frequenza I, 461 * é)

Frequenza: analisi nel dominiodella fre-
quenza I, 461 ~ 466

FREQUENZA: programma in FORTRAN
per 1'analisi 1n frequenza:
- schema a blocchi I, 466 ~ 470
- lista I, 496 ~ 501
- esempi di applicazione I, 507 ¥ 518

Funzione di rete:

- definizione I, 350 ¥ 357

- tipi I. ’iﬁ""% 9

- proprieta derivanti dall'xpotesx co-
stanti concentrate I, 365 * 367

- propricta derivanti dalla stabilita L,
367 ~ 374

- proprieta conseguenn dalla natura
dei componenti I, 383 * 384

- proprieta conseguenti dalla topolo-
gia del circuito I, 384 * 386

G

Gauss: schema a blocchi per la risolu-
zione di un sistema di equazioni linea-
ri I, 154-158

GAUSS: lista in Fortran del metodo di
soluzione di un sistema di equazioni
lineari I, 164

Generatore:
- indipendente di tensione I, 21
- indipendente di corrente I, 22
- derivazione dei modelli dei genera-
tori indipendenti II, 790
- conuollatol 26 T 28

Giratore: 1, 40 ¥ 42

Gradiente:
- calcolo del gradiente della funzione
obiettivo II, 721 ¥ 723
- schema a blocchi per il calcolo del
gradiente II, 723

Gradino unitario:
- definizione I, 224
- gxustxfxcazlone fisica I, 225 ¥227
- trasformata di Laplace I 286

Grafico (metodo grafico dei fasori)
- relazioni costitutive I, 408 ~ 411
- leggi di Kirchhoff I, 411 T 412
- esempi I, 412 415
- apphcaztone al sistema trifase I,
415 ~ 418
.- apphcazxone al circuito a scala I,

418 7421
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Grafo di un circuito I, 52 ¥ 54

Grandezze fisiche tipiche dei circuiti:
- non elettriche I, 2
- elettriche (tensione, corrente) I, 7

Gruppo (ritardo di gruppo) II, 587 ¥ 588

Guadagno:
- di potenza II, 579
- di trasduzione II, 580
- di mserzxone II, 581
- le ame con i terminidella matrice di
iffusione II, 579 = 583

ldeali (vedere elementi ideali)
Impedenza I, 358

Impulso unitario:
- definizione I, 227
- proprieta I, 228 % 232
- trasformata di Laplace 1. 286

|ncongruenze del modellamento
, 23,32, 80 %87, 108 F 110

Induﬁore
- definizione I, 20
- denvaznone del modello 11, 780 * 781
- circuito equivalente nel metodo alle
differenze finite 1, 264
- circuito equivalente nel dominio di
Laplace I, 245
Induttori accoppiati mutuamente 1,35~ +37
- circuito equivalente nel domlmo di
Laplace I, 246

Interno (variazione internadilivello per
la generazxone di circuiti equivalenti)

II, 675 ~ 681

Invarianti di sensibilita II, 703 ¥ 704

Invertitore di impedenza negativa I, 30+
-~ 31

Ipotesi costanti concentrate (vedere co-
stanti concentrate)

K

Kirchhoff:
- prima legge 1, 10
- seconda legge I, 11
- derivazione delle leggi di Kirchhoff
da quelle di Maxwelﬁl 778 = 719

L

L (rete ad L) II, 619

Laplace (trasformata di Laplace):
- definizione I, 235
- proprieta:
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Linearita I, 236
derivazione rispetto al tempo I, 236
integrazione rispetto al tempo 1,237
traslazione nel tempo I, 285
relazioni costitutive dei componenti
nel dominio diLaplace erelativi cir-
cuiti equivalenti I, 240 ~ 246
leggi di Kirchhoff nel dominiodi La-
place I, 246 ~248
analisi di un circuito con il metodo
della trasformata di Laplace I, 248+
260
teoremi del valore iniziale e finale
I, 285
= trasformazxone inversa di Laplace I,
288 ~ 300:
tabelle di trasformate I, 301 +305
sviluppo in frazioni parznalx I, 289+
+300
- esempi di apphcazlone del metodo
di analisi I, 313 +328, 501 +507

Linearita 1,13

Lorentz (legge di reciprocita) I, 15

Maglia: @

- definizione I 55 ¥ 56
- proprieta I, 59 ~ 60

Maglie (metodo delle maglie):

- analisi su base maglie I, 71,75

- correnti fittizie di magha I, 75

- equazioni risolventi per circuiti co-
stituiti da resistori e generatori in-
dipendenti di tensione I, 76

- analisi in presenza di generawn n-
dipendenti di corrente:
metodo misto I, 81 ¥ 89
metodo due(tol 89 ~ 94

- analisi in presenza di generatori con-
trollaei I, 128 <132

Massa
- nell'analogia della mobilita II, 782

Massimo trasferimento di potenza attiva:
- teorema II, 537
- relazione con il coefficiente dirifles-
sione II, 541

Matrice:
- impedenze a vuoto II, 552
- ammett di corto-circuito II, 555
- ibrida I ZJQII 557
- ibrida |G ] II, 559
- di trasmissione II, 5
- di diffusione II, 569
- legame tra le varie matrici II, 553

Microelettronica:
- elementi ideali:
sommatore II, 762
integratore 11, 761
- esempio di a licazione delle equa-
zioni di stato II, 762
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Minima (rete a fase minima) II, 585

Minimizzazione:
- lungo una direzione II, 723 + 726
- aspetto locale II, 726 * 728

Misura di rumore II, 645
Mobilita (vedere analogia della mobilita)

Modi naturali di un circuito:

- definizione II, 751

- derivazione dalle equazioni di stato
II; 752

- calcolo del numero dei modi naturali
per una rete RLC II, 755

- assenza in qualche grandezza di un
circuito II, 754

Molla ideale (nell'analogia della mobili-
ta) I, 783 - 784

Moltiplicatore I, 794
N

Nodi:

- analisi su base nodi
di circuiti contenenti resistori e ge-
neratori indipendenti di corrente I,
118 7122
di circuiti contenenti generatori in-
dipendenti di tensione I, 122~ - 127
di circuiti contenenti generatoricon-
trollari I, 132 ~ 136
in presenza di nullori I, 138 ~ 140

- schema a blocchi I, 140 ~ +153

- lista in FORTRAN I, 161 ¥ 165

Noratore I, 33

Normalizzazione:
- in frequenza I, 471 472
- in livello I, 472 473
- esempio I, ‘474 475

Norton (teorema di Norton) II, 530
Nullatore I, 33

Nullore:
- definizione e proprieta I, 31+
- analxsl in presenza di nullonl 1367
140
- analxsx automatica con nullori I, 151

(o}

Obiettivo (funzione obiettivo):
- errore quadratico medio II, 719
- deviazione massima II, 719

Onde incidente e riflessa II, 540

Ottimizzazione delle prestazioni di un
circuito:
- metodo del gradiente:
descrizione II, 720 = 721
schema a blocchi II, 723
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- minimizzazione nella direzione del
gradiente II, 723 * 726

- mediante i circuiti equivalenti in mo-
do continuo, II, 729 =733

P

Passatutto (funzione passatutto) II, 585
Passivita I, 15

Permanenza I, 14

Pi-greco (rete a ) II, 618 * 619

Poli:
- di un circuito passivo I, 372-374
- di un circuito stabile I, 374

Porta I, 11
Potenza:

- in regime permanente sinusoidale:
potenza istantanea I, 421 * 423
potenza attiva: i

definizione I, 423 ~ 425
trasferimento nei bipoli II, 537
potenza reattiva I, 427
potenza complessa I, 426
conservazione della potenza com-
plessa I, 430 ~ 435
espressioni esplicite delle potenze
assorbite dai componenti tipici I,
435 T 440 .
bilancio energetico I, 440 ~ 4f$6

- potenza attiva in presenza di ecci-
tazioni sinusoidali di frequenza di-
versa I, 450 455

- disponibile II, 539

- scambiabile II, 541

Predistorsione I, 374 379
Progetto di una struttura fisica I, 4

R

Rappresentazione di un circuito sul cal-
colatore I, G5 ¥ 69
Reciprocita:
- definizione I, 14
- di un bipolo II, 605 R
- di una rete 2-porte costituita di bi-
poli O, 605
- del trasformatore II, 606
- degli induttori accoppiati II, 606
- conseguenze della reciprocita sulla
matrice |Z] II, 599
matrice LY ] II, 599
matrice [H] II, 599
matrice [G) II, 600
matrice [T II, 600
parametri immagine II, 601
matrice di diffusione II, 602
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Relozigni costitutive (vedere elementi i-
deali) ;

Rendimento nella trasmissione di poten-
za II, 540

Resistore:

- definizione I, 17 i

- derivazione del modello II 779+780
Rete aggiunta (vedere aggiunta)

Reti 2-porte:

- bisezionabili II, 656

- circuiti equivalenti delle reti 2-por-
te II, 612
connessione di reti 2-porte:
parallelo-parallelo II, 594
serie-serie II, 591
in cascata II, 595
a fase minima II, 585
rappresentazione generale II, 544
rappresentazioni comuni:
mediante [Z] II, 552
mediante [Y] I, 555
mediante [H] II, 557
mediante [G] II, 559
mediante [T) II, 560

rappresentazioni orientate verso la
sintesi:

parametri immagine II, 563

matrice di diffusione II, 569
reciproche II, 598 * 602

risposta in ampiezza e fase II, 584
rumorose II, 639

simmetriche II, 603 * 604

stabilita delle reti 2-porte II, 635 +

'

tipiche II, 616

trasferimento di potenza attraverso
una rete 2-porte II, 579

Reti N-porte: .
- rappresentazione generale II, 538 ~

9

~53
- rappresentazione mediante [z] ed
[s]Dn, 622

- proprieta della raq_presenta;ione nel
caso di reti RLCT II, 627 * 632

Rifasamento di un carico I, 443 ¥ 446

‘Risonante:

- circuito risonante parallelo I, 477

- circuito risonante serie I, 480

- coefficiente di risonanza I, 478, 480
482, 483

- legame del coefficiente di risonanza
con il coefficiente di merito degli e-
lementi reattivi I, 485 ~486

- energia a risonanza I, 481 ¥ 484

Risposta:
- in ampiezza di una rete 2-porte II,584
- in fase di una rete 2-porte II, 584
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- in frequenza I, 466

- impulsiva:
defmxzxone I, 359 ¥ 360
proprieta derivanti dalla stabilita I,
367 ~374 .

- libera e forzata I, 379 = 382

- permanente e transjtoria:
definizione I, 387 * 391
validita I, 391 +396

Ritardo
- elemento di ritardo in un circuito URC
II, 819
<l gruppo:
definizione II, 586 ¥ 590
legame con la sensibilita II, 590

Rumore:

- cifra di rumore II, 642

- circuito equxvalente di un bipolo ru-
moroso II, 639 + 640

- circuito eqmvalente di unarete 2-por-
te rumorosa II, 640 + 642

- misura di rumore II, 645

- cascata di reti 2-porte rumorose I,

646 + 647
)

Scala (rete a scala)
- descrizione II, 620 ¥ 621
- traliccio equwalente a rete a scala
simmetrica II, 653 * 655

Schema a blocchi (vedere diagramma di
flusso)

Sensibilita alla variazione dei compo-

nenti:

- definizione II, 686 ¥ 687

- calcolo con la rete aggiuntall, 699+
+703

- espressione esplicita:
per l'induttore II, 699
per il condensatore II, 700
per il resistore II, 699
per la transconduttanza II, 700

- mvar‘;anu di sensibilica II, 703 +
~ 70

Simmetria:
- conseguenze sulle rappresentazioni
di una rete 2-porte:

[z 11, 603
II, 603
H] 11, 603
[G] m, 604
[T] 1, o4
[s] 1, 604
parametri immagine II, 604
Sinusoidale (funzione sinusoidale):
- definizione I, 232 ~ 234

- trasformata di Laplace I, 286 * 287,
303 =305
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Smorzatore ideale (nell' analcgia della
mobilita) II, 784

Sommatore II, 799

Sostituzione (teorema di sostituzione)
II,

Stabilita: .

- di un bipolo II, 633 ¥ 635
a circuito aperto di un bipolo II, 634
in corto-circuito di un bipolo II, 634
condizionata II, 633
incondizionata II, 633
- mtrmseca 11, 633
- fattore invariante di Stablhta 11, 638
- di una rete 2-porte II, 635 ¥ 638

Stato di un circuito:
- definizione 1I, 734
- equazioni di stato II, 735

S |

Stella-poligono (trasformazione) II, 667

Stella-triangolo:
- trasformazione II, 665 * 666
- uso nell'analisi delle reti a scala

II, 669 ~ 671

Sviluppo in frazioni parziali I, 289 %296

T

T (rete a T):
- definizione II, 618
- equivalenza con rete a 711,650 ¥652

Taglio:
- definizione I, 55
- proprieta I, 5960
- analisi su base tagli:
metodo 1,94 %114
equazioni risolventi nel caso di un
circuito costituito da resistori e ge-
neratori indipendenti di corrente I,
99 ~103
in presenza di generatori indipenden-
ti di tensione:
metodo misto I, 104 "110
metodo diretto I 111 7114

T-derivato:
- definizione II, 619
- equivalenza con rete a 7 II, 652

Tellegen:
- teorema I, 62 ¥ 63
- legame tra teorema di Tellegen e ru-
more II, 647

Tempo:

- la variabile tempo in un circuito sen-
za memoria I, 197 - +199

- analisi di un circuitocon memoria nel
dominio del tempo con il metodo del-
le differenze finite:
schema a blocchi I, 269 = 282
lista in FORTRAN I, 306 ~ 313
applicazione ad un filero I, 329 340
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applxcaznone ad un amplificatore vi-
deo I, 340 ~ 348

Tempo-discreti (circuiti) II, 806

Thevenin:
- teorema II, 530
- teorema generalizzato II, 546

Tolleronze dei componenti:

- analisi dell'effetto sulla risposta di
un circuito
con il metodo statistico II, 706 ¥ 708
con il metodo Monte-Carlo II, 709
con il metodo del caso peggiore II,
709 ~ 711
in modo automatico II, 711 ¥ 717

Topologia di un circuito I, 52 ¥ 64

Transistore:

- circuito equivalente a m-ibrido I,
49 752

- circuito equivalente a parametri h
I, 46 = 49

- nello schema:
con emettitore a massa I, 166 ~ +170
con base a massa [, 170 ~ 173
con collettore a massa I, 173 ¥177

Traliccio II, 616

Trasduzione:
- esponente di trasduzione su base im-
magine II, 565
- guadagno di trasduzione II, 579

Trasformatore:
- 1deale I,37+
- a piu di "due potte I, 427 44

Trasformazioni lineari nella generazione
dei circuiti equivalenti II, 671

Triangolo-stella (trasformazione)

II, 665 ~ 666
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dente e riflessa: coefficiente di riflessione.
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poli.
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