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522 I ntroduz ~one Vl.1 

cale condizione in modo aucomacico_; tutta via, in al cri casi,. che vedrémo 
successivamente nei § Vl.8 e Vl.LQ occo_rre _v..erificaré espl1 q camence -
la con tzione,_nori...essen.do passi-bile-di-re -~rio i:i se è saddi.sfarra oppu­
re~. 

Le gr~ndezze eleccrièhe che caratterizzano lo stato di ·una porca 
sono due. Nel caso usuale -esse sono la tensione tra i morsetti e la cor­
rente entrante in uno di essi, con i versi· - osi ci vi coordinaci nel modo u-
suale revisco r_ i big_oli i!!l_ig.J. .• 2-..1. In alcuni casi parcièolari, ~anélo/ 
tnteressa mettere tn evtdenza l_a potenza tran·sttance ne e orte un con­
~enire usare alrrLti.pUli_grandezze-come-vedr:emo_n.e" Vl.2.1 VI. 3. 2, 
YU.L . 

Da quanto detto risulta evidente che quando iriceressa il circuito 
da un punto di vista esterno è necessari <i_: 

di censtone o 
;.;;.-;;;..;;.;;..:..;,.:.:..:..:;..z...~;:..:.;.~~..:;;.;..-.;...;;.;;=;;;.;;.;;.;_:;~.;;.;.;;....;;.;..;;..;.:;~~L.;;;.;.,;~~~~ra~t~i~c.::..a dàt-j:~ 
er.atori; 

~onoscere co?1e son.o chiuse le riman.en.tL{2orte e le randezze elettr".: 
rche d1tnteresse IO cornspondenza ad esse. t . 

È importante sottolineare il punto 2), che prescrive che nell ;i ri­
mo del circuito N- orte non vi siano generatori · · · · endenti di qual-

-s&-a.Si-ti. tensione ·o corr e 10 re azione a c use esterne o al passa-
). Ogni rapporto con l'esterno o con il passato nel circuito N-oorte_ si 

deve localizzare solo in corrispondenza alle porte . -Tale esigenza, d'al­
tra parte, non è limitativa, poièhé può essere sem re preventivamente 
sodchsfacca estraendo 1 · eneratori dal circuit·o cori le cecniChe che ve~ 
<!femo nei [VI.2.2, VI 2 3, VI.A..2.l · 

L'effetto di :un ci rcuito N-porce è quello di stabilire un legrun._e 
tra le . 2N randezze elettriche che caratterizzàno lo stato delle ree nel 
~o complesso). Tale legame per i_ circuiti che consideriamo, l in;;;;i e 

~
ermanenti, è costituito da u~ sistema di N equazioni lineari omogenee 
coefficienti rea-li. complessi o [unzioni della variabile s, a ·secondadel 

ircuito considerato e del metodo di analis i impiegato (caso di circuiti 
~za memoria, metodo dei {asori ovvero metodo della trasformata di La­
lace Una prova molto semplice di questa affermazione si ottiene de­

scrivendo un modo passi bile ·per otcenere le suddette N equazioni . Pre-
cisamente, consideriamo il circuito in dettaglio nel suo iricemo e com­
pj etiamolo con bipoli di corrente e tensione incognita al osto delle or­
~ Prendiamo per questo circuito un albero e scriviamo le equazioni di 
e uilibriòf:elati ve alle magh e ea a1 cag 1 on amenca 1. 

!1 I J Il 3 pùtJ:h <iY~~ ~ 
i J v:!> 
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Vl.1 Introduzione 523 

:._--r.;'l~~~~~h;;;;;:;;;;;f:;;;;;;t:;~a~F1 ~~r· se stesse costituiscono 
u~a rappresentazione del c'ircuito -porte, come vedremo nel 
Tuttavia, nelle applicazioni sono uuli mo tissimi altri tipi di rappresen­
tazione, che si otten ono esplicitando un gruppo di i:andezze elettri­
che tn unzione e le rimanenti N, come verrà messo tn evt enza nel 
§VI. 5, oppure ricorrendo a procedimenti particolari ftnahzzati ad esi-
genze precise (§ Vl.6). l vari up1 dt ra poi caratte-
rizzau da proprietà che conse r-
cuito ($) VI.~, Yl.B). 

Vl .2 • Caratterizzazione di un circuito in conispondenza ad una 
penta. 

Iniziamo a considerare il caso più semplice iri cui inte·ressi il 
com ortamento di un circuito in corri s ondeòza ad una porta Gli ·a spet­
ti che prendiamo in considerazione sono due: la caratterizzazione ester­
na in assenza di eccitàzioni interne e la caratterizzazione nel caso e­
neral · cui nell'interno ci sono eccttaztont Ne ~mo c~so ci s1~ffer­meremo su a ra resen azione me tante variabili diverse a qu·e e u­
suali, tensi·one e corrente che come al> tamo ia rta­
no alla ra ·resentazione del bipolo mediante ' 
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524 Caratteri:r·:ra:rH~ie di un circuito in co"isponden:ra ad una porta Vl.2 

Ki-Rappresentazione di un bipolo con le variabili onda incidente e 
riflessa : coefficiente di riflessione. 

Come detto nell'introduzione, è opportuno fare riferimento ad una 
coppia di grandez:Ze diverse dalla tensione e dalla corrente quando si 
vuole mettere in evidenza qualche aspetto particolare del ~portamen­
to del çii.cuit·o. Nel caso presente il comportamento che vogliamo eviden­
ziare è quello del_trasferimento energetiCo tra il ·generatore e il bi olo 
stes.so. { dettagli di tale importante aspetto e i benefici :che conseguono 
dall'uso delle grandezze che iritrodurremo in guesto aragrafo saranno 
discussi iri dettag!isl.-11.eL ssimo VI.3 .} -------

E evidente che per caratterizzare lo stato elettrico di un bipolo, 
\Tp'òsstoctefarer! e ri · ento T.~_griiiClezzeualstasi iri corris on enz~. 

biunivoca con la tensione e a c~. Tali ·grandezze possopo essere 

::::u:~ iri gene.aie con il:sistema\ V'ct? 3 I ] 
con l 'unka condizione che il determinante della matrice dei coefficierui · 
sia diverso da zero, cioè: j 

(Vl.2.2) 

Nel caso presente i coefficienti suddetti vengono scelti :iri modo 
che le grandezze a e b permettano di analizzare iri modo molto sempli­
ce il trasferimento ener etico tra il bi olo ed un ~~- eneratore ad 

('esso connesso La scelta che ne consegue; giustificata nel § Vl.3. ?., è 
la seguente: 

. • ~ 
(VI.2.3) 

2 

in cui . R
0 

è una quantità positiva, avente dimensioni fisiChe di Unà re­
~za elettrica e denominata costante di normalizzazione< 1 >.Le gran­
dezze elettriche risultanti sono: 

(l) - La dimensione fisica della grandezza R0 si ouiene dalla (Vl.2.4), notando che le 
quantità v/~ e ii-;; i devono avere le stesse dimensioni . Si ottiene: 

[v) [R
0

] 1 = [i) [R
0

)
1 da cui [R J = r v J [i J ·1 

= roJ o 
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Vl.2 Carocleriuadone di un circiuico in ~orrisponden:ra- ad una porta 525 

I V tk1' 
~ = Fff-,· 

~Ro 1' -r-
1 V J_ L - JR:.: ·LlL _ J"a,, 

a +--i ~ {([, T ~ vR.. .~ 2 2 
(Vl.2.4) 

. 
1.(~~ 

h= 
1 V ~Ro ~ --- ---
2 fR: 2 _j__, 

fu 

e prend0110* nome ri·spetti vamente di ~· ~n~d~a~·-~~~~~~Q;~~~~~ 
È· facile verificare che le onde incidenti e n es i-. 

mensioni :fisiche, pari alla radiCe uadrata di :una otenza Note le gran­
dezze a e , possiamo facil'mente ri.ottenere v ed i,. invertendo le 

. (VI. 2.4), cioè: .....:=:==· =====--
· ìi v = ~(a+1t) \I 

l i := -
1 

(a- lt) \{ 
- ~R,, 

(VI.2. 5) 

~ I·--• 2 
I: 2iiç 

+ 

• • 
bipolo 

A + B 

Fig.Vl.2.1 - Circuito per ottenere una tensione uguale all'onda incidente a. 

La rappresentazione del bipolo, nel ·caso che ·si :u.sirio le gran­
dezze elettriche ·a e b, si ottiene, per i :bi oli :lineari e erma.nentl . ui . 
considerau,: pren en o una el e ue grandezze come causa e l'altra co­
me effetto. Si hanno due ra resentazioni : ossi bili·: tuttavia solo una di : 
esse viene usata comunemente . .Precisamente ~ quella c e s1 .o ttiene 
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526 Caratterizzazione di un circuito in corrispondenza ad una porta Vl.2 

considerando come causa l ''Onda incidente e come effetto l'onda rifles­
sa, cioè: 

(VI.2.6) r = b/a 

La rappresentazione r prende il nome di e coefficiente di rifles­
sione del bipolo •. F. facile verificare che si tratta di una gran.dezza adi­
mensionale. A. differenza dell'impedenza e dell'ammettenza tale rappre-

. sentazione richiede.la conoscenza della costante aus1 ltaria\ R J ( costan-
te di normalizzazione_). ---· 
- È facile passare da una rappresentazione all'altra ~er uno stes-
so Jip.olo. L~ formule di pass~_ggio SOf!.C> ti.?..~sunte_in_tab~Yl.2_,Jj 

TABELLA Vl.2.1 - Formule di passaggio da una rappresentazione al-
1' altra per un .bipolo. 

-------
r z y 

coeff. di z- R0 1- R0y 
riflessione 

z + Ro 1 + Ro y 
1 + r 1 

impedenza R -- -
O 1 - r y 

l 1-r 1 
ammetrenza --- -

Ro 1 + r z 

Osservazione Vl.2.1 

Le grandezze elettriche a e b hanno un significato fisico e splicito nel caso 

dei circuiti distribuiti ed in particolare nel caso delle linee di trasmissione. Questa è 

la ragione dei nomi usati per caratterizzarle e per indicare la rappresentazione relati­

va. In particolare la costante di normalizzazione in quel caso coincide con la resi sten~ 

za caratteristica della linea di trasmi ssione. Tale interpretazione fisicadelle grande z­

ze a e b può essere conservata anche nel caso presente dei c i rcuiti a costanti con­

centrate e può aiutare a derivare per via intuitiva risultaci che altrimenti sarebbe com­

plesso ricavare per via analicica~Nel § Vl.~.2 vedremo che è possibile interpreta­

re in modo analogo a quello fisico il regime elettrico che si stabilisce sul bipolo. 

(1) - Un esempio t ipico di questa affermazione è la derivazione delle proprietà dei bi­
poli passivi. Si veda ad eo;empio : G. Martinelli, op. cic., cap.Il . 
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Vl.2 Caratterizzazione di un circ-uito in co"ispondenza ad una porta 527 .. 

a) b) 

Fig. Vl.2.2 - Sostituzione di una porzione di rete accessibile da una porta 
con un bipolo. · 

ti, otteniamo. un sistema di Q equa~ioni lirieari iri 2R variabili,: se 
R è. il numero dei compone~~a un'equazione, iri quanto il bipolo 
che sostituisce la orzione N di :rete è per il momento iridetermiriato. 
Ta e ·s1stema di :equaziom .s1 -Cl · · · e non omogenea 
io i : e V 1 eliminando le grandezze e(ettrlCbe d1 tUttl 1 .rami COn l' esclu­
l!!one di quello incognito. Perciò, affinché 11 blpolo dello schema di fi-: 

ura Vl.2.2 b sia e · · alla rz· · . 
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528 Caratlerizzazione di un circuito in corrispondenza ad una porta Vl.2 

Unica eccezione, del resto banale, è quella in cui l'unica equa-, 
zione risultante manca dt .una delle due vanabtli m questo caso è pos­
Sl l e sostttuire solo uno dei generatori. nfatti, se manca nell'equazto­
ne la corrente i, ciò implica che la rete N ap are al bi · olo, tra A e B, 
equivalente a un generatore di tensione-:-Perciò potremo u~éon:;e bi­
~olo equi valente solo il generatore di .corrente · iri guanto avremmo altri­
menti in parallelo due generatori di tensione di uguale grandezza impr~s­
sa. na sttuazione del tutto simile vale se manca la tensione v nell'e­
quazione suddetta. Quanto detto può essere enunciato nel seguente teo­
rema: 

Teorema .di sostituzione: e In una rete qualsiasi, una sua porzione, ac­
cessi i e cla una porta, può essere sostituita con un generatore inclipen­
clente cli tensione o Ji corrente, avente come grandezzg impressa ./q cor­
rispondente grandezza elettrica cli porta~ come mostrato in fig.Vl.2.3. •La 
scelta clel tipo cli generatore è in generale indifferente, salvo quando tra 
A e B la rete N cli fig.Vl.2.3 appare come un generatore. In questo ca­
so occorre scegliere nella sostituzione il generatore cli tipo . opposto a 
quello secondo cui si comporta la rete N • (1 >. 

a) b) c) 

Flg. Vl.2.3 • Possibili sostituzioni di una porzione di rete. 

Osservazione Vl.2.2 

recauzione in uanto a iff renz · ica er i circu1u 1nean e i:>er a­

enti che stiamo considerando i circuiti non lineari e non permanenti possono avere 

iù di una soluzioneJ È incuitivo che per poter applicare il teorema di sostituzione in 

questo caso è assolutamente necessario che la rete di partenza e quella in cui è avve· 

nuta la sostituzione abbiano una soluzione unica. Un esempio molto semplice di non 

(1) - È opportuno osservare che il teorema non si può applicare se la porzione di rete 
che si vuole sostituire ha dei legami con il resto. Tali legami sono causaci dalla pre· 
senza di elementi mulciporta presenti contemporaneamente nelle due parti. 
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. Vl.2 Caratteri:uazione di un circuito in corrispondenza ad.una pana '529 

applicabilità del teorema di sostituzione è quello mostrato in fi .YI.2.4 che si riferi· 

sce ad un diodo tunnel, alimentato da un generatore di tensione E in serie alla resi· . . ,---
sten z a R. Tale circuito ha una soluz_ione unica, come .messo in evidenza nella pane 

1h) della figura~ Applicando il teorema di sostituzione;, com~ mostrato nella parte e) del· 

la figura, si ottiene un circuito risultante che ha tre soluzioni, come si rileva grafie 

mente dalla parte d) della figura. 1 Perciò in questo caso ·il teorema di sostituzione non 

· si può applicare. 

t 

E 

a) 

e) 

b) 

caratteristica 
del diodo t-ael 

d) 

V 

F lg~ Vl.2.4 • Esempio di non applicabilità del te0rema di sostiwzione per un 
_circuito non lineare comprendente un diodo tunnel. 

~- ,Caratterizzazione esterna di un .-
. te o eccitazioni: eoremi di Thevenin 

Nel §- abbiamo affrontato il problema della caratteriz.;, 
zazione .e~ter~n circuito accessibil:e in corrispondenza ad una 

orta n · l 'i 'otesi che nel suo iritemo non siano re senti eccitazioni, 
cioè eneratori iricjipendenti ed energia immagazzinata neg t e emen-

. ti con memoria al ·'istante 101z1a e e presente paragra o rimuovia-
mo ta e hmtt.azione ed esamiriiamo ciò che occorre aggiungere a quan­
to detto in precedenza per caratterizzare il bipolo. 

G.MARTINELLI-M.SAL.ERNO: Fo~damenti di Elettrotecnica 11 67 
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't~- e~~_J;T'w ~r ·· ~ < : t~ ~~ 
rhAJQJM) ~>u ~~c:JA~0<212 i-u,QQ.J ~ ~~ l~ • 

. Abbiamo già visto nel paragrafo precedente che la rete N di fi­
gura VI.2.2 b) appare al bi olo come equivalente ad un circ1Ùto caratte­
rizzato da una e uazione lirieare non o'mo enea nelle due u~ntità . i e 
V. Poiché la rete ' N è aei tutto -énérale, ClÒ a tntutr.e a OSS-l ' ilìt'à di 
c;__arattenzzar a molto semplicemente <:?n t coefficienti :di tale egua~io­
ne, che_possono ess~r~._r t Ci_o_tti a .due, ~up,p_onendo !3t . ~!..Y_!.<!_erh . preluni­
narmente per uno di essi \ In conclusione possiamo affermare ch è nd ca­
so pi1i g~n_eraleocéOITono due quantità pe! -caratterrzzare esternamente 
U.E bipolo. Il modo di determinare queste du ·e ed il loro signifi-
cato fisico sono suggeriti dai teoremi di ITheventn e orton. . 

Teorema di Thevenin - • Una rete accessibile eia una porta è equivalen­
e, esternamente alla porta, alla rete stessa in cui le eccitazioni 

state isatt1vate co.n 1.n serie a a porta un generatore cli tensione, a­
vente una tension·e impressa ugual~ alla ten$ione . che si manifesta · a 
vuoto in corrispondenza alla porta ciel/a rete e con la. stessa · polarità. 
L'equivalenza è mostrata in fig.V/ .2.5, in cui è sottinteso che tra le re­
ti N ed N1 non ci sono legami »Ol. · 

Teorema di Norton - •Una rete accessibile eia una porta è equivalente, 
esternamente alla porta, alla rete stessa in cui /e eccitazioni siano sta­
te disattivate, con in parallelo alla porta un generatore cli corrente, a­
vente una corrente impressa uguale alla corrente cli corto-circuito e/ella 
porta, con il verso precisato in fig. V/.2.6, in cui è sottinteso che tra le 
reti li ed Ji.

1 
non ci sono legami 1> (1 >. 

A + A 

+ rete rete 
V 

Nl 
o, ~ G:r·vf 

B B a---
a) b) c) 

flg. Vl.2.S - Caratterizzazione esterna alla porta AB della rete bipolare N 
con il teorema di Thevenin . Id , 

/IV j; \\] 

a) b) c) 

fig. Vl.2.6 - Caratterizzazione esterna alla porta AB della rete bipolare N 
con il teOl'ema di Norton. 

(1) - Ricordiamo che tra due reti si possono stabilire dei legami a causa di elementi 
multiporta presenti contemporaneamente in ambedue. 
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corrente avente una corrente un ress - u ua e a i . come messo in evi­
enza in fig. Vl.2. 7 a). Ca co i amo quindi con il principiò di sovrapposi­

eg i· .e etti a tensione v in uesto circuito, dividendo le ec­
citazioni m e ru _p.i: ue e interne al a rete N ed il generatore di 
corrente esterno. L'effetto el primo gruppo siottiène isattivan o i ge­
neratore di corrente; quindi in questo caso vAB = v .· L 1effetto dell'altro 
gruppo si ottiene disattivando la rete N; quindi in q

0
uesto caso v ~ è u­

guale alla tensione che si manifesta ai capi della rete N disatu vata e 
percorsa dalla corrente i.· Sommando i due effetti si ha una tensione V AB . 
coincidente con quella che si manifesta tra A e B nel cii.cuifo-c) di fi-

\ g~ra Vl.2 . 5, ciò che dimostra il teorema. \ 

A Vi+\}< 

~ 
.~V 

B 

b) 

La dimostrazion~ del teorema di Norton si può effettuare in mo­
È_o del rutto simil:e con l'unica differenza di applicare il teorema di ·so­
stit:Uzione con il generatore di tensione.A come mostrato in f ig. VI.2. 7 b), 
e di calcolare la corrente totale relati va ·alla porta A- iri vec e l 
tensione 

( l) - In generale si può applicare indifferentemente sia il teorema qi Thevenin sia quel­
lo di Norton; tuttavia, limitatamente a quei casi in cui il teorema di sostiq1zione non è 
validci in enuambe le f!)rme indicate ·nelle figg. VI.2.7 a) e b), uno dei due teoremi non 
può essere applicato; in questi casi, però, è sempre applicabile l'altro teorema. 
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Riassumendo i risuléati ottenuti nel esente aragrafo, possiamo 
di i.e che un bipolo può essere caratterizzato ester _m..e.ru e me iancecfu~ 

~~ri .ji_"'éuCuno è ana ogo a quelli :già visti n VJ ., (im ~den~a, 
ammettenza o coefficiente i n esSione)_g_si.rifer:is~ce al bipolo in cui · 
l~itazicini 'iri tern~~tare~vateO) l'altro è una tensione od 
una corrente (tensione e a porta a l51po o aperto, corrente della porta 
a bi polo corto~cii.cuitato ). Le forme sotto cui i due parametri si presen­
tano di endono dal tipo di analisi che si sta effettuando Ne( caso che 
st Utilizzi il meto o ei ason, i ue arametri sono numeri compless1; 
nel caso che si utilizzi il metodo della trasformata t LaR ace essi sp no 
funzioni :de a vana iTe s ustnamo questip:ìnu .con -de gli e~ 

Esempio Vl.2.1 

Caratterizzare esternamente con i I teorema di Thevenin i I bi polo di fig. VI .2 .Sa), 

supponendo di usare il me_todo dei fasori ad una pulscizione 6J = l rad/sec. 

+ 

b) 

3. j z =--
0 5 

t-----o A 

4+2j '.\O - PI J 
VAe=-5-"vò ~J v, I 

B 

c) 

f lg. Vi.2.8 • Circuiti riguardanti l'esempio VI.2.1. I valori sono in 0, F, A, V. 
La pulsazione è pari a: 6J = 1 rad/sec. 

Il primo parametro riguarda il circuito disattivato, come mostrato in ' fig.VI.2.Sb); 

usando per la rappresentazione di tale circuito l'impedenza, si ha: 

I. j 3-j 
z = o l 2. j 5 

l+ 
1- j 

Il secondo parametro è la tensione quando la porta è aperta e prendendo come 

morsetto positivo A. La tensione d'interesse si calcola immediatamente applicando il 

(I) - È opportuno ribadire il fatto che con eccitazioni interne si intendono tutti i gene­
r~uori indipen~enti presenti nel_la rete N, ~ompre;;i quelli. de~ivanti da co~dizion! inizia: 
h; ·non vanno mvece annoverau come ecc1taz1001 le tens1001 o le correnu relauve agh 
eventuali .generatori conuollati. 
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principio di sovrapposizione degli- e·ffett~ per i due generatori presenti nella rete asse­

gnata; si ha: 

1-j 1 
VAB=l+j--

. 2- i 1- i 

4+2j 

5 

Perciò il bipolo è caratterizzato es_te~amente dall'impeden~a Z 0 e dalla ten­

sione VAB, come indicato nello · sch~ma di fig.Vl.2.lic). 

Esempio Vl.2.2 

Corotterizzore esternamente con i I teorema di Norton i.I bi polo di fig. Vl.2.9 a), 

supponendo di applicare .il metodo della trasformata di Laplace. 

l/s 

1/5 

1 

~----.n.~-...._-o A 
1 I 

I 

B 

a) b) 

A 

- > 
Io < ; I a-ili 

o s l Y0=1 +s 

B 
c) d) 

Fig.Vl.2.9 • Circuiti riguardanti l'esempio Vl . 2.2; i valori .sono in Q, F , V; 
la trasformata della corrente è espressa in A X sec. . 

A 

B 

A 

B 

Il primo parametro riguarda il circuito disattivato, come mostrato in fig.VI.2.9b), 

dopo aver effettuato la trasformazione nel dominio di Laplace. Usando per la rappresen· 

tazione di tale Circuito l'ammettenza, si ha: 

Il secondo parametro è la corrente che fluisce da B verso A nel circuito di fi­

gura Vl.2.9 a), quando i due morsetti sono corto-circuitati, come mostrato in figYI.2.9c). 
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Nel dominio della trasformata di Laplace si ottiene: 

s+l 

s 

Perciò i l bipolo è caratterizzato esternamente dall'ammettenza Y 
0 

e dalla corrente 1
0

, 

come indicato nello schema di fig. VI.2.9 d). 

Esempio Vl.2.3 

Caratterizzare esternamente con il teorema di Thevenin il bipolodi fig.Vl.2.10~. 

T rattandosi di un circuito senza memoria, conviene usare il metodo di analisi nel domi­

nio del tempo. 

6J 

2 f 

+ 

+ 

e> 
+ 

V i:) g + 
'--------4,__ _____ .., B 

V =2v e R 

a) 1 

1 

A 

fi'= 1 

ve= 2vR 
+ 
'--------------B 

b) 

~-~ • .n..n.~---A 

+ 

'-----------B 

Fig.Yl.2.10- Circuiti riguardanti l'esempio Vl.2.3; valori sono in O, F , V; 

Il primo parametro riguarda il circuito disattivato, indicato in fig. VI.2 .10 b ); si 

noti che il generatore di tensione controllato ve non è stato d isattivato. Usando per 

la rappresentazione di tale circuito l'impedenza, è necessario calcolare il rapporto fra 

la tensione e la corrente relative ai morsetti della porta A- B, quando tale circuito è 

alimentato da un generarore ausiliario. Utilizzando un generatore di corrente ausiliario 

di valore i'= 1, si ottiene il circuito di fig.Vl.2.lOc). Analizzando tale circuito con 

il metodo delle maglie, si ottiene il seguente sistema: 
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{ 

i' 

i' 

+ i2 = .vAB +ve 

· Tenendo conto che ·i'= 1, ve= - 2 i 2 , risolvendo si ottiene . v AB= 1/4. ·pe~ 
tanto usando la rappresentazione impedenza per il circuito di fig. VI.2.10 b), si ottiene: 

Z = V /i' = 1/4 O AB 

Tale impedenza risulta ovviamente resistiva<1 l. 

Il secondo parametro è la tensione del morsetto A rispetto al morsetto B nel 

circuito di fig. VI.2.10 a), quando i morsetti sono aperti. Analizzando tale circuito con 

il metodo delle maglie, si ottiene il seguente sistema: 

=V +V 
g e 

=O 

Tenendo conto che i = ., v = 2i,. e risolvendo il sistema, si ottiene i
3 

=-1, . . g .., e ~ 

v 
1 

= 4, ve = -2. Pertanto la tensione v 0 è pari a: 

Pertanto il bipolo è caratterizzato esternamente dall'impedenza res~stiva z
0 

e 

dalla tensione .v0 , come indicato nello schema di fig.VI.2.lOd). 

Esems»lo Vl.2.4 

Caratterizzare esternamente, nel dominio delle trasformate di Laploce, median- · 

te il teorema di Thevenin il bipolo di fig.Vl.?..11 a), nel quale il condensatore risul.ta 

carico alla tensione veO all'istante iniziale. 

Trasformando il circuito secondo Laplace, si · ottiene lo schema indicato in fi­

gura VI.2.11 b). 

Il primo parametro ·riguarda il circuito disattivato, indicato in fig. VI. 2 . 11 c), ot· 

tenuto ponendo a zero il generatore di tensione (tale circuito coincide anche con quel­

lo iniziale, con condizioni iniziali nulle). Rappresentando tale circuito mediante l'im­

pedenza si ottiene: 

(1) • N_ej!;li_ esempi Vl.2.1 e Vl.2.2, .n<?n èsta.ta n.eces.sari~ l'introduzione del generato· 
re aus1har10; essendo banale l'analisi del circuito disattivato. 
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l+---
1 

l+-
2s 

2s 
+--

2s+l 

2s + 1 

4s + 1 

Vl.2 

Il secondo parametro è la tensione del morsetto A rispetto al morsetto 8, nel 

circuito di fig. Vl.2. 11 b), quando i morsetti sono aperti. Si ottiene facilmente: 

s 1 
2+-

2s 

2 VcO 

4s + 1 

Per.tanto il bipolo assegnato è caratterizzato esternamente dall'impedenza z
0 

e 

dalla tensione V
0

, come indicato nello schema di fig.Vl.2.lld). 

v.:a: 
2Vc0 

V=-­
o 4s+l 

a) 

Z=2s+l 
O 4s+l · 

d) 

A 

1 
1 

a: 
b) c) 

..--.Jnv"".-.......--~--~+_......., A 

e) 

2 Yco 

4a + 1 

8 

flg.Vl.2.11 - Circuiti riguardanti l'esempio Vl.2.4. I valori dei componenti 
sono in F, O, V. 

Uno schema equivalente a quello di fig.Vl.2.lld) e atto a caratterizzare estel" 

namente il bipolo dato, secondo il teorema di Thevenin, è anche quello indicato in figu­

ra VI.2.11 ej, in cui il generatore di tensione V 0 è stato posto direttamente in serie al 

bipolo disattivato di fig.Vl.2.llc); tale schema mostra che il bipolo in serie al genera" 

tore ·coincide con il bipolo iniziale avente condizioni iniziali · nulle. 
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-· Trasferimento di potenza attiva nei bipoll. 

Nel caso invece dei sis.temi ~i :trasmissione t energia elettriéa, il" ren­
dimento del trasferimento di otenza è ciò che st .vuole controllare ·eèo-. 
stituisce perdo l'obiettivo principale del problema stesso. Nel Vl.3.1 
considereremo tn dettagho tl pnmo caso, iritroducendo anche le quantità 
tipiéhe che si Utilizzano a questo proposito. 

Vedremo successivamente nel : § Vl.3.2 come la. rappresentazio­
e «coefficiente di riflessione», introdotta nel § Vl.2.1, si presti parti-· 
olarmente bene a caratçerizzare questo aspetto del comportamento dei 
i ·oli nei casi · radei :d'interesse . 

. ~ lO<: '.\'('~~~.,.. . d.:. 
~Il~ ~~· - Teorem~ del massimo trasferimento di potenza attiva. ~ 

~ l?i... e Il problema che consideremo in questo "paragrafo è quello dell 'iri-
~ _ +. ev 'itR.o di viduazione. dell'impedenza del bipolo che assorbe la massima potepi;a 
===~~''!!>.li:> attiva da ens1one caratterizzato .da una ro ria tm e-

r 
~nza interna .. La sitUazione è quella di. fig. Vl.3.l ed è sottinteso che 

s1 .sta usando tl meto o et ason, re attvamente a una pu saztone w. 

Fi9. Vl.3.1 - Schema del circuito a 
cw si applica il teorema del mas­
simo trasferimento di potenza at· 
ti va. 

V • 

L'espressione della potenza attiva iri funzione di :z è~ con rife­
rimento alla figura: 

G.MAR'l1NELIJ-M.SALERNO: Fondamenti di Elet&rotecnica Il 68 
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(VI.3.1) Pa = 
1 I t 12 R = ~ lv 1

2 
2 . u 2 s 

R 
u 

(R +R ) 2 + (X +X )2 
u s u s 

Il problema che dobbiamo risolvere è quello di determinare R u ed 
Xu iri modo che P

8 
sia massima, nelle ipotesi :che R s sia non-negativa 

ed Ru sia positiva. ·Viene escluso il caso Ru =O, iri quanto .in questo 
caso risulterebbe Pa =O, escludendo un valore infinito per l'ampiezza 
della corrente. · 

Il massimo trasferimento di potenza atti va al bi polo si ha quan-
do risulta ~n.te-f · · 

(VI.3.2) 
(R + R ) 2 +(X +X ) 2 

u s u 9 
F =~~~~~~~~~~--

R 
u 

I corrispondenti valori .di :R ed Xu~isfanol~ seg~enti con-
dizioni:: ,---

R 2 +(X +X }2 

s u s .:::::0 
R2 

u 

(VI.3.3) 
2 

(X +X ) =O u a 
=---

R 
u 

Tali valori ·sono : 

(VI.3.4) 

e corrispondono ad un punto di miriimo della funzione F, come si rileva 
dir:eccamente dalla (VI.3.2). In conclusione perciò vale il seguente teore­
ma: 

Teorema del massimo trasferimento di potenza attiva: e Un bipo'o alimen­
tato eia un eneratore cli tensione cli impec/enza interna z. assorbe eia 
questo la massima potenza attiva quan o a sua impe en .-:-È· 
impor an e tenere resente che 1 teorema va e nell'ipotesi che le porti 
rèali e/e// 'impec/enzo e/e/ bipolo e e/e/ generatore sian positive•. 
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In base al teorema precedente, vediamo che la massima potenz.a 
atei va che .può essere erogata da un generatore con impedenza iricema pas-
s'iva verso un bi olo passivo, e una quanti tà ~er:2 ww sriCa drj ~g3;5a ~r 
re stesso.. Tale quantità viene perciò enominata e potenza is ponibi e 
de l generatore •. n ~lore . della potenza disponibit:e @ iri base aJ.!e 
(Vl.3.1) e (Vl.3.4), e pari a : •· 

. . trl.2. '" l Vs) l'. I V,, I 2 _ 1 · R~ , ,; \/ ·' thu i,, 
(Vl.3.5) l~._,,,.4 Q l Pd = -jYRs -;r: · ' 

\
'lii! : t U~\ I 5 
,..J. I""°" CJ_ C\ b" d l b l f . o61\"' La potenza atei va assor ifa a · i polo può essere so o una ra-

. '.-'· 

zione di ·p con valore massimo unic'ario cioè: 

(VI.3.6) . . IP· <i l ' 
Più il valoce del <appo•: : : cedente è basso, minoa: è la.capa, 

ciià del bi ·olo d1 a.ssor ire a ocenza attiva che il · eneratore sarebbe 
in gra o di erogar,9. Una misura di :cale eventuale irieffiCienza del bipolo, 
comunemente usata, è la seguente: . ?r:~ . 

B ~ Jw On. 1-~ (Vl.3.7) 10 log~0 Pd 'f i.o PJ. 

a cui si ·dà il nome di ·c atten.uazione di ritorno . L'attenuazione di 1-it:or-
no misura, nel · ., o aritmie e «deci e »; i : rapporto era la potenza -
atti va che non e r~cevuta al bi polo rispetto à quella oisponibi\e dal e­
neracore, che è la massima che il bip o o potre be ncev~re . 

. n rendimento CI e I crasfenmenco di potenza attl va vale: 

(Vl.3.8) .,., = 
potenza atei va riCevuta dal bi polo ~ 
potenza a cci va eroga ca dal generatore ~ 

trasferimento di · 

La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it)
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Osservazione Vl.3.1 

Una situazione completamente diversa si ha nel caso della trasmissione di e­

nergia elettrica da un generatore verso un carico, dove un rendimento del SCJD,{, è del 

tutto inaccettabile. 

Per analizzare la situazione che si ha in ques_!~ <:_a~, su ~niamo di aver!l'u = 
= - X8 e tracciamo, sotto questa ipotesi, gli andamenti della potenza attiva P

8 
rice­

vuta dal bipolo di carico e del rendimento n fn funzione del rapportoT/R ;i n base 
- - ,., ~" .,.._ u 8 

alle relazioni (VI. 3.1) e (VI.3 .8), si ottengono i diagrammi indicati nella fig. VI. 3. 2. 

Da tali di_agr~i vede che l' aum~to del rendimento si ottiene ;e;~lori di 

Ru molto maggiori di R
8 

ed a scapito della potenza assorbita dal carico. Tali condi­

zioni di funzionamento sono comunemente utilizzate in tutti quei casi in cui è importan­

te dissipare la minima p~ attiva ossibi~ l' im eden2'!...!_ntema de ~n.eraror· j 
e quindi avere u_n rendimento prossimo al! 'unità; si !!,de che tali condizioni sono molt 

lontane da quelle çorrispondenti al massimo uasferimento di potenza attiva. · 

• 
1 R /R 

u s 
1 

Flg.Vl.3.2 - Andamenti della potenza attiva P e del rendimento TJ in funzio-
ne di Ru /R

11
• 

8 

Osservazione Vl.3.2 

Quando si analizza l'effetto. del rumore nei circuiti, con particolare riferimento 

agli amplificatori , risulta utile considerare anche il caso di un generatore con impeden­

za interna avente parte reale negativa. In questo caso, si ottiene una situazione simile 

a quella prevista dal teorema precedente pur di fare riferimento alla massimizzazione 

della potenza attiva ceduta dal bipolo che si suppone abbia negativa la parte reale del­

la propria_ impedenza. La potenza attiva erogata dal bipolo vale: 

(VI.3.9) p 
a 

R 
-2._Jv 12~~~~-u~~~-
2 s 

(R + R )2 + (X + X )2 
u s u s 

e tenendo conto delle ipotesi fatte, c1oe R < O, R ~ O, si ha che tale quantità è . * u . 8 • 
massima quando Zu = Z

9 
• In questa situazione di massimo, la potenza ceduta dal bi-

polo dipende solo dal ·generatore ed è uguale a : 
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lv,J 
(Vl.3.10) p =----

9 BR 
8 

a cui si dà il nome di potenza scambiabile del generawre •· 

_t,_ !?o 
V .3.2 ".'. Legame tra i I coefficiente di riflessione e i I mass imo t rasferi­

mento di potenza at i 

(VI.3.11) 

Flg. Vl.3.3 - Situazione tipica 
in cui interessa il trasferimen­
to di potenza atti va. V 

" 

( 

+ 

1 * 1 
P =-Re[VI) =-Re[(a+b}(a*-b*)] 

a 2 2 
(VI.3 .12) 
~1~1 2 I Il 1 . 2 l ,l 2 J = - [ a - b ] - - la I [ 1 -

2 ! 2 

D'altra parte, tenendo conto dell'espressione di a data dalla for-
lmula V scelta di R data dalla (VI.3.11) si ot iene er 
il circuito di fig. VI.3.3 : 
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1 2 111 V iiç" 1
2 

1 1 lvsl
2 ?! -fai =- --+-I =- -IV+R 11 2=-- -lv 

2 . 2 2 ·IR -· ® R " 8 R ~ ll\s s s 

Ricordando la definizione di potenza fuP-oni bile di un generato­
re~ CiiQIDYLl· '5), la (Vl.? .12) dw iene .\ 

(Vl.3.14) 

~ 
. Nella s.itUazione di massi~o trasferimento di pot.enza atti va , in 

cm Z = rts.ulta r=O e .perctn P
8
=P9 come sa12.R!amo che deve 

cca er a ormu a (Vl.3.14) mette in evidenza che : 

1) la potenza attiva associata all;onda incidente, cioè 1/2 la 12 è pro­
prio la potenza atti va disponi bile del generatore di ten ion 
denza interna resistiva.iJ · 

2) la otenza attiva associata all;onda riflessa, cioè 1/2lb12 è uguale 
~ r 12 Pd e cotncide con la frazione di potenza disponibile non assor i-) 
ta dal bi olo .Pertanto, in base alla definizione (Vl.3 .7) , l'attenuazione 

di ritorno vale :\ -'RJ:;;iw 
(Vl.3.15) attenuazione di ritorno =~O log 

10 
lr I ~ 

Il re ime elettrico sul bipolo si può quindi • ensare come dovuto 
~lla sovrapposizione i un on a mci ente e una riflessa ~ l'onda inci­
dente che trasporta una potenza pari a Pd \ dal generatore verso il cari­
co, viene riflessa in ragione del coefficiente di riflessione sul bipolo ~i 
cariCo, dando luo o alVonda riflessa che tras orta una otenza ari a 

r . <l dal carièo verso il generatore \ Pertanto sul bi polo di carico vie-
ne dissipata la potenza residua, data dalla (VI.3 .14) \ In questa interpre­

tazione intuitiva,\ il bipolo di carico ha l'effetto di dare luogo all'onda 
!if.lessa in ragione ·del Toeffièiente di riflessione ; si vede inoltre che ri­
sulta particolarmente semplice tenere conto dell'impedenza interna del 
generatore i tensione, g_uan o questa e resistiva e a costante CllnOf­
malizzazione R e · ipolo è stata scelta coincidente con essa. In que­
sto caso infatti Y•onda incidente ha l'espressione semplifièata : 

(Vl.3.16) 
1 V 1 1 Vs 

a=---+-rn-1 =--(V+R l)=--
2 iR:" 2 s 21R: s 2i}ç 

Tale interpretazione intuitiva del fenomeno verrà ripresa e uti­
lizzata successlVamente nel § Vl.6.2. · 
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Esempio Vl.3.1 

me cari ca.I Dete·rminare: 

a) il coeffi~iente di riflessione relativo al carie~ 

b ;;~da diretta e la potenza disponibile del generato~!i] 

e a potenza attiva ·dissipata sul carico. 1 

Si supponga che la puls·azione ~ sia pori od 11ACh 

·.- )' 

+ r V =3 • 
B 
I 

-:1> - - _,_ ~Vkd ~_,__ b) 

A 

Fig.Vl.3.4- Circuiti considerati nell'esempio VI.3.1.l valori sono in V, A, 11, F; 
la pulsazione è w = ·1 rad/sec. 

543 · 

Il primo passo da effe.ttuare consiste nel trasformare · il bipolo a sinistra della 

porta A-B medianr'ejl teorema di Thevenin, in modo da ottenere un circuito simile a 

quello di fig.Vl.3.3. La resistenza interna R corrispondente alla condizione in c~i i 

gener.aton sono disattivati, è ari a: 

La tensione a vuoto V 
9

, ·corrispondente al caso in cui la porta A-B è disconnes-

sa dal carico, è pari a: 

V 
9 

= V g + R1 lg = 3 

Pertanto, utilizzando il metodo dei fasori, il circuito che si ottiene è quello in­

dicato in fig. VI. 3.4 b). 

Come detto nel § Vl.3.2, conviene scegliere la costante di normalizzazione pa-

ri a : 

'T Ro = Rs = 3 ~ 

[ Poiché l'ammett~·nza del bipolo di carico è ygµale a l 
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utilizzando la formula di passaggio di rab Vl..2.lr--sL.o.aiene per il coeffictence Ji ci· 
flessione: 

1- R • Y O e . 2. 3 i 

4 + 3j 

L·'onda diretta a, in base alla espressione (Vl.3.16), risulta uguale a : 

· =~ru 
mentre la potenza disponibile Pd 1/2 I a 1

2
, risulta pari a: 

ED 
Infine la potenza attiva trasferita al carico si può calcolare mediante I 'espressio­

ne (VI. 3.14), ottenendo: 

lo'\ ·3 ( 4 + 9) 1 91 
~ = 8 1 

- 16 + 9 =GQl 

\ . . 
V· • .Y• Caratterizzazione di un circuito in corrispondenza·a due por-

te. 

Nel caso che, un circuito sia accessibile da due porte il problema 
della caratterizzazione esterna alle porte stesse - st presenta iri modo del 
tutto simile a quello visto nel caso di una porta sola Quindi anche in que· 
sto caso occorre are distiriztone dal caso tn cut ne l 'iriterno del circuito 
d :Stano oppure no le eccitazioni .\ [ due cast ver~anno trattati in dettaglio 
di seguito nel contesto più generale. 

Vl.4.1 ·• Rappresentazione genera.le di una rete 2-porte. 

IndiCheremo nel seguito con il nome di rete 2-porte un circuito ac­
cessibile da due porte e privo di eccitazioni ·nel suo interno . La caratte­
rizzazione di Una rete 2-porte richiede quattro parametri, come si deduce 
facilmente con la seguente osservazione. 

Poniamo al osto delle due orte due bi oli ·indeterminati caratte-
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Vedremo successivamente, nel §VI. 5, i vari tipi di rappresenta­
zione che conse uono dalle varie ossibili scelte di coppie di grandez­
ze elettriche da es licitar-e nelle ~ue equaz1001. Ne caso presente c1 vo­
g 1amo soffermare sul atto c e già ·e due equazioni, ricavate nel modo 
detto, costituiscono una ra resentazione del circuito. Precisamente, èS-
se...-1>ossono essere serate a: 

(VI.4.1) [ [A] [V]+ [B] [I]= [O) I 
in cui: [O] è un vettore di ordine due con componenti nulle;[V] = [v1J, . 
[I] = [ !1 ] sono vettori di ordine due corris ondenti alle tensioni e ~fle 
corrend2a1 orta e ue matnci A] e [8 sono quadrate, di ordine 
due, e costituiscono la rappresentazione iù generale possibile per la 
rete - orte . term1n1 1 ta 1· matrici sono o .numen comp essi, se 
stiamo usando i fasori, ~polinomi nella variabile s, se stiamo u­
·sando la trasformata di Lapace. 

Esempio Vl.4.1 

Ricavcre la rappresentazione [A], [ B] per I a rete due porte di fig. Vl.4. 1, a· 

nal izzata nel dominio della trasformata di{baplace) 

(1) - E' utile sottolineare che tale rappresentazione esiste sempre .per un circuito linea­
re e permanente, quale ci interessa. Tale proprietà non è goduta dalle rappresentazioni 
più comuni che vedremo. successivamente. · 
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Fig. Vl.4.1 • Rete 2-porte con· 
siderata nell'esempio VI.4.1. 

Vl.4 

Supponendo di mettere al posto delle due porte due bipoli indeterminati aven· 

ti le relative tensioni e correnti coincidenti con quelle di porta, scriviamop~r il circui­

to risultante le equazioni alle maglie; si ottiene : 

f SCV, ~;L,e< 1)~,, ~I, 
S( Vz.: (S L1 e t-t)1-1 + LL1 . 

Dalle equazioni precedenti otteniamo: 

che fornisce direttamente le due matrici della rappresentazione. 

Vl.4.2 - Caratterizzazione di un circuito accessibile da du~ porte quan· 
do nell'interno ci sono eccitazioni: il teorema generalizzato di 
Thevenin. 

In un circuito accessibile da due porte, se sono presenti nel suo . 
interno delle eccitazioni, la (Yl..A.._1). si modifica nel senso di di venire­

/lo.po oj8geneaM La caratterizzazione del circuito quindi si potrebbe fa­
" re, uti 1zzando ancora le matrici A e B precedenti ed inoltre un ve t 

f._ore di termini noti;\ciò mette in evidenza che anche per i circuiti ac­
cessibili da due porte, la caratterizzazione avviene tramite due ru i 
di arametri di cui uno n uar a es ressamente le ioni e l'altro 
il circuito disattivato. La determinazione di questi parametri può esse-

. re atta in mo o più utile per le applicazioni con il teorema generalizza-
to di Thevenin. · 

IT eorema generai izzato di Thevenin :~e Un e ire uito ace es sib ile da due por­
te può essere caratterizzato mediante i due seguentigruppidi parametri: 
1) parametri che rappresentano la rete 2-porte. ottenuta dal circuito ai-
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Vl.4 Caratterizzazione éli un circuito in corrispondenza a due porte 547 

sattivando le eccitazion;A 2) le tensioni . che s_i manifestano ai ·morsetti 
delle due porte quando sono ·lasciati aperti. l/ ·cirçuito equivalente che · 
consegue da questa caratterizzazione è mostrato in fig.IV.4 .2t. 

a) b) 

c) 

Fig. Vl.4.2 ·Circuito equivalente ad una rete accessibile da due porte 
secondo il teorema generalizzato di Thevenin. 

+ 

La dimostrazione del teorema precedente segue lo stesso proce­
~saço nel"caso di una sola porta.\lnfam, preventivamente so­
stituiamo nello schema a)~di fig.\&1.4.2lalle reti N 

1 
ed N 

2 
due genera­

tori di corrente, a licando il teorema di sostituzione alle due orte ITT 
circuito risultante è mostrato in fi . VI. 4. 3 a) Successivamente utiliz­

~ ziam~ il principio di sovrapposizione degli effetti per calcolare in qu~­
~ sto circuito e tens1001 10 corns on enza a e orte. 1 v1 1amo e ecc1-
tazion1 10 due gruppi: q11elle interne alla rete N ed i due generatori a -
~rnnu esternamente\ e etto e primo gruppo sono e tensioni v 10 e 
v to d1 hg. VI.4.2 ·b); l'effetto del secondo gruppo sono le tensioni v'

1 
e 

v 2' indicate in fig. VI.4 . ) b) . In conclusione le tensioni che si stabili­
~ono in corrispondenza alle due porte e@l eirC1:1ito di fig .VI.4 .3 a) sono: 

(VI.4.2) 
v1=v't...+~10 

(l) - Come è noto cale sostituzione non sempre è fattibile e precisamente qualora una 
delle due porte (od entrambe) si compor ta, verso la rete N, come un generatore di cor­
rente. In cali casi particolari il teorema generalizzato di Thevenin non può essere ap­
plicato e la caratterizzazione della rete può essere fatta ricorrendo a generalizzazioni 
del teorema di Norcon. 
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Tali tensioni coincidono esattamente con ·quelle che si stabiliscono nel­
le due porte del circuito di fig. VI.4~ 2 c), ciò che dimostra il teorema. 

+ ti ... 2 

a) 

v' 
I 

+ 

b) 

Flg. Vl.4.3 ·Circuiti usati per la dimosuazione del teorema generaliz­
zato di Thevenin . 

Esempio Vl.4.2 

Caratterizz-cmnmt·dhmteil· ftloretncY9'1"•ralizratO'di-Thevenin il circuito di fi· 

ura Vl.4.4a), suppasf9 in regime permanente a pulsazione c.1- 1. 

+ v, 
V.. =V 

Rl R2 
V =·V 10 g R1+R2 a> g R1 + R2 

·- + 
e e+ .. T 

a !R, o 

Ic Vz0 
o o I e a Ic 

a) b) e) 

Flg.Vl~4.4 ·Circuiti considerati nell'esempio VI..4.2. 

Disattivarioèi·H-g·enèràtore'ìii~enslone si ottieaeila.:uito~aue porte di figura 

VI.4.4 b), ove si ha: 

La rete due pone disattivata può essere caratterizzata mediante la rappcesentazione 

[A], [B] con un metodo analogo a quello visto nell'esempio VI.4.1. 

I generatori di tensione ..... Y-I-0 e v20 si possono ri~vare facilmente analizzan­
do il circuito"-di fii~Vl.4 a), suppòìiendo aperte le pone·. Si òttiene: 
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ti 

Si ottiene pertantoi il circuito equivalente indicato in fig.VI.4 .4 e). ' • •"" 

5 - Rappresentaz{oni comuni delle reti due porte. · 

2(" non è detto che per una rete 2-p.orte esistano tutte le sei suddette rap- . 
presentazioni . Ciò che si può affermare è ~be necessariamente ne · esi­
ste almeno una . Dimostriamo di seguito questa affermazione. Sappiamo 
che le due equazioni (VI.4.1) sono linearmente indi endenti · infam esse 

e 1m10a'Z1one i alcune variabili da un sistema di e uazio­
:.::...:.:.::.:=::.:.:.::.::.=:.....:=::.i;:;P.:.e::n.::..:e~n::t1::. cri vendo le e uaz1001 I 4 1 come se . ue: 

[ 

1 ] [ (V)] .~~ = ~ I~~ 
(VI.5.1) . [A] ·l [B] [I] .=[O] ~~lf(·:xiuo.t~ 

si deduce ertanto che la matrice dei coefficienti ha ran o u uale a due ; 
uindi esiste almeno un minore di ordine ue non de enere Le due colon­

ne della matrice dei coefficienti con cui è formato tale minore individua 
le due grandezze elettriche che si possono esplicitare nelle due equa­
zioni e quindi la· rappresentazione tra le sei che esiste. Per maggior 

~ l::1\ L :l] 
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Tabella Vl.5.1 ·Rappresentazioni più comuni di una rete 2-porte . 

Tipi di Grandezze elettriche Relazioni tra le Situazioni convenienci rappresentazione 
(simbolo usato) indipendenti dipendenti grandezze elettriche di c hiusura 

m acri ce i m[:edenze [ V
1 

] = [ z 11 
zl2][ll] 

generatori indipendenci 
Il 12 V v2 di corrente o porte a-

a vuoto: z1 ' l ' 
V 2 z21 z22 12 perce; 

m acri ce ammeccen- [ 
1
1 l = [ Y11 Y12][Vll generatori indipendenci 

ze t lorto circuì- V 
' 

V Il ' 12 di c~nsionc o l?orce. chiu-l 2 12 Y21 Y22 V2 co: y _ se 1n corco-cHcuao; 

alla prima porca circui-

[~I] "' [hl l hl2][ll] 
co aperto o generatore 

m acri ce i brida: ~-I] 
indipendente di correo-

Il ' v2 v1 ' 12 ce; ali a seconda porca 
h21 h22 v2 corco-circuico o gene-

racore indipendente di 
tensione; 

alla prima porca cocco-

[Il ] [ gl\ gl2] [V 1] 

-circuito o generatore 

[G) 
i'ndipendente di tensio-

matrice ibrida: v1 ' 12 Il ' 
V 

V 2 = g21 
ne; alla seconda porta 

2 
g22 12 circuito aperto o gene-

ratore indipendente di 
corrente·; 

[12 ] = [ ;: 
B'] [. ~I] matrice di crasmis-

v1 Il -12 rappresentazione poco 
si on e d iretca : [ T'} ' v2 ' D' 2 usata; 

[~l] ~ [; 

Connessione in casca-

matrice di trasnù~ :J[_~2] 
c ~ca con altre reti 2-por.-

v2 -12 v1 , I I 
te . (Per quP.sta ragione 

si on e inversa: [ T} ' si prende in considera-
2 zione la corrente -12 ' 

al posto di 12. ) 

VI 
VI 
o 

~ 

~ 
""" ... 
" .. 
" ;:, 

Q .. 
(;• 

=· (') 

o 
;! 

"' =· 
~ 
" ... 
" ... 
~. 

~ 

"' " 
""" o 
~ 

" 

< 
V. 
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[ v] [rì] + [) j L S] _: [o J 

chiarezza supponiamo che il minore non degenere sia formato dalle pn­
me due colonne l matnce [A] X Allora possiamo esplicitare le tensioni, 
cioè: [Il] Ct4J -: - [e,]E,_i:J 

(VI.5.2) [V] ~]=[Z] [I] 

In questo caso quindi esiste la ra resentazione matrice im edenze a 
vuoto (dr. tabella VI. 5.1). 
- · La maggior parte d'elle reti 2-porte ammette tutte e sei le rapere­
sentazioQi; tuttavia, come detto, può accadere in alcuni casi particolari 
che ne manchi qualcuna. Di seguito ri i di reti er ·cui 
no esiste uak he 1.29çesentizimHl 

Esempio Vl.5.1 

La rete 2-porte di fig. VI.5.1 a) (trasformatcxe ide\lle) non ammette le rappre­

sentazioni [z) o [ "f). Le e-quazioni di d.efinizione del trasformatore sono: 

Tali equazioni non p~rmettono di esplicitare le tensioni- o le correnti contemporanea­

mente . 

+ + 

a) b) 

Fig. Vl.5.1 •Esempi di reti 2-porte che non ammettono qualche rappresentazione. 

Esempio Vl.5.2 

La rete 2-porte di fig . VI.5 . l b) non ammette la rappresentazione [y) J Dalla 

figura si vede che J V 1 = V 2~ uindi le due tensioni non possono essere conside~­
dipendenti, come richiesto dalla rappresemazione [ Y) . , 
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I vari tipi di rappresentazione, come abbiamo detto, sono utili in 
situazioni diverse ; deve essere ben chiaro, tuttavia, che esse sono equi­
valenti le une alle altre. In particolare, è sempre ossibile assare dal-
1 'una a a tra urc è esista la corrispondente ra resentazione) Tale 
passaggio consiste semplicemente ne riordinare le equazioni di defini­
zione della rete 2-porte. In tabella VI. 5. 2 sono riassunte le· formule di 
passaggi.o per i tipi di rappresentazione più usati in pratica <22. 

I parametri che caratterizzano ciascuna delle rappresentazioni 
considerate in tabella VI. 5. 1 sono i termini della relativa matrice. \Tali 
termini sono numeri complessi, se stiamo utilizzando il metodo dei faso­
ri per analizzare il circuito, ovvero funzioni razionali reali della varia­
bile s, se stiamo usando la trasformata di Laplace. Il calcolo di cia­
sci.mo di essi è facilitato dall'interpretazione fisica che se ne può dare 
come funzione di rete. Per questa ragione, di seguito, considereremo in 
dettaglio le definizioni operative dei termini delle matrici associate al­
le varie raP-P-_resentazioni, illustrando con esempi le formule ottenute l 

S.l. ~ ·Matrice impedenze a vuoto . 

L'interpretazione fisica come funzione di rete di ciascun arame-

!tr.o d.i _uest~ ~appresentazione, si otuene scnven o er _esteso le e _ -

ZlOnl di def101z1one a ~ ta Ila \VI. 5.1 Sl ha: I v',l _ [1--r r i \] 
=Q)fil-0\IJ l Vi_ _, ~ L-~l 

(VI. 5.3) f,11il +{;\\Il & J -;:; 7 =0il!..tl . ~~ -;__ - l (" -e,! 
· , ( ~ ? Il t Ìl 

Quindi le due situazioni operati ve che è necessario consi erare sono -' 
uelle che si otten ono annullando una alla volta le variabili indi en 
enti e . Ciò implica che le due situaz1001 o erative richies.t 

sono carattenzzate dal circuito a reo in corris ondenza ad una de le 
due {2Qrte} Inoltre, essendo la variabile indipendente una corrente, l 'ec­
citazione deve essere un generatore di corrente\ In fig . VI. 5. 2 sono mo­
strate le due situazioni operative risultanti . Con riferimento alla parte 
a) di questa figura , otteniamo: 

(VI. 5.4) z
11 

= (~) 
\CS) '2=0 

(1) - Si noti che è stata omessa la mat rice di trasmissione diretta [ T' J, in quanto è po­
co usata. 
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TabeJla Vl.5.2 ~ Formule di passaggio da una rappresentazione all'altra 
per le reti 2-porte (6 . indica il determinante della ma-

. I 

trice i), 

z y T H G 

Yi2 -Y12 A , 6T 6H hl2 1 -812 

zll 2 12 -- .· -- - -- ---- - --
6y 6y e e h22 h22 811 811 

z 
-Y21 Y11 1 D - h2l 1 821 6 G 

2 21 2 22 -- -- - - ---- - --
6y 6y e e h22 h22 811 811 

2 22 -z·l 2 D -6 . T 1 .-hl2 6G 812 
- - Y11 Y12 --- -- - -- --
6z 6z B B hll hll 8 22 822 

y 

-z21 zll - 1 A h2l 6H ::-821 1 

- -- Y21 Y22 - - -- -- -- --
t.z D.z B B hll hll 822 822 

·-

2 1 I 6z -Y22 -l -------- -6H hll 1 822 
---- - ·· - A B ---- - --
2

21 2 21 Y21 Y21 h21 h2l 821 821 

T 

1 2 22 -6y :-Y11 -h22 -1 81.l 6G 
---- -- · -- e D -- -- ----
2 21 2 21 Y21 Y21 h.21 h2l 821 8 21 

D.z 2 12 I ·-yl 2 B D,T 822 -812 
---- - -- - -- hll hl2 - --
2 22 2 22 Y11 Y11 D D /:).G .6G 

H 
2

21 I Y.21 6y I e -821 811 
----- -- -- -- - h2l h22 ----

2 22 2 22 Y11 Y11 D D 6G 6G 

1 -zl2 6y Y12 e -6T h22 . _-hl 2 
- -- ---- - - -- -- 811 812 
zll 2 11 Y22 Y22 A A 6H 6H 

G 

2 21 6 -Y21 I 1 a • h21 hll z 
-- -- ---- - - -- -- 821 &22 
zll 2 1 l Y22 Y22 A A 6H 6H 

G.MAR'l1NELLI-M.SALERNO : Fondamenti di Eletll'otecnica 70 
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554 Rappresentazioni comuni delle reti due porte 

e con riferimento alla parte b): 

(VI. 5. 5) z22 ( ~;; ). ,, z12 (2) 

1, t 

l I~ I' - o l -
...... 
'- ,<P ì J 

·I + + + rete rete 
V 2-porte 2 v2 2-porte 2 V' 

l 2 

a) b) 

Fig. Vl.5.2 ·Situazioni operative per l'interpretazione fisica dei termini 
della matrice impedenze a vuoto. 

Le formule (VI. 5. 4) e (VI. 5. 5) mettono in evidenza che : 

1) il termine z 11 è l'impedenza del bigolo c~e si ottiene co si 
la rete 2-porte alla sua prima porta e lasciando aperta la ~econda; 

Vl.5 

f 1~ 

2) il termine z
21 

è l 'im erimento tra le porte 1 e 2, con 
l'eccitazione posta i ;:::~m~~';T.';~;;;=~~a~p~o:::rf.ta~l e lasciando aperta la 
porta 2; 

3) il termine z~ è l'impedenza del bipolo che si ottiene considerando 
la rete 2-porte alla sua seconda porta e lasciando aperta la prima ; 

4) il termine z 12 è l 'impedenza di tras (erim...e.n.J..a tra le porte 1 e '2, con 
l'eccitazione posta in corrispondenza alla porta 2 e lasciando aperta la 
porta 1. 

Esempio Vl.5.3 

Determinare la motrice impedenze o vuoto dello rete 2-porte considerata nel· 

l'esempio Vl.4. 1. 

In fig . VI. 5.3 riportiamo le due. situazioni operative necessarie per calcolare i 

termin i della matrice. Con riferimento alla fig.VI.5 .3 a), si ottiene: 

v. 
zll =;o -- = s L 1 + 

11 sC 

v2 
z =-- = -

21 Il sC 

e con riferimento alla fig.VI.5.3 b), si ottiene : 
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· J:~ . 7 Y) Ll'~J\ li , J [ I vq 

Rappreseneà:ioni comuni delle reti due porte 

a) b) 

· Fig.Vl.S.3 ·Situazioni operative per il calcolo dei termini della matrice 
impedenze a vuoto della rete di ftg.VI.4.1. 

v2 
z =-=sL +--

2'2 I' 2 s C 
2 

Vi 
z =-=--

12 I' s C 
2 

W Matric~ ammettenze di corto circuito. 

555 

L 'interp.retazione fisica di ciascun parametro di questa rappre­
sentazione si ottiene, come nel caso della matrice delle impedenze a 
vuoto, scrivendo le. equazioni di definizione per esteso ed md1v1duando 
le situazioni operative che corrispondono all'annullamento, una per vol­
ta, delle grandezze considerate indipèndenti, cioè V e V 

2
• In figura 

VI.5.4 sono mostrate le due situazioni operative risultanti. Con rifeci- ___ 
mento a questa figura, otteniamo: ~· " ,..., 

.... , -1. 1 -- l-1 

"{ d/[_/-'-2-iJ 
(VI . 5 .6) 

y 22 = (~~ ) 
. 2 Vi= O 

I ( r) ~ 
Y i2 = V~ 

2 Vi= O 

Le formule precedenti mettono in evidenza cne: 

1) il termine y 1J è l'ammettenza del bipolo che si ottiene considerando 
la rete :2-porte alla sua prima porta e corto-circuitando la seconda; 

2) il termine y 
2 

è l'ammettenza di trasferimento tra le porte 1 e 2 che 
si ottiene ponenao l'eccitazione in corrispondenza alla porta 1 e corto­
-circuitando la porta 2; 
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/ 
3) il termine y 22 è l'ammettenza del bipolo che si ottiene consideran­
do la rete 2-porte alla sua seconda porta e corto-circuitando la prima; 

4) il termine y 1 è ['ammettenza di trasferimento tra le porte I e 2, che 
si ottiene ponenào l'eccitazione in corrispondenza alla porta 2 e corto­

. -circuitando la porta I. 

.1, I' 2 

v,+qi : 11 
rete 

2012 I' 01 rete 
21 ·: ·91 v2 2- porte I 2-porte 

\ 

a) b) 

Fi9. Vl.S.4 • Situazioni operative per l'interpretazione fisica dei termini 
della matrice ammettenze di corto-circuito. 

-Esempio Vl.5.4 

Determinare la matrice amme~tenze_ di corto-circuito della rete 2·portedi figu· 

ra Vl.4.1. 

In fig .VI.5 .5 riportiamo le due situazioni operative necessarie per calcolare i 

termini della matrice . Risulta, con rifer i•• ·•·nto alla fig .VI.5.5 a) : 

_1 (-1 +se) 
=)- \ , = __ s_L_1 __ s_L_2 ___ _ 

~ se+ :(-~-1 + -~-J 

+"e 

e con riferimento alla fig.VI.5.5 b): 

I' 2 

V' 
2 

I ( 1 ) -- ---+se 
s L 2 s L 1 

1 ( I 1 ) se+- - +--
s L 1 L 2 
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. 
r;,l\ L f;= ~ = _l ___ s_l_

2 
___ e-:) 

~ · 2) --· + -- + sC 
sL 2 sL 1 

a) 

-1 

b) 

I' 2 

Flg.Vl.5~5 ·Situazioni operative W. il calcolo della matrice ammettenze 

d; ~=-=··[: ... ~"e~ $ [H J ~ 

(VI. S. 7) 

Scrivendo le e uazion' · 

rete 
2-porte 

·@1' I h21 - -v ~ l V2 so.· 

l .• (V') 
hl2 = -.-

V 2 Ii"' o ·' 

rete 
. 2-porte 

T b} ' 

I =- 0 
Flg.Vl.5.6 ·Situazioni operative· per il calcolo della matrice ibrida [H]. 

\ Le formule grecedenti mettono in evidenza che: 

V,:: hu Lt t · ~!t. V t 
I,i:;;: ~i, I { ~ \.\2~ V z. 

+ 
V' 

2 
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1) il termine h 11 è l'impedenza del bipolo che si ottiene considerando 
la rete 2-porte alla sua prima porta e corto-circuitando la seconda. E' e­
vidente che risulta h 11 = [1/ y u i] 

2) il termine h 21 è la funzione di trasferimento in corrente tra le porte 
1 e 2 che si ottiene ponendo l'eccitazione alla porta 1 e corto-circui­
tando la porta 2; 

3) il termine h 22 è l'ammettenza del bipolo che si ottiene consideran­
do la rete 2-porte. alla sua seconda porta e lasciando aperta la prima. E' 
evidente che risulta h

22 
= jUz

22
;1 

4) il termine h 1~ è la funzione di trasferimento in tensione tra le porte 
1 e 2 che si ottiene ponendo l'eccitazione alla porta 2 e lasciando a­
perta la porta 1. 

Esempio Vl.5.5 

Determinare la matrice ibrida [H) della rete 2-porte di fig . Vl.4.1. 

In fig. VI. 5. 7 riportiamo le due situazioni operative necessarie per calcolare i 

termini della matrice. Risulta, con riferimento alla fig. VI.5 . 7 a) : 

3 s C L 1 L 2 + s (L 1 + L 2) 

s 2 L 2 C + 1 

sL I' 
2 2 

a) b) 

Fi9.Vl.5.7 - Situazioni operative per il calcolo della matrice ibrida [H) 
della rete ~i fig.Vl.4.1. 

e con riferimento alla fig.Vl.5.7b) : 

sC 
h 12 = --,2,....---­

s L 2 C + 1 
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Seri vendo le equazioni di definizione per esteso, si indi viduario 
facilmente le situazioni operative che corrispondono . all 'annullame11~ 
una .alla volta, delle grandezze con~ider~te .indipen~enti? cioè ~ .e~ 
In ftg. VI. 5. 8 sono mostrate le due situaZiom operative nsultanu, rispet­
to alle quali si ha: 

811 = 

(VI. 5.8) 

822 = 

~).,., 
(~)~,.o 
rete 

2-porte 

a) l.tj!;O 

rete · 
2-porte 

b) vi-; o 
Fig. Vl.5.8 ·Situazioni operative per il calcolo della matrice ibrida [G) . 

. Le formule \precedenti mettono in evidenza chSJ 

I~
) il termine g 11 è l 'ammett.enz .a del bipolo. he si ottiene consideran: . 
o la rete 2- orte al• a sua pnma porta e asciando a erta la seconda. E 
videate c;he risulta g Il = 1 z 11 ; } . 

2) il termine g 2 è la unzione di tras erimento in tensione tra le orte 
1 e 2 · iene onendo 1 'eccitazione alfa rta 1 e lasciando a er-
~a la porta 2;\ 

3) il termine g 2 è l'impedenza del bipolo che si ottiene considerando 
la rete 2-porte a1la sua seconda porta e corto-circuitando la prima. Eèvi­
dente che ris~lta g 

22 
= 1 / y 

22
; 

4) il termine g 1~ è la funzione di trasferimento in corrente tra le porte 
1 e 2 che si ottiene. ponendo l'eccitazione alla porta 2 e corto-circui-
cando la porta 1. · 

Esempio Vl.5.6 

Determinare la matrice ibrida [G] della rete 2·porte di fig. Vl.4.1. 
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In fig . VI.5 .9 riportiamo le due situazioni operative necessarie per calcolare i 

termini della matrice. Risulta, con riferimento alla fig.VI.5 .9 a): 

sC 

e con riferimento alla fig.VI.5.9b) : 

s 3 CL 1 L 2 +s(L 1 +L 2) 
g22 = -- • 

Y22 s 2 L
1
C+l 

a) 

1 
g 12 = - -s~2 -L_C_+_l 

1 

b) 

Fig. Vl.5. 9 - Situazioni operative per il calcolo della matrice ibrida [G) 
della rete di fig . Vl.4.1. 

>(~~ 
La più usata tra le matrici di trasmissione, elencate in tabella 

VI. '5 . 1, è quella inversa, per cui usualmente quando si parla di« matrice 
di trasmissione» ci si riferisce a q·uesta. Per questa ragione nel presen­
te ara rafo ci limiteremo· a considerare solo questo ti o di matrice di 
trasmissione, indican o a ne m o usua e su rivendo le equa­
zioni di definizione di tale raP-presencaz1one, 

(VI.5.9) f ~11 ~ :VV:: :c?]j 
si nota che le variabili indipendenti appartengono ambedue alla porta 2. 
Ciò implica che l'eccitazione e la chiusura devono essere alla stess_a 
porta; er oter ra . giun ere questo s copo è inévitabile l'uso del nullore 
e e è a unto caratterizzato a due vinco li alla stessa· porta.\ Si otten­
gono perciò le due situazioni operati ve fndic~ie nella· fig. VI. '5.10, ri~~t-

co & y: [r] ir~J . I <u ~ 
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(VI. 5.10) 

( v1 \ ( •1) 
A= V-: 10 / C =- V 2 . -2=0 

·g:..::.·(2) r n-(2) . 
• J~ . V' =O - J~ V' •O 

-: ·.· ... . ·2· 2 
--·-~ - - ~ 

Le formule precedenti mettono. in evidenza che i termini della matrice di 
trasmissione sono· tiitte 'foniioni di trasferimento; inoltre la loro defini­
zione è strettamente connessa alla presenza del nullort\. 

V 
+ 1 rete 

2-porte 
2 V' 1 I rete 

2-porte 
2 

1 -

a) b) 

F ig. Vl.5.1 O • Situazioni operative per il calcolo della matrice di trasmis­
sione. Nel caso a) il nullore permette di applicare la tensione V 2 alla 
porta 2 senza assorbimento di corrente, mentre nel caso b) permette di 
applicare la corrente • 12, con tensione V2 uguale a zero. In ambedue i 
casi lascia indeterminate entrambe le grandezze elettriche alla porta l. 

Esempio Vl.5.7 

. Determinare lo matrice di trasmissione dello rete 2-porte di fig . Vl.4.1. 

t 
I s L 1 sL 2 ~l.4to · I' sL 1 sl .

2 I ..L -O . I 

IT
1110

Jl~r3.. IT
1110

J~f i-r, 
a) b) 

Fig. Vl.S.11 ·Situazioni operative per il calcolo dei u;rmini deHa ro!ltrice . 
· di trasmissione del circuito di fig.Vl.4.1; i nullori sono stati scissi nei 

due elementi n~ e not~tgre. 

In fig.Vl.5.11 riportiamo le·due situazioni operative necessarie per calcolare i termini 

fena matrice (per eyitare confusione trà la capacità ed il termine C della rappresentazio­
ne, abbiamo indicato la capacità con C ). Con riferimento alla fig.VI.5.11 a), calco· 

iamo i termini A e C Alla porta 2, per la' presenza dei nullore e del generatore d1 
tensione, la tensione è pari a V 2 e.la corrente è nulla. Pertanto, si ha : 

I = sC V 
(Vl.5.11) 

1 
G. MARTINELLI· M.SALERNO : Fondam .. 111 •• 11 Elettrotecnica 71 
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562 Rappresentationi comuni delle reti due porte Vl.S 

da cui : 

(Vi.5 .12) 

Con riferimento alla fig.Vl.5 .11 b),~~amo i termini B e D. Alla porta 2 ris.ulta, . 

per la presenza del nullore e del generatore di corrente, Ìa tensione nulla e la corrente 

(uscente) uguale a -12 . Pertanto, detta V0 la tensione ai capi .di C
1

, si ha: 

(VI.5.13) 
li =-12 + sC 1 v0 ..,_,2 _ s 2 C

1 
L

2
1:z 

Vi =V0 +sL 1 1•1 =-sL 2 I2-sL 1 (1 +s 2 C 1 L 2)12 
da cui: 

(VI.5 .14) 
-------·----...., 

(!)= s 3 C 1 L 1 L 2 + s (L 1 + L 2) 

Osservaziane Vl.5.1 

Nella rappresentazione di una rete 2-porte con la matrice di trasmissione si fa 

riferimento alla corrente -1 2 • La ragione del segno negativo è di rendere più facile lo 

uso della matrice di trasmissione nell'analisi di una rete 2-porte, costituita dalla ca­

scata di più reti 2-porte . Vedremo questo punto in dettaglio nel § VI.8 . 

Osservazione Vl.5.2 

Come è stato detto all'inizio di questo paragr.afo, tutte le rappresentazioni pre­

cedenti possono essere ottenute a panire da quella generale descritta nel § VI.4.1 . Un 

utile esercizio, che viene lasciato al lettore, è quello di effettuare tale derivazione per 

la rete 2-porte dell'esempio Vl.4.1, controllando che i termini delle matrici delle varie 

rappcesentazioni, ottenuti per questa via, siano uguali a quelli ottenuti mediante i pro­

cedimenti operativi descritti in dettaglio nel presente paragrafo. 

Osservazione Vl.5.3 

E' importante osservare che la determinazione dei parametri A, B,C,D può esse­

re effettuata anche senza utilizzare il nullore e facendo riferimento ad una qualsiasi 

chiusura della rete 2-porte. L'utilizzazione del nullore rende omogenea la definizione di 

questi parametri rispetto alle altre rappresentazioni . 

6 ·Rappresentazioni delle reti 2-porte orientate verso las intesi. 

Un importante aspetto della rappresentazione di una rete 2-porte 
riguarda la sua !!.illizzazione in fase di sintesi della rete stessa. Le rap-
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recedentemente illustrate non sono adatte a questo ·sco o 

·. 1 

1.6.1 · Rappresentazione mediante i' parametri immagine} 
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Fili· Vl.6.1 • Bipolo ottenuto 
chiudendo la seconda porta 
di una rete due porte su un 
bipolo di impedenza zu. 

(VI:6. l) 

rete 
2-porte 

Utilizzando la seconda equazione caratteristica gella rappresentazione 
Z, insieme con la condizione imposta dalla chius1ua, aèèiamo: 

(VI.6. 2) 

Ii. 

ç lft ::- è~lq f d1iÌL 

{ I/,_,, l,,'h, du.iz " -Z~Ji 

da cui si ricava: ç J, r 61111 "liilz 
L, o ~ ez111 + (til .. 21i)Ii.. 

(VI.6. 3) 
- V, (èu-+ ,2-ì~).., 
LI = -------<~--

Inserendo la (VI. 6. 3) nella (V . 
2 .. (2 ..... ~l:i)-l•z lL1 

(VI. 6. 4) rz.~ = z 
11 

_ ~r21) 
V z22 z 

Si vede chiaramente dalla (VI. 6.4) c!e z i 1 dipende dai termini di [ Z] 
e da . z .,J come affermato. Al variare di z" è evidente che z; 1 varia. 
Nello stesso modo si uò vedere che l 'im edenza z . alla porta 2, 
quan o a porta 1 è chiusa su zu vale ~ 

Le impedenze immagini vengono definite come quelle particolari impe­
denze Z; 

1 
e Z i 

2
, per cui si verifica che, quando la porta 2 è chiusa 

su un bi polo di impedenza © allora si ha z~. = Z~, e inoltre quan-
do la porta 1 è chiusa su Z . 

1 
allora si ha z . = Z . · cioè: 

I I 1 

(VI. 6. 6) 

' 
/ 
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La ragione del nome di impedenze immagini è messa in evidenza in fi~ 
ura VI.6.2, dove sono indicate esplicitamente anche le impedenze che 

si vedono in cor~ispondenz~ alle porte: E' ch.iaro,dalla ~igura. che qua:°d 
le orte sono chiuse s.ulle impedenze imma tne e come se ciascun bi o 
lo vedesse a propria immagme guardan o dentro la rete 2-porte;l 

Fig. Vl.6.2 • Situa~ione operati­
va per la definizione delle im­
pedenze immagini. 

I rete 
2-porte 2 

I 

della 

(VI.6. 7) 
w~~~~ 

2,:) OM-0~ 'v ~1;wf.- \~,. 
-li-z.. . 

in cµi ln indica il valore principale del logarit o naturale. Il secondo 
parametro è l'esponente di trasduzione su base immagine uscita-ingres­
so, definito, çon riferi.!_Dento alla fig . VI.6.3 b).. 

. I 

(VI.6.8) 
"ì I~ V~ (.;, _, W~ , -I' V' 
~ e/ l l 

Por~~ 
~~iv ~\-v :L»?;i 

[ importante notare che la definizione dei due parametri precedenti si ri­

ferisce alla chiusura della rete 2- orte s_ulla ro edenza imma ine. 

a) b) 

Fig. Vl . 6.3 - Schemi per la definizione degli esponenti di trasduzione su 
base immagine. L'eccitazione della rete 2-porte può essere qualsiasi. 
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I quattro parametri immagine rappresentano completamente la re­
te 2-porte e quindi possono ricavarsi direttamente da qualsiasi altra rap­
presentazione della rete stessa. Particolarmente usate sono le formule 
di passaggio a partire dalla rappresentazione matrice di trasmissione 
[T], che ricaviamo come esempio. 

Esempio Vl.6.1 

Determinare le espressioni dei quattro parametri immagine a partire dai termi­

ni della matric."di trasmissione [T]. 

Le impedenze immagini si ottengono esprimendo le impedenze di ingresso d~l­
la rete nella. situazione di fig. Vl;6.2 in funzione della rappresentazione [ T) . Si ha: 

zn 
A V 2 + B (-12) 

C.V2 + D (-12) 

(Vl.6.9) 

z,2 = 
DZn + B 

czn +A 

Da queste si ricava : 

(Vl.6.10) = ~ ACDB zn 

AZi 2 + B 

czi2 + D 

z -i2 - ffi 
È interessante osservare che si possono avere due valori di impedenze imma­

gini; si sceglie usualmente quello che ha parte reale positiva in funzione di "'• nell 'ipo­

tesi che i vari parametri si riferiscano a regime permanente sinusoidale di pulsazione 

"'· Per il calcolo degli esponenti di trasduzione su base immagine si fa riferimento al­

la fig.VI.6.3. Risulta: 

"Y 12 = ln [ fliC + h D] -
(Vl.6.11) 

·"Y21. = ln C Z~ + A ] 9 ln [ teC ~ tAD l 
- --- - - \ 

con: 6. =AD· BC. 
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Osservazione Vl.6.1 

L'obiettivo della rappresentazione mediante i parametri immagine è quello di 

controllare in modo semplice il contributo di ciascun blocco elementare nella cascata 

di celle elementari in cui si può pensare suddivisa una rete 2-porte. La base di que­

sto controllo è la proprietà tipica di connessione tra la rappresentazione • immagine• 

della rete 2-porte globale e la rappresentazione • immagine • delle reti 2-porte compo'.. 

nenti de Ila cascata, quando si soddisfi alla condizione di • chiusura su base immagine•. 

Per chiusura su base immagine di una cascata di reti 2-porte s'intende quella partico­

lare situazione per cui ciascuna rete componente della cascata vede alla propria sini­

stra la propria impedenza immagin-;- Zi~ ed a~ propria destra l'analoga z12. t evi­

dente che una cascata di reti 2-porte può essere chiusa su base immagine solo se tale 

situazione è stata prevista appositamente in fase di sintesi. La proprietà tipica di con­

nessione tra rappresentazioni immagine è la seguente: 

Propr"ie°tà Vl.6..:..l l e I parametri immagine di una rete 2-porte costituita 
da una cascata di reti 2-porte, chiuse su base immagine, sono tali che : 

1) le impedenze immagini coincidono rispettivamente con l@ e@ 
in cui zg) è l'impedenza immagine alfa prima porta della prima rete 
della cascata e z:~) quella alla seconda porta dell'ultima rete della 
cascata, essendo N il numero delle reti componenti; 

2) gli esponenti di trasduzione su base immagine sono : 

(Vl.6.12) ~ '>'(k) 1 j. 
k=l 12 j ' 

in cui con k si indica la k-es ima rete componente•· 

La verifica di questa proprietà è immediata. Infatti, con riferimento alla figu­

ra VI.6.4, vedia~o che: -------
(VI.6.13) y(k) = yCk-l) J 

1 2 

r-------------
N 1 I "' I(k) k 1Ck) 

1 I .i 1 2 · 

I rete 2 ~Ck~-yCkl -i" rete 2 
2-porti;,. _1_~-~- 2-porte 

L __________ .,.. ' - ________ L .,.. ______ J 

y 
Fig.Vl.6.4 - Rete 2-porte costituita da una cascata di reti 2-porte. 

Quindi se supponiamo la rete 2-porte globale chiusa a destra su Z~~>, allora 

risulta: 
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(VI.6.14) 

y(N) 
l 

1<N) . 
l 

z(N) 
il 

D'altra parte, per l'ipotesi di chiusura su base i~agine della cascata, deve essere: 

(VI.6.15) 

Quindi si ha: 

(VI.6.16) 

Z (N-1) = z(N) 
i2 il 

y(N-1) 
l 

1<N·l) 
l 

Z (N-1) 
il 

Continuando in questo modo si arriva alla prima porta della prima rete componente e si 

trova che l'impedenza di ingresso coincide con Z. Analogamente, se si suppone di 

porre in ingresso Zil , si ottiene che alla seconda porta dell'ultima rete componente 

si vede Z~~>. Ciò dimostra il punto 1) della proprietà VI.6.1. Per quanto riguarda il 

punto 2), utilizziamo le (Vl.6.7) e (VI.6.8). Nel caso di -y 12, facendo riferimento al­

la fig.VI.6.4 , chiudiamo in uscita la rete globale sull'impedenza caratteristica z~N2 >, 
. 1 

come richiesto dallo schema a) di fig.VI.6.3; si ha, tenendo conto delle (Vl.6.13) e 

della chiusura su base immagine: 

1!Nly(N) --
- 2 2 . 

.,,(k) 
, 12 

Un risultato analogo si ha utilizzando la (VI.6.8) per "Y 21 . 

c9:.!-. 1} .. -~-

J&
r..,. I 

) 1. j )e ~ '~-
0 'J . -

La proprietà VI.6.1 è il fondamento dei procedimenti di sintesi delle reti 2-por­

te, basati sui parametri immagine. Vediamo infatti dalle (VI.6.12) che il trasferimento 

globale attraverso la rete, misurato da "Y 12 e ")' 21 si ottiene semplicemente somman­

do le analoghe··quantità delle reti componenti ; inoltre tali quantità sono determinabili a 

priori una volta per tutte. È ovvio che questa notevole semplificazione è conseguenza 

dell'ipotesi di chiusura su base immagine che può essere soddisfatta dalla rete globale 

solo in fase di.sintesi. 

Le singole reti 2- .or-te-eompone_mi s~no~ionj e~tari ad e L • del tipo di 

fig.VI.6.5, per le quali ~ facile dedutre i parametri immagine; precisamerue r is ulta : 
~-- -

1 
- cos h"1 
2 
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l(VI.6.18) 
Zz zt 

zi2 
Zz 

1 + 
4 zt 

Tali formule si semplificano ulteriormente imponendo un vincolo sulle impedenze zz e 

zt, cioè che zz zt = lC 2, con lC costante reale. Con tali semplificazioni, la sintesi 

viene effettuata con l'ausilio di una serie di grafici sui qualisonoriportatigli andamen..: 

ti, in funzione della frequenza, delle parti reale ed immaginaria di 'Y 12 per la singola 

seziooe ad • L •, in funzione di un oppoctuno parametro atto a caratterizzare la cella 

(oltre al parametro K). 

Per quanto riguarda la condizione di chiusura su base immagine della cascata, 

essa è soddisfatta solo parzialmente, essendo richiesta la chiusura della rete globale 

su un singolo resistore (che viene scelto di valore pari alla costante K). D'altra parte 

l'impedenza · immagine alla seconda porta della rete globale non è affatto resistiva, come si 

può dedurre dalla (VI.6.18); si ha come conseguenza un discost"amento che può essere 

valutato con l'ausilio di una seconda .serie di grafici che ci fom~scono l'andamento del­

le impedenze Immagini in funzione della frequenza e dei parametri caratterizzanti la cel­

la ad • L •· Come effetto si ha una deviazione tra il comportamento calcolato con i pa­

rametri immagine e quello ottenuto; tuttavia, è sempre possibile controllare la deviazio­

ne suddetta entro limiti accettabili (l). 

Fig. Vl.6.5 ··Sezione ad • L • 
presa come blocco elemen­
tare costituente de Ila casca­
ta delle reti 2-porte più usa­
te nelle applicazioni. 

Porta 1 
1 
2 zl 

'È da notare la grande flessibilità del procedimento di sintesi risultante, che 

lo rende atto a tenere conto facilmente di vincoli particolari sui componenti della rete, 

dovuti, ad esempio, .alla tecnologia usata. Un esempio tipico in questo senso _è il caso 

dei circuiti elettromeccanici, utilizzanti barrette di acciaio come risonatori, in cui, ad 

esempio, si vuole imporre il vincolo che le barrette abbiano tutte lo stesso diametro çra­

sversale (appendice B). 

Rappresentazione mediante la matrice di diffusione. 

L'obiettivo di questa rappresentazione è di tenere conto della 
chiusura delle porte della rete 2-porte cosf come si presenta nelle appli-

(1) - Per ulteriori dettagli sui parametri immagine e sul loro uso perla sintesi, si riman­
da al testo: W. Cauer, • Syntpesis of linear communication networks •,Mc Graw-Hill, 1958 
Cap. VI e VII. 

G.MARTINELLl-M.SALERNO :. Fondamenti di Elettrotecn.ica 72 
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cazioni. Un vantaggio ulteriore che si ottiene, come vedremo nel §VI. 7, 
è la possibilità di caratterizzare in modO-Sem~l trasfuiimento~ di 
potenza attiva attraverso la rete dal generator!;;~lsarico. 

~D=1l R 
- u 

b e t ~-o1 
a) b) 

Fig. Vl.6.6 •Chiusure usuali nelle applicazioni per una rete 2-porte. 

La rappresentazione che consideriamo si basa sull'uso, in corri­
spondenza ad ambedue le orte della rete, delle· randezze a e b (onda 
iretta e onda riflessa introdotte nel · VI · · · amo v~­
ere come si può tenere conto in modo semplice con tali grandezze del­

le chiusure usuali della rete 2-porte.J In fig. VI. 6. 6 riportiamo a questo 
scopo le chiusure in quesuone; precisamente in a) viene mostrato il _ge­
ne.racore con la sua im edenza interna ed in b) il carico di tipo resisti-

~
~ Nel primo caso, utilizzan o e (VI. '2. ) e sceg 1en o come costante 
di normalizzazione alla porta A - B la resistenza R del generatore, si 
ha : 

(VI.6.19) 1 V fR:° ~{, ~ V 11 
a = - -- + -- I= ~V+ R IJ = 

2 (R 2 2 ~ "----- g 2 fR· 
g g g 

dal generatore ed I 
ason, . suo moaulo al uadrato coincide 

-c-o~n~1....--.,--~--.-=-n-:-:--:-::-:::-=-:-:r.-=~,.,,,.J, generatore, cio~ 

(VI.6. 20) 

Per quanto riguarda il carico, usando come costante di normalizzazione 
alla porta C- D la resistenza di carico R u ed applicando le formule 
(VI.2.4), si ha: 

(1) - E' opportuno notar.e eh~, coni:i~eriamo le grandezze a e b rispetto ali.e p_orte. d~l­
la rete 2-porte. T~ttav.ia, c10 d';fmisce an.che. le analoghe gra!1d.ezze v_erso i bipoh; in: 
fatti basta scambiare il ruolo d1 a e b m ftg.VI.6.6 per def101re tah grandezze per 1 
bipoli invece che per la ret~ 2-porte · \ J fi),, ::: ~I-\' t/ 

~, ~ - ~IYR:JI ".fu~ -~" j~il- ~ --;) ~ 
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(Vl.6.21) 

uindi 11 onda i 

(VI.6.22) 

.(VI.6.23) 

(VI.6.24) 

571 

i ~ ~ 1 0 ~ 0-a=-~ +--l=-~+-·--1 O 
2 iR" . . 2 _ 2 fR 2 

u u 

tenza cedut~ al ca-

V 
I 

a1 =-2-~-R­

' 

(1) - Per al.tre rappresentazioni con le grandezze a e b, si ved·a: H.J".Carlin·, A.B.Gior-
dano, op.cn. §IV.Il. · 
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oppure in forma matriciale: 

(VI.6.25) 

La matrice (S] prende il nom.e di «matrice di diffusione» e costituisce 
la rappre:>~ntazione cercata. Il su~ome deriva dalla interpretazione del­
l a~grandezze a e ·b come onde incidenti e riflesse dalla rete, come 
messo in evidenza in fig.VI.6.7. 
<-~--~~--~~~~~~--

Fig. Vl.6. 7 - Interpretazione delle 
grandezze a e b come onde inci­
denti e riflesse dalla rete 2 -
- porte. 

b~b 2--. 1 rete 2 _2 
- 2-porte .....__. 
al a 2 

Può risultare utile fornire unafinterpretazione operativa della ma-~ 
&_,rice [S]. t A questo scopo dobbiamo individuare l'eccitazione e la chiu­
sura che corrispondono rispettivamente alle due situazioni a O, a = 
= O e a =O a O ne caso p1u generale in cui le costanti di nor­
malizzazione alle due porte siano R 

1 
e R 

2
.1 Nel primo caso, tenendo 

conto di quanto detto in relazione alla fig. VI. 6. 6, risulta che la seconda 
porta deve essere ·chiusa sulla resistenza ~ Quindi le (VI. 6. 24) di­
vengono: 

~=~ (VI. 6. 26) 0 

0 
él 

~= s 21 a f? 1 . 
1 

___,_, ~O.e: s O 
-(,\,{. ID 

~ I V I ( ~ Il( 

~~( :: b o,~ -V l>~ 
che forniscono rispettivamente: 

(VI.6.27) 

Dall'esame delle (VI.6.27) si deduce che: 
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.2) s 
21 

si può interpretare facilmente facendo riferimento alle tensioni, 
Tenendo conto éli quanto detto a proposito della fig. VI. 6. 6, cioè delle 
formule VI. 6. 19J e (VI. . u onen o 1 usare un eneratore con 
impedenza interna ugua e a si ha: --- ~ 
(VI. 6. 28) b,~u~r 
Quindi la seconda delle (VI.6. 27 diviene: 

(VI.6. 29) 

(VI.6. 30) 

Tale modtdo al quadrata ·è qu~ndi il rapporto &ra la potenza attiva ceduta 
al carico R e la otenza ·dis onibile del ener · e osto in ingresso. 

Per quanto riguarda la caratterizzazione degli altri ue, pararne · 
della rappresentazione, occorre considerare la situazione in cui a '

1 
= O, 

a~ I= O. Chiaramente questa situazione corrisponde a chiudere la i:ima 
porta su un bi olo res s · s1stenza 

(Vl.6.31) 
bi _ I 

2-s22a2 

che forniscono rispettivamente: 

sl2 =( ::1 

) 
. 2 ai =O 

(VI.6. 32) 

. ( b' ) S · = _2_ 
22 a' 

2 ai= O 
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In modo analogo a quanto fatto per i primi due parametri s1 de­
duce che: 

3) s 12 è proporzionale alla funzione di trasferimento in tensione tra la 
porta 1 chiusa su R 1 ed il generatore di tensione di resistenza inter­
na R 

2 
posto alla porta 2, cioè: 

tVI.6.33) s 12 = 
,rç 
~~ 

Il modulo al quadrato di s 2, nel caso dei fasori , è il rapporto tra la po­
tenza attiva ceduta al bipolo di resistenza R 

1 
e la potenza disponibile 

del generatore di resistenza interna R 
2 

posto alla porta 2; 

4) s n è il coefficiente di riflessione del bi polo che si vede alla porca 
2 della rete, quando la porta 1 è chiusa sul bi polo di resistenza R 

1 
e 

la costante di normalizzazione usata è pari a R 
2

. 

Osservazione Vl.6 .2 

Per il modo con cui vengono ad essere definiti operativamente i termini "della 

matrice di diffusione , c ioè in termini di potenza at tiva , essi esistono sempre per una!.t" 

te passiva\ Pertanto la matrice di diffusione es iste sempre per una rete passiva, .a-è-i.(:_\ 

ferenza d i quello che accade per gli altri tÌP-i di rappresent a zione v isci in precedenza \ 

Un ultimo punto che vogliamo mettere in rilievo. è il legame tra 
1a matrice [S] e le matrici relative alle altre ra resentazioni . Tale 
legame è facilmente ricava 1 e, se teniamo conto della dipendenza tra 
le grandezze a e b e quelle usuali V e I alle porte, viste nelle for­
mule (VI. 2. 4) e (VI. 2. 5). Riprendendo queste formule per la rete 2-porte 
si ha : 

lv, l ~ l lfi o l w· i + l b, n 
V 2 O ~ a 2 b 2 

= [N ] { [J + [ ::]} 

[ :J [ N) -1 { [ ::J [ :: ]} (VI. 6. 34) 

[ : : ] 1 [N J-1 [ ~:] 1 
[N J [ : l . J = - + -

2 2 2 

[ :: 1 
1 [N)"'[::J . 1 

[N] [: :l = 
2 2 
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a vendo indicato con [ N] 

o 

L'~çilizzazione delle (Vl.6.34) permette di ricavare facilmente il legame 
voluto tra le matrici caratteristiche delle varie rappresentazioni . A tito­
lo di esempio sviluppiamo il calcolo per la matrice impedenze a vuoto, 
individuando sia il legame da [S] verso [Z] , sia quello inverso. Nel 
primo caso abbiamo: 

(Vl.6.3'i) 

Q. · d" · · "'d [ b 1 ] · f · d" [ a 1 
] · h uin 1, espnmen o b

2 

1n unzrone 1 a
2 

, s1 . a: 

(Vl.6 .36) [S) = {[{;] + [u]}- 1 {[~)-[U)} 

con: 

[ ~] = [N]-1[Z] [N]-1 [U) = [ ~ ~] 
In modo del tutto simile, si ottiene: 

(Vl.6 .37) [ZJ = [N] {[U) + [S)}{(UJ- [s]}- 1 [N) 

Concludiamo il presente paragrafo con alcuni esempi di determi­
nazione della matrice di diffusione di reti 2-porte. 

Esempio Vl .6.2 

Determinare la matrice di diffusione del trasformatore ideale di fig , Vl.6.8 o). 

Utilizziamo le definizio.ni operative precedenti, supponendo che le costanti d i 

normalizzazione alle tiue porte siano R 1 e R 
2
: 

1) H.cerinine s 11 è uguale al coefficiente di riflessione alla porta 1, quando la porta 

2 è chiusa su R
2

, 'cioè : 
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\li Ri ul , v,~ uzRz..I, 
"' 

a) 
"./, '\.\ ilz 

b) 

Il."'"- •1r1 
F ig. Vt.4.8 · Reti 2-porte considerate negli esempi Vl.6.2 e Vl.6.3. 

R I 1/17,~2 

®
-VA-:-~ \ ~ 

V ~'v :-;, . 
'I} -,_ 
r L--- -· 

# Il J -

3) Il termine s 12 vale, in base alla (VI.6.33): 

4) Il termine s 21 vale in base alla (VI.6.29): 

s = 2 ' RI _: __ R_2 __ 
21 R R 

2 n I 

In conclusione , la matrice di diffusione del trasformatore vale : 

[s] 

Tale rappresentazione si semplifica notevolmente se scegliamo le costanti di 

normalizzazione irl modo che : 
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In questo caso infatti, la matrice di diffusione del trasformatore è data da: 

[s] = [ : ~ J 
Esempio V.1.6.3 

Determinar• lo motrice di diffusione del giratore di fig . Vl.6.8 b). 

In questo caso utilizziamo la formula di passaggio dalla rappresenta~c>ne ma­

tri~e impedenze a YUOto, in quanto tale matrice è fornita direttamente dalla definizione 

dell'elemento, cioè : 

. [o 
(z) = R -: ] 

In base alla (Vl.6.36), supponendo di usare costanti di normalizzazione R 1 e R 2, si ha: 

[~] - [u] 

1 

1 + 

- 1 R 

4R1 R2 

R -1 
fR1 R2 

1 
[ 

R 
2

- R1 R2 . • 2 R ~ R1 R2 ] 

2R ~R1 R2 R2 • R1 R2 

G.MARTINELLI • M.SALERNO : Fondamenti di E~ettrotecnica 73 
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Tale rappresentazione si semplifica notevolmente se scegliamo le costanti di 

normalizzazione in modo che: 

In questo modo, infatti, la matrice di diffusione del giratore diviene : 

Esempio Vl.6.4 

Determinare la matrice di diffusione della rete 2-porte rq:>presentata in figura 

Vl.6.9. Le costanti di normalizzazione siano scelte uguali a R
1 

e R
2

. ,, 

Fig.Vl.6.9 - Rete 2-porte 
considerata nell'esempio 
VI.6.4. 

o 

porta 1 

L I ·ae•r---<> 
I e porta

0

2 

Si possono seguire indifferentemente i due procedimenti applicati negli esem­

pi precedenti. Si ottengono le seguenti espressioni per i vari termini della matrice di 

diffusione : 

in cui è : 

sll = 
D{s) 

1 

s22 = D{s) 

2~ 
D{s) 

~ Trasferimento attraverso una rete 2-porte. 

La funzione che esplica usualmente una rete 2-porte è quella di 
manipolare opportunamente un segnale, rappresentato in ingresso dalla 
grandezza impressa da un generatore indi pendente ed in uscita da una 
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TmfD ...... • 4 .. ·-···;. t::9 

grandezza elettrica sul carico. Generatori e carichi usati 
sono uelli considerati in detta 10 ne 

579 

ev1 ente .qu10 1 c e risulta di fon amentale importanza carat­
terizzare questo trasferimento1 almeno nei suoi aspetti più rilevanti./ Ciò 
'verrà fatto d1 seguito, introducendo allo scopo alcune grandezze tipiche 
che permettono una misura quantitativa degli aspetti d'interesse. Tali 
grandezze si riferiscono al comportamento della rete in regime permanen­
te sinusoidale e sono quindi relative ~d· una sola frequenza. Di cons 
guenza una conos za com leta della rete si potrà avere solo se è n 

e t in funzione deJla fre uenza e e su 

Vl.7.1 • Trasferimento di otenza attiva attraverso le reti 2-porte. 

@usano in pratica varie. grandezze che servono a mettere in evi­
denza as tti articolari del trasferimento di otenza attiva O > attraver­
so la rete .due porte. Consi enamo ta 1 grandezze 10 ettag 10, ricavan­
done espressione 10 funzione dei termini della matrice di diffusione. 

~ . 

- [Guadagno di potenza. / G- = ~O 8.;~\.V ~ (de:i) 
Con riferimento alla fig. VI. 7.1, il guad~gno di potenza è il rap­

porto tra la potenza. assorbita dal carico e la poten-za entrante nella rete 
2-porte. Precisamente,_se: 

P =2._lvJ2 

u 2 R 

si ha : 

(VI. 7.1) 

Fig.Vl.7.1 ·Chiusura tipi-· 
ca della rete 2-porte. 

e 

rete 
2-porte 

'I • I• 

Utilizzando la matrice di diffusione, abbiamo visto dalla (VI. 6. 30) 
che: 

. (VI. 7. 2) rd = 1 t v \'\ I < 
2 Ry 

(1) - Poichè in questo paragrafo parleremo solo di potenza attiva, per brevità la indiche4 
remo semplicemente come potenza. · 

) / 
f 
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e dalla (VI.6.27), insieme con la (VI.3.14), si ha: 

(VI. 7.3) 

Il guadagno di potenza è perciò uguale a : 

I s 21 12 

(VI.7.4) G = I 12 
1 - s 11 

e mette in evidenza la capacità della rete di fornire otenza. Ovviameo· 
te la ' ire invece che fornire otenza nel ual caso è iù 
conveniente far uso della grandezza inversa, s he pren e 1 nome di •at­
tenuazione di potenza», cioè: \ 

I I - I s 11 1
2 

- /Guadagno di trasduzione~ 
E' il rapporto tra la potenza assorbita dal carico e la potenza di­

sponibile del generatore, cioè: 

(VI. 7.6) 

cvi. 7. 7) 

pu 
guadagno di trasduzione = G d = p 

d 

12 f 

1.-JBio . \~ 

Ovviamente anche in questo caso si può parlare di attenuazione. di tra­
sduzione: 

(VI. 7.8) I I ~ PIA attenuazione di trasduzione =Ad = - = I 12 -(,\) r;-;-
G d s 21 1.0 ' "' • 
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La presenza della rete 2-porte tra il eneratore ed il carico alte 
~ il trasferimento di potenza rispetto a quello che s1 avre e se 1 cari 
co ventsse connesso irettamente a eneratore na misura quantitati­
va 1 questa a teraz1one è uu e in a cuni casi e perciò viene definita 
una grandezza adatta alla misura di questo aspetto. 

- @ uadagno di i 0 serzionel 

E' il rapporto tra la potenza c .. e..duta al carico nella situazione di 
fi&:._ VI. 7.1 e quando è connesso direttamente al generatore. Indicando con 
p il coefficiente di riflessione del carico, normalizzato rispetto ad R , 
ed utilizzando la (VI. 3.14), s1 ha: J 

1 

(VI. 7.9) guadagno di inserzione = G1 = 
I s 21 1

2 

1 - IP 12 

Anche in questo·caso si usa la quantità inversa:\ 

(VI. 7.10) attenuazione di insÙzione = A 1 = 

Osservazione Vl.7.1 

Le espressioni precedenti dei vari· guadagni ed attenuazioni sono molto sem­

plici in termini di matrice di diffusione, in quanto l'impedenza del generatore ed il ca­

rico sono resistivi ed utilizzano come costanti di normalizzazione alle due porte rispet­

tivamente R ed Ru. La semplicità precedente rimane inalterata nel caso di · 
denza del eneratore ed impedenza del carico di tipo passivo qualsiasi. i ha invece 

una notevole complicazione delle espressioni risultanti ne 1 ca.so che le costanti di nor­

~izzazione siano diverse da R
1 

ed Ru <1J. 

Osservazione Vl.7.2 

Le grandezze .introdoçte in precedenza coincidono usualmente con numeri mol­

to grandi o molto piccoli. Per ragioni di comodità conviene usare al loro posto i relati- 1 

vi logaritmi ; per ricordare poi che i numeri che si considerano sono i logaritmi e non 

le e ze stesse si parla di randezze espresse in decibel ovvero in ne er Preci­

samente, detta con F una d_elle grandezze introdotte in preçedenza, la relativa espres­
sione è : 

(1) - Si veda ad esempio G.C. Corazza, e Fondamenti di campi elettromagnetici e circui­
ti•, Voi. II, Ed. Pàtron, Bologna, 1974, ~ 111.2. 
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10 log
10 

F decibel (dB) 

(VI. 7 .Il) 

In F neper 
2 

E• evidente che si può passare da un'espress.ione all'altra . Precisamente si ha: 

(VI. 7 .12) I neper = 8,68 dB 

Esempio Vl.7.1 

Calcolare le varie grandezze definite in precedenza per la rete 2-porte costi· 

tuita da un trasformatore ideale, chiuso come indicato in fig.Vl.7. 2 

Fig. VI. 7.2 - Rete considerata ne Il 'esem­
pio VI. 7 .I con: 

R =I kD 
'--~' -I V =I V _ g 

I -

• R = 2 kO 
-- u , I n = 3 

) 

-r----..., 
R I I 

Cillg : n.: lm' --\" 
V \') I 1ì') R 

g I I V. u 
- I I _ 

L ____ ...J 

Trattandosi di un trasformatore ideale, sappiamo che esso non assorbe .llO e _:: 

za at~ quindi il guadagno di potenza vale I. Infatti, usando la normalizzazione ri­

spetto ad R
1 

ed Ru, la matrice di diffusione è la seguente (vedi esempio VI.6.2): 

[s] 
n 2 .R + R u g 

[ 

n2 R - R 
u g 

2n~ u g 

2 n ~ Ru R 1 l 
R • n

2 R g u 

Pertanto, dalla (VI. 7 .4), si ottiene: 

G=-------
(n2 R - R ) 2 

1- u g 

I 
(n2 R + R )2 • (n2 R • R )2 

u g u g 

(n 2 R +R )2 
u .g 

Per quanto riguarda il guadagno di trasduzione, si ha dalla (VI.7.7): 
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Si può controllare c!irettamente sullo schema di fig .VI.7.2 tale risultato; infatti la ten-

sione in ingresso al trasformatore vale : -!t 
2 . 

n R 
u 

------V 
n 2 R + R 1 

u . I 
V1 ~ ~t ~>~, 

Quindi la potenza ceduta al carico è : 

2 (n 2 R + R ) 2 
u I 

Tenendo conto che la potenza disponibile è P d = lv
1
12/(8 R

1
), si ottiene .il risulta­

to precedente. 

Infine , per quanto riguarda il guadagno di inserzione, otteniamo: 

p= 

Perciò dalla (VI. 7 .9), si ha : 

4 n2 Ru R
1 

GI = (n2 R + R )2 
u I 

(R + R )2 
u I 

4 R R 
· U I 

n.2 (Ru + ·R,)2 

. (n2 Ru + R,)2 

Utilizziamç> le· formule precedenti con i valori numerici riportati in fig . VI. 7 .2, 
esprimendo le varie grandezze in decibel. Si ha: . 

guadagno di potenza = 10 log 10 G = O dB 

guadagno di trasduzione 

guadagno di inserzione 

10 log
10 

[ 
4 

:

2 

Ru R, 
2 

]= 10 log
10 

(0,199) "-·Jl._.;:;;:"='da~ 
(n R +R ) 

. . u I 

[ 

(R + R )
2 

] 
= - 7 dB + 10 log 10 u 

1 
= 

4 R R --
. u I 

(- 7 + 10 loglO : ) dB - - 0.5a B 

E' .evidente che in questo c,aso conviene parlare di attenuazione di trasduzione e di a.t­

tenuazione di inserzione . Tali grandezze valgono rispettivamente 7 e 6,5 dB i 
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Vl.7.2 - Risposta in ampiezza e fase di una rete 2-porte. 

Un aspetto importante del trasferimento attraverso una rete 2-por­
te riguarda l'azione di manipolazione che la rete stessa esplica nei ri­
guardi della grandezza elettrica impresa. Tale azione viene misurata 
quantitativamente o attraverso una opportuna funzione di rete ovvero più 
spesso tramite le risposte in ampiezza e in fase. In ambedue i casi si fa 
_r;i ferimento ad una funzione di rete~lmente viene COO§Lde-Fa-ta un­
Zlone di trasferimento in tensione, tra la tensione sul carico e la tensio-

............-~--~ ---
ne del generatore di tensione, con il cari co ed i l generatore assegnati, 
seguendo lo schema indicato in fig. VI. 7. 1. In questo caso la funzione di 

rete è : ~ 

(VI.713) /!] ' ~ (o;)_~~-~~' '~~ 1~ ;~,n_ ~ 
l 6w) j ~ A(w) Prende il nome di t,risposta in ampiezza» della rete 2- porte la 

\- .~( ,\ funzione reale A (w) che rappresenta il modulo della funzione di trasfe-
@l~r{fw)""y W; rimento e «risposta in fase» la funzione /3(w) che ne rappresenta l'ar-

gomento. Come vedremo nel §VI. 7. 3, più che /3(c.J), ha maggiore s igni­
ficato la relati va cleri vata ris etto ad Cù che ra re senta il te · m­
i~gato dalla componente della grande za · mp;:ess a di · ulsazi.o=.e_,..~1 

attraversare a rete. 
-~:---Le risposte in ampiezza e fase di una rete 2-porte non sono in-

dipendenti tra di loro, in quanto ra_ppresentano il modulo e l'argomento 
di una fun.zione razionale reale de a variabile s, calcolati sull'asse 
immaginario di detta variabile (s = ~ In articolare se a unzione 
ai .rete è caratterl!zata dall'avere zeri so o neCsemipiano sinistro~ 
variabile com lessa s allor .• ass.egnat la ris osta in am iezza · -
suita com letamente nota u_e · n fase e v· e_ e a Le formule di deri­
vazione di una risposta dall'altra possono essere trovate, a~mpio, 
in G. Martinelli, e Sintesi delle reti elettriche >, op. cit. pagg. 7-36 Tali 
formule rivestono un 'importanza notevo~ nel progetto dei cucuiti, in 
quanto ciò che viene assegnato e che si vuole realizzare è la risgg.sta 
JE_~ iezza li) D'aÌtra parte la nsposta in fase è i,mportante quando oc­
corre controlÌare altri as etti uali ad esempio la stabilaà. Per aettagh 
su questo punto si rimanda al testo classico i H. Bode, «Network ana­
ly sis and feedback amplifier design», Val Nostrand, 1959, Cap. 13, 14 e 
15. 

(1) - È opporcuno osservare che , per determinare la risposta in fase a partire da quella 
di ampiezza, è necessario conoscere quest'ultima su tutto l'asse w e non solo su un 
intervallo finito di esso. 
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(VI. 7.14) 

in cui N 

(VI. 7.15) 

e della funzione: · 

(VI. 7.16) 

Trasferimento attraverso una rete 2-porte 

g~ N 1 (s)· N 2.(-s) 

D(s) 
11--------"I 

N .i {s) 
F (s) = ---

P N2 (- s) 

585 

La funzione è ca_ratterizzata dal fatto di avere zeri tutti nel 
sem1 o destro e 'itcidenti con gli zeri ri0altati nel semipiano 
siQist!B- Tale funzione può anc e Eors1 nel a forma: 

. \N2P(s2) + s· N2d(s2) \ 
(VI.7.17) F (s) = --------

P N2p(s2)- s N2d(s2) 

. N2 (-w2) + w2 N2 (-w2) 

IF . w 12 = 2p 2d 
P (J ) N2 (-w2) + w2 N2 (-u;2) = l 

2p 2d 

(VI. 7.18) 

rendono il nome di 
< unzioni passa-tutto , .propl'\o pere è anno una risposta in ampiezza 
iiiciipendente dalla frequenza. \In conclusione vale la seguente proprietà: 
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~
Proprietà Vl.7.1 · <1'Una generica funzion_e di rete uò em re metters i 
sotto la forma di u~ prodotto di due funzioni, ~di cui un ~ a fase.!!!!!::, ~ e 
W!...J a assa-~•· 

La "risposta in ampiezza è determinata solo dalla funzione a fa­
se minima, mentre la risposta in fase dipende anche dalla funzione pas­
~ E evidente che la minima com · lessttà per la ns osta in fase si 
ha uando manca la rete assa-tutto; er questa ragione a e unzioni 
con zeri nel semipiano sinistro si dà il nome ase m1~. 

Vl.7.3 ~
7

Ritardo nel trasferimento } 

Vogliamo determinare, nel presente paragrafo, il tempo impiega­
to perchè il segnale attraversi la rete 2-porte supponendo che sia sinu­
soidale di pulsazione u; 0 • E' evidente che la trattazione si complica, 
: n quanto da una parte ci interessa il regime permanente e dall'altra vo­
~liamo una informazione nel tempo.] 

E intuitivo che potremmo arrivare al risultato voluto se otessi­
mo aggiungere all'ampiezza e segna e smusoi ale un segno qualun­
que, in modo tale che, sapendolo riconoscere in uscita, saremmo in gra-
o di v tare il tem o l attraversamento della rete stessa n mo o 

molto semplice per raggiungere l'obbiettivo prece ente è quello di sup­
porre il segnale di ingresso, per esempio v (t) di fig. VI. 7.1, costituito 
da due sinusoidi di pulsazione l'una vicina ~ll 'altra in un intorno di u: 0, 

cioè: 

(Vl.7.19) vg(t) = cos(ru
0

- .6.ru)t + cos(C"40 + .6.A>)t IE 

Infatti tale segnale equivale a: ~°t 7 

(VI. 7.20) 

. Vediamo che l'ampiezza varia come / 2cos E;,; t-Ìe quindi costituisce chia­
-~n riferimefilQ.__o.eL çemp_Q; per- esempio, per t = 0, s · ha il- valo­
r: massimo p.aill 2 . .!2,' ~JJJ.._a_parte...per-~- · ... O. · 1 se nale ha _!!_~.lito 
~da_'!lento a~D!Biezz~s~nte pe1 tem o. 
~o_!!iamo che la funzione di· trasferimento della rete 2-porte sia 

\ H (j w) , cioè: J 

(VI. 7.21) 

Allora il valore in re 

:Jj:> le?) 

v (j w) = H (j "') v (j (tJ) .,. A {~~e tilt {r &J ~ 
u g o 

ime e<manente sinusoidale di ~·,(_ 
1- r((w 0 - ~ w )] + (VI. 7.22) . 
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In CUI: 

(VI.7.23) H (j w) =A (w) ei/3(<d) 

\~odo conto eh~ ci interessa il co mo . 

~ . . ... (1"tr ' ~Q>.J.. ~~ oAU1 

[A (w, ±Cl w) ~ ~ ,± ~ t> ;J~-,1;,, À (Wo! t:>w)- Afw.J-::: 4{~ 
(VI.7.24) , r;r,,.,. !:::! 

/3 ( w o ± !:::, (ù) = ~o ± /3~ !:::, (ù - o . cd w 

la 
Sl 

(VI.7 .25) vu{t) = 2 i\ cos(w 0 t + /3 0 ) cos [6w{t + /3~ )) + 

L--2 A~~siri (w 0 t + j30 ) siri ~ w (t + f!_p J_j-.,... J 
'i>' ù 

Tenendo conto che ci interessa il limite per 6 w - O. possiamo tra scuia­
re l'ultimo termine. cioè· 

(VI.7.26) vu{t) = 2 A0 cos(w 0 t +@ cos [l::,w (t+/3~)) 

V 
I! 13' o 

Fig. VI. 7.3 - Andamenti della tensione di in~resso e di uscita di una rete 
due porte, utilizzati per valutare il tempo d1 transito s~lla rete. 

Gli andamenti della tensione di ingresso v {t e della tensione 
di uscita v t , au ns etti vamente dalle . es cessioni (VI. 7. 20 e 
(VI. 7. 26), sono riportati nella fig. VI. 7. J onfrontando tali andamenti, 
si riconosce che il massimo dell'ampiezza del segnale sinusoidale(mas­
simo dell'inviluppo), si è s ostata della quantità - /3', mentre il massi­
mo del se nale sinusoidale si è spostato e a quantità -
to al segnale di ingressor 
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_55} 
~· alla seconda ritardo di fa.se. Per quanto detto precedentemente, 
èl1!1.tardo di. gruppo ta grandezza che dà conto del tempo di transito at­
traverso la rete due orte, mentre il ritardo dt fase è legato soltanto al­
lo sfasamento fra ingresso e uscita\ 1mostra a seguente proprietà. 

Proprietà Vl.7.2 - uLa trasmissione di un segnale sin11soidale entro una 

'ete 2-pO<te avv;ene con un 'E w \<, 
1 

Rmm•o ,,, 

(V I. 7.27) - -)- GRUPPO 

\~ssendo j3(w) l'argomento della funzione di trasferimento. Alla 
rà T sj dà il nome i ritar O· i ru O•. ; 

Osservazione Vl.7.3 

ti-

In tutti quei casi in cui è necessario il calcolo del ritardo di gruppo r a par­

tire dalla funzione di trasferimento H (s), non è mai conveniente ricorrere direttamente 

alla relazione di definizione (VI.7.27), per funzioni d i trasferimento razionali reali. 

Si può infatti dimostrare che, sebbene la funzione /3 ( w) sia una funzione tra­

scendente, la sua derivata è una funzione razionale reale. 

Una sempli ce formula che superando la suddetta difficoltà ·permette il calcolo di· 

retto, come funzione razionale, del ritardo di gruppo si ottiene nel modo seguente. Si a 

H(s) la funzione di trasferimento; derivando rispetto ad s il logaritmo di questa fun­

zione, si ottiene l'identità: 

d 
[ln H(s)] 

H'(s) 
(VI. 7 .28) 

ds H (s) 

Utilizzando ora la (VI. 7 .23), .p.c;r. s = jw, si ottiene: 

· H' (jw) d 
(VI. ì .29) 

H (j w) d(jw) 

d8 d 

d . 
• j - [ln A(w) + j é!(cJ] 

dw 

Da quest'ultima espressic:m~ s~ ricpµosce che il ritardo di gruppo r può essere calcola­

to coil la formula seguente: 

(VI. 7 .30) 
d /3 

r=---=· 
dw 

Re [ H' (j w) J 
H (j w) 

Se la funzione di trasferimento H ( s) è assegnata in funzione dei suoi poli e ze­

ri, allora si può u'tilizzare una formula ancora più semplice per il calcolo di r . Se si ha: 
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(Vl.7.31) 

TrÒsferimenlo .a1Crat1erso una r.ete 2-porte 

\ 

(s • ~) (s • a.t ... (s • a.m) 
H(a) = ----------

. (s • 8t) (s ·di> ... (s ~ Bn) 

allora il ritardo di gruppo risulta pari a: 

(VI. 7 .32) 

589 

Per la dimostrazione della· formula·(VI.7.32) e per altre proprietà sulla funzio!le 

ritardo di gruppo, si rimanda al. testo L. Weinberg, •Network analysis · and synthesis•, 

Mx Gra•Hill, ~ "). "). 

Osservazione Vl.7.4. 

È molto utile avere dei metodi per determinare, direttamente dall'analisi della 

rete e senza dover determinare l'espressione della funzione di trasferimento H ( s), il 

valore del ritardo di gruppo. Tale determinazione si può fare utilizzando il concettodi 

sensibilità della funzione di rete rispetto ai suoi elementi, edinparticolare rispetto a· 

gli elementi con memoria; tale concetto verrà sviluppato diffusamente nel Cap. VIII • 

Nel caso presente è sufficiente conoscere la definizione di sensibilità ed il fatto clie 

tali quantità possono essere determinate in modo estremamente semplice con l'analisi 

della rete. La sensibilità di una funzione di rete· H(jru) rispetto all;induttanza Lit di 

un induttore è definita: 

(VI.7.33) 
O In H(jru) 

o In Lit 

e rispetto alla capacità Ci di un condensarore: 

(VI. 1 .34) ...lff) 
;:,(c.) 

I 

ÒlnH(j""'j 
=-----a In C. 

I 

Considerando ora il logaritmo natu~ale della funzione di rete H (j c.J), in base alle for­

muie (Vl,7.28) e (VI.7.30), si ha: 

(Vl.7.3<) ) • = • lm [ di; :(jM) l 
D'altra parte la funzione H(jru) dip.en~e da ru tramite le s·.iscettanze "°'Ci dei con­

densatori e le reattanz{ ""'Lit degli induttori. Quindi risulta: 
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(VI. 7 .36) [ 

N o In H(j w) 
-r = - Im Le 

i•<l dwC. 
I 

in cui Ne è il numero dei condensatoti presenti ed NL 

to conto delle (VL7.33), (VI.7.34) nella (VI.7.36), si ha: 

[ 

N 
1 e 

-r = - - Im L 
w i"'l 

(VI. 7 .37) 

O In H(jw) dw Lk ] 

o w Lk dw 

quello degli induttori. Tenu-

La formula (VI.7.37) mette in evidenza come il ritardo di gruppo si possa ottenere di­

rettamente delle sensibilità. L'utilità della formula è connessa al fatto che le sensi­

bilità si possono ottenere in forma esplicita, senza derivazione, analizzando la rete, 

come messo in evidenza nel Cap. VIII. 

Vl.8 - Connessioni delle reti 2•porte. 

· Come det•o nell'introduzione l'utilità del concetto di ·rete N-por­
te sta nel fatto che in questo modo è possibile concentrare & 'attenzio-

e durante la soluzione del problema dell'analisi esternamente ad alcu­
J i blocchi i cui,: iri guakhe modo, è nota la rappresentazione. In que-

IJ

,,sta affermazione è tutta vià sottinteso che la rappresentaziqne del bloc- . 

l
co ha senso solo se la rete N-e_orte si comporta come tale nella rete più 
.a.m.pia_.iJl-(;.tli es ~a è inserita. E necessario ercio preliminarmente sta­
bilire uando una rete N-porte si comporta come ta e A uest o o 
~corre esaminare quali .ipotesi :sono state atte per la definiztone i 
~.tfil.e rete. Ct s1 accorge immediatamente che l'unica ipotesi fatta è 
che ciascuna porta si comporti come tale; in altre parole è necessario 

~! 
che la c~rrente entrante in corris ondenza ad uno dei mo~s~tti di ogn~ 
porta coinci a coli La corrente uscente dall'altro ad ogni istante. Di 
conseguenza er usare correttamente la rappresentazione t una rete 
N-porte in una rete più ampia occorrerà effettuare a su etta ven tea 
per ogni sua porta. . 

Esistono in pratica, tuttavia, dei cast tl ict che è opportuno 
t~ttare iri dettaglio~ Essi riguardano i caso de a connesstone t ue 
rett. In tab. VI.8.1, tali :casi sono elencati insieme con la rappresen­
tazione globale della rete risultante in funzione di quella delle reti · ar­
ziali. Si vede come per ogni tipo di connessione sta conveniente usare 
una rappresentazione partiColare. E' irioltre da sottolirieare che ciascu­
na delle relazioni .riportate nella tabella è valida purché le reti compo­
nenti si comportino come reti 2-porte. Ciò riChiede alcune verifiche che 
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rendono il nome di « rove di validità i> e variano da caso a caso. Ci li­
ettag io i casi piu comuni. 

Vl.8.1 ·Connessione serie-serie. 

Consideriamo la rete 2-porte ottenuta collegando in serie due re-
ti 2-porte. Dobbiamo individuare quali condizioni .debbono essere verifi-: 
cate nel caso piìi generale possiblle pere.bé ciascuna delle ceri rompo-~ 
nenti si comporti come rete 2-porteJ Nella situa~ione enerale a ciascu- l \ /) 
scuna delle orte della loba · t · - f\J t::::J 

~
na tensione per cui tale situazione .generale può essere sempre schema­
izzata,Jn bgse al !.izorema dj sostitu2!Ìeee '+'lSto...nel §vl.2.2, con unge­

neratore di tensione o con un generatore di corre·nte a licato a ciascu-
a . · e e por e. e caso presente utilìzz1amo i : eneratori di · corrente. -

Quiridi dobbiamo in i vi uare er la rete di fi . VI.8.1 le condizioni per 

~~1
1

U'A-~+-+-~--~-~-~0-h-~-~-~-~-~;~~ 

I v2 
I 
I 
I 

Fig. Vl.8.1 - Connessione serie-serie di due reti 2-porte. 
! . 

~-7A-'2<do--<r----,f--o· .... ..L._i _ft ::: o 

•• "> 

a) 

Fig. Vl.8.2 - Prove di validità della connessione serie-serie (I01 = O, 102 = O). 

cui le re~i compon~nti. si .c~mpo~ta~o com.e reti 2-p~~te. ~e reti c:he_ stia~J 
mo esamrnando sono .hnea · uindi. osstamo a hcare 11 r et 10 d1f 

ovrapposizione de li .effetti, cioè possiamo considerare l'effetto 
ato l ctascun eneratore e e reu componenti si :comportano come re­

u -porte in presenz~ di Clascun, eneratore allora do continuerà a va­
lere anche quan o agiscono .contemporaneamente i due generatori, cioè 
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ale. Facciamo dunque riferimento a fig. VI.8.2a); la con-
dizione a è che la o l i nulla.. Analogamente nel 
ca~o i ig. : . . , eve es~ere ~u._ll,a la corrente 10 1,." In qu.este ?ue 
verifiche consiste la «prova ·di .vahdita.» della connessione sene-sene. 

Osservazione Vl.8.1 

Un metodo semplice per rendere sempre verificata la prova di validità prece- · 

dente (riportata in fig. VI.8.2), senza alterare la rappresentazione delle reti 2-porte 

componenti, è quello di aggiungere in cascata ad una delle due reti un trasfonnatore i­

deale, avente rapporto di trasfonnazione unitario, come indicato in fig. VI.8. 3. 

Flg. Vl.8.3 • Artificio per 
rendere sempre valida la 
connessione serie - serie 
di due reti 2-porte . 

V 

I B 2 

Infatti in questo caso la· porta 2 della rete A si comporta sempre come porta, 

perché chiusa sul primario del trasfonnatore. Di conseguenza,perl'equilibrio delle cor­

renti entranti nella rete A, si comporta come porta anche la prima. Ciò obbliga le due 

porte di B a comportarsi anch'esse come porte. D'altra parte il trasformatore unitario, 

disposto come in figura , non altera la rappresentazione della rete A. 

Concludiamo la discussione del tipo di ·connessione in esame, 
ricavando la relazione riportata nella tab. Vl.8.1, che lega le rappresen­
tazioni matriCi impedenze a vuoto delle reti · componenti a quella della 
rete globale . 

Come indicato in fig. Vl.8.1, siano [Z') e [Z") le matriCi im­
pedenze a vuoto delle reti A. e B e siano [I) e [V) il vettore del­
le correnti e delle tensioni di porta della rete globale. lndiCando con 
[I)' e [V)' gli analoghi .della rete A e con [I)" e [V]" gli a· 
naloghi della rete B, si ha: - -:-1 I r -, 7/ -L 'J-,/ 

\j ;-i~ J - _,_ 
[I) = [I)· = [I)" cv]1

' ~ l cJl) -e-,, 
(Vl.8.1) 

[V)=[V]'+[V)"= [Z'] [l)'+[Z"J(I]"={[Z')+[Z"]}[I) 

da cui.: 

(Vl.8 . ~) [Z) = [Z') + [Z" ] 
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Tabella Vl.8.1 . Connessione di reti 2-porte. 

Tipo di connessione 

Connessione serie-serie 

ri--------21 

I I [Z.') 2 
I 
I 
I 2 

: [z•J I 

I [z) I L ________ J 

Connessione parallelo-parallelo 
11--------21 
I I 2 I 

[y•J 

2 
I [yw) I 

I [y) I 
L ___ -----~ 

Connessione serie-parallelo 
11-------21 

1 2 I 
[11'] 

I 2 
[H"] 

I 
I . [Hl I L ___ - ____ :..J 

Connessione parallelo-serie 

I 
I [G) I L ________ J 

Relazioni tra matrici 
caratteristiche 

[z) = [z·J + [z•J 

. I 

[y) = [y•J + [yw) 

[H] = [tt•] + [tt•] 

G.MARTINELLI-M.SALERNO : Fondamenti di Elettr0tecnica 
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Vl.8.2 - Connessione pa.ral lelo-parallelo. 

La situazione generale di iriseriritento della rete composta in una 
rete più complessa può essere schématizzata come in fig . Vl.8.4, cioè con 
due generatori di tensione. Utilizziamo anche in questo caso il ririci i 
di sovrapposizione de li :effetti, considerando un eneratore alla volta Se 
la connessione è valida in ciascuno e1 due casi è valid · 
corre percio verificare che ciascuna rete si com orti · come rete 2- orte 
ne e ue situazioni · ros ettate in fi . VI.8.5a e b) . ..Ciò richiede che 
s! ano nu e e ue correnti : 101 ed 102\ . In queste due verifiche consiste 
la «prova di validità» della connessione parallelo-parall elo. · 

vt 

-

(D 

I' l 

V' + 
l 

-
I" l 

V"+ 
1 -

rete A 
1 [y•] 

rete B 
1 [ Y"] 

2 

2 

I' 2 

V' 
2 

I" 
2 

V" 
2 

-
+ 
. 

+ 

<D 
+ 
. 

Fig.Vl.8.4 - Connessione parallelo-parallelo di due reti 2-porte. 

J.. 

{16 A ~,., '" 6 A §ljv, 
B B 

a) b) 

Fig. Vl.8.5 - Prove di validità della connessione pa rallelo-parallelo (102 = O, 
Io 1 = O). 

Per rendere sempre verificata la prova di ·validità, senza alterare 
la rappresentazion.e delle reti 2-porte componenti , si può ricorrere anche 
in questo caso all'artiflciOCtt-imrre-i.ft-ea-se a t-a-ai:l una delle due ret" 
trasformato re ideale di ra orto unitano 

Infine ricaviamo la relazione riportata nella tab. Vl.8.1, che lega 
la rappresentazione della rete composta a uel a delle reti com on enti." 
Siano [Y ' l ed [ Y"LJ e matnc1 ammettenze di cortocircui to delle due re­
ti componenti. Siano [I'], [V'] i vettori delle correnti e delle tensioni 
di porta per la rete A e [I"] e [V"] gli analoghi per la rete B .. Dette 
con [I] , [V] , [Z J le grandez:Z:e analoghe della rete composta, s i · ha , 
come risulta chiaramente dalla fig . Vl.8.4 : 
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(Vl.8.3) 
llV) = [V' ) = [V" ) ] 

[I) = [I'] + [I"]= [Y'] [V']+ [Y"] [V"]= { [Y'] + [Y"] }[V] 

da cui: 

(Vl .8.4) [Y]~ 
Osservazione Vl.8.2 

Nel caso che le prove di validità precedenti non siano verificate, non è possi­

bile usare la rappresentazione nota d~lle reti componenti\ E' chiaro che questo non si­
gnifica che non esiste la rappresentazione della rete 2-porte globale. a determinazio­

ne e a rappresentazione di quest ultima dovrà farsi in base ai soliti procedimenti di 

analisi, per applicare i quali occorre conoscere in dettaglio _la struttura interna di cia­

scuna rete 2-porte componente; pertanto, in questo caso, non basta conoscere solo la 

rappresentazione delle reti 2-pone componenti, come accade nel caso in cui siano veri­

ficate le prove di validità. 

VLS.3 -~!lnessione in cascata.fil 

Nella connessione in cascata le reti componenti sono collegate 
come indicato in fig. VI. 8. 6. \E' facile rendersi conto che in questo caso 

on occ rre ffett are verifiche di comportamento er le retl com onen­
_!D n attl, essen o a nma orta e a rete globale coincidente con la 
p~orta della rete A ed essendo la rete g obale util izzata, per e­
finizione , come rete due porte, ne risulta che la prima porta della rete A 
si comporta sempre come porta; per l 'eq.uilibrio delle correnti entranti 
nella rete com orta come orta anche la seconda Di con~eguen­
~' per la connessione, si comporta come porta anc e la·prima porta del­
la rete B e quindi la sua seconda port'! 

,- -- - - - - - - - - - - - - - - - - - -ì 

I ,o) ,o) ,121 I (2) I 
Il I I 12 

i_ 2 I 2 
I -1 -

+ (I i-+ rete \,~l) + (2) rete + (2) +V 
v1 v1 - A - 2 - v1 B - v2 - 2 

L---~------------- · ---~ 

Fig. Vl.8.6 - Connessione in cascata di due reti ·2-porte 

Nel caso della connessione in cascata conviene usare la matrice 
di trasmissione sia per le reti componenti e sia per la rete globale / In-
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fatti la proprietà caratteristica di quesca connessione è· che: 

(Vl.8. 5) /v? > =~> ) l~ll = - 1?> 

quindi, indicando con [ T 
1

] e [ T 
2

] le matri_<j .di trasmissione delle re-

ti A e B, si ha: ;--- 1- u- 0 - ~ ·--.. 
.__ ~v J- --o 

rQ]_ fvi° ]-~[ v?> ]- [T] [ v 1<2> ]-l© -l(rj -~ -1~1) - 1 q2) -

(VI.8.6) 

La (VI.8.6) dimostra che la matrice di trasmissione della rete globale è 
il prodotto delle matrici di trasmissione delle reti componenti, cioè: 

(VI. 8. 7) 

Vl.9 - Reciprocità e simmetria nelle reti 2-porte. 

Nel presente paragrafo esamineremo 1 'effetto di alcune proprietà 
generali delle reti 2-porte sulla loro rappresentazione; le proprietà con­
siderate son:o la reciprocità e la simmetria. 

La proprietà di reciprocità è già stata introdotta nel §I. 5. 3, con 
riferimento ai circuiti in generale; nel presente paragrafo ci riferiremo a 
questa proprietà utilizzando la legge di reciprocità di Lorentz, enuncia­
ta nel §I. 5. 3 ed espressa in generale dalla (I. 5. 2). Nel caso delle reti 
2-porte, tale legge può essere enunciata nel modo seguente: 

e Una rete 2-porte è reciproca quando, considerate due situazioni elettri­
che diverse, indicate ri.spettivamente con gli apici 1 e ·2, le arandezze 
elettriche alle due porte. soddisfano la seguente espressione (VI. 9.1) •. 

(VI. 9. 1) vCll i(2) + v<l) it2) = v<2l iOl + v<2l iOl 
1 1 2 2 1 1 2 2 

Per quanto riguarda la simmetria, limitandoci alla caratterizza-
zione esterna di tale proprietà, 

'(1) . ' C.) . 

1F' Il~ C•) 

1 =-----t~1- V, 

si può definire nel modo seguente.: 
'(t) • (i) 

(i) "I L 2 V (i) 
~ ~ l 
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e Una rete 2-porte è imme rr.. se, scambiando la prima porta con la -se 
concia, ciò non provoca alcuna conseguenza esterna a a rete stessa• 

E' chiaro che _son questa definizione non consideriamo l 'eventua~ 
le simmetria interna della rere, f~ se esiste, ha implicazionipiìi este 
~e di quelle espresse dalla definizione stessa, come vedremo nel § VII. 2, 

Un primo punto che occorre _mettere in evidenza è che I a simme­
tria comporta sempre la reciprocità della rete 2-porte. Per vedere ciò ba­
sta dimostrare che una rete 2- immetrica soddisfa sempre la lem 
di Lorentz, data dalla (VI. 9.1). 

questo scopo uu izziamo per la rete simmetrica la rappresen­
tazione enerale [A), [B ), introdotta nel § VI. 4.1 e notiamo che, es­
sendo b = b 21 per la simmetria della rete, vale la se-

(VI.9.2) o 

(VI. 9. 3) 

=a (v<llj<2>-v<2>i<1>)+a (v<llit2>-v<2l[<ll) 
111 l l l 22 2 2 2 2 

+a ·cv< 1l i' 2 > - v < 2 > in>) + a (v < 1l i< 2 > - v < 2 > i< 1 >) = o 12 2 l 2 l 21 l 2 l 2 

Dalla (Vl.9.3), tenendo conto che er la simmetriàsiha anche 1a 11 = a 22 
ed faJ2 = a 2;j e ricordando che la (Vl.9.3) deve va ere per generica 
rete -porte simmetriCa, 

1
si deducono le due seguenti espres.sto.0.1.\,..j 

1 
(il 

=l-~J-
(VI.9.4) 

ciò che dimostra la ro-
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598 Reciprocità e simmetria nelle reti 2-porte Vl.9 

Proprietà Vl.9.1 · <<Una rete simmetrica è anche rec,ipro,:a• (l > 

Vl.9.1 - Conseguenze dello reciprocità sulla rappresentazione delle re· 
ti 2-porte. 

Le rappresentazioni comuni delle reti 2-porte, considerate nel 
§ VI. 5, e quelle orientate verso la sintesi; considerate nel § VI. 6, sono. 
tutte caratterizzate da quattro parametri . Nel caso che la rete 2-porte sia 
reciproca, tali quattro parametri non sono più indipendenti, in conseguerf­
za della (VI. 9.1), che la rete deve soddisf~r~\ Nel pc.~sente par~grafo~ 
nalìzziamo in dettaglio l'effetto della reci~roç_ità syJle_ varie. rappre.sen­
tazioni, riassu~endo i relati vi risultati in tab. VI. 9.1. \ 

Tabella Vl.9.1 - Conseguenze dello reciprocità e della simmetria sullo 
rappresentazione del le reti 2-porte. 

Rappresentazione Reciproci rà Simmetria 

[z] zl2 = z21 ~12 ·z21 ; zll z22i 

[y] 
Y12 = Y21 [Y12 - Y21 ; Y11-Y22 ) 

I h12 = - h2 i_J 
[H) 

h12=-h21 

) hl l h22 - hl2 h2l = lJ 
gl2 =- g2l ; 

[G) g12=-g21 

gl l g22 - gl2 g2l = 1 

[ T J AD-BC = 1 AD-BC = 1 . ' A=D 

parametri immagine 'Y12 = 'Y21 'Y12='Y21 ; zil =Zi2 

[s] sl2 = s21 sl2 = s2l ; sl l = s22 

(1) - E' opportuno sottolineare che non vale la proprietà inversa della VI.9.1, in quanto 
la simmetria richiede che sia soddisfatta anche la seconda equazione delle (VI.9.4). 
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Vl.9 J(~cipròcità e simmetria nelle reti-2-porte 599 

(VI. 9. 5) y(l) 1<2) = v<2) 1(1) 
2 2 l l 

2~.I , + ~ 

? ~~ .11 '\ ? f > ..l.t 

y(l) 
1 

rete 
2-porte 

situazione (1) 

rete 
2-porte 

!(,')=-' ) . 
.J... '-" situazione ( 2) 

1 1< 2> 
2 

F ig. Vl.9.1 - Situazioni di . eccitaz~onj che si considerano nel caso della 
rappresentazione con la matrice LZ per sviluppare la (VI.9.1 ). 

(Vl.9.6) v/' 
Perciò la reciprocit"à comporta per la matriC:e 

(Vl.9.7) I 

Pertanto /La matrice [ZJ di una rete reciproca è simmetrica 

- Matrice [ Y]. 

Si ha un risultato analogo a quello t . .:.r::.o..:..v.::a=,.co::.....i~:...=;;:-.:.::..:=-=-"'--""=-­
considerando come situazioni di riferimento er la 
rauve; i risultato in questione è riportato in cab. VI.9.1. } 

- Matrice [H]. ~~U. ~ :o<i,._~ e.~t -tl _ 

~ Facciamo riferimento alle situaz10m operative riportate per co­
modità in fig. VI. 9. 2. La (VI. 9.1) diviene:\ 

situazione (1) situazione (2) 

Flg. VI. 9.2 - Situazioni di eccitazione e e si considerano nel caso della rap­
presentazione con la matrice [H] per kviluppare la (Vl.9.1). 

""'\ \ ~) y
1

; v (A li{~ ~ \ \ lA 2.1) "!!) ~I Z /~)~ 
- 'l..-, )v1:ù ~~ 1. ~11 ~ ,, •. . ,> La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it)



600 Reciprocità e simmetrica nelle reti 2·porte Vl .9 

i /·!C•' r·, ,1(1> ·> '· ,, \ 
V I . I I ... ' l .L l ; ·' / 1 - I 

... I. . V . ,. o 
Q. o =: v< 2> 1< 1>+v< 2>1< 1 > 

I 1 2 2 
(Vl.9.8) 

Utilizzando la rappresentazione [H], tale espressione diviene: 

(VI 9 9) O =~~v< 2 >1 < 1> + v<2>(h 1<1 > 
. • ~~ I 2 . 21 1 

Perciò la reciprocità comporta per la matrice [H]: 

(V(9. 10) h 12 = - h 21 

- Matrice [G] . 

Si ha un risultato analogo a quello trovato per la matrice [H) , 
che si riporta in tab. VI.9. 1. 

- Matrice [ T). 

Facciamo riferimento alle situazioni operative, riportate per co­
modità in fig. VI.9.3. La (VI.9.1) diviene : 

(VI. 9. 11) 

y l l l
1 

I 
ree e 

2-porcc 2 

v (l > 1c21+v<1> 1c2> = v<2> 1c1> 
I I 2 . 2 1 1 

Q 

ree e 
2-porce 2 

Sicuazione ( 1) Situazione (2) 

Fig . Vl ;9.3 - Sicuazioni di eccicazione che si consid '" ' """ nd caso della rap­
pre senca zione con la matr ic e T , per sviluppare l a (VI.9 . 1); i nullori sono sta­
ti soscicuici con le coppie nullacon-.noracori . 

Utilizzando la matrice di trasmissione, la (Vl.9 .11) diviene: 

( A yll > _ B 1<1 l) (C y<2i_ n lui)+ yll > i<2> = 
2 2 2 2 2 2 

(Vl.C).12) 

· = e A v ( 2 1 
- B 1 < 2 >) r e v < 1 > - n l ( 1 >) 

2 2 2 2 

Tenendo conto che 1~ 1 l e V
2
12 l sono uguali a zero, la (Vl.9 .12)divie­

nc : 

(VI. cu 3) - A n v<t> 1<2>+ yc1> 1<2 >= - se yc111<2> 
.2 2 2 2 2 2 
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che equi vale a : 

(Vl.9.14) D-BC =l 

Pertanto la matri c e [T l di .una rete reciproca ha determinante u~ 
ad l. 

Parametri imrnaqine. 

Facendo riferimento alle situazioni di fig . Vl.9.4, la (Vl.9.1) di-
viene: 

(VI. 9.1 '>) 

rete 
2-porte 

Situazione ( 1) 

1<2l 1(2) 

~·-· ....,_,+_,.~~~~-,.---<~2;..,+ 
z ( 2) rete 2 . V 
· i I Vl _ 2-porte g 

.Situazione ( 2) 

Fig. Vl.9.4 - Situazioni J i eccitazione ,·he si considerano nel caso della rap­
presentazione mediante . i p.1r.1111<·tr1 11nmagine , per sviluppare la VI.9. 1. 

Per la particolare chiusura dei circuiti, risulta : 

V 
1<•> =· _g_. y11l =V -">'12 e 

I Z ' 2 g 
i I 

(Vl.9.16) y<2l 
l 

y<21 = y "°>'21 1<21 =---. e I . , I g 
z ; 1 

Sosti tu endo tali valori nella (Vl. 9.1 5), si ha: 

(Vl.9.17) y2 
g - ">'21 

=· - .-e 
z.i l 

·~­
~~ . 

y2 
g 

~-
11 

~ 
I 2 

G.MARTINELLI-M.SALERf'IO : Fond.amenti di Elettrotecnica . 

v<ll 
I ( I ) 

2 
=. 

2 
z ; 2 

V 
g 

I c2 > = 
2 

z i 2 

76 
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602 Reciprocità e simmetrica nelle reti 2-porte Vl.9 

La '(VI.9.17), dopo semplificazione, equivale a: 

(VI.9.18) 

Quindi la conseguenza della reciprocità per i parametri immagine è che: 

(VI. 9.19) 

- Matrice [S]. 

Conviene trasformare preventivamente la (VI. 9.1) in termini di 
grandezze onda incidente e onda riflessa. Utilizzando a questo scopo le 
(VI. 6. 34), la (VI. 9. 1) di viene: 

(VI. 9. 20) 

Le situazioni a cui facciamo riferimento per sviluppare la (VI. 9. ?.O) sono 
quelle di fig . VI. 9. 5, per le quali sappiamo, in base alle (VI. 6. 19) e 
(VI. 6. '21), che: 

(Vl.9.21) 3i.(2) =o 

V 
g 

RI 
1(1) 10) 

l 2 -
:t rete 2 \'(!) 

2-porte 2 • 

Situazione (1) 

R2 Rl 

1(2) 
1 

1(2) 
2 R2 -

c2/ 1 rete 2 y(2) 
v1 - 2-porte 2 -

Situazione (2) 

Fig. Vl.9. 5 - Situazioni di eccitazioni ~he si considerano nel caso della rap-
presentazione mediante la matrice [SJ. . 

Inserendo le (Vl.9.21) nella (Vl.9.20). si ha: 

(VI.9.22) 

Perciò la conseguenza della reciprocità sulla matrice S è: 

(VI. 9. 2 3) t si 2 = s 2 i ~ 
Pertanto .la matrice · [S) di una rete reciproca è simmetrica. 

V 
g 
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I I r 

Vl .9 Reciprocità e simmetria nelle reti 2-porte 603 

c0 Cz) ci) w w · C1) V (z) , (•) 
1/.1 o ~i -t V), :L, = I/i Il -t z • l1 

Vl.9.2 - Conseguenze della simmetria sulla rappresentazione delle reti 

2-po rte. 

L'effetto della simmetria della rete 2-porte sulla sua rappresen­
tazione è quello di ridurre a due i parametri indipendenti della rappre­
sentazione. Ciò è evidente dalla (VI. 9. 4), che rappresenta le due equa­
zioni che g_ebbono- soclaisfare le gr~ndezze elettriche de a ret e 2-{2orte 
nel caso che e_ssa ..§.i l! §immetricaj Nel presente paragrafo analizziamo in 
dettaglio la conseguenza della simmetria per le varie rap resentazioni 
riportando in tab. VI. 9. 1 i risultati d~ tale a~aJisj. - ~ 

~ Matrice [ Z] .] v.<Ll. ÌiCt).r Li~ 1)· 1~') ?~,'~ 'f: lv,:.. i~= ~J, __ ., 
,__ __ --'I _q1:1.attro _parametri i ques raR resentazione SJ_ p_resentano 
' coppie delle stesso tipo, che si s ambiano fra loro sostituendo una o -
~f'a tra Pote è per una ret simmetrica tale sostituzione non ha 
effetto esterno, i termin~ di ci, un.a coppia de~no essere uguali, cioè: 

(VI.9.24) En - z22l . ' ~ 
lt opportuno notare come l'ultima delle relazioni recedenti è proprio - ----- _,, quella che si ottiene per una rete reciproca, come deve essere in bas,e 
alla proprietà VI. 9. 1. 

- Matrice [ Y]. 

Si ha una situazione analoga a quella della matrice [Z]. Il ri­
sultato è riportato in tab. VI.9.1. 

- Matrice [ ·H]. 
\ 

In uesto caso conviene utilizzare le (VI.9.4 . La rima delle due 
e uazioni riguar a la reciprocità; perciò è sufficiente sviluppare la se-
conda. . . 2, s1 ha: l 

(Vl.9.25) vO> 1<2> = y:C2l 1<1> + yC2l 1<1> 
l 2 2 l l 2 

Utilizzando la matrice [H] ed il fatto che Vi 1 > ed 11<
2 > sono nulli,. st 

ottiene: 

(VI.9.26) h 1<1) h v< 2> = v< 2> 1<1) + h v< 2> h 1<1) 
ll l 22 2 2 l 12 2 21 l 

Pertanto la condizione aggiuntiva dovuta alla simmetria è che: 
., 

(VI.9.27) h l l h 2 2 - h 1 2 h 2 °1 = 1 
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- Motrice [ G) . 

. Si ha una situazione analoga a quella della matrice [H) . Il ri-

sultato ~riportato in tab. VI.9.1. · 

- Motrice [T]. 

Utilizziamo la seconda delle (VI. 9.4). Con riferimento alla figu­
ra VI.9.3, si ha: 

(Vl.9.28) yo1 1c21+vo1 1c21 = 0 2 l l 2 

Esprimendo le grandezze della prima porta iri funzione di quelle 
della seconda, tramite la matrice [T), la (Vl.9.28) diviene: 

(Vl.9.29) V < 1l ( - O I < 2 l) + A V (l > I < 2 > = O 2 2 . 2 2 

Perciò la condizione aggiunti v~ dovuta ~lla simmetria è: 

(VI. 9.30) 
{""' 

A=D 

- Parametri immagine e matrice [S]. 

Per ·cali rappresentazioni si ha una situazione an~loga a quella 
della matrice [ZJ. -1 risultati sono riport~n tab. VI.9.1. 

~--·---------- ----·----------
Vl.9.3 - Reci rocità dei bipoli e delle reti 2•porte costituite da bipoli 

La reciprocità è una proprietà molto comune delle reti 2-porte. 
Vedremo ~i_n 1 resente paragrafo che una rete 2- orte costituita da 
bipoli è ree· roc Cll Perprovare ciò è opportuno farvedere preventiva­
mente che ogni bipo o è reciproco. A__guesto scopo basta verificare che 
per esso è soddisfatta la relazione di Lorentz (I. 5. 2), che di viene: 

(Vl.9.31) 1 vp11\2> = v\211\j 

Utilizzando la rappresentazione impedenza, la (VI. 9. 31) di viene la se­
guente identità: 

(Vl.9.32) z 1<1l 1< 21=z1<2> 1<1l 
l l l l 

(1) - È importante tenere presente c be i generatori indipendenti non debbono figurare tra 
i bipoli che si considerano interni alla rete; infatti essi servono solo ad introdurre le 
eccitazioni dall'esterno (vedi ~ Vl.4.1). 
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·11.t fm!h: l l '9 

y, -\i:-----===...,--==-=------r1·1 (1) 
~ Ogn7 bfpolo è reciproco•· V, 

I~·) 

Perciò risulta: 

Proprietà Vl.9.2 

Osservazione Vl.9.1 

Non soddisfano necessariamente alfa proprietà precedente i rami staccati di 

un elemento a più porte; ciò ad esemI>io vale J:>er) raqtL controlla! i dei generatori dipen­

denti e per i noratori. - - ' ' 

_ fi) t _ C?) 

LJ] Li-]~ 

(VI. 9. 33) 
N 

2: 
i= l 

yo J 1c2i _ vo J 1c2J 
l l 2 2 o 

Proprietà Vl.9.3 - e Una rete 2-porte costituita di b ipoli è reciproca• . 

+ i ~le) + 
J 

J1~lt) 1<1t) y(k) ~ y(lt) 
l l + (lt) - 2 

v . 
J 

Fisi.Vl.9.6 ·Rete 2- porte costituita da bipoli, di cui l'j-esimo è messo in 
evidenza ; Le eccitazioni, nei due casi k = 1 e k = 2, sono schematizzate, 
tramite il teorema di sostituzione, da due generatori di corrente. 

I 

@ 
.L- I 

e 
I 
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.4 - Reciprocità del trasformatore ideale, delle induttanze accoppia­
te e delle reti 2-porte costituite da elementi reciproci. 

Facciamo vedere, nel presente paragrafo, che la famiglia delle 
reti reciproche è ancora più estesa di quanto visto nel paragrafo prece­
dente. In particolare sono reciproci anche alcuni elementi di base, co­
stituenti dei circuiti. 

Iniziamo dal trasformatore ideale. Con riferimento alla figura 
VI. 9. 7 a), la (VI. 9.1) di viene, utilizzando le relazioni costituti ve del 
trasformatore : V J i) .L~Z>' . I/ C<.) ~ T (c) 

I t·~:~ I - ,! 

(VI.9.34) . n V2\n q2 >- ~i 1J~=@ q1 >-vi 2 >n 11° > 

~ich.è_am.bo i membri della (VI . 9. 34) sono nulli, essa si riduce ad_una 
identità; 5 iò dimostra la seguente proprietà: 

Proprietà Vl.9.4 - e Il trasformatore ideale è reciproco•· 

V, ::- V. V z .I 2 :;I I... [,I. [I 

(J ) (2.) (1) ù 
V1 , 1~ -i. I/· . l·C - V (z) , (1) Ce) ·cj'p.) 

<. G I - 1 • l2 -+ V .2, . 1
1 

+~Il n.: !cl2 + 

v1 . v2 

- -
b) 

V
(1) -<a) (1) (l) () Fig.Vl.9.7 ·Elementi reciproci a due porte . 

u 2 - t~ ~ vl__J_i .=1.<V, ' ·•
1

} 1>-'t' 'l/''.l r~ ) - _ 
" Consideriam'O ora le induttanze accoppiate, con riferimento alla 

fig. Vl.9. 7 b); utilizzando le relazioni costituti ve, la (VI. 9.1) di viene: 

(VI.9.35 [sL 1<l)+sM1< 1 >]1< 2 >+ [sL
2

1
2
°>+sMJ<

1
1 >] 1<

2
2 >= 

l l 2 l' 

=[sL 1< 2 >+sM1< 2 >]1< 1 >+ [sL 1< 2 >+sM1< 2 >]10> 
ll 2 l 22 l 2 

che chiaramente costituisce una identità. Pertanto si ha : 

Proprietà Vl.9.5 - e Le induttanze accoppiate sono un elemento recipro­
co •. 

Ovviamente le proprie.tà VI.9.4 e VI.9. 5 si sarebbero potute rica­
vare anche a partire da una rappresentazione degli elementi suddetti , 
considerati come reti 2-porte. 
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Consideriamo infine una rete 2-Rorte costituita da elementi re ç_i­
proci ad una, ue, ... , M porte; supponiamo~ali elementi siano · n 

_numero rispettivamente di l' N~-::-N; Pr~cedendo _c_p_!ll~ nella di­
mostraz10ne aella ropnetà f9."3, applicando il teorema di Telle _en in 
due situazioni di verse i eccitazione, se ematizzate con generatori di 
corrente, otteniamo due rel~zioni analoghe aUe (Vl..9. 33) e 1:2recisamel!" 
te: 
'--

M N1c 
2: 2: (Vj\1> I/12> + vs> •/i>+ ... + vN> •N>) + 

k=l i= l 

(Vl.9. 36) 
-vo> 1< 2 >- vn>1(2) 

l l 2 2 =O 

M . Nk 

2: 2: cvg> •s) + v;~> 1g> + ... + v;<~> q~» + 
k z l i= l 

- y<2) 1<ll - y<2> 1<1l = o 
l l 2 2 

Poichè per ipotesi gli elementi componenti sono reciproci , le . doppie 
sommatorie che compaiono nella (Vl.9.36) ~no ugu.a ·. e iminandole si 
r.erviene alla (Vl.9.1), ciò che dimostra la reciprocità della rete 2- or­
t~-:- In conclusione si ha: 

Proprietà Vl.9.6 - Una rete 2-porte costituita da elementi reciproci ac­
'cess1 1 i da un numero ua siasi di porte e reciproca • . 

Vl.10 - Analisi di circuiti contenenti blocch i che si comporta n 
/'come reti 2-porte. \ 

Molto spesso il circuito che si deve analizzare contiene , olt re 
agli elementi introdotti nel Cap.I, anche blocchi più o meno complessi 
di cui si conosce la rappresentazione quando si comportano come · reti 
2:pòrre . 'faléeomportamento, tuttavia, non è sempre garanti bile a priori , 
per cui uando sussiste incffie zza ri uafdo a uesto unto occorre e f­
fettuare un accertamento supplementare. Vedremo in dettaglio ques to 
punro nel § VI. rn. . ei § . ro. e Vl.10.2, de seri veremo i due meto-
4,Ld.Linalisi più usuali che consistono, ri spettivamente, nel sosti tuire 
al blocco due ene atori indi endenti o ure un circuito equi valente op­
portuno \ 
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Vl.10.1 - Procedimento di anali si derivato dal teorema di sostituzione . 
.....,.. 

l!Lb~~~r~ma ? i so ~tit~zion c:_~lad ogni porta d1 un circilii) 
co_munque c~E! _ lesso~ uo sostituire o un generatore 1 tensione, a ven­
te una tensio~ uivalente_ a quella che si a sulla l'orta nella artico­
lare situazione di eccitazione che si sta ~nsiderando o l'ure _un__g~e- . 
ratore eh corrente, avente una corrente uguale a_quella entrante nella_p_Q_r­
ta. n conseguenza 1 cio, un O'CCO'éhe si comporta come rete 2,:-_porte, 
contenuto nelf"'ìintemò a i un circuito, può essere ~..Y."to e.on due ge­
~i-i.n 1penaen 1 al{>Osto0e11e !'Orte! Le grandezze impresse da que­
sti genératorT7ono incognite: -c~offie'ie rimanenti due grandezze e­
lettriche. D'altra parte tra queste quattro grandezze sussistono le due 
relazioni che caratterizzano la rappresentazione della rete 2-porte. L 'a­
nalisi del circuito può quindi farsi con uno qualsiasi dei metod_i visti ne 
Cap. II, aggiun endo:.a. -:;i~a:d'· equaiti>O:i:ou;enu~a-eorl' il metodo usa­
to e due e quazioni proprie della ra resentazione. Chiariamo con esem-

- ~ 

L,an~1 prop_,.gsto. I 

Esempio Vl.10.1 

Il circuito da analizzare è mostrato in fi g . Vl.10.1. Esso contiene un blocco di 

cui si conosce I a rappresentazione [z) come rete 2-porte. Supponiamo che sio ri chie­

sta I a ten si on e V R' nel domin io della trasformata di Lap I oce, nell' ipotesi che ollo 

istante iniziale il circuito sia a riposo. 

+ 
V g 

L 

[z) [ 
e 3 

2 

3 l 20 

9 

Fig. Vl.10.1 - Circuito considerato nel! 'esempio VI . 10 . 1. La rete 2-porte ha la 
matrice impedenze a vuotor.indicata in figura ; i valori dei componenti sono : 
R = 2/ 3; L = l ; C = 1 (Il , F , H) . 

Applichiamo il procedimento di analisi proposto nel presente paragrafo e so­

stituiamo alle porte due generatori di tensione , in quanto intendiamo applicare il rneto­

•, do delle magl ie. Si ottiene il c ircuito di fig.VI.10 .2, in cui sono indicate esplicitamen­

te le maglie che si considerano , con l'orientazione delle relative correnti. Le equazio­

ni di equilibrio delle tensioni per le maglie sono le seguenti : 
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Fig. Vl.10 . 2 - Schema risultan­
te dopo la sostituzione della 
rete 2-porce con due generato­
ri di tensione. 

v, v1 + R (la + lb) 

V 
g 

+ 

A s L 

0 
a 

O V1 - V2 + R (la + lb) + ( s _L + slC ) lb 

A queste equazioni aggiungiamo quel! e costituti ve del! a rete 2-porte : 

se 

in cui V1 e V 2 sono le tensioni dei due generatori posti in fig. Vl.10-2 al posro del" 

la rete 2-porce . Le co_rrenti di porta 11 e 1
2

, in base alla fig.Vl.10.2,coincidonocon: 

Eliminando daHe equazioni precedenti I 1 , 12 , V 1 , V 
2

, si ha: 

v, = (z11 + R) [
8 

+ (z 11 - z 12 + R) lb 

O = (zl l - z21 + R) la + ( zl I - zl 2 - z21 + z22 + R + s L + s ~) lb 

Sostituendo i valori numerici si ottiene: 

V = 
Il 

8 

Risolvendo il sistema, s1 ottiene il Y.alore di VR , cioè: 

9 s 
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Esempio Vl.10.2 

Nel circuito di fig.Vl.10.3a), determinare la tensione Ve sul condensatore, 

supponendo di essere in regime permanente sinusoidale . Le induttanze accoppiate co­

stituiscono un elemento a due porte, come messo in evidenza in fig.Vl.10.3b). 

+ 
V 

g 

+ + 
VI v2 

• 

+ 0 0 a 1 b + 
L2 V R 

g 

ve e • e -j / 2 

a) b) e) 

Fig. y1. lO.~ - Circ~ito consid_:rato nel~' esempi~ VI.lo._:. I val~i de6 compo­
nenti sono . v (t) - cost, R - 1, LI - 4, L 2 - 1, M - 1, C - 2 ( , F, H, 
V). & 

Applichiamo il procedimento proposto nel presente paragrafo, utilizzando due 

generatori di tensione al posto deUa rete due porte, come messo in evidenza in figura 

VI.10.3c). Utilizzando il metodo delle maglie; come indicato in questa figura, si ha : 

1 ·= V + ( 1 - ~ ) (I - I ) 
l 2 a b 

O = - V + ( 1 - ~)(I - I ) 2 2 b a 

Le relazioni costitutive .delle induttanze accoppiate sono: 

In conclusione, iJ sistema di equazioni risolventi è: 

( 1 + 
7 i) ( 3 j) I + - 1 + lb 
2 a 2 

= (-1 + 
3 j) \ 

( 1 
1 ;) o I a + + lb 

2 2 

Da questo sistema si ricav!l: 
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1 
+-j 

2 
la=----

1 
-+ 7 
2 

Quindi la soluzione è : 

V 
e 

2 

1 + 14 

3 
1 - -i 

2 

+ 7 i 
2 

( ; 

~0.2 - Procedimento di analisi_[on i circuiti equival ;If\J 

Le equazioni c;he caratterizzano ciascuna rappresentazione di una 
rete '2-porte nelle variabili tensfone e c orrente oi porta possono interpre­

. bi oli e eneratori controllati ortando uindi diretta-
ente e di ·un circuito equivalente alla rete '2-porte. Svi-

- -uppiamo in detta uesta osservaz10ne er a ra resentaztone me-
iante la matrice impedenze a vuoto \ 

Le equazioni caratteristiche della rappresentazione sono: 

(VI.10. 1) rV 1 =z~ 1 I 1 +z 12 I 2 1; ) v 2 =z~ 1 I 1 +z~ 2 I~j 
La prima equazione esprime il fatto che la tensione alla porta 1 

è la somma di due tensioni; la prima è proporzionale alla corrente I 
1 

en­
trante nella porta, la seconda a a corrente 

2
• _ pnmo termine erciò 

equt vale alla caduta dt tens10ne che s1 a su un i polo di impedenza 
z I 1' quando in esso fluisce la corrente I 1; il _:;econdo termine è Ia ten­
sione che si stabilisce su un generatore di tens10ne controllato, con ra­
mo dt controllo coincidente con Ia orta 2 e randezza di controllo u ua:. 
le a . -Un di-

equazioni della ragpresentazione sono: I 

(VI.10. 2) 4k V - D I .. J 
Quindi tutti e quattro i termini corrispondono a generatori controllati . I­
noltre, poichè tali generatori debbono imporre contemporaneamente sia 

v, :r.1€QI'. 
~q.;-·I k Y.1~ 

I, V, _,, 4L: Vi Ì.. o u - - Vi 'V ~ T. - ,1 La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it)
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Tabella Vl.10.1 · Circuiti equivalenti delle reti 2-porte in funzione dei 
vari tipi di rappresentazione. 

Rappresenrazione Circuito equivalente 

12 + 

[z) 
z22 

v2 

z21 Il 

12 + 

[y) 
+ Y22 

v2 

12 + 

[G) 822 
v2 

[H) 

[T) 

la tensione sia la corrente alla prima porta, risulta necessario inserire 
nel circuito equivalente della rete 2-porte un nullore J Si ha in definitiva 
il circuito riportato in nrl>.Vt1.1T.ì~ 

Qua to detto met te in evidenza la ossibilità di ricondurre un cir­
cuito contenente blocchr, c e si com ortano come reti 2-porte e di cui si 
con o sce la rapp re senta zi"~o-n-e=--,-=a~d,-u-=n~c':-i -r_ç:-u-i_;-:. t-o-_-c-:o-n-=-te--=--n-e:-nb-:-----.'.so-o_..,_a_n~o---.-~, 
genera~atl ~u~ Circuiti di questo tipo si possono facil-
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mente analizzare con procedimenti visti nel Ca .II ed estesi 
\ toli III e 

Esempio Vl.10.3 

i-

Calcolare l'impedenza di ingresso dello rete di fig.Vl.10 .4, supponendo dico­

noscere lo rappresentazione ibrido [H J dello rete 2-porte in temo, cioè: 

[H) [ -~ - 1 J 
o 

R 

z. 2C 
I 

Fig.Vl.10.4 - Circuito considerato nell'esempio VI.10 .3. 

Poniamo in ingresso al circuito, come eccitazione , un generatore di corrente 

I0 e sostituiamo alla rete 2-porte il circuito equivalente corrispondente alla rappresen­

tazione ibrida [H) riportato in tab.VI.10.1. Risulta il circuito di fig.VI.10.5, che ana-

R 

([ 
(2) @ 

® 
R e + R 

Io 2R V If V 2C 

+ 
(5) 

Fig. Vl . 10.5 - Circuito derivato da quello di fig.VI.10.4 con inserita l'eccitazione. 

lizziamo su base nodi, prendendo come nodo di riferimento il nodo 5. Le equazioni ri­
sultanti sono, tenendo conto che V 

3 
= V e V 2 =- V: 

nodo l 
se 

I0 = G (V I • V 4 ) + (V I + V) 
1 + s R C 
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G sC 
nodo 2 O = I ·- - V - (V 

1 
+ V) 

2 l+sRC 

nodo 3 O - I + G (V - V 4) 

nodo 4 O G (V 4 - V 1) + G (V 4 - V) • 2 s C V 
4 

Da questo sistema si ottiene : 

Quindi l'impedenza di ingresso del circuito di fig.VI.10.4 vale : 

Esso equi vale pertanto ad un induttore di induttanza 2 CR 2. 

Vl.10.3 ·Controllo del comportamento dei blocchi come re'ti 2-porte. 

Il comportamento di '!_~_s.ço, accessibile da du~ R9!:!~ _nell '!n-

!rno di un ciwitQ,_~p_~so non uò essere garantito a priori come quel­
' di una rete 2-pE rte· nel cas_o in C..Y.i..ci~s· tro.vi in questa: ~.ituazione è 
t cessario effettuare ~~llo. \ Tale c~ollo_richiede ovv~pte la 
f.i>J!0-5cen~_dett~gliata_qeJ~utt_!! ra interna dd bloçco e_p.ertl!_nto_ pon 
_è_sJ!ffj ciente conoscern~o.~~,la raP,R_r~~s~ntazi?.ne esterna come .rete 2-
·porte. 
- · Un modo semplice di operare consiste nel supporre il blocco co­

me rete 2-porte, indipendentemente dall'esito del controllo, e nell 'appli-~ . 
care quindi uno dei rocedimenti di analisi visti nei par~ rafi receden-~ 
u, determinando nel circuito com eto le tensioni ei morsetti di in res­
so nspetto a uno 1 ess1 ;_coo riferimento a fig. VI.10.6,determiniamo le 
tens10oi dei morsetti A, e, D rispetto a ~Successivamente, conside­
rando a parte e io dettaglio la rete '2-porte, alimentiamola nel modo io 
c~i risulta alimentata nel circuito preceden_:.1 determinando di nuovo le 
tensioni dei morsetti A, C, D rispetto a B. Se tali tensioni coincidono 
~o uelle calcolate in precedenza, allora possiamo seoz_' altro .9_i re _c,h.e 
il blocco si comporta "come una rete 2-porte; nel caso contrario ciò non 
~ro e quindi la ~appresentaziooe del blocco non è utilizzabile ed oc­
corre effettuare l'analisi prescindendo da essa. 

Fig. Vl.10.6 ·Circuito in cui 
è contenuto un blocco acces­
sibile da due porte. 
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Esempio Vl.10.4 

Verificare il comportamento come rete 2-porte del blocco contenuto nel ci rcui-
~ I . - . 

to di fig . VI 10. 1, supponendo che abbia la configurazione di fig . Vl.10 .7. 

Fig. Vl.10. 7 - Struttura interna del 
blocc_o riportato. in fig . VI. IO. I. I 
valori delle resistenze sono : 

e 

D 

Nel caso presente si può facilmente giungere alla conclusione che il. blocco 

non si comporta come rete 2-porte Esaminiamo infatti il comportamento del circuito 

quando la variab1 e 1 .ap ace s assume il valore zero\ , Per questo particolare valore 
"' della variabile -s , si vede chiaramente dalla fig.VI.10.I che risulta V C - V A = O (es-

sendo nulla l'impedenza dell'induttore). Andiamo ora a calcolare il valore di V C - V A 

per la rete 2-porte di fig.VI.I0.7, supponendola alimentata come nel circuito di figura 

VI.IO.I per s = o-. Risulta : 

23 

9 + s + 
1, = I + lb 3 a l'i7 

9 ' Bs I 

9V 
g 

12 = - lb 
l'i7 8 

9 t Ss t s 

s 
V 

8 g 

s 

per s-0 

per s - 0 

3 

8 
V 

g 

Pertanto l'alimentazione del circuito si riduce ad un generatore di corre nte in ingres­

_so, pari ad 11 . È facile vedere che si ha: 

Risulta quindi che il circuito di fig.VI.I0.7 non si comporta come rete 2-pone ne.ll'iri­

terno del circuito di fig.VI.10.1. In questo caso è sempre possibile fare in modo che il 
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blocco precedente si comporti come rete 2-porte, aggiungendo in cascata un trasfonna­

tore ideale di rapporto unitario, come mostrato in fig.VI.10.8; infatti la presenza del tra­

sformatore ideale garantisce in ogni caso il comportamento corretto delle due porte. 

A 

B 

Fig.Vl.10.8 ·Circuito derivato da quello di fig.VI.10.7, che si comporta co­
me rete 2-porte nell'interno del circuito di fig.VI.10 .1. 

/' 

--~~11 .:.J!!!,!_l-po r.!!._ti pi eh e. 

Alcune configurazioni particolari delle reti 2-porte son~~i iin.pie_- _ 
go corrente, per cui è opportuno conoscerle, insieme con le ra resenta­
zioni più usate per esse. OnVéITafino consiaerare le reti 2-porte sim­
iiietrlclie, per e Uallsì rimanda al Ca_ . VII, dove tali ti i di rete sono 
trattati in dettaglio, insieme con le trasformazioni e le equi valenze tra 
configurazioni di verse. 

Le reti 2- orte si P-ossono suddividere in due grandi .classi a se­
conda che i morsetti di accesso siano econ­
da c e e ue porte a 1ano o meno un morsetto in comune. Le reti che 
hanno il morsetto in comune, come mostrato in fig. VI. 11.1, rendono il 
9Qiìte:di refi 2-porte s.bilancl,J!te, e a tre sono e reti 2-porte bilanciate. 
Le reti due-porte tipiche che illustreremo di seguito appartengono tutte, 
con l'unica eccezione del traliccio, alla classe delle reti 2...:...p.ort.e-sbi-

~ 

Sbilanciata Bilanciata 

Fig. Vl.11.1 - Reti 2-porte sbilanciate e bilanciate. 

ra ICCIO. 

La configurazione generale del traliccio è quella mostrata in fi­
gura VI.11. :2; considerando il caso più generale determiniamo per esso la 
rappresentazione [ Z] . 
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Osserviamo che, ,guando la porta 2 è aperta, l 'i~en.za__che_si 
vede alla Òrca 1 è il parallelo d1 due b1 oh cosutuiti ris etti va ente 
all i o 1 di im edenz~ Z 2 e Z 3 e di impedenza Z

1 
e Z 4; 

(VI. 11.1) 

Fig. Vl.11.2 - Il traliccio 
di tipo generale . 

Analogamente si deduce che: 

=rz, + 4Z3)(Z2 +~4) ]_.!} (Vl.11.2) z 22 
2: Z IN 

k =i------
) ' 

' 

Per quanto riguarda le impedenze di trasferimento, che hanno lo stes­
so valore essendo la rete reciproca, si ha, inserendo un generatore di 
corrente I 1 alla porta 1 e lasciando aperta la porca 2 : 

(VI.11.3) 

Quindi risulta: 

(Vl.11.4) 

z4 z3 - z1 z2 

4 

Z4Z3-Z1Z2 
4 

2: Zk 
k = 1 

2: Z1e 
le= 1 
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Una proprietà importante della configurazione a traliccio simme­
trico è la seguente. Se le impedenze/ Z e Z ' soddisfano la relazione: 

(VI. I 1. 6) ~~~21 
allora chiudendo la (>Orta 2 su un resistore di resistenza R, in in res­
so si vede ancoraR L'importanza della propnetà èì egata a fatto~e 
il ti o di e 1usura usuale_ è quell~. su resi stor.~ ~er cHmostrare a ro-

rietà precedente, è sufficiente seri vere l 'im edenz1!._çli in.gt:.eJ so del !Ia­
lkdo simmetrico in funzione ei termini della sua maJ;rj ce Z ] · si ha: 

--- -- - -- -· ·- -- . - .,,.....,...~_,,.,..,.-_ '""'· . -r.. ----~""'-~.....,..----...._.--

(VI. Il. 7) 

(Za+ Zb)2 
----+ R 

4 

• Rete 2-porte a « T ». 

(Zb - Za)2 I 
-----= 

4 

z,+zb 
za zb + R 2 
-------- = R 

za + zb 
+R +R 

1/eJ; k~Z-Q__. 2 ~ ~ ~ 

La rete a T è mostrata in fig. VI. I 1. 3. La rappresentazione [ Z] 
relati va può essere determinata direttamente per ispezione visi va ed è 
uguale a: 

(VI. I I. 8) [Z] 

VI. 

Fig. Vl.11.3 ·Rete 2-por­
te a T. 

-{'_ Rete 2-porte a «7T>> (pi-greco). 

La rete è mostrata in fig. VI. I 1. 4. Per essa è immediato ottenere 
la rappresentazione [ Y] ; si ha: 
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(VI. 11. 9) 

Fig. Vl.11.4 - Rete 2-porte a -rr 
(i bipoli sono rappresentati con 
le loro ammettenze). 

V .11.4 -

619 

La rete è mostrata in fig. VI.11. 5 nelle due vers10ni ossibfil e 
può cons1 erarsi come un sottocaso di quelle a T ed a 11. Di conse­
guenza la rappresentazione, éhe RY-9....Qtte ersi ~ ezione visiva, è la 
[Z] o _pure la [ tJ deducibili direttamente dalle (VI.11.8) e VI. 1:­
iiletlendo a · zero il termine mancante . ...\ . 

Fig. Vl.11.S - Rete due porte ad L, nelle due versioni possibili . 

• 5 - Rete 2-porte a « T-derivato». 

La rete è mostrata in fi g. VI. 11. 6. Essa può considerarsi il paral­
lelo di una rete 2-porte a T con una rete 2-porte costituita da un ramo 
bipolare che connette l 'ingresso con r uscHa, come mostrato nella a rte 
! e a 1gural 01c e am ethre- l·e- reri- in1mra:llelo sono a tre terminali , 
non è necessario verificare la validità della connessione e · la matrice 
ammettenze di corto-ci rcuito del T-derivato è la somma delle matrici am­
mettenze delle due reti 2-porte componenti , cioè: 

(VI.11.10) [Y] = 
det 
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r- -- - - - - -., 
I 

I 
I Zs 
I I L ________ ...J 

r - - -- - - -- --, 
__ ..__+---~l---1 ~~1-o---+_...---o 

I I 
I I 
I I 
I I 
L - - - - - ___ _J 

a) b) 

Flg. Vl.11.6 - Rete 2-poite a T-derivato. In b) viene mostrata tale rete co­
me il parallelo di due reti più semplici. 

VI • • 6 - Rete 2-por.te a «doppio T11. 

La rete è mostrata in fig. VI.11. 7. Chiaramente essa risulta il pa­
r~llelo di due reti a T e quindi la sua matrice J!ì:è la somma-di quel-
le e-~ c!.l!e reti .s.Q.ffieonenu, c10 : - -· - - ~ 

in cui: det [ZT1 ] = Z 1Z 2+Z 1Z 3+Z 2Z 3 

det [ZT2] = Z4Z5+Z4Z6+zsz6 

Fig. VI. 11. 7 - Rete 2-por­
te a doppio T. 

~Rete 2-po<te o• .colo•. 

La rete è mostrata in fig.VI.11.8 e si puòconsiderarecomerisul­
tante dalla connessione in cascata di reti 2-porte elementari ad L. I ra­
mi non connessi al morsetto comune delle due porte prendono il nome di 
rami longitudinali; quelli connessi al morsetto comune prendono il nome 
di rami trasversali. Tenendo conto del legame con le reti elementari ad 
L, si ottiene facilmente la matrice di trasmissione, cioè: 
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Fig. Vl.11.8 - Rete 2-porte a scala. 

Z2x+1 

1+ Z2x+1 
Z2K+2 

[: Z:N+l l (VI.11.12) CT] = TI 
l:=O, l, 2, .• ~ N-1 1 

1 
Z2K+2 

* 
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APPENDICI AL CAPITOLO VI 

APPENDICE VI.A - Reti H- porte. 

Nei paragrafi precedenti abbiamo considerato in dettaglio la ca­
ratterizzazione esterna di una rete accessibile da una e due porte . Il ca­
so in cui le porte di accesso siano in numero N maggiore di due può 
essere trattato in modo del tutto simile a quanto fatto per N = 2. In par­
ticolare si può sviluppare una teoria identica a quella disponibile nei 
§ VI. 4 e VI. 5, con l'unica differenza che le matrici con cui si ha a che 
fare sono di ordine N invece che due e che le rappresentazioni possi­
bili sono molte di più di quelle relati ve al caso 2-porte. Si può anche 
parlare di matrice di diffusione come nel § VI. 6. 2, mentre non ha più 
senso di parlare di parametri immagine. Valgono infine proprietà, defini­
zioni e regole an11loghe a quelle viste nei § VI.7, VI.8, VI.9 e VI.10. 

Poichè non è possibile entrare in dettaglio sui vari punti , ci li ­
miteremo a presentare due esempi di utilizzazione di reti con più di due 
porte, considerando le rappresentazioni [Z] ed [S] . 

Esempio Vl.A.1 

Nella rete di fig. V·l.A. l, individuare l'effetto della resi sten.za R sulla tensia-

ne V 
2

. 

Fig. Vl.A.1 • Esempio di 
utilizzazione di rete 3-
·porte. 

R 
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Ucilizziamo a quesco scopo la rappresencazione [z) per la rece 3-porce, che si 

occiene dal circuico in esame, meccendo in evidenza l 'eccicazione, l'utilizzazione e i l 

bipolo che pocrebbe discurbare il risulcaco. Con i simbo~i di figura , si ha: 

v1 = zl l Il +z12I2+z13I3 

v2 = z21 Il + z22 12 + z23 I3 

V 3 = z31 Il + z32 12 + z33 I 3 

Per effeeto delle condizioni di chiusura, risulca 11 noco, 12 =O, V 
3 

= - R I
3

• 

Quindi, dalla cerza equazione risulca: 

I = -3 

Sosticuendo nella seconda equazione si ha: 

Quesca formula mecce in evidenza con chiarezza l'effeuo della resiscenza R sul­

la censione V 2, in funzione della rappresencazione [z) della sudda;cca rece 3-porce. 

Esempio Vl.A.2 

De terminare lo motrice di diffusione dello rete 4-porte mostrato in fig. Vl.A .2, 

che rappresento un circuito importante dal punto di visto delle applicazioni (chiomato 

•bobino ibrido o}. 

• 

vl = v2/n2 = "'3/n3 

il = - (n2 i2 + n3 i3) 

Fig. Vl.A.2 - Bobina ibrida consideraca nell'esempio VI.A.2; in evidenza sono 
indicace le relazioni costitutive del ttasformatore a tre avvolgimenti da cui ri­
sulca formaca. 
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Supponiamo che le quattro porte siano .normalizzate rispetto a i quattro valori di 

resistenze R1, R2, R
3 

e R
4 

dei resistori su cui la rete verrà chiusa. Supporremo i noi­

. tre che ris"ultino soddisfatte le seguenti relazioni , importanti nelle applicazioni d ' inte­

resse : 

J · 

Tali condizioni corrispondono, rispettivamente, ad evitare il trasferimento tra 

le porte 1 e 2 e le porte 3 e 4. 

11 calcolo della matrice [S) può essere fatto utilizzandole formule ricavate nel 

§ VI.6.2; tenendo conto,: inoltre, che la rete è reciproca, la matrice [s] risulta simme­

trica per quanto visto nel § Vl.9. Di conseguenza si ha sik = siti ed i termini della 

.matrice [s] si calcolano come segue: 

I) 

2) 

Z~ - Rie 

sic le 
Z1c+R1c 

2Vk 

~ siti 
V 

e 

10 cui zie è l'impe.denza vista all ' ingresso della porta k, quando 

cucce le altre porte sono chiuse sulle resistenze di normalizzazio-

ne; 

in cm · Vk è la tensione della porta k , chiusa sulla resistenza 

Rk , quando la porta i è alimentata da un generato re di tensio­

ne di valore V g e .resistenza interna Ri e le rimanenti porte so-

no chiuse sulle resistenze di normalizzazione. 

R4 

Fig. Vl.A.3 - Circuito risultante nella situazione operativa per il calcolo del­
la prima colonna della m.atrice [s) della rete di fig. VI:A. 2. 

Sviluppiamo i calcoli in dettaglio per la prima· colonna della matrice [s) . Oc­

corre a tale scopo calcolare le tensioni di porta nella rete di fig.VLA.3 . Tenendo conto 

delle rela;z:ioni costitutive del trasformatore a tre avvolgimenti, si ha: 
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VI.A 

V 
g 

Reti N-po.rte 

- n ~) 
3 R 

4 

625 

A queste equazioni occorre aggiungere l'equazione dell'equilibrio delle corren­

ti nel morsecco comune alle porte 2, 3 e 4, cioè: 

va V2 v4 
+ +- = O 

Ra R2 R4 

Utilizzando le prime due equazioni insieme ali 'ultima, si ha : 

Quindi risulta 

v, 

___ v_1 __ ( na n2 ) 
0 

1 -;:-1ç = 
+ +­

R4 

V 
g 

R1 Rl 
2 n2 l+- n2 + 

Ra R4 
3 

I termini della prima colonna di [s) valgono: 

v1 n2 

Rl 1 - - · n 2 1 + -RI ( n3) 

R 2 n 
R -3 R -2 

Il 3 2 na 

s 11 
v1 RI 

( 1 + :: ) 
2 

n2 

+ RI + -- n2 . R3 + R2 
1, Ra na 

G.MARTINELLI-M.SALERNO: Fondamenti di Elettrotecnica 

( 1 + :: ) 

( 1 + :: ) 

79 
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\ . 

Reti N-porte VI.A 

>2 •:r~ Rl ~ R3 
2 n 2 

3 2 3 

Rl 
2 

Rl 
~2 

R2 n2 R2 1 + n2 + +---- +--
R3 R4 

3 
R3 R3 n3 

3 ~ - 2~ 2 n 
R3 4 

R1 
2 

R1 
2 

R2 n2 R2 I + n2 +- n3 +-- + --
R3 R4 R3 n3 R3 

Riportiamo di seguito l'espressione completa della matrice [s) : 

R -R (1 +..:.:.) 
3 2 n 

3 

o - 2 iR2R3 

o R -R (1+_::) 2 ~ R2R3 F 3 2 n 
2 

3 3 

[s] = 

F R3 + R2( l+ .::. ) 
2 ~ R2 R3 R2 ( 1 + :: )- R 3 o 2 

3 n3 

-2 ~R2 R3 F o R (I+..:.:. )-R 2 
2 n 3 

3 3 

Util izzando i seguenti valori per le resistenze di normalizzazione e di chiusura : R 
3 

= 
= R 4 = 2 R 2; R 1 = R 2/n~, si perviene alla seguente forma sempl ificata di [s) : 

(s] = f2 
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APPENDICE VI. B - Cenni alle proprietà delle rappresentazioni delle reti. 

Per ogni tipo di rete è di fondamentale importanza, ai fini della 
sintesi e quindi del progetto finale, conoscere le proprietà che possiede 
la rappresentazione prescelta. Ciò è già stato messo in evidenza nella 
premessa del libro, ment,re nell'appendice IV. A sono state elencate e di­
scusse alcune proprietà rilevanti delle singole funzioni di rete. E' oppor­
tuno ricordare che tali proprietà dipendono in modo complesso dai tre 
seguenti parametri: 

1) la struttura topologica della rete; 

2) il tipo dei componenti; 

3) la rappresentazi~ne considerata. 

Il compito di individuare le proprietà dei vari tipi di rappresenta­
zione esula dagli argomenti del presente testo. Tuttavia,nel seguito, da­
remo un cenno al tipo di proprietà a cui si perviene almeno in casi tipi­
ci. Si ometteranno ovviamente i procedimenti seguiti per ricavare le sud­
dette proprietà. Per dettagli si rimanda ai testi specializzati, citati nel-
1 'appendice VI. E. 

Vl.B.1 - Reti N-porte costituite dagli elementi resistenza, indut­
tanza, capacità, trasformatore ideale (reti RLCT). 

Le reti N-porte comunque complesse costituite dagli usuali :com­
ponenti passivi rappres~ntati dagli elementi resistenza, induttanza, ca­
pacità, trasformatore ideale, sono caratterizzate dalle seguenti proprie -=­
tà con riferimento alle rappresentazioni [Z), [Y] ed [S] . 

Proprietà Vl.B.1 · e Uno rete N-porte RLCT ha come . rappresentazione 
[Z] oppure [y] una matrice razionale reale e positiva •. 

Una matrice razionale reale positiva è. caratterizzata dalle seguenti proprietà : 

1) ogni termine è una funzione razionale a coefficienti reali della variabile s ; 

2) i poli di tutti i termini si trovano nel semipiano sinistro della variabile s oppure, al 

limite, sull'àsse immaginario. In quesc' ultimo caso i poli sono semplici; 
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3) calcoliamo il residuo dello sviluppo in frazioni parziali di ciascun termine della ma­

trice in corrispondenza ad un polo sull'asse immaginario( I) e formiamo la matrice di 

questi residui. Tale matrice deve essere semidefinica posi ci va (ricordiamo che una ma­

trice semidefinita positiva è caratterizzata dalla non-negatività dei determinanti di cuc­

ci i minori principali di qualsiasi ordine); 

4) calcoliamo la parte reale di ciascun termine per s = j w e formiamo la matrice delle 

parei reali. Tale matrice deve essere semidefinita positiva per qualsiasi valore di w. 

Un caso particolare è costituito dalle reti N-porte contenenti so­
lo capacità, induttanze e trasformatori ideali< 2 >; allora la proprietà VI. B.1 
si modifica nel seguente modo: 

Proprietà Vl.B.2 - e Una rete N-porte reattiva ha come rappresentazione 
[Z) oppure [Y) una matrice razionale reale positiva dispari•. 

Una matrice razionale reale positiva dispari è caratterizzata dalle seguenti pro-

priecà : 

1) ogni termine è una funzione razionale reale della variabile s; 

2) i poli di tutti i termini si trovano sull'asse immaginario e sono semplici; 

3) le matrici dei residui dei poli (sull'asse immaginario) sono semidefinite positive; 

4) la matrice delle parti reali per s = j w è nùlla per qualsiasi valore di w. 

A titolo di esempio, verifichiamo che la rete 2-porte considerata nell'esempio 

Vl.'\.3 gode della proprietà VI.B.2, essendo costituita da induttori e condensatori. La 

matrice [z) ottenuta nel suddetto esempio è la seguente: 

sC 

(VI.B . l) [z] 

sC 

I poli dei termini di [z] sono semplici e coincidono con s = O e con s =ex>; per­

ciò soddisfano la condizione 2) della proprietà VI.B.2. Le matrici dei residui nei due 

poli valgono : 

(1) - È ovvio che se un termine non ha quel particolare polo -che si sta considerando, 
manca nel suo sviluppo in frazioni parziali la parte relativa a tale polo e perciò il resi­
duo è nullo . 

(2) - Tale tipo di rete viene indicata come crete N-porte reattiva• o •rete N-porte s~nza 
perdite•· 
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e e 
(Vl.B.2) 

e e 

I determinanti dei minori principali di queste matrici valgono: l/C, l / C, O, L 
1

, 

L 2 , L 1 L 2• Si vede che sono tutti non-negativi; quindi la condizione 3) della proprietà 

VI.B.2 è soddisfatta. 

Le parti reali dei termini di [z] sono tutte nulle, poiché tali termini sono di­

spari; quindi è soddisfatta anche la condizione 4). 

Vediamo ora le proprietà relati ve alla rappresentazione matrice 
di diffusione [S]. 

Proprietà Vl.8.3 ·e Una rete N-porte RL CT ha come rappresentazione 
[S] una matrice che gode delle seguenti proprietà: 

1) ogni termine è una funzione razionale reale della variabile s; 

2) i poli di tutti i suoi termini sono nel semipiano sinistro aperto della 
variabile s; ciò implica in particolare che per s = jw tali termini so­
no limitati in modulo; 

3) la seguente matrice: 

(Vl.8.3) [E] - [S(jw)] [S(-jw)] 

con [E] coincidente con la i:natrice unità, è hermitiana semidefin.ita po­
sitiva. Ricordiamo che una matrice hermitiana semidefinita positiva è 
car.atterizzata dall'avere non-negativi i determinantidi tutti i suoi mino­
ri pri·ncipali•: 

Nel caso delle reti N-porte reattive, la rappresentazione S gode 
di proprietà più semplici, cioè: 

Proprietà Vl.8.4 - e Una rete N-porte reattiva ha come rappresentazione 
[S] una matrice che gode délle seguenti proprietà : 

1) ogni termine è una funzione razionale reale della variabile s; 

2) i poli di tutti i suoi termini sono nel semipiano sinistro aperto della 
vari ab i le s; 

3) la matrice è tale che: 

(Vl.8.4) [S(jw)] [S(- jw)] = [E) 
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In particolare, se la rece è anche senza memoria la matrice [ S) 
deve soddisfare solo la condizione (VI. B. 4), cioè deve essere una matri­
ce unitaria. 

A titolo di esempio, facciamo vedere che la rete considerata nell'es. Vl.A.2 sod­

disfa alla proprietà VI.B.4 nella forma semplificata precedente , cioè che la matrice [S] 

è una matrice unitaria . A questo scopo occorre calcolare il prodotto di [s] per se stes­

sa, in quanto è simmetrica, e verificare che il risultato sia la matrice unità. Si ottiene: 

rigo 1 X rigo 1 

rigo 1 X rigo 2 

~
n2 

4 RR-4 -RR =O 
2 3 n 2 3 

3 

rigo 1 X rigo 3 

[ R - R (1 +..:.: )] + 2 F2 
R R [R (1 + .'.:.:.)- R ] == o 3 2 n · n 23 2 n 3 

3 3 3 

rigo 1 X rigo 4 

rigo 2 X rigo 2 

rigo 2 X rigo 3 
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rigo ·2 X rigo 4 

rigo 3 X rigo 3 

rigo 3 X rigo 4 

rigo 4 X rigo 4 

Osservazione Vl.8.1 

Nel caso dei bipoli le proprietà delle rappresentazioni sono analoghe, salvo che 

si devono considerare funzioni invece che matrici. Ad esempio, nel caso dei bipoli 

RLCT, la proprietà Vl.B.l diviene: 

Proprietà Vl.B.5 - «L'impedenza o I ~ammettenza di ingresso di un bipo­
lo RLCT è uno funzione razionale reale e positiva, in cui per funzione 
reale e positiva s'intende una funzione F(s) che soddisfi la seguente 
condizione: 

(Vl.8.5) Re [F(s}] '.'.'.O per Re [ s] > O 

oppure, ciò che è equivalente, tale che : 

1) i suoi poli sono nel semipiano sinistro della variabile s od eventual­
mente semplici sull'asse immaginario; 

2) i residui negli eventuali poli sull'asse immaginario sono reali e po­
sitivi; 
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3) fa sua parte reale per s = ;w è non negativa•. 

Altre proprietà relative ad alcune rappresentazioni dei bipoli in vari casi parti­

colari sono già state presentate nel § IV ~ A; si veda ad esempio la tabella IV.A.I. 

Vl.8.2 - Reti N-porte costituite da resistori, condensatori ed e­
lementi attivi. 

Nell'ambito della microelettronica rivestono grande importanza i 
circuiti costituiti da resistori, condensatori e transistori. Tali circuiti 
possono essere schematizzati mediante connessioni di resistori, conden­
satori ed elementi ideali atti vi del tipo visto nel Cap. I, come generato­
ri controllati, nulJori, ecc. Riportiamo di seguito alcune proprietà di que­
sti circuiti. 

Proprietà Vl.B.6 - •Una rete N~porte costituita da resistori e condensa­
tori ed N+1 nuffori sbilanciati ha come matriceammettenzedicorto-cir­
cuito una qualsiasi matrice razionale reale di ordine N •· 

Proprietà Vl.B.7 - • l.lna rete N-porte costituita da resistori, condensa­
tori ed N nuffori bilanciati ha come matrice ammettenze di corto-circui­
to una qualsiasi matrice razionale reale di ordine N •· 

Proprietà Vl.B.8 ·- •Una rete N-porte costituita da resistori, condensa­
tori eri N generatori controllati ha come matrice ammettenze di corto-cir­
cuito una qualsiasi matrice razionale ·reale di ordine N •· 

APPENDICE VI.C - Stabilità Jei circuiti. 

Un circuito è stabile quando l'effetto di un 'eccitazione di breve 
durata si smorza al tendere del te .p.a_a. ,. f nito stabilità asintotica )... 
·aie comportamento e ttpico dei circuiti costituiti da resistenze positi­

ve, capacità posi ti ve, induttanze posi ti ve, trasformatori ideali, che rap­
presentano la schematizzaz.ione dei circuiti costituiti dagli usuali resi­
stori, condensatori, induttori e trasformatori. Nel caso di questi circuiti, 
che indicheremo genericamente come circuiti passi vi, accanto a questo 
comportamento se ne ha un altro non richiesto in generale per la stabili­
tà, cioè l'incapacità . di fornire potenza atti va. 
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La scabilicà di un circuico accessi bile da una o più porce inceres­
sa quando esso è chiuso in corrispondenza alle porte nel modo previsco 
nella sua ucilizzazione pratica. Tale utilizzazione prevede la chiusura 
su bipoli passivi o su generatori indipendenti con impedenza .interna di 
tipo passivo. Per questa ragione conviene prendere in esame il compor­
tamento del circuito dal punto di vista della stabilità1 quando è chiuso 
su bipoli passi vi. Si possono avere tre tipi di comportamento: 

1) il circuito è incondizionatamente stabile , quando è stabile in ogni 
condizione di chiusura passiva; 

2) il circuito è intrinsecamente instabile , quando è instabile in ogni con­
dizione di chiusura passi va; 

3) il circuito .è condizionatamente stabile, quando è stabile oppure in­
stabile a seconda della chiusura passi va . 

Esaminiamo in dettaglio il legame tra· questi comportamenti e la 
rappresentazione, nel caso dei circuiti accessibili da una e due porte e 
limitando L'indagine alla parte accessibile del circuito. 

Vl.C.1 ·Stabilità dei bipoli. 

Se eccitiamo un bipolo mediante un generatore di tensione, come 
mostrato in fig. VI. C. la), l 'effecto è la corrente entrante, data da: 

(VI. C. l) I=YV 
g 

L'ammettenza del bipolo, antitrasformata nel cempo, è la risposta impul- , 
si va del particolare circuito in esame. Per quanto detto nel Cap. IV, per­
chè essa corrisponda ad un circuito stabile, cioè tale che l'effetto di ec­
citazioni di breve durata si smorzi nel tempo, è necessario che i suoi 
poli siano nel semipiano sinistro aperto della variabile s. 

E' opporcuno ricordare, a quesco punco, che nel caso dei circuiti 
costituiti da resistenze, induttanze, capacità, trasformatori ideali, sono 
presenti anche poli semplici sull'asse immaginario. In questo caso tali 

A A 

v,<ji '>J vg tp• Cl bi polo 1gt$ J bipolo bi polo 

B R B 
a) b) c) 

Fig. Vl.C.1 ·Stabilità di un bipolo in corto·circuiro, a c ircuito aperto ed in 
condizioni di chiusura qualsiasi. 
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poli si manifestano per il fatto che, per ragioni di semplicità di calcolo, 
si trascurano alcune perdite di poco conto ai fini dell'individuazione 
delle prestazioni del circuito stesso. Perciò tali poli sull'asse immagi­
nario sono fittizi ed è opportuno tenere presente che la loro presenza è 
solo conseguenza di un artificio analitico. 

Nel caso di altri circuiti i poli sull'asse immaginario indicano sem­
pre instabilità. Per questa ragione, nel seguito, escluderemo la presen­
za di tali poli sull'asse immaginario in ogni caso e quando parleremo di 
bi poli passi vi sarà sottinteso che la loro impedenza od ammettenza è pri­
va di tali poli. 

Riprendiamo l'esame del circuito mostrato in fig. VI. C. la) . Da un 
punto di vista topologico il bipolo è come se fosse in corto-circuito;per­
ciò l'esame della stabilità in queste condizioni equi vale all'esame «in 
corto-circuito». Di conseguenza si ha: 

Proprietà Vl.C.1 - e Un bipolo è stabile in corto-circuito, se i poli della 
sua ammettenza sono nel sem1p1ano sinistro del/a_y_gE.La.b.ile-s.. . 

Analogamente, esaminando il circuito mostrato in fig . VI. C. 1 b), · 
si ha: 

Proprietà Vl.C.2 - e Un bipolo è stabile a circuito aperto, se i poli della 
sua impedenza sono nel semipiano sinistro de./ la variabile s • · 

La connessione in serie ed in parallelo di bipoli stabili in corto­
-circuito o circuito aperto porta a bipoli che possono essere essi stessi 
stabili in corto-circuito, a circuito aperto oppure instabili; per dettagli 
su questo punto si rimanda al §IX.8 di H. W. Bode, «Network analysis 
and feedback amplifier design», D. Van Nostrand Co., New York , 1959. 
Nel caso presente ci interessa sviluppare un aspetto più importante dal 
punto di vista delle applicazioni, cioè quello della stabilità quando il 
bi polo è chiuso su un generico bi polo passivo, come indicato in figura 
VI. C. l c). Facciamo vedere che, perchè il bipolo sia incondizionatamen­
te stabile è necessario che esso stesso sia passivo, cioè: 

Teorema Vl.C.1 - e Condizione necessaria e sufficiente affinché un bi­
polo sia incondizionatamente stabile è che sia passivo•. 

Occorre far vedere la necessirà della condizione, in quanro la sufficienza è ov­

via. A quesro scopo ricordiamo che un bipolo passivo va inceso, nel presence paragrafo, 

nel senso resrrirrivo derro in precedenza, cioè raie che l'impedenza o l'ammerrenz a ab­

bi ano i poli nel semipiano sinisrro ape rro della variabile s e la parre reale sull'asse im-
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maginario sia non negativa. Senza perdita di generalità, riferiamoci alla rappresentazio­

ne impedenza del bipolo e facciamo vedere che, s e essa non soddisfa le due condizioni 

precedenti, allora il bipolo è instabile in almeno una situazione di chiusura passiva. E­

saminiamo .in dettaglio le due violazioni possibili: 

1) Oualche polo dell'impedenza si trova nel semipiano destro chiuso. In questo caso il 

bipolo è instabile a circuito aperto in base alla proprietà Vl.C.2. 

2) La parte reale dell'impedenza per s = j w è negati va per qualche valore di j w . Si a 

j w0 tale valore; ciò implica che, per ragioni di continuità, la parte reale di Z{s) sia ne­

gaci va anche nell'intorno di tale punto nel semipiano destro. Sia s
0 

= a
0 

+ j w
0 

un pun­

to di questo intorno, caratterizzato quindi da o-
0 

positivo, piccolo a piacere . In s
0 

si 

ha: 

{Vl.C.2) 

con R0 posm vo cd x 0 di segno qual sia si. 

Facciamo vedere che il bipolo risulta instabile almeno in una situazione di chiu­

sura passiva. Si ha instabilità se la somma dell'impedenza Z del bipolo e dell'impe­

denza Zg del bipolo di chiusura ha zeri nel semipiano destro {fig. VI.C. l c). Scegliamo 

il bipolo di chiusura costituito dalla serie di una resistenza ed una capacità o induttan­

za, a seconda che X0 sia positivo o negativo. 1 valori di questi elementi debbono es­

sere cali da avere un bipolo risultante con impedenza nulla per s = s
0

. Perciò deve es­

sere: 

Quindi deve essere: 

wo ao 
e R Ro -

2 2 2 2 
Xo< ao + ""o> C(a 0 + "'o) 

{VI.C.4) 

I x0! 
L R Ro - a 0 L per X

0 
<O 

wo 

Tali formule si possono sempre soddisfare con valori positivi degli elementi di Zg pur­

ché a
0 

sia scelto opportunamente piccolo, come si può fare. Ciò dimostra il teorema. 

Vl.C.2 - Stabilità delle reti 2-porte. 

Individuiamo, in funzjone della rappresentazione, quali sono le 
condizioni che deve soddisfare una rete 2-porte perchè sia incondizio-
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natamente stabile. A questo scopo occorre esaminare il suo comporta­
mento nella situazione di chiusura di fig. VI. C. 2, in cui i due bi poli B 

1 
e B 2 sono passivi di tipo qualsiasi. Dalla figura si vede chiaramente 
che tale problema equivale a quello della determinazione delle condi­
zioni per cui sono passivi i bipoli a cui _si riduce la rete 2-porte quando 
è chiusa in uscita su B 2 oppure in ingresso su B 

1
• Poichè i due casi 

si ottengono uno dall'altro scambiando le porte 1 e 2, è sufficiente con­
siderare una situazione e poi derivare le condizioni relati ve all'altra in 
base a tale osservazione. Utilizziamo la rappresentazione [Z) pe~la re­
te 2-porte e Z l e Z J. per i bi poli. L'impedenza di ingresso della rete 2-
-porte, quando 'uscita è chiusa su B 2, vale: 

(VI.C. 5) z. mg 

Fig. Vl.C.2 - Situazione in cui si considera la stabilità di una rete 2-porte. 

Indicando con: 

(VI.C.6) Z 2 = R + j X 

z I 2 z 21 = a + i /3 

si ha per la parte reale di zin,: 

(VI. C. 7) 

= 

Re [Z . ] 
mg 

a(r
22

+ R)+/3(x 22 +X) 

( r 2 2 + R) 2 + ( x 2 2 + X) 2 
= 

rll(r
22

+R) 2+ r 11 (x 22 +X) 2 - a(r 22 +R)-/3(x 22 +X) 

(r22+R)2+ (x22 + X)2 

Affinchè l'impedenza Zin sia passi va, nel senso indicato in preceden­
za, per qualsiasi impeden~a z2 di bipolo passivo, deve avere i poli so­
lo nel semipiano sinistro aperto e la parte reale non-negati va per s = jw. 
Per quanto riguarda la condizione sui poli, osserviamo che, essendo i 
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termini z . . . della matrice [Z) delle funzioni di rete, necessariamente 
per la defi~izione di stabilità debbono avere i poli solo nel s~mipiano 
sinistro aperto. Inoltre l'impedenza z 22 + Z 2 deve essere quella di un 
bi polo passivo per il teorema VI. C.1. Quindi, poichè i poli di Z. nel­
la (VI. C. 5) sono i poli di z 11 o quelli di z 12 e z 21 oppure gli"'

1

:eri di 
z2 + z22' risulta che i poli di zing si trovano nel semipiano sinistro 
aperto se: 

1) i poli dei termini della matrice [ Z) ·sono nel semipiano sinistro a­
perto; 

2) z 11 e z 22 sono impedenze di bi polo passivo. 

Per quanto riguarda la condizione di non-negatività della parte 
reale sull'asse immaginario di Z ing per qualsiasi Z 2, esprimiamo op-
portunamente la (Vl.C. 7) come segue: . 

(VI. C.8) 
Re[Z . ) . = R+r 22 - - + r

11 ~( a ) 2 

mg P JW (r22+R)2+(x22+x)2 2rll 

+(x+x _ _!_)2 - a 2+/32] 
22 2r · 2 

11 4r
1 1 

Poichè r 
11 

è non-negativo, occorre individuare le condizioni per cui la 
parte entro parentesi quadra della (VI. C. 8) è non-negati va. A questo 
scopo osserviamo che tale espressione, che indichiamo con E (R, X), e­
qui vale ad una famiglia di cerchi concentrici nel piano R, X, come mo­
strato in fig. VI. C. 3. In corrispondenza al valore zero, l'equazione E (R, 
X) = O è un cerchio di raggio p

0
; per valori posi ti vi di E si hanno 

cerchi conc,entrici di raggio maggiore di p
0 

e per E negativo di raggio 
inferiore. E evidente che, essendo R non-negativo, si ottiene la voluta 
non-negatività di E se risulta contemporaneamente R

0 
< O e p

0 
~ IR

0 
I, 

cioè: 

a 
(VI. C. 9) .S r 22 

Le (VI. C.9) equi valgono all'unica diseguaglianza seguente: 

a 
(VI. C.10) r --- ~ 

22 2 r 
11 

Per esprimere la (VI. C. 10), è usuale utilizzare una quantità opportuna, 
definita come segue: 
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(VI.C.11) Tj= 

flg. Vl.C.3 - Interpre­
tazione geometrica del­
l'espressione entro pa­
rentesi quadra nella 
formula (Vl.C.8). 

Stabilità delle reti 2-porte 

2Re [z~ 1 ] Re [z 22 ] -Re [z 12 z~ 1 ] 

lz12 z21 I 

E(R, X) >0 

X 

R 

Vl.C.2 

che prende il nome di fattore invariante di stabilità, per il fatto che as­
sume la stessa espressione qualunque sia la rappresentazione usata . del 
tipo [Z), [Y), [H), [G), cioè: 

(VI.C.12) T)= 

2Re [a
11

] Re [ a 22 ] -Re [ a
12 

· a
21

] 

m cu1 [a] = [Z], [Y], [H], [GJ. 
In funzione del fattore invariante di stabilità la (VI. C. 10) di vie-

ne : 

(Vl.C.13) T) ~ 1 

La trattazione precedente è stata basata sull'uso della rappre­
sentazione [ Z] . Tutta via è facile dedurre in base alla (VI. C. 5) che si 
ottengono risultati del tutto simili utilizzando anche le rappresentazio­
ni [Y], [H], [G]. Di conseguenza possiamo concludere in generale 
con il seguente teorema: 

Teorema Vl.C.2 - e Una rete 2-porte, rappresentata tramite una qualsia­
si delle matrici [Z], [Y], [H), [G], è incondizionatamente stabile 
se e soltanto se: 

1) i poli dei termini della matrice propria della rappresentazione sono 
nel semipiano sinistro aperto della variabile s; 

2) le parti reali per s = jw dei termini disposti sulla diagonale princi­
pale della matric.e propria della rappresentazione sono non-negative; 

3) il fattore invariante di stabilità è maggiore od uguale ad uno•· 
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APPENDICE VI. D - Caratterizzazione Jel rumore nel/e reti 2-porte . 

In un sistema di trasmissione, prende il..!!_ome di rumore ogni se ~ · 
gnale non voluto,tNel caso dei ci re · t" lineari la e s primari . · ru­
more è la natura discontinua della carica elettrica che fluisce nei com­
O"nen · d e e ega.ta la_temp.eratw;a\ Una trattazione esi u­
riente dal Runto di vista analitico su uesto argomento uò essere trova· 
t'à'"ile'll 'arcicolo fondamentale di S. O. Rice « Mathematical anal sis of 
random no1se», e Syst. Tech. ]., voi. 24, 1945, pp. 46-108. Nel caso 
p;;;sente ci è sufficiente ricordare che le grandezze elettriche associate 
a questo fenomeno sono definibili solo ~er via stati stie (si tratta usual­
mente di fenomeni stocastici stazionari ergo ici con dL~tribuzione di 
r-o abilità di rimo e secondt' ordine auss1ane in particolare ~~~ri­
ferimento al loro valore medio j Nel caso di un bipolo rumoroso, di impe­
denza Z, et?> comporta il circuito equi valente di fig. VI. D.1 b), in cui 
e (t) può essere definita in un intervallo limitato di frequenza e tramite 
il valore medio, cioè: 

(VI. D.1) 

essendo: K la costante di Boltzmann = 1,374 · 10- 23 joule per °K; 

T la temperatura · assoluta ; 

f 1 ed f 
2 

gli estremi dell'intervallo di frequenza d'interesse; 

il segno ,...,,.,,, indica il valore medio. 

A~A 
. e(r) 

A~B 

a) b) 

Fig. VI. 0.1 · Circuito equivalenre di un bipolo rumoroso . 

Nel caso di uria rete 2-porte risulta di fondamentale importanza 
poterla caratterizzare dal punto di vista del rumore~ Vedremo successi­
vamente che ciò è possibile frequenza per frequenza , facendo riferimen­
to a quattro parametri, deducibili tramite misure opportune oppure trami­
te calcoli. Nel § VI. D. 1 esamineremo tali parametri in dettaglio. 

Per quanto riguarda la caratterizzazione complessiva della rete 
2-porte relativamente alle sue prestazioni, verranno introdotte nel para­
grafo VI.D.2 le quantità più usate in pratica per questo scopo, cioè la ci­
fra di rumore e la misura di rumore. In particolare verrà messa in rilievo 
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la dipendenza della cifra di rumore, e quindi delle prestazioni di questo 
tipo della rete 2-porte, dalla parte reale dell'impedenza del generatore. 

Vl.D.1 - Ci.rcuito equivalente di una rete 2-porte rumorosa. 

Il circuito equivalente di una rete 2-porte rumorosa si ottiene e­
straendo da essa le sorgenti di rumore socco forma di due generatori in­
dipendenti di rumore disposti in corrispondenza alle porte, parzialmente 
correlati dal punto di vista statistico in quanto provenienti dagli stessi 
generàtori interni. Il tipo dei generatori indipendenti è legato alla rap­
presentazione usata nel modo seguente. Siano y 

1 
ed y 

2 
le due grandez­

ze dipendenti dalla rappresentazione ed x 
1 

e x 
2 

quelle indipendenti, 
cioè nel caso di assenza di rumore: 

(VI. D. 2) 
Y1 .=ali xl+ a12 x2 

Y2 =a21 xl +a22 x2 

Se la rete 2-porte è rumorosa, le equazioni caratteristiche della 
rappresentazione non sono più omogenee, cioè divengono: 

(VI. D. 3) 
y I = a 11 X I + a 12 X 2 + y 10 

Y 2 = a 21 x l + a 22 x 2 + Y 20 

Le due quantità y 10 e y io rappresentano i contri buci di rumore 
riportati all'esterno e sono quindi interpretabili come dovuti a due gene­
ratori indipendenti di tensione o di corrente, a seconda della natura di 
y 

1 
e y 

2
. Per le varie rappresentazioni si ha perciò la situazione illu­

strata in tab . VI.D .1. 
Le due grandezze impresse, come detto, sono correlate da un 

punto di vista statistico. E' usuale considerarne una indipendente e l 'al­
tra costituita dalla somma di due parti, di cui una correlata alla prima 
grandezza e l'altra indipendente . Di conseguenza i parametri necessari 
per definire o misurare il comportamento rumoroso della. rete sono: 1) i 
valori quadrati~i medi della prima grandezza e della parte non ·correlata 
della seconda grandezza; si tratta quindi di due valori reali; 2) il fatto­
re di correlazione per la parte correlata della seconda grandezza; tale 
fattore è una quantità complessa. Perciò, in totale, i parametri relativi 
al rumore sono quattro. Consideriamoli in dettaglio nel caso della rap­
presentazione [T). 

La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it)



. Vl.D.1 . Circuito equivalente di una rete 2-porte rumorosa 64 1 

Tabella Vl.D.1 - Circuiti equivalenti di reti 2-porte rumorose (i blocchi 
2-porte di figura sono privi di rumore). 

Rappresentazione C ircuito equivalente 

vzl 
ve+ 

:+9 11 [z) 21 : 

[y] ~yl ~~ 11 21 i~ i y; 

[H] : 
VH 

+e 
11 21 i~iH: 

VG 

11 21 
9+ 

[GJ ~Gi~ : 
VF 

[T] 
+9 

: i F ~i 11 2t 

I parametri, nel caso della rappresentazione [T] , sono neces­
sari per definire v F ed i F di tab. VI. D. 1. Si utilizzano usualmente le 
seguenti espressioni: 

(VI. D. 4) 

(VI. D. 5) 

(VI. D. 6) 

"-"- . 

v2 
F 

"-"-

(i~) non•corr 

I =(I ) + Y V 
F F non•corr corr F 

G.MARTINELLI- M.SALERNO : Fondam enti di Elettrotecnica 81 
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(VI. D. 7) y 
corr 

in cui I F e V F sono i fa sori di i F e v F. Perciò i parametri c1'e si 
utilizzano nel caso della rappresentazione [T] sono, per una frequen­
za assegnata: R f' G , Re [Y ] , Im [Y ] . Tali parametri possono 
misurarsi o calcolarsi°< l). corr corr 

Vl.D.2 ·Cifra di rumore e misura di .l'umore. 

Nella caratterizzazione pratica delle reti 2-pone rumorose s1 ri­

corre molto spesso a quantità globali che forniscono direttamente quello 
che interessa. Tali quantità sono la cifra di rumore e la misura di rumo­
re. 

Si definisce come cifra di rumore la quantità: 

(VI.D.8) F= ( 
Sin/Nin ) 

Sus /Nus 
T= 290"k 

in cui: S. e S sono le potenze in ingresso ed in uscita alla rete in u s 
2-porte del segnale alla frequenza d'interesse; N . e N sonoleçor-

an u s .... 
rispondenti potenze di rumore; T è la temperatura assoluta. E facile 
rendersi conto che la cifra di rumore non dipende dal carico e dipende 
invece, oltre che dalle caratteristic~e intrinseche di rumore della 
rete 2-porte, dalla parte reale dell'impedenza del generatore. Per 
vedere ciò, ricaviamo l'espressione della cifra di rumore, nel caso in cui 
la rete 2-porte sia rappresentata dalla matrice di trasmissione [T] e dai 
quattro parametri di rumore visti nel par. VI. D.1, R F' Gn, Re [Y corr] , 
Im [Y corr], mentre il contributo di rumore dell'impedenza del generatore 
è rappresentato secondo lo schema equivalente di fig. VI. D.1. Con riferi­
mento alla fig . VI. D. 3, si ha< 1 >: 

Fig. Vl.D.3 ·Circuito utilizzato_ per il calcolo della cifra di rumore . 

{I) - Si veda per dettagli: K. Hatmann, cNoise characterization of linear c ircuits •,IEEE 
Trans. on Circuits and Systems, ottobre 1976, Voi. 23, n.10, pp. 581· 590. 

(2) - Si n~ti che la potenza di rumore entrante nella rete 2-porte deriva solo dall 'impe­
denza del generatore, cio·è 'è' 2 = 4 KTR9 • 
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l y 12 R . 
N. =----­

in 
sin=------

2 lz. + z .12 
s 1 

s ' 1 

4 K TR 
5 
+ 4 K TR F I Z J 2 I Y s + Y e orr I 2 + 4 K T I Z 5 I 2 G n 

IA+B/Z 1
2 R u u 

s = us 

lv 12 
s 

2 IA+B/Z 1
2 

u 

2 
1 

R 
u 

643 

in cui: V è il fasore di v ; R è la parte reale di Z ,· Z . è l 1impeden-
s s s • s 1 

za d'ingresso della rete 2-porte chiusa sul carico Z · R è la parte rea-
# u' u 

le di Zu; R1 è la parte reale di Z;. 
Introducendo le (VI. D. 9) nelle (VI. D. 8), si ha: 

(VI. D.10) 
RF lzs I 2 IYs +\orrl 2+Gn IZs I 2 RF I\ +Ycorrl 2+Gn 

F=l+ =l+ -------
R Re [Y ] 

s s 

che dimostra quanto asserito. L'andamento tipico di F con la parte reale 
dell'impedenza del generatore è quindi quello mostrato in fig . VI. D. 4. E­
siste perciò un valore minimo di F che si raggiunge per un opportuno 
valore di R . 

s 

Fig. Vl.D.4 ·Andamento tipico 
della cifra di rumore in funzio· 
ne della farce reale dell 'impe­
denza de generatore . 

F 

F . 
mtn ~ 

I 

R s (ott) R 
s 

La cifra di rumore per una ret'e 2-porte dipende, in base a quanto 
detto, dalla parte re.ale dell'impedenza del generatore e dalla frequenza. 
Per· questa ragione nelle specifiche dei componenti reali a due porte, co­
me ad esempio per i transiswri, vengono forniti dalla casa costrutc.rice 
dei grafici che danno la cifra di rumore in fonzione di questi parametri . 
In fig.VI.D.5 viene mostrato uno di questi grafici, relativo ad un transi­
store bipolare. Nel caso dei transistori, tuttavia, intervengono anche al­
tri fattori a variare la cifra di rumore. Il più importante di questi è la 
corrente di polarizzazione di collettore . Inoltre, come si nota da figura 
VI. D. 5, l'andamento della cifra di rumore con la frequenza in condizioni 
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10 log
10 

F (dH) 

IO 

\ ' 
8 \ 

\ \ 

6 \ 
\ 

4 \ 
\ \. 

o 
0,01 

\ ~ 

"I'-

' 
I\ 

\ 

~ "' \ ,,..._ 

:"-..... 

~ 
I'... 

O, 1 

R 
s = 2 kO 

jk 

lOk 
1nm, 

IO 
f (kHz) 

Fig.Vl.D.5 - Andamento della cifra di rumore con la frequenza, per vari 
valori della parte reale dell'impedenza del ge neratore (transistore bipo­
lare) . 

'11 .D.2 

fisse di polarizzazione. è caratterizzato da una zona ini ziale in cui l'an­
damento è del tipo 1/ f (Flicker noise) e successivamente costante con la 
frequenza (Shot noise). La parte più importante Jell 'andamento è proprio 
quest'ultima, che è, come detto, indipendente dalla frequ enza. Per que­
sta ragione , perciò, è sufficiente fornire nelle s pecifiche i dati che ri­
guardano solo lo « shot noi se», relativamente alla corrente di polarizza­
zione ed alla parte reale dell'impedenza del genera core . I dati re peri bi­
li nelle specifiche del costruttore sono quindi del tipo mostrato in figu-
ra VI. D. 6. · 

La cifra di rumore, definita nella (VI.D .8), puòessere messa an­
che in funzione del guadagno di trasduzione e della potenza disponi bile 
di rumore in ingresso. Infatti , come messo in evidenza nella cleri vazione 
dell'espressione (VI. D. 10), il valore di F rimane inalterato se S . e 

in 

N in sono le potenze disponi bili del segnale e del rumore in ingresso . 
Ricordando la definizione di guadagno di trasduzione della rete 2-po rte , 
data dalla (VI. 7. 6), la cifra di rumore risulta espressa nel modo seguen­
te: 

N 
us 

(VI. D.11) F 

in cui G d è il guadagno di trasduzione della rete 2-porte e N d è la po­
tenza disponibile di rumore in ingresso per ogni frequenza d'interesse , 
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NF (dB) 
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4 

Fig. Vl.0.6 - Andamenti della cifra di rumore. NF indica la cifra di rumore 
in decibel, cioè NF =IO log10 F; le è la corrente di polarizzazione di 
collettore ; R

8 
è la parte reale dell'impedenza del generatore . 

\ 
\ 

... ~ 

c1oe N d = KT. La (VI. D. 11) mette in evidenza il fatto che la cifra di 
rumore è il rapporto tra la potenza di rumore in uscita globale e quella, 
sempre in uscita, dovuta solo al rumore associato all'impedenza del ge­
neratore. 

, L'espressione (VI. D. 11) vale solo nell'ipotesi che la parte reale 
dell'impedenza del generatore sia positiva. Nel caso che sia negati­
va< 1 l, come può accadere quando la rete 2-porte che si sta considerando 
è connessa in cascata con altre reti 2-porte, · l'espressione (VI. D.11) 
continua a valere, purchè: 1) alla potenza disponibile di rumore si so­
stituisca la potenza scambiabile di rumore, essendo la potenza scambia­
bile definita dalla (VI.3.10); 2) al guadagno di trasduzione si sostitui­
sca il guadagno scambiabile, definito in modo analogo a quello di tra­
sduzione, con la sola variante di riferirlo alla potenza scambiabile del 
generatore, invece che alla sua potenza disponibile. 

Un 'altra grandezza usata per caratterizzare globalmente il com­
portamento della rete 2-porte dal punto di vista del rumore è la misura di 
rumore. Si definisce come «misura di rumore» la seguente quantità: 

(VI. D. 12) 
F -1 

M =----
1 

1--
Gd 

(I)· Si veda per dettagli su questo punto H. A. Haus, R. B. Adler, e Circuit theory of li­
near noisy networkst, J. Wiley, 1959. 
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che vale quando la parte reale dell'impedenza del generatore 
Nel caso di impedenza negativa occorre fare riferimento al 
scambiabile Cl>. 

Vl.D.2 

è posi ti va . 
guadagno 

La misura di rumore è utile per valutare in una cascata di reti 
2-porte l'ordine che occorre scegliere al fine di ottenere la migliore pre­
stazione di rumore della rete 2-porte risultante. Precisamente, nel caso 
in cui la cifra di rumore ed il guadagno di trasduzione di ciascuna rete 
2-porte siano indipendenti dall'ordine della cascata, allora la migliore 
prestazione della rete 2-porte risultante si ottiene ordinando le reti 2-
-porte, dall'ingresso all'uscita, in base a valori crescenti della loro mi­
sura di rumore. Per vedere ciò, limitiamoci al caso di una rete 2-porte 

. costituita dalla cascata di due. Si possono a vere due casi , a seconda 
dell'ordine della cascata, come mostrato in fig . VI. D. 7. Calcoliamo la ci­
fra di rumore nei due casi: 

caso a) 

(VI. D. 13) 

caso b) 

r---- ·-- ---------i . ,- -- - -- - ------., 
rete rete 

I 2-porte 2 I 2-porte 2 
I I 2 I . 
L ___ -- - -- - ____ j 

a) b) 

Fig. Vl.D.7 - Le due reti risultati dalla cascata di due reti 2-porte. 

L'ordine migliore nella cascata è quello che minimizza la cifra 
di rumore risultante . La condizione che F 

12 
sia minore di F 

21 
compor­

ta che: 

(VI. D. 14) 
F 1 - 1 

Gd2 

che, nel caso in cui G dl > 1, G d
2 

> 1, equi vale a : 

(1) - Si veda per dettagli H.A. Haus , R.B. Adler , op. cit . 
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(Vl.D. 15) 
F

1
-l F

2
-l 

----<-----
1 1 

1-- 1--
Gdl Gd2 

Pertanto 1 'ordine della cascata, ottimale dal punto di vista del 
rumo~e, è stabilito dalla misura di rumore. 

La dimostrazione precedente si basa sull'ipotesi che la cifra di 
rumore ed il guadagno di trasduzione non dipendano dall'ordine della ca­
scata per ciascuna rete 2-porte. Ciò usualmente non è vero, per cui il 
criterio precedente di scelta dell'ordine della cascata può essere segui­
to solo in senso orientativo. Per la scelta finale occorre effettuare i cal­
coli diretti della cifra di rumore della rete risultante. Tali calcoli si pos­
sono effettuare in modo molto semplice, utilizzando il concetto di inter­
-reciprocità, cleri vato dal teorema di Tellegen < 1) . 

APPENDICE VI.E - Bibliogralia 

Gli argomenti svolti nelle appendici costituiscono il completa­
mento necessario all'utilizzazione pratica del presente capitolo. Essi 
sono stati trattati in modo limitato per ragioni di spazio ed in quanto co­
stituiscono l'oggetto di altri testi. Precisamente, le proprietà dei circui­
ti passi vi possono essere trovate nella maggior parte dei testi riguardan­
ti i circuiti . In particolare, le propri età relati ve alle rappresentazioni u­
tilizzanti le grandezze elettriche tensione e corrente sono trattate a li­
vello accessibile in E. A. Guillemin, « Synthesis of passi ve networks », · 
Wiley 1957 ed in modo più completo ed orientato verso le applicazioni in 
L. Weinberg, «Network analysis and synthesis », Mc. Graw-Hill, 1962. Le 
proprietà relative alle rappresentazioni basate sulle grandezze onda in­
cidente e riflessa sono trattate in H. J. Cirlin, A. B. Giordano, ·«Network 
theory », Prentice-Hall, 1964. Testi riguardanti le rappresentazioni . ba­
sate sui due tipi di grandezze sono: G. C. Corazza,« Fondamenti di cam­
pi elettromagnetici e circuiti, VoL Il», ed. Pàtro·n, '1974 e .G. Martinelli , 
«Sintesi delle reti elettriche. Vol. I e Vol. Il•>, ed. S~derea, 1970. Il pri­
mo di questi testi fa uso intensivo del formalismo matriciale, mentre il 
secondo è basato più su consid~ra<'!ioni fisiche. 

(1) - ·P .er deuagli. su questo punto, !ii v'eda: S.W .. Direccor, R . A.Rohrer, •lnter-reciprocicy· 
.·and ics implicacions o, Proc . .Inc. ·Symp. Network Theory, Belgrado (Jugoslavia), pp . 11-30 
secc. 1968 e R.A . Rohrer; L. Nagel, · R. Meyer, H. Weber, • Compucacionally efficienc elec­
cronic -circuic noi se calculacion •, I.EEE J . Solid Scace Circuics, pp. 204-213,agosco 1971. 
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Per quanto riguarda le proprietà dei circuiti amv1, tra gli innu- . 
mere voli testi apparsi nella letteratura tecnica, citiamo S. K. Mitra, «A­
nalysis and synthesis of linear acti ve networks », Wiley 1969 perla ~rat­
tazione chiara e semplice e W. Heinlein , H. Holmes, « Acti ve filters for 
integrated circuits », Prentice-Hall, 1974 per la sua completezza. 

La stabilità dei circuiti, caratterizzata attraverso la rappresen­
tazione esterna del circuito, è trattata in dettaglio in J. M. Rollett, «Sta­
bility and power gain invariants of linear two-ports », IRE Trans. on Cir­
cuit Theory, Vol. 9, pp. 29-32, marzo 1962. A questo riguardo un approc­
cio interessante, basato sulla rappresentazione coefficiente di rifles­
sione e matrice di diffusione, è quello sviluppato in G. C. Corazza, op . 
cit. Sono disponibili anche metodi grafici per verificare la stabilità di 
una rete 2-porte, basati sull'uso della rappresentazione matrice ammet­
tenze di corto-circuito; si veda a questo propositoT. Fjallbrant,«Linear 
network acti vity and stability », IRE Trans. on Circuit Theory, Vol. 12, 
n. 1, pp. I2-17, marzo 1965. 

Infine, per quanto riguarda le reti rumorose, una bibliografia re­
cente completa può essere trovata in K. Hartmann, «Noi se characteriza­
tion of linear circuits », IEEE Trans . on Circuit and Systems, Vol. 23, 
n. 10, pp. 581-590, ott. 1976. 

* 
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CAPITOLO VII 

TRASFORMAZIONI DEI CIRCUITI ED EQUIVALENZE 

Vll .1 • Equivalenze di reti 2-porte ·simmetriche tipiche . 

G.MARTINELLI- M.SALERNO : Fondamenti di Elettrotecnica 
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lF<l' -- L-b ~ . 
i'hi[tt] 

Equivalenze di reti 2-porte simmetriche tipiche Vll.1 

- Reti simmetriche a T, TT, traliccio e T~porallelo . Vll.1.1 

Nei casi più semplici dei circuiti a CTl TT traliccio e T-para~lo, 
è se_mplice ottenere i ·valori che debbono a vere e impe-ae-n-ze dei -ComPQ­
~ enti p~hrun circuito sia e ui valent~ltro dal " 12-YJ).~ ~s r;a. e ~ 

terno . Infatti, è suffiCiénce considerare o la ma trite im edenze_a_ .UQ.to 

'o la ...matrice ammettenze J i corto-c· .~c.ui çg_di na- d.elL~auè-retl:i - l.<>=-

__ ne e e imeedenze ei componentì e · uiridi r if.i\rare l e impedenze dei 
_compon.enti dell 'alt ra_ rete infun~ione di questi . Si t r~~ta evide~temente 
Jli-ese.Lcizi_d· anali.~_, di C!!L{lleS_enJ.e remo di s e guito due esem~_m:: 
tando · _· tab. VII .1.1 la casistica comp_l_e efl . 

Il primo eseQ"lpio che cgnsideri?.!llO _è_qu.elLo_della-trasfo.rmaziOne­
di una rè te a in una a @J~acendo riferimento alla fig]VII.1.J;f rica­
viamo la matnce ammettenze à1 corto-circuito dell.o_ s_chema a I. Tale 
d'eterminazione è immediata, se calcoliamo prima la matrice impedenze 
a vuoto che vale : 

(VII. l. l) 

Quindi, per inversione, abbiamo : 

(VII.1.2) 

' I 
-~ 

. z 

t 

,Pc,tto.T - [ z +z 
,.- ' [y] = [z]-1 = 2 ~ ---. a b 

( za +2ZaZh -zh 

a) b) 

.Fi.g.Vll.1.1 ·Schemi di reti .2-porce simmetriche a Te a 7T . 

D'altra parte .in una rete a TT la matrice ammettenze di 
9!!.to vale, ç_oJLci..fe. ·mento alla fig. VII.1..!.J 

[(y 1 +Y~ -Y~ l 
[Y] = r:;'\ -ò Y1+Y2 

~ ì ,/ ~ 
I "i_ J' ~~= l .:h.+ .h 

?. -61:, -~\, 

(VII.1.3) 

~ y, -t-Yz 

corto cir-
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Vll.1 Equivalenze di reti 2-por ff! simmetriche tipiche 651 

Tab.Vll.1.1 - Equivalenza esterna di reti 2-porte simmetriche tipiche . 

Rete assegnata Rete equivalente a T Rete equivalente 
a 7T 

z2 
2Z +-6

-
6 z 

7 

Rete equi valente 
a traliccio 

/ 
/ . 

J __ _: __ 
(0) 
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Dal confron-to· delle (VIl.l.2) e (VIl.1.3), si ha : 

(VII. l. 4) y = 
2 

Vll.1 

che giustifica l'equivalenza riportata iri tab. VII .1.1 tra la rete a 7T e la 
r~j . . 

Un altro esempio che consideriamo è uello . ne 
della rete a -para e o in una rete a 7T. Con riferimento alla fig. VII.1.2 , 
calcoli amo la matrke. ammettenze 1 corto-ci cu · to_della_r:..e.te-a-T~­
l~·A questo scopo, analizziamo lo schema Wi.g. l!:II l 4 ,_p_Q,[l.eruiO.__l!n 
g~eratore 1 tensione 1 in corrisQondenza aUa_prima- p.otta ed un cor­
to ctrcu1to alla seconda orta. Analiz:Zando il ciicuit·o risulta~ 
- o di riferimento coincidente con quello comune alle due por-

V (__!__ + -1
-) - V -

1
- = I 

i z s z6 3 z6 i 

( VII . l .'5") 

che fornisce: 

(VIl.1.6) . 

Fig.Vll.1 .2 -Schema di rete 2-porte 
simmetrica a T-psrallelo. 

Inoltre la corrente che fluisce dal nodo 2, attraverso ir collega­
mento di corto-circuito, vale: 

1 1 
(VII. I. 7) I 2 = - z V I - z V 3 

5 6 
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Quindi· risulta per la matrice ammettenze di corto-circuito: 

{Q=u-J = i + _1 __ __ z_1 __ _ 
z 5 z6 z 2 +2z z 

(Vll.1 .8) 

Confrontando le (VIl.1.8) con la (Vll.1.3), si ottengono i valori 
delle ammettenze dei componenti della rete a 7T riportati nell'ultima ri­
ga della tabella VII. I. I. 

Vtl.1.2 [ Equivalenza tra traliccio simmetrico e rete a scala J rvu 
La trasformazione di una qualsiasi rete 2- orte simmetrie 

rete a traliccio è possibile in generale 1 l . La tra a o e mversa , 
vece , non è sempre possi ile Sono 1 grande utilità pratica le seguenti 
proprietà, e e permettono 1 effettuare la trasformazione nei casi oss1-

1 un tra 1cc10 s1mmetnco 1n una rete s 1 anc1ata, pa.rz1a mente a 

esterno. 

yl 

l(l 0 B 

,C1i;~Yi-+ »{JJ 

~s( ( 
6 I 

<]) 11 - @ y ~ 

) J_ ---- L o- . 
a) b) 

Fig. Vll.1.3 - Estrazione di un ramo pa rallelo da un traliccio. simmetrico. 

{).) - Si veda ad esem io : G .Martinelli, e Sintesi delle ret i elettriche•, Voi.Il, op. cit. , 
<ii V . 11, in cui viene dimostrato che qualsiasi rete 2-porte passi va e simmetri c a si può 
mettere sono la forma del traliccio simmf'lrico . con l'impedenza del ramo longitudina­
le pari a . z

11
- z

12 
e que lla del r amo trasversalepari a z

11 
+ z 12 . 
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654 Equivalenze di reti 2-porte simmetriche tipiche Vll.1 

La proprietà r.recedente si dimostra in modo immediato, ricordan­
do il legame tra i terntinldella matrice ammettenze dt corto-c1rcu1to e le 
ammettenze et rami trasversa t visto nel Cap. VI. Infatu, per ti tralic­
cio di fig. VI ' a, si a : 

1 = - [ 2 y + yl + y2] 2 a 

(VII.l.9) 
1 

Y - y = - [Y - y ] 
12 - 21 2 2 l 

Il traliccio riportato in b) ha invece: 

(VII. l. lO) 

Sommando ad y 1 1 e ad y 22 l'ammettenza Y a si ottengono iter­
mini della matrice ammettenze di corto circuito dello schema b); si ve­
de che essi coincidono con quelli dello schema a) . In modo simile si di­
mostra la seguente proprietà . 

Proprietà·Vll.1.2 - e Un bipolo disposto in serie ai rami. longitudinali e · 

trasverso/i di un trolic.cio simmetrico può essere . r,iport:oto 'n sel'.ie al 
suo ingresso ed alla sua uscita, senza alterarne il comportamento ester­
no. L'equivalenza è mostrata in fig. VII . 1.4 •· 

,...... 
z 1 z a 

' -

o 

a) b) 

Fig. VII, 1.4 - Estra zione di un ramo serie da un traliccio simmetrico . 

Le due proprietà precedenti permettono di effettuare la trasfor­
mazione di Un traliccio simmetrico iri una rete parzialmente a scala, nel-
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Vll.1 Equivalenz~di-retP:bporte simmetriche tipiche 

la mag ior arte dei casi 10 

di effettuare la tras ormaz· · e è intuitivo e 
in fig VII L:5 . , 

W-

...... ..... ...... 
a) 

....... ...... ...... ...... ...... ..... ...... 

o------------- - -- - --- - - -------~ 

C3 C3 

o--11--.~innr~-L-_/\A,---J\A~.._Jn'1C"X'-..--IJ--o 

b) 

Fig. Vll.1.S - Trasformazione di un traliccio simmetrico (a), in una rete parzial­
mente a scala (b). 

Precisamente, l'equivalenza fra il traliccio simmetrico di figura 
VII. I. 5 a) e la rete parzialmente a scala di fig. VII.I. 5 b) RUÒ e s.e.r.e...ot­
tenu ta rimuovendo nell'ordine il condensatore serie C ,, il resistore e~­
ra e o R , 'induttore serie L il resistore parallelo R e success· '.l.i.~ 
men e, trasformanao in un T- arallelo il traliccio residuo cost._i..tu.iLo a1 
Còììlpoileirti RP C 1..,_Lp s_econdo_il_ uivalenza ri ortata nell'ultima 1,.­

ga della ta .VI .1.1. \ 
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656 Il teoFe-ma ·di- Bartlett Vll.2 

Vll.2 - Trasformazione di una rete simmetrica bisez:ionabile in un 
traliccio simmetrico: il teorema di Bartlett. 

Una categoria di reti . 2-porte di notevole interesse pratico è 
quella delle reti bisezionabil.i, cioè delle reti 2-porte per le quali esi­
ste un piano di simmetria nel loro interno che le suddivide in due parti 
speculari connesse tra di loro mediante co~duttori · uesti conduttrui.pos­
sono essere rntrecctati O(?_E~ure no. Corrispondentemente si hanno due ti­
pi d i reti bisezionabili : quelle intrecciate e quelle non intrecciate. In 
ambedue i casi è possibile individuare facilmente il traliccio equi va­
lente. 

~ J=. Vll.2.1 - Caso delle reti hisezionabili ~ 

Una rete bisezionabile non intrecciata può sempre essere rap­
presentata come indicato in fig. VII. 2.1. Per essa vale il seguente teore­
ma . 

Fig, Vll.2.1 - Rete due-porte bise­
zionabile non intrecciata, con in 
evidenza il piano di simmetria . J N 

I 

E-~-~ 
piano ~i 

N [ 
stmmetna 

Teorema di Bartlett: e Uno rete bisezionobile non intrecciato è e uiva­
Lente ad un traliccio simmetrico aveate come ipolo long itJJ.diagfe quel­
lo mostrato in fig. Vll.2 .2 a) e come bi polo trasversale quello indicato 
in fig.Vll.2.2b)•. 

a) 

z-~ 
aa~ 

b) 

:l:<:.c... Fig.Vll.2.2 • Bipoli che si considerano nell'enunciato del teorema di Bartlett . 

- i!_a + ~~4 d. · f h 11 . . <:'..,:;i(1z =- Per tmostrare uesto teorema occorre ar ve c e ne a st-
o tuazione iù enerale di c tusura della rete bisezionabile essa è sem-
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Vll.2 Il te ore ma di Bartle tt 6'57 

~(che vale .per ogni tipo di chiusura nel casodi reti 1irieari $! 12er 
nenti :quali iriteressano nel caso presente), alla chiusura su due enera­
tori l tenstone e um l oss1amo tmitare la nostra atten­
zione alla situazione di fi . VII .2 .. Tale situazione, d 'a tra parte, può~1/ 
essere considerata a sua volta come a soyraJ,! osiz1one d1 due scelte in 
modo da sfruttare opportunamente le proprietà delle reti isezionabi t.. a 
li du~ eccitazi_oni so?o indicate in fig. VII.2. 4, .m cui (!;> e (!;> devono a-
vere L seguenti valori : , ~..t..--Rl .,,. •• __ ~ 

~~ -w~'--" J 

1 1 
(VI I. 2 . 1) V = - (V 1 + V 2 ) V b = - (V 1 - V 2 ) a 2 g g 2 g g 

N V g2 

Fig. Vll.2.3 • Chiusura equivalente ad una di tipo generico per la rete bi sezionabile. 

In tal modo la sovrapposizione delle due eccitazioni .equivale a 
quella di Jig. VIl.2.3 e .eertanto la situazione elettric'!, che si ha n_ella re­
je. si ottiene come sovrapposiziòne degli :effetti dovuti alle due eccitazio­
._n1 agenti separatamente, tn 9uanto la rete è lineare l 

I' I 
I' 2 

a) 0 0 V 1 ' 
Va 

a 

I" 
I 

I" 
2 

b) ® 0 

Fig.Vll.2.4 ·Situazioni di eccitazioni che, sovrapposte, equivalgono a ll'ecci­
tazione di fig.VII.2.3, quando Va e Vb hanno i valori di formul a (Vll.2 . 1). 

L'effetto della ·prima eccitazione, di tipo simmetrico, .è caratteriz­
zato dal -fatto che nei ·conduttori centrali della rete non circola corrente. 
éiò si può vedere considerando d generico d1 questt conduttori e le cor­
renti 'che percorrono le relati ve porzioni a destra e a sinistra del piano di 
simmetria , cioè I ed I' di fig. VII.2.4a). Per la simmetria delle eccitazio­
ni e della rete deve essere ki::J.'; d'altra parte, per rag.ioni di continuità, 
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658 Il teorema di Bartlett Vll.2 

essendo unico il conduttore, deve essere contemporaneamente I =-I'. 
Pertanto risulta I= O. In conseguenza di questa proprietà è chiaro che 
non si altera il comportamento della rete, tagliando i i::onduttori centrali 
in corrispondenza al piano di simmetria. Le correnti di porta, in questa 
prima sitùazione di 'eccitazione, valgono : 

(Vll.2.2) I' = V/Z 2 a a 

iri cui z pa è l 'imQedenza del .hl.p__glo mostrat() .. in f g.Jlll.2.2.h). 
Nella seconda situazione di eccitazione 1 mo15trata i · · g.Y~ 

risulta invece nulla la tensione tra ogni cop ia di ·conduttori centrali. 
Cio si euò vedere a licando separatamente i ue generatori V e -Vb ed 
osservando che ciascuno di ·essi ·provoca una tensione tra due qua slaSi 
dei suddetti conduttori ugg~le e contraria,.a .. uella ro~~~ dall'altro. 
L'effetto simultaneo rende erciò nulle tutte ueste tensioni.I !n queste 
c"Oildizioni n ter rtamento alte due orte corto-circuiian-
o tra di loro tutti l con utton e separando le due metà specu-

lari uindi Sl ha: · --=-.-- 0 

(VII.2.3) @ -V,/Z
00 

in cui Zcc .A l 'imp.ede1g;~ de U >l I>olo mostrato in fl . VI 22.a). 
Le LVIl.2.2) e (VIl.2.3) ci I>ermeJJ._ono i calcolare i termini del­

l~c.e_amm~ttenze di corto~circuito. Infatti ~J?.Rli qrndo il nnc1p10 
cfi sovrapposizi~aegl'1 effefit, si · a che le correnti di orta, nel a si­
tuaz. one Cli ecçttaz1one anig.VTI ~2 . 3, -.v~lgon~ç- --

I 1 =I'1 +I~' '---- v. vb vu+vg 2 vg,-vg2 
(VII. 2.4) =-- ± = ± = 

/ z z 2z •• 2Z 
r 2 =r;+r~ 

aa cc cc 

( 1 1) (1 _ l) =V --+--+V --+--
gl 2Z - 2Z g2 2Z 2Z 

aa cc aa cc 

Di conseguenza si ha: 

(VIl.2.5) 
1 1 

y 12 =y 21 = 
2z •• 2Z cc 
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Vll.2 Il teorema di Bartlett 659 

Tali espressioni dimostrano il teorema, quaooo s1 confrontino 
con le es ressioni dei ter ini del matrice ammettenze di corto circui 
to in funzione delle dei rami di . un traliccio s1mmetnco, n 
cavate nel 11 te · \ 

Esempio Vll.2.1. 

Applicare il teorema di Bortlett per ricavare il traliccio equivalente delle reti 

o T ed o T-porollelo . Confrontare il risulto~ con quello riport.ato in tob.Vll . l.l. 

Fig. Vll.2.5 - Rece a T con il piano 
di simmecria in evidenza. 

La cece a(Ì) disegnaca secondo lo schema di fig.VIl.2.1,.può essere ra 

ca in forma bi sezionabile come indicaco in fig ~ l,_2. 'i. Oa tale fi&ura e evidence eh 

= za e che z 
cabella Vll.1.1. 

La rece a T-parallelo, disegnaca secondo lo schema di fig.VII.2 . 1, si presenca 

come in fig .VIl.2.6. Da cale. figura e evidence che: 

z e cc 

In base al ceorema di Bard ecc s1 occiene il ri sulcato indicato n-ell 'ulcima riga 

della cab. VII. 1. 1. 

Flg. Vll.2.6 - Rete a T-parallelo 
con il piano di simmetria in é'vi- / 
dmzL · 

Z-s/ 2 
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660 Il teorema di Bartlett Vll.2 

~o vW Caso delle reti bisezionabili intrecciate . 

Una rete bisezionabile intrecciata può sempre rappresentarsi co­
me indicato in fig. VIL2. 7. Per essa continua a valere il teorema di ·Bar­
tlett, purchè al posto dei bipoli di hg. VII. L 2 Sl pongano uelh di fi u­
ra .2.8. opportuno notare c e 1 con utton non intrecciati conti­
nuano ad essere tratlati come nel caso n_on intrecciato, mentre quelli in­
trecciati , per ciascuna coppia, vanno corto-c1rcu1tatl nel bt polo d1 h g.t!:_ 

~ 
ra . . e van_no coJ.ttga:ti: 'g1L1:m Jr.~ato.r.e_i.dea le •. di .e.a pporto .u­
!litario e dLpolarità irivertita,~ollegato al nodo comune a _ cui sono col­
legati i ·conaUttòiì nonin'UèCci ati l....nel bip_? l2. ~lJig.YQl.:§iIJ 

Fig . Vll.2.7 - Rete bisezionabile in­
trecciata , con i conduttori centrali 
in evidenza,i nsicme al piano di s i m­
metria. 

----.1 
t-2=-------. 

3 
4 

N 

n 

a) 

N 

N 

.._ __ _.Il 

b) 

Fig. Vll.2.8 - Bipoli da considerare nell'enunciato del teorema di Bartlett 
nel caso delle reti intrecciate . 

Per dimostrare il teorema di Bartlett, nel caso delle reti bisezio­
n.abili intrecciate, si procede come nel caso precedente, considerando 
l'eccitazione generale del ti po di fig . VII. 2. 3 come sovraP..12osizione de i-
le due particolan a1-~. --

e - citS'Ollet a pnma eccitazione, la situaz.ione è quella mostra­
ta in fig. VIl.2 .9. Per la simmetria della rete e dell'eccitazione, risulta: 

VA=V~ 
(VIl.2.6) 

V =V' B B V =V' e e V0 =V~ ... ,. 

... ' 
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Vll.2 Il teorema di Bartlett 661 

D'altra parte, per l'esistenza delle connessioni tra le due parti, 
deve essere: · 

(VII.2 . 7) 
V A= V~ ; V 8 = V~ ; 

Dalle (VII.2.6) e (VII.2.7), risulta: 

(VII.2.8) 

+ 

I' l 

IA=l~=O; I B = [' =0 

I =-I =I' 
e -

= - [' 

V =V =V' e n e =V' 

IA VA V' A I' A 

2 Is Vs V' B I' B 

3 Iç Vç I(: 

N In V ' lb 4 D 
I 

_ _ __ _J _____ 

n IQ I I' Q 

VQ I V' Q 

Io= I' 

N 

vo=vo 

. . , Io=-10 

=O 

I' 
2 

+ 
Va 

Fig. Vll.2.9 · Situazione elettrica della rete intrecciata con il primo tipo di 
eccitazione . 

Le (VII.2.8) mettono iri evidenza la possibilità di effettuare le 
~uenti operazioni, senza alterare la situazione elettrica del circuito 

~9: 
1 ta~liare tutti i conduttori di collegamento iri corrispondenza al piano 

di__simmetria; 

collegare tra di loro i conduttori corrisp,ondenti a ciascuna coppià in­
trecciata. 

Dopo aver effettuato queste operazioni, la rete bisezionabile ri­
sulta co · · due arti se arate del ti o di fi . Vll.2.8 b); quindi 
valgono per 1'1 e~~ le relazioni (VII.2.2), con z.a corns onden­
te al bipolo di fig. VII.2.8 b). \ 
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662 Il teorema di Bartle tt Vll.2 

·Nel caso della seconda eccitazione, facendo sempre riferimento 
alla fig. VII.2. 9, con l'ipotesi però che le due porte siano chiuse su V b 

e - vb, si ha , per il fatto che la rete è speculare rispetto al i ano di 
~immetna e le ecci taz ioni a ll e due portesono::§f2~ an ma invertite, che 
tutte le grandezze elettriche sono speculari invertite ris etto a uesto 
piano. D1 conseguenza, risulta: -

------~ - ~~) V8 =-V~; V =-V' · e e' 
(Vll.2.9) 

1 I A VA I VA. IÀ 

I' 1• 
B 2 2 1• IB V I V' I 2 I B 

I' 3 e 3 le Ve I V' e 
lb 4 N 

t Io I 
V N 4 I 

b 
I 
I 
I 

n I n 

VQ "y• 
Q 

Flg. Vll.2.1 O - Modifica della re ce bi sezionabile che non altera la sicuazione 
eletttica, nel caso del secondo cipo di eccicazione. 

+ 
-Vb 

Tenendo conto delle (Vll.2.Q) e delle relazioni (Vll.2. 7), derivan-
ti dalle connessioni, si ha: - ---·-··----

'!_A= VB= V Q = GJ (v·A = V'a = V~ 

\ ;e:~v:~ 1~'e==- ~ .v· _) 
e o e o / 

(Vll.2.10) 
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Osservazione Vll.2.1 

Molco spesso nel piano_ cji simmecria di una rece bisezionabile, s1 crova un cra­

sformacore ideale di rapporco unicario e di polaricà qualunque. A cale crasformacore è 

se mpre possibile soscicuire una connessione cramice conductori intrecciaci oppure non 

increcciaci. Co nsideriamo in deccaglio i due casi . 

Supponiamo dapprima il caso in c ui si~~: un r:.'.1sfor_~acoc:_e ~- p~l>gicà di­

recca, come moscraco in fig.VII.2.11 a). lmroducendo un alcro crasformacore ideale di rap--·------ -
porco unicario a polaricà directa, è possibile e liminare il crasformacore iniziale dal pia-

no di simmetria. L'operazione da eseg uire, evidence di per se scessa, è moscraca in fi­

gura VII .2.11 b). 

Consideriamo SùCcessivameme il caso in cui sia presente , ~I piano di s1m­

mecria, un trasformatore unitario a polarità inversa , come mostrato in fig.VII .2.1 2 a) . In 

uest~_caso è po; sIT,-ile rimuovere tale trasformatore dal piano di simmetria, introducen­

do due trasformatori a polarità diretta ed un collegamemo imrecciato. L'operazione da 

eseguire , evidente anche in questo caso, è mostrata in fig .VIl . 2.12 b). 

N 

1:1 

• 1 • 

I 
I 
I 

--+-- -

a) 

N 

l · l I: l A' ··nr 
N 

____ _J ____ _ 
N 

b) 

Flg.Vll.2.11 - Eliminazione di un trasformacore ideale a polaricà directa dal 
piano di simmecria di una rece hisezionabil e. 

1: 1 I 1: 1 

N N N 
··~r 

N 

a) b) 

Fig. Vll.2.12 - Eliminazione di un crasformacore ideale a polaricà inversa dal 
piano di simmecria di una rece bisezionabile. 

Esempio Vll.2.2 

Applicare il teorema di Bortlett per dimostrare l'equivalenza tra le due reti di 

fig. Vll.2.13 . 

Poiché la rece moscraca nella parr e (a) d e lla figura possiede un crasformaro"re i­

deale di rapporto unicario e polaricà inversa nel piano di_ simmecria, occorre prevenciva -
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mente trasformarla, el.iminando tale trasformatore dal piano di simmetria. A (!uesto sco­

po si può utilizzare l'osservazione precedente ed in particolare la tecnica illustrata in 

fig .VIl.2.12. Si ottiene in questo modo la rete di fig.Vll.2.14. Applichiamo a questa il 

2Z
8 

z. 

,, 
__{ ___ _ 

b) 
a) 

Flg.Vll.2.13 - Reti equivalenti dal punto di vista esterno. 

Fig. Vll.2. U - Rete equivalente a 
quella di fig. VII. 2.13 a). 

z cc -

1: l I l : 1 

''[)(]"' 

Zaa -

I 

l : I .. D 

fig.Vll.2.15- Bipoli da considerare nell'applicazione del teorema di Rartleu 
alla rete di fig. VII.2.13 a) . 

. teorema di Bartlett. I bipoli da considerare, cioè quelli mostrati in fig.Vll.2.8, sono nel 

caso presente .quelli di fig. VII.2. l '\. Da questa figura si vede chiaramente che risulta 

Zcc = Z
8 

e Z
88 

= Zb. Ciò dimostra l'equivalenza di fig.Vll.2.13 , in base all'enuncia­

to del teorema di B.artlett. 
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Sf vll.3 - Trasformazioni stella-triangolo e stella-poligono. 

TJna trasformazione molto utile nella cleri vazione di circuiti equi­
valenti riguarda la ossi' ·i it ' di li · iriare un nodo iriterno di un circuito 
senza alterarne il comportamento esterno. 

Il caso_ più semplice è quello iri cui ·solo tre bi poli sono connes­
si al nodo da eliminare, come indicato in fig. VII.3. la); in tal caso lo sco­
po della trasformazione è quello di determiriare una nuova rete nella qua­
le non sia più presente il nodo P . Tale nuova rete ha la forma indicata 
i ri fig. VII. 3.1 b ); in base agli schemi iniziale e finale, tale trasformazio-

YAB 

B A~ B 

: ;;}/Yoc: 
C r::J- I I C 

a) iJ Ù b) 
I 

Fig. Vll.3.1 - Trasformazione stella-triangolo. 

ne prende il nome di «trasformazione stella-triangolo i>. Allo scopo di de­
termiriare le condizioni di equi valenza, calcoliamo la matrièe ammetten­
ze di corto-circuito della rete a stella, a ssimilabile ad una rete 2-porte 
a T.J Si ha: 

y 11 = 

(VIl.3. l) 

È facire verificare che la matrice ammettenze di corto-circuito 
precedente coincide con quelLa_d_eJla rete a .rr rel ati va al ~<;> __ schema... a 
triangolo di fig . VII.3.1 b), purché risultif · 

' 
ctB ! e 

YBC = 1-Y y AB= (Vll.3.2) 

ove 2: y = y A+ y B + y e. 

G.MARTINELLI- M.SALERNO: Fondamenti di Elettrotecnica 84 

La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it)



666 Trasformazioni sullo-mangolo e siella-poUgono Vll.3 

La rete a triangolo ottenuta per mezzo della trasformazione non 
· è sempre valida, nel senso che i bi poli :componenti possono corrisponde­
re a componenu .di :upo non usuale, anche se la rete a stella dt partenza 

Tab.Vll.3.1 - Trasformazione stella-triangolo. 

RA Re 
re=---

R 

RA Re 
re= --R-

e 

con 

B 

---· ' R 

B 

re re rAre 
YA=-r-;Ye=T; 

1 I 1 I 
con-=-+-+-

r ~ re re 

I I 
con-=-+-+­

r rA ·re re 

lele lAle iAle 
LA=-l-; Le=-l-; Le=-l-

1 I I I 
con -=-+- +-

l 1 A 1e 1e 

re 

A~B 
e 

YeYe YA Ye YA Ye 
rA=-y; re=----:y-;re=--:y-

con y = YA + Ye + Ye 

La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it)



Vll . 3 Trasformazioni stella-triangolo e stella-poligono 667 

conteneva com onenti di tipo usual . ·Risulta invece sempre valida nel 
çaso in cui 1 tre 1 o 1 .con engano un solo componente dello stesso ti o 
(resistori, condensatori, 10 utton . n ues o casoì a rete a trian oio 
eontien nch 'essa com onentrdclio stesso ti o. n tab.VII. 3.1 sono ri-
ortate er comodit.à le tre situazioni ~orris oodenti ai tre tipi poss1 1 1 r di bipoli passivi] .. 

La trasformazione in versa che corris onde alla enerazione di 

t
, u·n nodoJ10temo a ) arure 1da un triangolo · di bipoli ,: è anch ' essa possi i­
~ La imostrazione della poss1 1 ità 1 un ta e upo 1 tras ormaz1one , 
- etta «trasformazione triangolo-stella» si effettua 10 moao .. analogo a l 
P,recedente· · risultati sono riassunti in tab. VII. ~ .1 1 ne caso 1 compo-
nenti tum uguali. 

2 

3 
p 

a) b) 

Fig. Vll.3~2 - Trasformazione stell.a•poligono; accanto 11d ogni componeiite[!J 
indicata la rispettiva ammettenza. 

Consideriamo ora il caso in cui ad un nodo interno di una rete siano 
N bi oli· anche in tal caso ·è ossi bile introdurre una trasfor:­

e 1m101 tale nodo sostituen o un· OP.. ortuno circuit al a 
bi oli conne"ssi al nodo considerato Precisamente in tal ·ca­

o il nuovo circuito è costituito da un poligono stellato a maglia com-
eta, contenente - Y72 bi oh· a tras ormazione. prende il nome 

d1 «tras ormazione ste a- oli ono» Per dimostrare l 'e uivalenza, si 
consideri 1 c1rcu1to 10iiiale con il nodo P da elimiriare, mostrato in fi­
gura VII.3.2 a). Procedendo iri modo analogo al caso di N = 3, ricaviamo 
la matrice ammettenze di corto-.cii.cuito della rete ottenuta prendendo u­
na porta tra ciascun nodo k =l, 2, . ... ·N ed un punto preso come nodo di 
riferimento. Risulta : 

2 - Y1c (i!k yi) 
Yu- ~ 

L.. Yi 

(Vll.3.3) k = 1, 2, ... , N; = 1, 2, ... , N 
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È· facile verificare che la matrice ammettenze di c t -circuito 
pr~~~A~nl_~cide con uella d_epa ret_t;_ ~ poligono_ di fl _g. VIl.3.2 b\ 
urché risulti :_ 

(VIl.3.4) 'T}~ = 
J Y- y . ( . I 

I 

con k=l,2,.~_J-;=2,3, . . . ,N e k;i:j. 
. , ~a fig~rappres_enta l ~ç_~asfor~_zi._ò.n_e sceUa=poliga.oo, che 
~[>Uo riassumere perta.n_co nei seguenti passi ; 

1) eliminare il nodo P nel circuito assegnato e cucci i bi poli ad esso 
connessi; · 

2) inserire tra ogni· ·coppia di nodi k, j un bipolo di ammettenza ì/ki" 

Come nel caso della trasformazione stella-triangolo, anche in 
questo caso il circuito a cui si arriva è vali·do se i componenti sono tut­
ti dello stesso tipo. Inoltre, a differenza della trasformazione stella­
-triangolo, in questo caso non è possibile la trasformazione inversa, a­
vente lo scopo di trasformare il generico poligono di bipoli in una con­
figurazione a stella. 

Esempio Vll.3.1 

Nel circuito di fig.Vll.3.3a), eliminare un condensatore allo scopo di ottenere 

un ~ircuito equivalente con un numero minore di componenti. 

a) b) 

Flg.Vll.3.3 - Schema iniziale a) e finale b) del circuito considerato nell'esem· 
pio VII. 3.1. 

Utilizziamo la trasformazione stella-triangolo per eliminare il nodo P dello 

schema di figura. Mediante le formule di tab.Vli.3.1, otten.iamo per la rete a triangolo 

equivalente alla stella con nodo centrale in P, i seguenti valori : 

"Y A = O, 5 -yB = 1,5 -Yc= 2; "Y = 4 

3 
rB = 

1 3 
rA =- - re= -

4 4 16 
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Di conseguenza, effettuando anche il parallelo indicato rn figura, si ottiene il 

nuovo schema di fig. VII. 3. 3 b). 

Osservazione Vll.3.1 

Le trasformazioni stella-triangolo e stella-poligono vengono spesso utilizzate 

allo scopo di facilitare l'analisi di circuiti formati da bipoli passivi; vantaggi rilevan­

ti si ottengono nel caso dell'analisi nel dominio della frequenza. In tal caso, infatti, i 

circuiti trasformati sono sempre validi, in quanto le trasformazioni suddette forniscono 

semplicemente i valori delle immettenz"e alla frequenza considerata. In particolare, in 

quest'ambito, le trasformazioni stella-triangolo diretta e inversa sono comunemente ap­

plicate per analizzare i circuiti di carico dei sistemi trifase, i quali. possono assumere 

ambedue le configurazioni. 

Più in generale, ogni circuito contenente solo bi poli può essere facilmente ana­

lizzato, in regime permanente, per mezzo delle trasformazioni qui considerate; il proce­

dimento generale consiste nell'eliminazipne successiva di tutti i nodi interni alla rete 

e nella semplificazione di tutte le serie e i paralleli presenti. Un metodo di analisi s'if~ 

fatto è quindi valido solo quando interessa il comportamento esterno del circuito; poi­

ché l'uso successivo delle trasformazioni impedisce. di avere qualsiasi informazione 

sul comportamento interno. 

2 

3 

Fig.Vll.3.4- Circuito analizzato con il metodo di eliminazione dei nodi interni. 

Si consideri, a titolo di esempio, il circuito di fig. VII.3.4, per il quale interes­

sa calcolare il rapporto di trasferimento in censi one V 2/V 1. L'analisi può essere effet­

tuata a passi successivi, come è. indicato nelle righe a), b), ... , e) di tab. VII. 3. 2; la 

configurazione finale, nella quale sono ancora presenti i tre nodi connessi alle porte, 

permette di effettuare il calcolo del rapporto V2 /V1 mediante la formula di partizione 

seguente: 

li procedimento suddetto può essere facilmente generalizzato e si presta ad es­

sere implementato come metodo di analisi automatica sul calcolatore. Il metodo risul­

ta molto rapido, in quanto, se vengono effettuate per prime tutte le possibili opera-
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Tab.Vll.3.2 - Passi successivi effettuati per analizzare il circuito di 
fig. VI 1.3.4. 

a 

2 

b 
R 

c 

d 

3 

1 2 

e 

3 

Parallelo fra L 2 e C 1 

jwL
2 

ZA = ----­

-w2L2C1 + l 

Eliminazione del nodo B 

L3 
z = --. 

B ZC2 , 

con 1 ( I l ) jwC + ~ -+-
2 J w L '.3 L 4 z 

Eliminazione paralleli 

z 8 • j wL 1 
ZE = ---­

z8+ j wL 1 

Zc 
ZF = ----­

jwC3zc+l 

Eliminazione del nodo A 

zA.zE 
ZH=---­

z 
ZAZF 

z = ---· 
L z ' 

con 
l 

-z1 
I I 

-+-+­
ZA ZE ZF 

Eliminazione paralleli 

Rl ·zH 
ZR = -- - ; 

R1 -1 ZH 

zM ·zc 
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zioni di serie e di parallelo di bi poli e tutte le eliminazioni di quei nodi a cui concorro­

no meno rami, molto raramente e per reti molto complesse risultano necessarie trasfor­

mazioni stella-poligono di ordine elevato. 

Un modo molto semplice per generare circuiti · équi valenti ad un 
circuito assegnato consiste nell 'utiliizare opportune trasformazioni li­
neari. Supponiamo che il circuito che si vuole rasforrnare sia descriùo 

Subase nodi dal seguente sistema dr N e~oJli.: · 

cvu.4.1) [I] = G [vJ 

ove [V] è i 1 vettore delle tensioni dei nodi ri s etto al nodo di riferi-
mento e [I]\ è il vettore delle correnti, mentre [Y] dei 
coefficienti. Si · uò subito osse re che_ a (.Yll...4..1.' ter-
p~tare come l;- rappresentazione / [_y][)_çii una rete N porte; ciò consiste 
nel connettere N conduttori a ciascun nodo iriterno e ço.JlSi.d.e e cia­
scuna orta tra il suddetto conduttore e il nodo di riferimento, come indi­
cato in fig. VIi.4.1. 

Introduciamo ora due ma- f 
trici non sirigolari di__s> rdirie N, 
[T] e [T1 ] allo scopo di otte­
nere due nuovi vetton tensione e 
corrente, nel modo seguentes 

@ =~ 
(Vll.4.2) \ (r.y.~ 

[v=~ 

Le trasformazioni (Vll.4 2) 

I 
2 

N 

I 
2 

N 

circuito 
·assegnato 

nodo di 
riferimento 

Fig.Vll.4.1 - Circuito assegnato nel 
quale sono stati evidenziati tutti i 
nodi interni. 

permettono di considerare un· nuovo sistema di equazioni, siriti[e al si­
stema CVII.4.}), nelle o e i!.rtabih v--e- 1 ; sosqtuen o e(.Y.IJ.._4_,_2) 
nelle (Vll.4.1), si ottiene facilmente : 

(~11.4.3) [i]~ [Y'] [v] con ~~~ 
come la 9escrizione 

~~!!.2S..1""""""-·UJ.-""'''-"~0Lv~o~c~1~rc~u~.1~t~o:..i.....:~~~~~~~~~e~nte. 

La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it)



672 Impiego delle trasformazioni lineari nei circui ti equi valenti Vll.4 

La trattazione sin ~rni._:~yolta è del tutto generale; tuttavia, dal 
punto di vista a plicativo è opport~rio-·iritrodur.re -defle l~lrazioni, che 
portano a considerare_Q.ei ca_s1_part.icolari nell 'ambi.co.della-G sse...di-tra­
sfQ_tll)azioni. in.trodotte. · 

La prima limitazione consiste nel supporre passivi e reci roci i 
circuiti considerati in questo caso sia la matrice Y si .L..matrice 

- [Y'l evono essere simmetriche.\ Ciò conduce alla condizione seguente : -- ------- - --- -
(VII.4. 4) [Y']t={[T

1
]- 1}t . Y)t [T)t = [T) [Y] [T

1
]·1 = [Y') 

Essendo per ipotesi [Y) = [Y)t, le matrici [T] e [T
1

] devo­
no soddisfare alla condizione seguente : 

(VII.4. 5) 

Nel caso dei circuiti reciproci , pertanto, la classe di trasforma­
ztom da considerare è più limitata, poiChé dipende da una sola matrice 
[ T]. In questo caso si ha ovviamente: 

(VII.4.6) [i]= [T) [I) ; . [V) [T]t [v ] 

mentre: 

(VII.4. 7) [Y'] [T] [Y] [T) t 

F. facile verificare die la trasformazione (VII.4. 7) conserva an­
che il carattere passivo delle reti considerate. Ciò si può dimostrare fa­
cilmente confrontando le (VII.4.6) con le equazioni di • definizione del 
trasformatore multiporta, introdotto nel Cap.I (equazioniI.8.13) . Tale con­
fronto permette di riconoscere che la rete trasformata corrisponde allo 
schema di fig . VII.4.2, ottenuto chiudendo il trasformatore multi porta T 
sul circuito assegnato; le porte del trasformatore sono 2N ed hanno tut­
te un morsetto comune, coincidente con il nodo di riferimento . Il circui­
to risultante è chiaramente passivo, in quanto tale è il trasformatore mul­
tiporta. Si deduce quindi che la trasformazione (VII.4.7) COl}Serva il ca­
rattere passivo del circuito trasformato . 

La seconda limitazione consiste nel cercare quelle trasforma­
zioni che dian.o luogo a circuiti aventi lo stesso comportamento esterno. 
A questo scopo supporremo che non tutti gli N nodi ·interni interessino 
dal punto di vista esterno, ma solo alcuni di essi; tali nodi siano i pri­
mi M. Si può osservare che si ottiene l 'equivalenza dal punfo di vista 
esterno, quando la trasformazione lascia inalterate le prime M componen­
ti del vettore delle correnti e le prime M componenti . del vettore delle 
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tensioni. Tale condizione si può esprimere facilmente in termini :di :m~­
trice [T]. Esplidtando tale matrice-nella forma seguente: 

["n n12 nlN 

l (Vll.4.B) t = ~2~· . n22 n2N 
........ 

. nNl nN2 ··· nNN 

Si ottengono facilmente le seguenti condizioni: 

k=l,2, ... ,M 
(Vll.4.9) 

In molti :casi :il circuito trasformato, corrispondente alla matriCe 
[Y'] ~a una struttura molto viciria a quella del circuito assegnato; per­
tanto lo schema di fig. VII.4.2 ha più valore teorico che pratico, per la 

(I) (V) 
' - 1 - Trasformatore ~ 2 Circuito 

-- multiporta ----- assegnato 
o- T N 

I I Nodo di 
riferimento 

flg, Vll.4.2 - Generazione di circuiti equivalenti con un trasformatore multiporta. 

presenzà del trasformatore multi porta.Quello che interessa ordinariamen­
te è poter apportare delle modifiche al circuito, facendolo rimanere del­
lo stesso tipo. Ad esempio, il caso più utile nelle applicazioni è quello 
in cui il circuito assegnato "è-costituito solo da resistori, induttori e 
condensatori e si vogliono modificare i valori di alcuni elementi .reatti­
vi in modo da renderli più adatti alla realizzàzione, · senza alterare il 
comportamento esterno del circuito. 

Pertanto, ulteriori limitazioni nella scelta della trasformazione 
a~atta consistono nella scelta di opportune e particolari matrici . [ T] . · 
L'analisi della ~celta più opportuna può essere effettuata considerando 
separatamente l'effetto relativo ad alcune matrid elementari ìn cui può 
essere suddivisa la matrice [T] . È noto infatti dalla teoria delle ma­
trid che ogni matrke non singolare può essere suddivisa nel prodotto 

G.MARTJNELLI-M.SALERNO: Fondamenti di Elettrotecnica 
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di Un numero opportuno di matrici più semplid dei seguenti tre tipi:: 

[
1 0 ... : ...... 0] 
o 1 ... : ...... o . . : . . = l ... : .... : ... k. . : 
• • 11 • 

o o .......... 1 
(VIl.4.lOa) 

k 

(VII. 4.10 b) 

o ... o ... ò ... o] 
1 o . o o 
O 1 ... c .k O 

I • 

o 0 ......... i 

. t 

(VII.4. lOc) [Te] = i ... [~ 
i-·· ? 

o 

O ... Ò ... Ò ... Ol 
1 ... o ... o . .. o 
o ... ò ... i ... ò 
o ... i ... ò ... ò 
o ... 6 ... b ... i 

iri cui: [T
0

] è una matrice diagonale con i termirii tutti uguali ad uno 
con l'esclusione di uno (nella VII.3.lOa, tale termirie è l'i-·esimo, scel­
to pari alla quantità reale k;); [Tb] è una matrice avente te_rmini Ugua­
li ad uno sulla diagonale principale, tutti gli altri zero con l'esclusione 
di uno (nella VIl.4.10 b, tale termine è: quello all'incrocio fra la riga i e 
la colonna k e vale c .k); [TJ è una matrice avente i termini della 
diagonale principale ug

1
uali ad uno con l'esclusione di due (nella formu­

la VI1.4:1oc, l'i-esimo e lo i-esimo) e gli altri termini tutti ugu.ali a ze­
ro con l'esclusione di due, di valore uguale ad uno, posti all'incrocio 
delle righe e delle colonne corrispondenti ai due terl"!lini nulli sulla dia­
gonale principale (riel caso considerato i termini all'incrocio fra la riga 
i-esima e la colonna i-esima e all 'iricrocio fra la riga i-esima e la colon-
na i-esima). . 

L'eff~tto della matrice [T] sulla · [Y] nella geneq1zione dell '~m­
mettenza [Y'] del circuito equivalente si può ridurre all'esame dell'ef­
fetto di una matrice [T] dei tre tipi precedenti; ciò evidentemente sem­
plifica notevolmente l'esame delle possibifità offerte dalle trasformazio­
ni lineari di variabile nella derivazione di_ circuì ti equi valenti. Con rife­
rimento ai simboli utilizzati nella (VIl.4.10), l'effetto delle tre matrici è 
il seguente: 
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1) la matrice [T a] determina la moltiplicazione dei termini della riga e 
della colonna i-esima .di [Y] per k;;; di conseguenza il termine y .. al­
l'incrocio della riga i-esima con la colonna i-esima risulta moltipficato 
per k~; 

2) la matrice [ Tb] equivale ad aggiungere alla riga i-esima la riga k-e­
sima moltiplicata per c .k e successivamente alla colonna j-.esima la .co­
lonna k-esima moltiplicita per c .k. Di conseguenza il termine y ii all'iri­
crocio della riga i-esima con la ~olonna j-esima diviene: 

(Vll.4.11) 

~) la matrice [T) scambia la riga i-esima con la ri.;ga j-esima e succes­
si vamence la colonna i-esima con la colonna i-esima; l 'effetco di questa 
matrice perciò equi vale a scambiare la numerazione era il nodo i e il no­
do j . 

Tenendo conto dell'effetto di queste tre matriei e dell'obiettivo 
di man cenere il circuito equi valente risultante di struttura molto simile a 
quello assegnato, si comprende che l'unica matrice de~l~ tre Che può es­
sere usata è la [T

0
]; irifatti la matrice [TJ non raggiunge alcun effet­

to utile, mentre la matrice [Tb] non è facilmente interpretabile nei ri­
guardi · del circuito risultante. Perciò, iri conclusione, la matrice [T] 
che verrà considerata è una matrice diagonale avente termini uguali ad 
uno per i nodi che debbono rimanere invariati nell'equivalenza; tale ~a­
trice si può considerare come il prodotto di matrici .del tipo [T

0
]. L'ef­

fetto di una singola matrice di questo tipo è equivalente ad una variazio­
ne di livello di impedenza interna al circuito. Come vedremo successi-· 
vamente nel § VII.5, tale variazione è estremamente utile da un punto 
di vista pratico. · . 

Vogliamo concludere il presente paragrafo con una osservazione. 
La matrice [ T] deve ·a vere un ordine uguale ad N, cioè al nume.ro dei 
nodi iridipendenti del circuito assegnato. Tuttavia: è possibile ovviare a 
tale vincolo in modo moito semplice, creando nel circuito iniziale dei 
nodi fitcizi . Chiariamo l'osservazione con un esempio molto semplice. · 
Supponiamo che il circuito assegnato sia il resistore di fig. VII.4.3 a) e 
che interessi la resistenza di ingresso. Un modo molto semplice per au­
mentare il numero dei nodi è quello di suddividere il resistore nella se­
rie di due, come mostrato in fig. Vll.4.3 b) . La matrice ammettenze su ba­
se nodi di questo circuito è: 

[Y] =[ 2 -2] 
-2 4 
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In base al vincolo (VII.4.9), la matrice [T) è del tipo seguente: 

I I O,'ifÌ. 2 1/2 K 

R. /~ R/ =;_J0,5fl R B' / 2K(2K-l) I I I 

;.-: 

a) b) c) 

Fig. Vll.4.3 · Inserzione di un nodo fittizio nella j!enerazione di circuiti equi· 
valenti con la tecnica delle trasformazioni lineari. 

Quiridi la matriCe [Y') risulta: 

-2K l 
4K 2 

A tale matriCe corrisponde lo schema di fig. VII.4.3 c). Vediamo 
che questo schema è dello stesso tipo di quello di partenza, se O, '5 < K < 
< 1 ; infatti solo iri questo caso le resistenze hanno valore positivo. È 
possi bi l'e continuare iri questo modo, ad esempio suddividendo ancora u­
no dei resistori in due. 

In conclusione la generazione di circuiti equivale~ti con matriei 
del tipo [ T

8
) può essere notevolmente generalizzata, se preventi vamen­

te si introducono nel circuito assegnato dei nodi fiùizi .:Ovviamente, ta­
li nodi verranno inseriti iri base allo schema del circuito firiale a cui si 
spera di arrivare. 

Vll.5. Generazione di reti a scala equivalenti con la tecnica 
della variazione interna di livello di impedenza. 

Il metodo di generazione di .circuitì equi valenti, basato sulle tra- , 
sformazioni lirieari delle variabili, limitatamente al caso di matrici del 
tipo [T

8
), è particolarmente utile e semplice da applicare quando il dr­

cuit:o assegnato è del tipo a scala reattivo. La ragione dell'utilità è in-
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sita iri questo tipo di ·rete, che costituisce la struttura fondamentale del­
la maggior parte dei circuiti .passi vi usati in pra~ica. · 

La situazione usuale che si incontra nel caso della rete a .scala, 
è quella di Un nodo a cui sono connessi due rami longitudinali • ed uno 
trasversale, come mostrato in fig. VII. 5.1 a). Applichiamo la trasformazio­
ne suddetta a tale rete. Le correnti ·e le tensioni del circuito iriiziale so­
no: 

(VII. 5.1) 

2 

y 2< 1-d) 

b) 

Flg.Vll.S.1 - Trasformazione di uno spezzone di rete a scala. I valori dei com-
ponenti sono in mho. · 

La matriCe da usare è la seguente: 

(VII. 5.2) 

o 
1 

.O ~ l 
In conseguenza della trasformazione, · la matrke ammettenze su 

. base nodi di viene: 

~ [T] l yl o -Y1 

(VII. 5.3) [Y'] o Y2 -Y2 l[T]' = 
-Y1 -Y Y1+Y2+Y3 2 

yl o -Y1 d 

-[ o y2 -Y d l 
(Yr~y2 +Y3 )d2 -Y1 d -Y2d 
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A questa matrice corrisponde il circui.to equi valente, dal punto 
di vista dei nodi 1 e 2, di fig. VII. 1.1 b). oOall' esame di questa figura si 
vede che , affinché i valori dei ·componenti siano positivi , è necessario 
che: 

1) il valore di d sia scelto opportunamente; 

2) i rami longitudinali e quello trasversale debbono contenere compo­
nenti di tipo opportuno. In particolare, quello trasversale deve essere 
tale che (Y 1 + Y 2) (d 2-d) + Y 

3 
d 2 corrisponda ad un bi polo reattivo con 

valori dei componenti posi ti vi. · 

Malgrado le limitazioni precedenti, molto spesso si riesce ad ef­
fettuare la trasformazione del circuito iri modo da raggiungere gli obiet­
ti vi voluti .. Tali obiettivi sono vari; il più tipico è quello di ridurre la 
dispersione dei valori dei componenti più. costosi, come le induttanze . 

Un inconveniente del circuito trasformato di fig. VII. 5.1 b) è la 
presenza di due rami iri più rispetto al circuito iniziale . Questo incon­
veniente può essere eli,Pinato molto spesso con il seguente accorgimen­
to. Supponiamo che nell'ambito della rete a scala sia presente uno spez.:. 

b) 

Flg. Vll.5.2 · Trasformazione di una rete ad • L • con variazione del livello 
d'impedenza al nodo 2. 

zone ad «L»; costituito da due bipoli dello stesso tipo, come ~ostrato 
in fig . VII. 5.2 a). AppliCando la trasformazione precedente, nell'ipotesi 
di lasciare inalterato il comportamento al nodo 1, si ha: 

[l)~[::J [V] = [ :~] [T] = [: : l 
[ Y1 -Y1 l [ Y, -Y d l (VII. 5.4) [Y'] = [T] -Y1 

[T] t 
= -Y

1
d (Y l + y12) d 2 Y1+Y2 

n circuito risultante è mostrato nella parte b) della figura ed è 
caratterizzato dal fatto che il li vello di impedenza al nodo 2 è stato au-
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. . 

mentato di :1/d 2
• fo particolare è p~ssibile scegliere ir parametro d in 

modo tale che il ramo che congiùnge i.l nodo 2 c;:on ir nodo di :riferimen­
to abbia ammettenza nulla e quiridi .sparisca; il valore di :d per cui :ciò · 
accade si ottiene ponendo: 

(VIL'>. '>) 

Quiridi :si ha: 

(Vll.5.6) 

In questo caso il,circuifo si riduce a quello mostrato iri figura 
VIL 5.3, iri cui è messa in evidenza anche la variazione di livello di im­
pedenza al nodo 2. 

F.ty: Vll.S.3 • Circuito . equivalente a quello 
d1 1g.Vll.5.2a), con d 0=Y1 /(Y1 +Y2 ). 

La trasformazione precedente è sempre possibile; l'unica condi-: 
ziorie richiesta è la presenza di spezzoni ad « L » con componenti dello 
stesso tipo; tale presenza è usuale nei :circuiti reattivi con cui si ha a 
che fare nelle applicazioni.· 

Esempio Vll.5.1 

Applicare il metodo precedente al circuito di fig.Vll.S.4a) perrendere, se pos­

sibile, i valori delle induttanze uguali fr~ di loro. 

Allo scopo di usare la trasformazione di .fig. VII. 5. 3, ridisegniamo il circuito as­

segnato come mostrato in fig. VII. 5.4 b), lasciando incognite le capacità C 1 , c 2, C
3

, 

c4, es, c6, salvo· il vincolo imposto dal circuito e cioè: 

. 1 1 

2 

Le reti ad e L • da considerare sono costituite da condensatori. Le induttanze . . 
che si possono variare facilmente sono le prime due, in quanto la terza, posta in pa­

rallelo al carico, potrebbe essere alterata modificando il carico, ciò che è opportuno 

evitare. Perciò occorre variare il livello di impedenza in corrispon.denza alla prima in· 

duttanza di 1/4 ed alla· seconda di 25. Ciò è indicato esplicitamente nella figura 

VII. 5.4 b). 
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Iniziamo con l'induttanza di valore 0 , 1. Per portare il suo valore a 0,025, do­

vremmo applicare ai due spezzoni ad • L • ai suoi lati una trasformazione del tipo di 

fig. VII.'\. 3 oppure, più in generale, del tipo VII. '\.2, con d = 2. Tale valore di d, tutta­

via, determina l'insorgere di un valore negativo di capacità fra il nodo 1 e il nodo di 

riferimento; di conseguenza, in questo caso , non è possibile applicare la trasformazio­

ne interna di li vello. 

2 4 

+ 
a) 

A 4 B 

~ 
+ 

es 

1 x 25 
x-

4 
1 4 123 246 -- ---e 4/ 5 

~CT' '~ 't. + 16 

5 4 5 5 10 -
0,025 5 ,025 

c) d) 

Fig.Vll.5.4 - Trasformazione di un circuito per ridurre la dispersione del valore 
delle induttanze. 

b) 

Consideriamo successivamente l'induttanza di valore 0,001. In questo caso oc­

corre un valore di d pari ·a 1/5 . Utilizzando per i due spezzoni ad • L • ai suoi lati la 

trasformazione di fig. VII. 5. 3, si ha per la parte del circuito compresa tra i nodi A e B 

(fig. VII. 5.4 b) la situazione di fig. VII. 5 . .4 c), se è soddi sfatta la condizione seguente, 

deri vance dalla (VII. 5.6): 

4 

5 

~ 
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Dalla condizione precedente si ottiene: 

1 
C4 = - C 

4 5 

681 

Vediamo se tali condizioni sono compatibili con i vincoli sui condensatori e­

spressi precedentemente. Risulta, dai vincoli precedenti: 

c 5 = 1000- c6 = 984 c4 = 984/4 246 ; 

61 123 

es e 246 
; es 

61 2 . 4 2 123 

Essendo tutti i valori dei condensatori posi ti vi, la trasformazione imposta è 
compatibile con i vincoli e quindi può essere applicata. Il circuito risultante è mostra­

to in fig. VII. '\.4 d). 

Rispetto al circuito iniziale, siamo riusciti a ridurre la dispersione del valore 

delle inducc.anze dal valore O, 1/0,001=100 al valore O, 1/0,02'\ = 4. La trasformazione 

utilizzata a tale scopo ha comportato l'aumento dei condensatori di due unità. Tuttavia 

applicando ancora al circuito ottenuto una trasformazione stella-triangolo per i tre con­

densatori connessi al nodo P ed effettuando successivamente il parallelo che ne con­

segue, si vede che t'aumento complessivo dei condensatori è limitato ad uno soltanto. 

G.MARTINELLI-M.SALERNO: Fondamenti di Elettrotecnica 86 
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APPENDICE VII.A - Circuiti equivalenti in moclo continuo . 

Abbiamo visto nel § VIl.4 come si a possibile derivare circuiti 
equivalenti ad uno assegnato, utilizzando trasformazioni lineari delle va­
riabili ·tensione e corrente e considerando il circuito descritto su base 
nodi invariante rispetto a M nodi . La matriCe dei coefficienti su base no­
di si altera iri conseguenza della trasformazione, come indicato nella for­
mula (Vll.4.7). Nel presente paragrafo supponiamo che la matrice [T], 
che si utilizza per la trasformazione, sia una funzione di una variabile 
ausiliaria v, nel modo seguente: 

(VIl.A.1) [T] = [U] + [B] 6v 

in cui [U] è la matrice unità, [B] è una matrice reale che deve soddi­
sfare la condizion~ (VII.4. 9) di avere nulli i termini delle prime M colon­
ne e righe; 6v è l'iricremento della variabile introdotta. In conseguenza 
della (VII.A.I), la (VII.4.7) diviene : 

(VIl.A.2) [ Y ( v + 6v) 1 = { [ U] + f B ] 6 v } [ Y ( v) ] { [ U ] + [ B J 1 6 v } = 

= [Y(v)) +. { [B] [Y(v)] + [Y(v)] [B ) 1 } .6v + [B) [Y(v)) [B ]t (.6v) 2 

Passando al limite per 6v __,O, la (Vll.A.2) diviene: 

(VII.A. 3) 
d [Yl · 
~ = [B] [Y]+[Y] [B ] 1 

La soluzione dell'equazione differenziale (VII. A. 3) definisce una 
famiglia di circuiti, tutti equivalenti a quello assegnato, quando si pren-
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da come condizione iniziale per v =0 proprio la matrice ammettenza dei 
nodi del circuito di ·cui ·si vogliono ottenere degli schemi equivalenti. 

Illustriamo con un esempio il" procedimento di generazione de­
scritto, rimandando per dettagli alla letteratura tecnica (1 >. 

Esempio Vll.A .• 1 

Generare la fam_iglia dei bi poli equivalenti a quello di fig. Vll.A.1, prendendo co­

me valori iniziali Ll = (X) I L2 = L3 =e= 1. 

flg. Vll.A.1 - Bipolo di cui si vogliono 
generare schemi equivalenti. 

I nodi del circuito di fig. VII.A. I sono tre. Prendiamo come riferimento uno dei 

morsetti della por~a di ingresso al bipolo e numeriamo con I l'altro morsetto. La matri­

ce [ Y) del circuito vale: 

r I I 

[Y(s)] = [: 

O l ;:;- + Lj L2 

"'l C I I s 
+-

L2 L2 L3 

La matrice [e] deve essere del seguente tipo, essendo M =I: 

La (VII. A. 3) risulta . quindi, indicando con rk 

/ 

[
o o i · 
O:~ s+ 

dv dv 

s 

dv dv 

(1) - Si veda ad esempio: J .D. Schoeffer, • The synthesis of minimum sensili vity net· 
worlcs., IEEE Trans. on Circ11it Theory, giugno 1964, pp. ·271-276. 
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da cui: 

2bC; 
d(~ +r2> 
-----=o 

dv dv dv 

d(r; +r;) 
--~ =2b cr; +r;> 

dv 

dC 

Separando le variabili , si ha : 

dC 
2bC; 

dv dv dv 

Risolvendo queste equazioni, con i valori iniziali precisati precedentemente, si 

ha: 

e = e2bv ; r = 1- ebv . l , r = 2 
bv e r = 2e2bv - ebv 

3 

Al variare di v, si ottengono bipoli equivalenti. Ad esempio possiamo far spari­

re l'induttanza L 3 , ponendo: 

ebv = 0,5 

I valori dei componenti valgono in questo caso: 

e= 0,25 ; 

Osservazione Vll.A.1 

Le matrici [Y(v)} al variare di v possono corrispondere ad un circuito com­

pletamente diverso da quello di partenza. Infatti possono comparire valori negativi dei 

componenti, anche se tali valori non erano presenti inizialmente. Ciò implica che il pro­

cedimento di generazione precedente non garantisce che i circuiti equivalenti ottenuti 

siano dello stesso tipo di quello di partenza. 

APPENDICE VII.B - Riferimenti bibliografici. 

La base della teoria dei circuiti equi valenti sono gli artiColi .di 
W. Cauer, «Vierpole», Elek. Nachr. Tech., Vol.6, n. 7, 1929 pp. 272-282e 
di N. Howitt, «Group 'fheory and Electric Circuit»;Phys. Rev., Vol. 37, 
n.12, 1931, pp.1583-15()5. Una discussione sui limiti di validità e sul­
l'utilità di questa teoria può essere trovata nel Cap. 5 di E. A.Guillemin, 
«Synthesis of passive networks », J. Wiley, 1957. Particolarmente abbon­
dante è la letteratura t~cnica sulla successi va 'tecnica dei :circuiti equi-
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valenti in modo continuo, introdotta da J .D. Schoeffer in « The synthesis 
of minimum sensitivity networks», IEEE Trans. on Circuit Theory,vol.11 
giugno 1964, pp . 271-276. Si veda a questo proposito l'articolo di B.M.G. 
Chertham, «A new theory of continuously equi valent networks •>, IEEE 
Trans. on Circuit and Systems », Vol. 21, gennaio 1974, pp .17-20; la teo­
ria è stata estesa successivamente al caso dei circuiti attivi. Si veda 
ad esempio L.G.Grant, J.I. Sewell, «A theory of equivalent active net­
works », Proc. ISCAS, 197 6, Monaco (Rep. Fed. Tedesca), pp. 497-500. 

* 
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CAPITOLO VIII 

ANALISI DEGLI EFFETTI DELLE VARIAZIONI DEI COMPO. 

NENTI E OTTIMIZZAZIONE DEI CIRCUITI 

Vlll.1 · Effetto della variazione dei componenti e relativa misu-
ra. 

Il problema dell'analisi di un circuito non esaurisce cio che iri · 
pratièa si ·vuole conoscere dello stesso in fase di progettazione e di U­
tilizzazìone. fofatti, da una parte i singoli componençi sono rappresen­
tati ·solo approssimativamente dai loro modelli · e dall'altra i valori che 
commercialmente assumono i parametri caratteristici dei componenti so­
no noti entro tolleranze assegnate. Inoltre è da tenere pr_esente che per 
effetto della variazione delle condizioni ambientali e dell 'invecchiamen­
to, il valore iniziale dei componenti stessi è soggetto a cambiare. Cio 
signìfica che il circuito da analizzare ha solo nominalmente la struttu­
ra assegnata. Di :consegµenza la sua risposta è solo nominalmente quel­
la che viene fornita dall'analisi. Da un punto di vista pratièo è impor­
tante però sapere anche come la risposta si discosta al variare del va­
lore dei componenti entro i campi prevedibili per le tolleranze e per al­
tre cause. Cio _rièhiede di definire una grandeàa atta a valutare quan­
titativamente l'effetto della variazione di Un componente e successi va­
mente di Utilizzare le grandezze di questo tipo, definite per tutti i com­
ponenti," per valutare l'effetto globale. 

La grandeàa più usata a questo scopo è la sensibilità, defini-
ta come segue: 

ClH 

s(H> H Cl ln H 
(VIII.1.1) = = (F) oF Clln F 

F 
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essendo H la funzione di ·rete d'interesse (funzione di trasferimento in 
tensione e corrente o 1mmettenza e F 1 va ore e componente le cui 

. , evidente e e a sensi 1 Ha ne 1e­
d;-e-,_p_e_r_e_s_s_e-re- ..-e-1_n_1..,..ta- , ,..t-p-re=-c".'"""°is.,...a::-r~e la funzione di ·rete d'interesse ed il 
componente con il relativo parametro di cui si considerano le variazioni. 
La sensibilità, irioltre, è legata direttament~ alla derivata della funzio­
ne rispetto al parametro; infatti dalla (VIII. l.l) risulta: 

(VIIL 1.2) = S(H) 
(Fl 

H 

F 

Vlll.1.1 - Il teorema «bilineare». 

Una formula assai utile per il calcolo della sensi bili tà si ottie­
ne utilizzando il teorema seguente, noto come teorema e bilineare•. 

Teorema Vlll.1.1 - e Una qualsiasi funzione di rete H di un circuito li­
neare e permanente è esprimibile, in funzione dell'impedenza di un suo 
componente bipolare, mediante la seguente espressione bilineare: 

(VII L l. 3) H= 
Z th H(O) + Z J.I( ro) 

zth + z 

in cui z è /'impedenza del componente d'interesse; zth è l'impedenza 
che si ottiene applicando il teorema di Thevenin ai capi del componente 
d'interesse; H(O) ed H( ro) rappresentano i val ori che assume H quando 
il componente è sostituito rispettivamente da un corto-circuito e da un 
circuito aperto (ciò equivale a porre Z = O ovvero Z = ro),. 

Per ragioni di spazio, limiteremo la dimostrazione al caso in cui la funzione di 

rete H sia una ammettenza (di ingresso o di trasferimento). Per gli altri tipi di funzio­

ne di rete si procede in modo del tutto simile, per cui si omette la relativa dimostrazio­

ne . Nel caso considerato si ha un 'unica eccitazione coi ncidente con un generatore di 

tensione avente tensione impressa Qc ed interessa come effetto una corrente Qe. Uti­

lizziamo il metodo di analisi su base maglie per determinare la funzione di rete d'inte­

resse: 

(VllI.1.4) H 

Senza perdita di generalità, scegliamo l'albero in modo che il generatore di ten­

sione ed il bipolo d'impedenza Z siano rami del co-albero. Ciò implica che essi sono 
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presenti ciascuno in una sola maglia; siano tali maglie rispettivamente la k·esima e la 

r· esima. Sia inoltre Qe la corrente della prima maglia. Le condizioni precedenti non 

pongono alcuna limitazione e sono soddisfacibili con valori di k, r, _l anche uguali 

fra loro. Il sistema di equazioni risultante è del tipo seguente, nel caso più generale 

in cui k, r, 1 siano distinti: 

? 
o 

(VIII. I.')) 
Qc -k 
ci 

r- ---z +a o 
rr 

o 

Risolvendo tale sistema, si ottiene H nella seguente forma: 

(VIIl.1.6) H 
6 k,l (Z) 

6(Z) 

Z 6 i.r,lr + 6 i.,l(O) 

z 6 + 6(0) r,r 

in cui 6 è il determinante della matrice dei coefficienti e 6.i . . . . . indica 
1• 1 2" .. 1N• J 1•1 :z.••JN 

il determinante del minore della matrice dei coefficienti, ottenuto cancellando le righe 

il' i 2 ... iN e le colonne j l' j 2' ••• jN e cambiando di segno al suo valore se è dispari 

la seguente quantità: 

Dalla (VIIl.1.6) si ricava immediatamente che: 

(VIII. I. 7) H(O) 

6 kl (O) 

6(0) 
H(oo) 

Sostituendo queste relazioni nella (Vlll.1.6), si ha: 

(Vlll.1.8) H 

6(0) 
z· H(oo) + -- • H(O) 

6 

6(0) 
z+--

6 rr 

rr 

!\r,lr 

6 rr 

Rimane da caratterizzare il termine 6(0)/6rr· A questo scopo supponiamo di 

analizzare il circuito, eccitandolo con un generatore di tensione Vg, posto in serie al 
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VII 1.1 Effetto della variazione de i componenti e relativa misura 689 

componente di impedenza Z, dopo av er disattivato Qc. Procedendo c ome nel caso del­

la (Vlll.15), si ottiene lo stesso sistema di equazioni, salvo che per il vettore dei ter­

mini noti, che ha uno zero a l posto di Q ed ha V al posto dello zero nella r- esima 
c g 

componente. Perciò risulta: 

6 rr 
(VIII. I. 9) V 

g 61. Z) 

6 V rr g 

6 ,r · Z + 6 (0) 

V 
g 

6 (0) 
z + 

6 rr 

L'esame della ( Vlll.1.9) ed il suo confronto con l'espressione della corrente che 

fluisce nel componente in base al teorema di Thevenin , permette di i dentificare Zth 

con il termine 6 (0)/6 rr . 

Osservazione Vlll.1.1 

li teorema e bilineare• vale anc he nel caso in cui, invece dell'impedenza di un 

bipolo, si consideri il parametro di controllo di un generatore controllato . In questo ca­

so però risulta : 

a + xb 
( Vlll. l. 10) H 

c+xd 

essendo x il parametro di controllo(!> . 

L ' utilizzazione del teorema «bilineare » fornisce un metodo sem­
plice per calcolare la sensibilità. Dalla (VIII.1.3), mediante calcolo di­
recco, si ha : 

(VI II.1.11) 
H(ro) - H(O) 

zth. z [ J [ J zth +z zth · H(O) +z · H( ro) 

La formula (VIII.1.11) mette in evidenza una proprietà importan­
te dei circuitì lineari e permanenti, cioè la possibilità di calco lare la 
sensibilità senza bisogno di e ffe ttuare derivazi oni , ma sempli ce mente 
tramit e la de terminazione di opportun e funzioni di rete . Tale punto verrà 
ulteriormente sviluppato nel § VIII.2, dove verrà descritto un metodo per 
il calcolo contemporaneo delle sensibilità di una funzione di rete rispet­
to a tutti i componenti . 

(1) - P e r la dimostrazione d e lla (Vlll . l.10) e pe r ulteriori dettagli riguardanti la dipen­
denza di H dal rapporto di trasformazione di un trasformatore ideale, dalla resistenza 
di girazione di un giratore, ecc. , si veda K.Geher, e Theory of network tolerances •, A­
kadémiai Kiadò, Budapest 1971, pp. 2'i, 26, 27 . 
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Esempio Vlll.1.1 

Determinare l'espressione delle sensibilità della funzione di trasferimento Vu/ 

/Vf/. di una rete a scola, rispetto alle impedenze dei romi longitudinali e trasversali. 

La rete a scola è riportata in fig . Vlll.1.1; essa costituisce una delle strutture 

più importanti dal punto di vista delle applicazioni. 

Fig. VIII. 1.1 • Rete a scala. 

Applichiamo la formula (VIII.1.11 ), considerando per primo il caso di una impe­

denza longitudinale z2k+l· Osserviamo che, quando Z21t+l = co, ri .sulta Vu = O e 

quindi H(co) =O. Perciò si ha : 

(VIII. I. 12) 

Il valore di Zth in questa formula va determinato come indicato in fig.VIIl. l. 2. 

Fig.Vlll.1.2 ·Calcolo di ZÙI per la determinazione della sensibilità rispetto 
alle impedenze longitudinali. 

Nel caso dell'impedenza z2k di un ramo trasversale, osserviamo che, per Z 2k = 

=O, risulta V u =O e quindi H(O) =O. Perciò si ha: 

(VIII.Ll3) 
(H) 

s 
(Z2kl 

zth 

Il valore: di Zth in. questo caso si calcola come indicato in fig. Vlll. l. 3. 
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Flg. Vlll.1.3 • Calcolo di. Z h per la determinazione della sensibi?ir.ì rispetto 
alle impedenze trasversali.1 

691 

e~ F J~ 51( ~•n•ib;l;tò •i•petto a tutti I componenti. ~ F ' \4 J ~ 
Quando occorre calcolare l'effetto delle variazioni dei componen-1 

ti sulla risposta del circuito, è necessario determinare contemporanea~ 
ente e · · rità ris. etto a tum i componenti orge allora 1 proble-

ma di effettuare questa eterm· · · · o pi ii accurato ed econà=\ 
t;111co ossibile. •Per raggiungere questo scopo, occorre: 

1

1) utilizi:are formule che evitino i · ·· 
senti ne a e in1zione di sensibilità ; 

2) evitare di dover analizzare il circuito tante volte quanti sono com,=j 
_eonènu y resentQ 

L Si può osservare che il metodo descritto precedentemente, otte­
nuto applicando i) 'teorema «bilineare», soddisfa il primo obiecciyo, evi-
tando il calcolo ~icico delle cleri~; tuttavia esso richiede l 'a!la.lisi 
di molteplici circultl che si otten ono in base alla ormu a 11.1.1 . 
Tale meto o s1 presenta pertanto mo to one oso nei riguardi del secondo 
obiettivo. f1ll6 

I due obietti vi precedenti /si raggiungono contemporaneamente u­
tilizzando il teorema di Telle eri: il metodo che ne deriva è estremamen­
te vantaggioso , richieden o, e i calcolo di tucte le sensibilità , l ' ana-
lisi del circuito n a trO C UltO, C e Oe 
il nome di do suddetto è cono-
sc1uto con 

Calcolo delle derivate con il metodo della rete aggiunta. 

Per ragioni di spazio, sviluppiamo un solo caso, ciciè quello di 
una funzione di trasferimento in tensio e di un circuito contenente bi 
li , eneratori di corrente controllati in tensione e nullor· · · 
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692 Sensibilità rispetto a tutti i componenti Vlll.2 

derati sono generici, riservandoci di considerare, nel prossimo p~ragra­
fo, i casi particolari più importanti e cioè i casi del resistore, dell'indut­
tore e del condensatore . · 1 unto di :vista applicativo il cas on si 
_ato è il iù importante in uanto la funzione i trasferimento iri tensio­
e è uella che viene usualmente considerata ed il circu1 to contenente i 
uddetti com onenu può ra ua siasi circuito rea e, come 
esso 1ri evidenza nel Ca .r 

Il circuito c e consideriamo è del tipo schematicamente mostra­
to in fi g. VIII. 2.1, dove è ~nte la sola eccitazione ~ed interessa la 
sola tensione v 

11 
come ris1osta. U bi polo generico in ssq contenuto j 

rappresentato per mezzo de la sua impedenza Zk (con k = 1,2, .. ·.,·Nz ,es­
sendo <N) il numero dei bi poli}; il generico generatore controllato è rap· 
presen'ta-fu tramit·e i due rami che lo costituiscono ed il parametro gm k 

(con · k = 1, 2, ... , N , essendo N il numero dei ·generatori controllati); 
detto N n il numerog dei ·nullori, if generico di essi è rappresentato me­
diante i bipoli nullatore e noratore. · 

V 

Ak 
+ zk _ 
~Bk 

1
zk zk 

ck imk Ek 
o-+ 

+I•·•'.." ~ N G 
vck + 

+ 
v. o--- V 

I 
Fk 

u 

Dk 

M 

Jlf~T, 
H 

R q hl 

# 1/ uk 

sk 

Flg. Vlll.2.1 - Il circuito in esame per il calcolo delle sensibilità. 

È stato detto iri precedenza che utilizzeremo i 1 teorema di Tel­
legen per determinare le sensibilità. Tale teorema stabilisce che, per due 
circuiti aventi lo stesso grafo orientato, il prodotto scalare del vettore 
correnti ·dell'uno per il vettore tensioni :dell'altro risulta nullo. Nel para­
grafo I.10.3, il teorema è stato enunciato nel caso di grandezze elettri­
che istantanee. Tenendo conto, però, della sua derivazione topologica, 
risulta evidente che esso vale anche nel caso in cui le grandezze elet­
tri.che siano rappresentate mediante i fasori. oppure le trasformate di La-
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piace. -E' inoltre necessario osservare che_~.C>.!!.2.J"ami del circ e 
evencuali circuiti aperci ai c~iClei~ iriteressi la tensione. N~l ca­
so el circuito 1 1g. VIIL2.l, guesra situazione si presenta per l'usci­
ta e per i rami di con crollo fra i nodi C e ep k. A - o scopo di~ il 

)

1

jpericolo di dimenticare tali °rami, con viene intro urre e1 generatori di 
jcorrente fittizi al posto di essi ,° aventi correnti impresse uguali a zero, 
come mostrato io fig. Vlll.2.2 a). In fig. Vm.2.2 b) viene quindi riportato 
un nuovo circuito avente u uale rafo e che deve essere considerato con-

+ 

temporaneamente a quello di fig. vm. 2.2 a) per poter applicare il teore-

N 

i. 
1 

M 

V V 
+ .1c - + .1c -

Aie ~Blc Alc~Blc 
i.1c z1c I !le 

c1c 1 mlc Ek I I 

:°'~!. +f·•:,, ·~· e,~ [:E' G N 
vele le 

o1c - Flc 
Dlc Flc 

i i H M I I 
nu no ··rç DO 

9 ET' ~Tk 
nu o nu o 

le u1c s1c u1c 

a) b) 

Fig. Vlll.2.2 - Il circuito a) è quello in esame, con i le= i =O; il circuito b) 
è un circuito avente grafo orientato uguale a (!uello fn esa':ne. 

G 

H 

ma di Tellegeoj tale nuovo circuito verrà inizialmente considerato del 
tùrro eoerico, . oneodo dei bi o · i at p,re.Gi-sat u ogni suo ca-
l!ML Per semp iCità di notazione, indicheremo con letter ciu.s~col! e 
grandezi:e elett ic e del circuitO a) e con le maiuscole quelle dello stes­
so ramo del circuito b); le grandezze corrisponden_É._lUlnvo lrwlrr.e la 
stessa orientazione. --

Detto N r il numero dei rami, applicando il ~eorema di Tellegen 
ai due circuiti di fig. Vlll . .2.2, si ottengono le due seguenti relazioni: 

Nr Nr 

(Vlll.2.1) 2: v1c I1c =O 2: v1c ile= o 
lc•l lcsl 

t2- h y 

V 
u 
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694 Sensibili1à rispelto a tulti i componenti Vlll.2 

Supponiamo ora che il circuito a) subisca una perturbazione di · 
tutti i suoi dementi;: di conseguenza v k risulterà cambiato in v k + 6.v k 
ed i~ in i~+ Di. ii.·1 ·Applicando nuovamente il teorema di Tellegen a 
questo circuu::o ed al ctrcuito:O) sì ha< ;1 >. 

Nr Nr 

(VUl.2.2) .L (vk+6.vk)l1i:=O; 
k=-1 

.L Y1i:(i~+6.i1i:)=O 
le =l 

da cui, per differenza e tenendo conto delle (Vlll.2.1 ), si ha: · 

(Vlll.2.3) 

SvilUppia:mo ora separatamente i vari .termini che compaiono nel­
~(Vlll.2.3'X, tenendo presente l'obiettivo di far com arire in essa sol­
tanto la variazione e a ran ezza elettrica d'interesse, cioè I 6.v e le 
variazioni dei valori dei componenti del circuito. ·Ciò ne tederà a ca-
~tterizzazione opportuna della «rete aggit.inta •f. ~~ -I - t 

» ermini relativi ai morsetti di ingresso e di uscita. ~ 'lT1~-r i-V-v. ~1! i 
Tali termini sono i seguenti: · · cJ-- I- 0- -t 

1- ~ 
<VIII.2.4l JjJ·~-~+/V·V:[-~ 

. 0 
Tenendo conto che 6 vi =O, essendo costante la tensione 

generatore v . , e che 6 i =O, essendo sem re nulla la corrente i 
(VIU:L'l s1 semplifica nel modo seguente: l 

(Vlll.2.5) ----------­; 6 i; +I .. 6.v .. 1 
~ 

del 
la 

L'obiettivo precisato inizialmente richiède che la (Vlll.2. 5) con­
tenga 6 v u e che non sia présente 6 i~· Vec!_i~JDq, che otteniamo addirit­
tura la coincidenza dell~ (VIII.2. 'i) con: d 7 ·~t-~ A _ 
(VIll.2.6) 6v" l l'fil,•i 

{y~ v;-o~i RJ. '\i"c1., se scegliamo: 

(VIU.2. 7) \J / 
(1) • Nel seguito supporremo gli incrementi 6 vk e 6 i k sufficientemente piccoli per 
poter trascurare i contributi del secondo ordine. 
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La Vlll.2 .7 im li er la rete aggiunta , il corto circuito tra i 
nodi N ed M e la presenza di :Un generatore t corrente impressa unita-
ria tra i nodi G ed H . · v;( 

u~--D 
(g 

~ini relativi aj componenti bi~)J 
Per il k-esimo componente bipolare i termirii da considerare so-

no i seguenti: 

(VIII.2.8) 

Tenendo conto della relazione costituti va del componente , si ha: 

(VIII. 2. 9) 

da cui, differenziando, si ha : 

(VIII. 2.10) 8 = i,k6Zk+ Zk6 i-.!.k 

Sosti tuendo la (VIIl.2.10) nella (VIIl.2.8) si ottiene: 
~'1 [jJAÌ I C J!, I V J .. tX Q-'ylj' 

(VIII .2.11) 

L'obiettivo prelimiriare che ci siamo propos.ti richiede l ' elimiria­
zione di ·6id: e quiridi la ri~uzi6ne della (VJil.2 . ll) alla: 

(VIll.2.12) 

Si perviene alla (VIIl.2.12) imponend<j 

(VIII. 2 .13) l z le I z le = V z kl 
ciò che implica che il bipolo k-esimo della rete aggiunta abbia impeden-
~a Z k come que o e a re e di partenza.\ . 

~Termini relativi ai generatori controllati. \ 

Per il k-esimo generatore controllato termirii da considerare 
sono i se uenti :· 

(VIIl.2.14) 
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Tenendo conto dd legame imposto dal generatore controllato s1 
ha: 

(VIIL2.15) 

da cui, differenziando, si ha: 

(VIU.2.16) 

Sostituendo la (VIU.2.16) nella (VIII.2.14), tenendo conto che si ha an­
che · 6 i clc = O, si ottiene: 

(VIII. 2.17) 

. . 

L'obiettivo preliminare che ci siamo proposti richiéde l'eliminazione di 
6 v ck e 6 v e quindi la riduzione della VIII.2.17) a la: 

(VIIl.2.18) B k ~~k·6gmJ 
Si perviene alla (VIII.2.18) imponendo: 

(VIII. 2.1 C)) 

ciò che implica che tra i nodi . Ck, D1c, Ek, Fk della rete aggiunta sia 
posto un generatore di corrente controllato in tensione, con parametro ai 
controllo uguale a quello del generatore controllato osto fra · gli stessi • 
nodi della rete d" con rami di controllo e contro ato scam-
biati tra oro. · 
~ 

4)- Termini relat.ivi ai nullori. 

Per il k-esimo nullore, i termini da considerare sono i seguenti: 

(VIU.2.20) I 6.v - V 6 i • + I 6 v - V 6 i 
nu nu nu nu no no no no 

Tenendo conto che il nullatore impone tensione e corrente nulla si ·ha 
6.v =O e 6.i · =O; pertanto la (VIII.2.20) si riduce alla seguente e-

nu . nu 
spress1one: 

(VIIl.2.21) I 6.v -V 6.i no no no no 
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L'obiettivo preliminare che ci siamo proposti richiede l'eliminazione del­
le variazioni delle grandezze elettriche dalla VIII.2.21 e uiridi il suo 
annullamento . · :__perviene a questo nsu tato, imponendo: 

(VIII. 2. 22) \ " - -~ 
~ 

cin che implica un nullore tra i nodi R , Sic, T , U della rete aggrnn­
ta, disposto con 1 nu atore e 1 noratore scam 1at1 rispetto a modo in 
cui erano connessi nella rete di partenzi.q 
.--- La discussione precedente mette in evidenza come una scelta op-
port.una dei com onenti della rete d. · . I.2.2 b ermetta dir · 
re l'obi~ttivo ' di ottenere una relazione tra la variazione 6 v della ran­
dezza d'interesse e le variazioni dei valori di tutti i componenti presen­
ti, cioè : 

N, N g 

(VIII.2.23) 6vu=- k~l i,1c I,1c6Z1c+ 1c~1 vele Vm1c6gm1c 

La rete di fig.VIII.2.2b) che ne risulta, prende il nome di crete 

aggiunta• ed è cosi costituita (fig. VIIl.2.3) : 

1) il bipolo d'ingresso è un corto-circuito; 

2) il bipolo di uscita è un generatore di corrente avente corrente impres·­
sa unitaria, con verso positivo entrante nel nodo H; 

3) il bipolo tra i nodi Ak e Bk coincide con quello corrispondente del­
la rete di ·partenza, cioè ha impedenza Z k ; 

4) il bipolo tra Ek ed Fk è un circuito aperto; il bipolo tra ~ Dk è 
un generatore di corrente, controllato dalla tensione del nodo Elc rispet­
to a quella del nodo Fk, con parametro di controllo uguale a quello del 
generatore corrispondente disposto tra gli stessi nodi della rete di par­
tenza e con verso della corrente impressa posi·tivo verso Dk; 

5) il bi polo tra i nodi Tk ed U k è un nullatore; 

6) il bi polo tra i ·nodi R k ed Sk è un noratore. 

L'espressione (VIII.2.23) rappresenta il differenziale totale della 
funzione vu(Zp Z2, ... ,ZN ) gml' gm2•···1gmN ); pertanto , supponendo 
gli incrementi sufficienteme~te piccoli, è possi~ile ottenere le espres­
sioni esplicite delle derivate parziali della tensione di uscita v 

0 
in fun­

zione di tutti gli dementi presenti nella rete. Si ottiene: 
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con k = 1, 2, ... , N z 

(VIII.2.24) 

con k = 1, 2, . . . , N g 

È facile riconoscere i grandi vantaggi derivanti dall'uso del me­
todo descritto; infatti le espressioni (VIU.2.24) mosfrano che tutte le de­
rivate in questione possono essere ottenute iri funzione delle grandezze 
elettriche di due soli circuiti: il circuito assegnato e la rete aggiunta. 

V + zie _ 
Alt o-f-0--o Bit 

Izlt z 
lt . 

Clt Ick Ek 

+ "+··· v., 
-l";l + G I 

vmlt 

- Pu=lA 
Dlt F · k 

M Rlt 1nu LT' H 

9 u1c 
slt 

flg. Vlll.2.3·. Rete aggiunta celati va al circuito di fig. VIII.2.1. 

Pertanto l'analisi completa degli effetti delle variaziòni dei componenti 
pµò essere effettuata mediante l'analisi di due soli circuiti; tale analisi, 
d'altra parte, comporta un onere di calcoli :pari a due volte quello rela­
tivo all'analisi del cir:cuito assegnato .. Infatti la rete aggiunta ha una 
complessfrà del tutto equivalente a quella del circuito che si sta consi..: 
derando. 

Le espressioni (Vlll.2.24) possono essere facilmente utilizzate 
per la determinazione esplicita delle sensibilità, come verrà mostrato 
nel prossimo paragrafo. 
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Vlll.2.2 - Determinazione delle sensibilità rispetto ai componenti con il 
metodo del la rete aggiunta. 

Nel presente paragrafo, utilizzando le espressioni esplièite del­
le derivate, date dalle (VIII.2.24), ricaveremo le formule per il calcolo 
delle sensibilità di una rete rispetto ai suoi componenti. Verrà conside­
rato il caso dei resistori, degli induttori, dei condensatori e dei genera­
tori controllati.•· 

Detta H la funzione di trasferimento considerata, che nel nostro 
caso è P.ari a: 

(VIII. 2. 2 5) H 

conside<iamo il caso di un .esisto.e di ·valo.e ~~a: v{(;t'R JC. 

!Hl R1e ClH -- R1e Clvu 1)1- ~0:> . ...,.....,_. 
(Vlll.2.26) S(Rk) = --

H Cl R lt V u o Rk %. I -

"'-t. 'll'l<. l'AK " 
In base alla (VIII. 2. 24) si ottiene ress1one : 

(VIIl.2.27) =-

avendo iridièato con VR e con VR1e le tensioni ai capi del resistore 
Rlt nel circuito assc;gn;to e nella rete aggiunta rispettivamente, come 
indièato nelle figg. VII1.2.4a) e b). 

Consideriamo ora il caso di una induttanza di valore L le . · Detta 
ZL1e = sLlt l'impedenza corrispondente, si ha: 

(VIII.2 .28) 
V 

u 

Pertanto, tn base alla (VIII.2.24), si ottiene : 

(Vlll .2.29) =-

ov 
u 

----------
V 

u 

ove i simboli iridicati hanno i[ significato illustrato nelle figg. VIII.2.4 
a e b 

RI< :r(IC hK 
,( .'\t. 
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+ 
v . 

1 

Rk Rk 

Alk·~Blk A l k o--------./\f't B l k 
VR + V -

k Rk 
Lk Lk 

A2k~8 2k: A 2k o--JfTl"i'--- B 2k 
+ V - + VL -

Lk 
k e 

llck G M 
A3k o Il k_ o B3k 

M 
A3kc o B3k + G + VQ . + VQ 

c1c k Ek V c1c k Ek u 
<>---

~ 
---0 

+ + + 
N V cJc lgmkvck vmk 

H 
vmk H 

N 

<>--- ---0 

Dk Fk Dk Fk 

"] 
sk 

[T' 
uk 

Rk] 
sk , 

[T' 
uk 

a) b) 

Fig. Vlll.2.4 - Reti considerate per il calcolo della sensibilità rispetto a i com­
ponenti : a) rete assegnata; b) rete aggiunta. 

~ 

I.a sensibilità rispetto alla capacità di un condensatore ck. la 
-E_ui ì ritpedenza Z ck è pari a ~si ottiene osservando che: 

1 

= ck~= ~kt~~i~~ 
H òCk Vu e~ o_!..._ vu òZck ck (Vlll .2.30) 

Pertanto, iri base alla (VHI.2.24), si ottiene: 

(VIU.2.31) = vOk Vok€9 

V 
u 

o_~j_ simboli :sono quelli riportati nelle figg. VIII.2.4a)~) . . 
Infine nel caso dei · generatori :controllati iri ba e alla def 
~.nsi.b.ili§ e alla lll.2.2 , si ottiéney · 

(VIIl.2.32) 
gmk òH vck Vmk gmk 

H 
--- = 1-------

V 
u 
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In conclusione il procedimento per la determinazione delle s ensi­
bilità della funzione di trasferimento in tensione rispetto al valore dei 
componenti di un circuito costituito da resistori,· induttori, condensatori , 
generatori di corrente controllati in tensione e nullori consiste nei s e­
guenti passt : 

1) determinare , per il circuito assegnato , mostrato in fig .VIII .2.4a), le 
tensioni in uscita, ai capi dei resistori , condensatori , induttori e dei ra­
mi di controllo dei generatori con crollati; 

2) considerare un nuovo circuito (la rete aggiunta), ottenuto da quello as­
segnato alim~ntando l'uscita con un generatore di corrente da IA, corto­
circuitando l'ingresso , sostituendo ad ogni generatore controllato un al­
tro generatore controllato dello stesso tipo e di uguale parametro di con­
trollo, ma avente scambiati i rami di controllo e controllato ed infine , so­
stituendo ad ogni nullore un altro nullore avente scambiati i rami relati vi 
al nullatore ed al noratore; nella rete aggiunta occorre mantenere, per le 
tensioni , le stesse convenzioni adottate per il circuito assegnato, come 
mostrato in fig. Vrll.2.4 b); 

3) calcolare le sensibilità con le formule (VIIl.2.27), (VIIl.2.29), (VIIl.2.31) 
e (VIII.2.32). 

Il metodo precedente per calcolare le sensibilità ha i requisiti , ri­
chiesti all'inizio, di accuratez:Za e semplicità. -Infatti non richiede calco­
li di der_ivate e fornisce le sensibilità rispetto a tutti i componenti , me­
diante l'analisi di due soli circuiti. 

Esempio Vlll.2.1 

Calcolare le sensibilità dello funzione di trasferimento in tensione rispetto olle 

variazioni dei componenti, nel circuito di fig.Vlll.2.5. 

v. 
l 

+@ 

+ 
V 

u 

Fig.Vlll.7.5- Circuito considerato nell'esempio Vlll.2.1. 

Applichiamo il procedimento descritto passo per passo. 

1) Calcolo della tensione di uscita e delle tensioni interne della rete. 

Si ottiene : 

• 1 - IO Kn 
C.J 6)'- -

~)).\ ~ ,})}, ~1{ 
R:u i r' '< . 
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sCR1 
----v. 
sCR1 + I 1 

vu = vR2 = - -----vi 
s CR1 + I 

-----v. 
1 

Vlll.2 

Si noti che la tensione sul condensatore, v C, coincide con la tensione di controllo del 

generatore controllato. 

2) La rete aggiunta è indicata in fig. VIII. 2.6. Per tale rete si ottiene: 

V 
m 

VRl 2 i: _, 
+ + 

Rl 

igm vm VR2 R2 V e V 
e_ m 

/ !I 

Fig,Vlll.2.6 - Rete aggiunta relativa a quella di fig.VIII.2.'i. 

3) Applicando le formule (Vlll.2.27), (Vlll.2.31) e (VIII.2.32), si ottiene: 

(H) 

S(R ) 
l 

(H) 
s 

(C) 

-gm 
Rl R2 

sCR1 + 

R • 
l 

V . 
1 

(-

sCR1 

I sCR1 + 

gm R2 

sCR1 + Jvi 

V . 
1 

sC 

V. 
1 

sCR1 

L 
sCR1 + 

-----
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R . V 
2 u 

----v. 
1 

Vlll.2.3 - Invarianti di sensibilità . -::Jf 

703 

Le sensibilità di una funzione di rete rispetto a tutti i componen­
ti del circuito sono- Legte tra di loro da relazi~ni di ti.po-m.o.l..t.Q_generale, 
che risultano invanant1 rispetto alla strutturad circuito stesso e dipen­
dono solo dal ti o di funzione di rete che · sidera e in articolare, 
da atto che si tratti di un~ J.Lnzi2 ne di. ~con dimensione -o. p.ure no . 

- ons1 eriamo er primo il caso di una funzione -1 re e i:Fè · o 
i~edenza (di ingresso o di trasferimento). Tale 1mpe enza, che indichia­
mo con J è funz· one di tutti i com onenti resent1 e della variabile s 
(ovve12 ella 12ulsazi~). Supponendo di limitare l'attenzione a1 circuiti 
costituiti da resistori, induttor_i, condensatori, generatori di corrente con­
E._rollati in .tensione e nullori ; l~denza Z è quindi funzione di Rio, Lk, 

- k' gmk Poiché è importante avere uniformità dal punto d i vista dimen-
siona eri parametri Circuitali, esplicitiamo Z come funzione di R k ' 

Lk, Ok= 1/Ck e Gk = l/gmk. Supponiamo ora di moltiplicare i parame­
tri precedenti per una quantità À; è evidente che risulta moltiplicata per 
À anche l'impedenza Z. Pertanto si ha: · 

(VIII.2.33) Z(s, \ R 1, ÀR 2, . . . , ÀRNR' ÀLl' ÀL 2, •.. , ÀLNL ' ÀD 1, ÀD 2, .. . 

... , ÀDN , ÀG 1, ÀG 2, . . • , ÀGN ) = 
D C 

ÀZ(s, Rl' R
2

, • • • , RN , Ll' L
2

, • •• , LN _, Dl' D 2, ••• 
R L 

. .. , DN • G l' G 2' . . . , G N ) 
D C 

Deriviamo ambedue i membri della (VIII. 2. 33) rispetto a À. Si ha: 

(Vlll.2.34) 
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Dalla{VIII.2.34) s1 ottiene: · 

NR 

(Vlll.2.35) 2-
k =l 

Ponendo § si ha quindi: 

NR NL 

(Vlll.2.36) 2- (Z) 
+ 5.: (Z l 

S(Rk l S(L1cl k =I le =I 

No Ne 

2- S(Z) - 2: -
le =I (C1cl le = I 

Vlll.2 

S(Z) ::: 
( g mk · 

i 

La (VIII.2 .36) è la prima relazione invariante delle sensibilità ed 
è relativa ad una funzione di :rete del tipo ·impedenza. ·Procedendo nello 
stesso modo, si trova che, nel caso di una funzione di rete H di tipo 
qualsiasi, si ha: 

NR NL No Ne 

(VIII.2.37) 2: S(H) + 2: s<Hl Y,· S(H) ~ S (Hl 
E 

lc=I (Rk) lc=l '(L1cl k =l (C1cl le =l (gmlc) 

ln CUI: E= 1 se H ha le dimensioni di un 'impedenza; E= '- 1 se H ha 
le dimensioni di :Un'ammettenza; E =O se H è adimensionale . 

Relazioni di grande importanza pratica nell'analisi dei circuiti possono essere 

ottenute mediante procedimenti del tipo precedente. In par-ticolare , si ottengono rela· 

zioni che legano le sensibilità al tempo di transito, come è già stato messo in eviden­

za nel cap.VI (osservazione VI.7.4). Per ulteriori dettagli si veda K. Geher, op. cit. , 

§ Ill.2 e P.Penfield, R.Spence, S.Duinker, •Tellegen's theorem>, monografia del 

Massachussetts Insticute of Technology. 

Esempio Vlll.2.2 

Verificare la validità della della (Vlll.?..37) sulle sensibilità calcolate nell'e­

sempio Vlll.2 .1. 

Poiché in questo esempio la funzione di rete considerata è una funzion~ 

sferimenco in tensione il valore di E della formula (VIll.2. Pertanto de.ve 

essere: 

Infatti, dai valori ottenuti nell'esempio VIll.2.1, si ha: 

---+l+ -1=0 
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Vlll.3 · 

L'individuazione delle sensibilità della funzione di rete,rispetto 
alle variazioni dei valori dei com onenti, cl fornisce 11 le ame tra la va­
riazione relati va della funzione e le variazioni relati ve dei valori e1 
componenti, ~0_1tQ.__1potes1 c e ta 1 vanaz1ogs S!A!!g..(21Cco e uesta 1po­
tes1, d'altra p"Wi'te, [ sempre accetfu~rrrqu-aftt:~o ell'analisi 
che facciamo è quello di verificare che la variazione della funzione di 
r$Ce sia entro limiti accettabilit 

Il legame in questione è il seguente: y ~.i:._~ ~ ~ lhL-

(VIII. 3.1) 
Fk 

in cui H è la funzione di rete considerata, F1: è il valore del suo k-esi­
mo componente ed N è il numero complessivo dei componenti 

I ac1 di arcenza sono le-- e i di vanàz10ne e1 va on e la 
conoscenza delle sensi bilicà S H calcolare, ad esempio, con 1 meco-

o svi uppa o ne paragrafo pr nce. A ~{tire da questi dari, si trat-
ta di determinare la legge di variazione di \!::!J e stabilire, se possibile, 
dei limi ti sulle tolleranze dei componenti in modo che tiH/H rimanga en­
tro limiti preassegnati con una certa probabilità. 

Per stabilire questi limiti, occorre distinguere il caso in cui il" 
circuito è senza memoria, e quiridi la funzione di rete e le sensibilità so­
no quantità reali, da quello più comune in cui ·il circuito è con memoria 
ed è analizzato con il metodo dei fasori. In quest'ultimo caso interessa­
no separatamente le variazioni del modul~ e dell'argomento èf1 H, per cui 
a 

(VIII. 3. 2) 

-----N 

2: 
k =l 

Re [S~~~} .~( 
Fk ----·---- ___.. 

ti { Arg [H] } 

In ambedue i casi si occiene una quantità variabile, le ;:;.lta alla 
funzione di rete, che risulta una combiriazione lineare delle variazioni 
relati ve dei componenti. Possiamo riunire in una sola espressione le 
precedenti, come segue: 

G.MARTINELLI- M.SALERNO: Fondamenti di Elettrotecnica 89 
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(VllI.3.3) 

La soluzione del problema di iridi viduare i .limiti da asse~re 

~
alle tolleranze dei ·componenti per mantenere entro variazioni accettabi­

. fiìa funzione di ree~, può essere ottenuta in vari modij Ne descriveremo 
brevemente di seguito i tre più usaci , rimandando per ulteriori dettagli a 
testi specializzati <1 >. 

'~ 

Vlll.3.1 i Analisi statistica:.w )5 L 
Le variazioni relati ve 6F 1JF k possono considerarsi varia bili 

~atistiche , caratterizzate da una ro ria le ge di probabilità, .dipenden­
~ dal processo di fabbricazione! ·Si ricorda che una variabile statistica 
reale x è caratterizzata dalla pro_pria funzione densità d1 robabilità 
p(x), che fornisce ac1lmente ua è la robabilità che la variabile cada 
10 un certo 10terva o i ·valori; ~ente detto [x 1 , x

2 
tale inter­

vallo, s1 

(Vlll.3.4) 

ln particolare deve essere: 

(Vlll.3. 5) P ( - oo, oo) = 1 

Quantità globali .caratteristiche associate alla variabile statistica sono 
il" suo valore medio x

0 
e la sua varianza cr, definite da : 

(Vlll.3.6) x 0 . ~1: x p(x) dx 

(VllL3. 7) cr2 =100 

(x - x 0)
2 p(x) dx 

-(I) 

Le funzioni densità di probabilità che è sufficiente c:;onsiderare nel caso 
presente sono quella uniforme e quella gaussiana; tali funzioni ·sono de­
finite nel modo seguente: 

(1) • Si veda ad esempio: K. Geher, op. cit. pp. 78·82. 
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densità di probabilità uniforme: 

€X) ~~ o~ 
(VIII.3.8) l_Pcx) = o] I~ I> iJ 

d2 --- -
con xo =o e a-2 = - t{ 

3 

densità di probabilità gaussiana a valor medio nullo: 

x2 

(Vl ll.3.9) 
1 

p(x) = --- e 2a
2 

varianza = u J 

Nella ma ior parte dei casi, le variazioni relative dei valori dei 
componenti El\ /F Fossono considerarsi delle variabili sta · i che a­
venti densità t ro abilità uniforme; ciascuna di esse è caratterizzata 
da una ro ria varianza ari a a . -

La quantità p, invece, pun essere considerata come una varia­
bile gaussiana, in quanto è una combiriaziòne lineare di più variabili 
statistiche; l'approssimazione è tanto maggiore quanto maggiore è il nu­
mero N dei componenti O>. U valor medio di p è nullo, in quanto sono 
nulli i valori medi delle variazioni relative dei componenti; la sua va­
rianza vale, con riferimento alla (Vlll.3.3): 

N 

(Vlll.3.10) a-2 = L a 2 0:2 
p Jt .. l le le 

Tenendo conto della (Vlll.3.9) si può calcolare la robabilicà che sta 
superiore, in valore assoluto, ad un valore_prefissato E; cale pro~b~!_i -

~: [ 2 1
€/ap _ u2 l lA ~ ~ 

(VIII.3.11) 1 --- e 2 du \J 
~27T o ' 

(I) - Si veda un qualsiasi resto di probabilità e srarisrica. 

L 
O\ 

J 
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Le espr~ssioni (VIU,3. 10) e (Vlll .3.11) permettono di risolvere 
il problema dell'analisi dell'effetto delle tOlleranze det .componenti sul­
fa funzione di rete dt un ctr.cutto · n attl . con l meto o escntto nel a­
agrafo precedente, siamo in grado di calcolare le sensibilit à el a fon-
1 e l rete nspetto a tuttl l componenti e quuidi :le quantità a k della 

f~m~ a . .. 2JI?a la conoscenza del p~oc~sso di fab.bricazicine, co-
'!_Osctamo l .valort dk delle VIll.3.8) e utndt delle vananze •Per­
t~nto, trami te).a (VIll.3.10) possiamo determiriare cr

0 
ed irifirie alla fOr­

mula (Vlll.3. U ) possiamo valutare, per ogni :valore 
1

E, qual 'è la probabi-: 
lità che p superi . E. · 

Un caso partiColare importante è quello iri cui :le tolleranze ~o­
no uguali: per tutti i componenti, cioè dk = d; dal.la (VIIl.3.8) e(VIIL3.l0), 
risulta: . v t 

d2 N 
(VIII.3.12) cr 2 = - L a 2 

p 3 k=l k 

In tale caso, accettando uno scarto dell'uno percento: 

(Vlll.3.13) 

La (VIII.3.13) fornisce quiridi il valore di p 'non superato perpiù dell'u­
no percento dei casi, per un circuito costituito da componenti aventi ùna 
tolleranza d. · . 

È iriteressante analizzare, nella (VIII.3.13), come cresce i[ va­
lore E con il numero d~i componenti .. Se le quant~t·à ak, dipendenti . dal­
le sensibilità, sono all 'iricirca di :uguale ·valore, allora E cresce con la 
radice quadrata di :N. •Se invece c'è un valore di ·ak dominante, il valore 
di : E tende a dipendere solo da questo ed a dipendere poco da N. In ogni 
caso è da tenere presente che la formula precedente vale se N è suffi­
cientemente grande (maggtore di 5). Nel caso di :N piccolo si può utiliz.;, 
zare il metodo del caso peggior·e, che tratteremo nel § VIII.3.3. 

Osservazione Vlll . 3.1 · 

Il metodo dell'analisi statiscica è particolarmente utile ne l caso che i compo­

nenti siano numerosi. Un caso tipico di applicazione è quello dei circuiti integrati. In 

questo caso però è lontana dalla realtà l'ipotesi di variazioni dei componenti statisti­

camente indipendenti. Infatti è insi ta nel processo di fabbricazi one una correlazione 

fra i vari componenti. Di tale correlazione si può tenere conto, complicando la tratta-
. s· · nd d 1. · · 1. · n > z1one precedente. 1 nma a per ettag 1 su questo punto a testi spec1a 1zzau . 

(1) - Si veda ad esempio K. Geher, op. cit., pp. 77-82. 
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Vlll.3.2 - Analisi con il metodo Monte Carlo. 

La determinazione delle proprietà statistiche della funzione di 
rete a partire dalla conoscenza del circuito e dalle proprietà statistiChe 
dei componenti, può essere effettuata _con precisiqne con il metodo Mon­
te Carlo. Questo metodo consiste nell'effettuare l'analisi del cir.cuito in 
un numero considerevole di casi, facendo assumere ai componenti valo­
ri opportuni, entro i loro limiti di variazione stabiliti d_alle tolleranze. 
È evidente che il vantaggio· principale del metodo è l 'esattezza delle 
informazioni che si possono ottenere sul legame tra la variazione della 
funzione di ·rete e le variazioni dei componenti. Lo svantaggio principa­
le è l'impegno di calcoli richiesto. Il problema principale che bisogna 
risolvere è quello della scelta dei valori da assegnare ai componenti e 
del numero dei casi da considerare. L'impegno di ·calcoli può essere ri­
dotto drasticamente utilizzando il fatto che i vari cir.cQiti da anali_zzare 
differiscono di poco, come viene fatto ad esempio nell'ambito dell'algo­
ritmo di Braniri-Wang< 1 l_ 

Vlll.3.3 - Analisi con il metodo del caso peggiore. 

Il me_todo più semplice per trattare il problema della determiria­
nazione dell'effetto delle tolleranze dei com onenti è quello di indi vi­
dua · · · · · Tali varia-

Np 

Pmax 2: 
k =I 

(VIII. 3.14) 

Nn 

Pmin = 2: 
k=I 

C6 F1/Fk)min e 
rei ari va del componente 

(6F'") Nn CF,'"') k 
a<Pl --- + 2: a<nl --

k Fk(p) k =I k 
F<nl 

k . max mm 

CF,'"'J Np CFW1 a<nl --- + 2: a~l __ k_ 
k FCnl k =' F<Pl 

k k . max min 

in cui con gli indici · p ed n si i ridicano rispettivamente i componenti 
J,-~Jttila quantità ak positiva ovvero m;, ~arjva e con NP ed N

0 
si indica 

il loro numero. 

(1) - Si veda ad esempio F .K.Kuo, W.G. Magnuson, e Computed orienced circuit design t, 
Prentice-Hall, 1969, pp. 99-101. 
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Nel caso artiColare iri cui la variazione mimma del valore dei · 
componenti sia uguale in am iezza e di segno contrario al a variazione 
massima, cioè quan o U'i.ErLE;.l... ... = - 6F F . = d le (VIIJ.3.14) 
Sì. riducono a: 

(Vlll.3.15) f n = - p . = i laL I dL f ~ax mm k ,;.1 " "/I 

Una ulteriore semplificazione si ha nel caso importante iri cui le 
tolleranze ~ono le stesse per tutti i com~i; preci 5.amente la for!!lu­
la (Vlll.3. l 5) di viene: ( 

. (VIII.3.16) 

È interessante analizzare, nella (Vlll.3.16}, la dipendenza di • 
Pma e Prvin da N.!.Yediamo che se le quantità ak sono all'iricifra di_ •u­
g!lafe ampiezza, Pmax e p . crescono proporzionalmente ad N. Inoltre, 
se una quantità a è domi~~. la sua influenza è molto .meno marcata 
che ne caso e metodo stattstiCoJ Da queste considerazioni si deduce 
che il metodo del caso peggiore è con veniente nel caso di N piCcolo, 
quando del resto non è usabile il metodo statistico:\ ---
Esempio Vlll.3.1 

Per il circuito considerato nell'esempio Vlll.2.1 calcolare le vadazioni massi­

ma e minima del modulo della funzione di trasferimento in tensione nelle seguenti ipo­

tesi: 

1) I valori dei componenti sono: R1 = R 
2 

= 100, C = 10-6 (.0, F); 

2) La frequenza è pari a: f = 1 OOOHz; 

3) Le tolleranze dei componenti sono tutte pari all'un percento. 

Nel caso presente occorre utilizzare la prima delle (VIIl.3. 2). Pertanto. si ha: 

V 
u 

H=-; 
V. 

l 

t;i Hl 
p=--

lttl 
Effettuando i calcoli si ottiene: 

( 2 7T • 1000. 10"6 • 100)2 

(27T. 1000. 10-6. 100)2 + l 

(0,628)2 

(0,628)2 + l 

d = 0,01 

= - 0,28 
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[ (H )) ( (Hl ) 
e SR = Re S( l 

2 Km 

Pertanto i valori di aie sono i seguenti: 

a 1 = - 0,28 a
2 

= - 0,28 

Utilizzando la (VIII. 3.16) si ha: 

--(~) - lttl . 
111111 

= 0,01(0,28+0,28+1+1)=0,02'i6 

Quindi la variazione massima e minima del modulo della funzione di trasferi­

mento è uguale al 2, 56 percento. L'uso del metodo del caso peggiore è giustificato dal-

la presenza di solo quattro componenti. 

VO ç~ f~4 ----Vlll.3.4 - Analisi automatica: programma VAR. 

Nella grande maggiòranza dei .casi, per la mole dei calcoli richie­
sti, la determiriazi6ne dell'effetto delle variazioni dei componenti sulla 
funzione di rete può essere effettuata esclusivamente per mezzo del cal­
colatore numerico. Per questo motivo, nel seguito, verrà dato un esempio 
di programma di calcolo adatto a tale scopo, del quale verrà fornito lo 
schema a blocchi. Il metodo seguito consiste nella determinazione delle 
sensibilità rispetto ai componenti, utilizzando il metodo della rete ag­
giunta, che, come è stato detto nel § VI!L.2.2 , presenta particolari requi­
siti di accuratezza e semplicità; successivamente verrà determinato l 'ef­
fetto complessivo sulla _funzione di rete, utilìzzando il metodo statistico 
(descritto nel § VIII.3.1) e il metodo del caso peggiore (descritto nel 
§ VIII.3.3). · 

Per ragioni di semplicità e poiché lo scopo è solo quello di dare 
un'idea del modo di procedere, la trattazione verrà limitata a : 

1) e ircuiti senza memoria; in base a tale limitazione i componenti pre­
senti nel circuito sono solo resistori, generatori di corrente controllaci 
in tensione e nullori. Tale limitazione permette di escludere ogni dipen­
denza dalla frequenza, sia per le grandezze elettriche sia per le sensibi­
lità. 

2) Funzioni di trasferimento in tensione; in ba?e acalelimitazioneèpre­
sente nella rete un solo generatore indipendente di tensione ed inoltre 
devono essere indicati i nodi relati vi ai morsetti di uscita. 
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3) Variazioni dei componenti a distribuzione statistica di tipo uniforme 
e caratterizzate dai valori dk delle tolleranze. Pertanto le formule uti­
lizzate per valutare l'effetto compiessi vo delle tolleranze dei componen­
ti sulla funzione di rete sono le seguenti . (derivanti dalla VIII.3.13 e 
e Vlll.3.15): 

(VIII. 3. 17) 

ove: 

p= 

V. 
1 

N 
.L 

k = l 

E= b.H/H ; 

P=(.6H/H) =-(6.H/H) 1 . mu mn 

E
0 

è ~na quantità che di­
pende da qual' è la probabilità che 
la variazione relativa di H per il 
circuito realizzato superi in valo­
re assoluto il valore di E (ad e­
sempio nel caso che tale probabi­
lità sia dell' 1 °/0 si ha E 

0 
:;=2, 5/3). 

Trattandosi di · una rete 
senza memoria, i 'analisi verrà ef­
fettuata per mezzo del programma 
NODI, descritto nel § 7 del Cap.11. 
Tale programma verrà utilizzato 
due volte, la prima per analizza~ 
re la rete assegnata, la seconda 
per analizzare la rete aggiunta. 

Lo schema a blocchi a 
grandi linee del programma VAR è 

nel metodo statistico 

nel metodo del caso peggiore 

I - Ingresso dati del circuito as­
segnato 

ANI - Analisi del circuito asse­
gnato 
{Programmi NODI e GAUSS) 

S! - Calcolo delle se.guenti tensioni: 

- in uscita 
- ai capi dei resistori 
- sui rami di controllo dei ge-

neratori controllati 

AG - Determinazione della rete ag­
giunta 

AN2 - Analisi della rete aggiunta 
(Programmi NODI e G:AUSS) 

S2 - Calcolo delle se~uenti tensio­
ni della rete aggiunta: 
- ai capi dei resistori 
- sui rami di conuollo dei ge-

neratori conuollati 

SEN - Calcolo delle sensibilità 
mediante le formule 
(VIII.2 .27) e (VIIl.2 .32) 

EPS-RO- Calcolo di €e p median­
te le formule (VIII.3.17) 

U - Stampa dei risultati 

Fig. Vlll.3.1 ·Schema a blocchi a grandi 
linee del programma VAR. 
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riportato in fig. VIII. 3.1. Di seguito viene fornita una descrizione detta­
gliata di ciascun blocco, utilizzando, ove necessario, degli schemi a 
blocchi più dettagliati . 

Blocco I. 

In tale blocco vengono assegnati i dati di ingresso del program­
ma. Tali dati sono in gran parte gli stessi previsti dal programma NODI, 
con le seguenti modifiche: 

1) per ogni componente, deve essere assegnata la relativa tolleranza; 
pertanto, detto NR il numero dei resistori, occorre assegnare un vetto­
re DR (K), K = 1, 2, .. . , NR delle relative tolleranze ed inoltre, detto 
NCT il numero dei generatori di corrente controllati in tensione, occor­
re assegnare un vettore DCT(K), K =I, 2, . . ., NCT delle relative tolle­
ranze; 

2) il numero dei generatori indipendenti di tensione deve essere solo u­
no; pertanto, detto NT tale numero, deve essere NT =I; il valore di 
tale generatore T (I) è arbitrario; 

3) deve essere nullo il numero NC dei generatori indipendenti di cor­
rente; 

4) devono essere assegnati i nodi corrispondenti ai morsetti di uscita, 
relati vi alla tensione VU; tali nodi devono inoltre essere distinti in 
quello positivo (NUPOS) e in quello negativo (NUNEG). 

R(K), DR(K) 
Nl(K) ---Nv-N2(K) 

+ VR(K) 

NTl(l) NNI(K)] [NN3(K) NUPOS 

+ + 

T(l) NN2(K) NN4(K) 
vu 

NT2(1 ) NCTl(K) NCT3(K) NUNEG 
~+ 

. VC(K) ~ i=CT(K)•VC(K) 

DCT(K) 

NCT2(K) NCT4( K) 

Fig. Vlll.J.2 - Circuito considerato nel programma VAR ; accanto ad ogni com­
ponente è indicato il relativo valore e la relativa tolleranza. 
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In fig. VIII. 3. 2 viene indicata sçhematicamente la rete generica 
considerata nel programma VAR, con l'indicazione dei simboli usati. 

Blocco ANJ. 

Tale blocco, l!tilizzando i programmi NODI e GAUSS, descritti 
nel Cap. II, effettua l'analisi su base nodi del circuito assegnato. Detto 
N il numero dei nodi, escluso il nodo di riferimento, tali programmi ef­
fettuano il calcolo di un vettore B (K), K = l, 2, ... , N i cui elementi rap­
presentano le tensioni di ciascun nodo della rete rispetto al nodo di ri­
ferimento. Viene inoltre calcolato un ulteriore elemento di tale vettore 
e precisamente B (ND), ove ND = N + 1; tale elemento è pari alla cor­
rente nel generatore di tensione; esso non verrà utilizzato nel seguito. 

Blocco SJ. 

Tale blocco effettua il calcolo della tensione di uscita VU, del­
le tensioni ai capi dei resistori, VR (K), K = l, 2, .. . , NR, e delle ten­
sioni sui rami di controllo dei generatori controllati, VC (K), K = l, 2, ... 
... , NCT. Con riferimento ai simboli indicati in fig. VIII. 3. 2, lo schema 
dettagliato di tale blocco è indicato in fig. VIII. 3. 3. 

VU = B(NUPOS) - B(NUNEG) 

Kl = Nl(K) 

K2 = N2(K) 

VR(K) = B(Kl) - B(K2) 

no 

SI 

K=K+l K=K+l 

no 

Kl = NCTl(K) 

K2 = NCT2(K) 

VC(K) = B(Kl) - B(K2) 

Fig. Vlll.3.3 ·Schema dettagliato del blocco Sl di fig . VIII. 3.1. 

Blocco AG. 
Tale blocco effettua la determinazione della rete aggiunta a par­

tire dai dati del circuito assegnato. Le operazioni necessarie a tale sco­
po sono le seguenti: 
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1) Disattivazione del generatore di tensione; ciò equivale a porre in cor­
to-circuito i morsetti di ingresso della rete. Ciò si può ottenere ponendo 
T(l)=O; 

2) Attivazione di un generatore di corrente di valore unitario connesso 
fra i morsetti di uscita; ciò si può ottenere ponendo il numero dei gene­
ratori indipendenti di corrente NC uguale ad uno, assegnando a cale ge­
neratore un valore C (1) = 1 e infine ponendo NCl (1) = NUNEG e 
NC2 (1) = NUPOS; 

3) Scambio dei morsetti di controllo con quelli controllati nei generatori 
dipendenti; ciò si può ottenere scambiando tra di loro i vettori NCTl (K) 
e NCT3(K) ed i vettori NCT2(K) e NCT4(K), con K = 1, 2, ... , NCT; 

4) Scambio dei morsetti corrispondenti ai nullatori con quelli corrispon­
denti ai noratori; ciò si ottiene scambiando tra di loro i vettori NNl (K) 
e NN3(K) ed i vettori NN2(K) e NN4(K), con K = 1, 2, . . . , NN. 

Lo schema dettagliato del blocco AG è riportato in fig. VIII . 3. 4. 

NC =I 

C(l)=l.O 

NCI (1) = NUNEG 

NC2 (1) = NUPOS 

Kl =NCTI(K) 

K2 =NCT2(K) 

NCTI(K) = NCT3(K) 

NCT2(K) = NCT4(K) 

NCT3(K) = Kl 

NCT4(K) = K2 

no 

K=K+l 

Kl = NNI(K) 

K2 =NN2(K) 

NNl(K) = NN3(K) 

NN2(K) = NN4(K) 

NN3(K) = Kl 

NN4(K) =K2 

no 

Fig. Vlll.3.4 ·Schema dettagliato dcl blocco AG di fig. VIII. 3.1. 

K=K+ I 
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Blocchi AN2 e S2. 

Tali blocchi sono del tutto analoghi ai blocchi ANI e Sl , salvo 
che si riferiscono alla rete aggiunta. Il primo di essi utilizzando nuova­
mente i programmi NODI e GAUSS analizza la rete aggiunta su base no­
di; il secondo, utilizzando uno schema simile a quello di fig . VIII.3.3,ef­
fettua il calcolo delle tensioni sui resistori e sui rami di controllo dei 
generatori controllati, per la rete aggiunta. Tali quantità verranno indi­
cate mediante i vettori VRA (K), K = 1, 2, .. . , NR e VM (K), K = 1, 2, .. . 
. . ., NCT, rispettivamente . 

Blocco SEN. 

Tale blocco effettua il calcolo delle sensibilità della funzione di 
rete H rispetto ai compo~enti; esso non presenta alcuna difficoltà, poi­
cl:iè .le quantità necessarie sono state tutte determinate nei blocchi pre­
cedenti. Dette perciò SR (K), K = 1, 2, ... , NR le sensibilità rispetto ai 
resistori e SCT(K), K = 1, 2, .. ., NCT le sensibilità rispetto ai gene­
ratori controllati, lo schema dettagliato del presente blocco, ottenuto 
sulla base delle formule (VIII. 2. 27) e (VIII. 2. 32), è riportato in figura 
VIII. 3. 5. 

SR(K) = -VR(K) lit VRA(K) 

SR(K) = SR(K)/ (R(K) * VU) 

no 

· SCT(K) = VC(K) lit VM(K) 

SCT(K) = SCT(K) llE CT(K)/ VU 

no 

Fig. Vlll.3.S - Schema dettagliato del blocco SEN di fig. VIII. 3.1. 
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8/occo E PS-RO. 

Tale blocco effettua il calcolo dei parametri E e p, in base al­
le formule (VIII. 3. 17); il valore E

0 
che compare in tale formula è scel­

to in base alla probabilità di scarto del circuito realizzato, cioè alla pro­
babilità che la variazione in valore assoluto della funzione di rete di ta­
le circuito rispetto al valore nominale superi la tolleranza massima ac­
cettabile. Il diagramma dettagliato, che non presenta alcuna di fficoltà, 
è riportato in fig .VIII.3.6. 

Al= lsR(K) I* DR(K) 
EPS = EPS +Al llE Al 

RO = RO +Al 

no 

K=K+l 

no 

EPS = EPS +Al llE Al 

RO = RO + Al 

EPS = EPSO * ~ EPS 

Fig. Vlll.3.6 · Schema dettagliato del blocco EPS-RO di fig . VIII. 3.1. 

8/occo U. 

Tale blocco effettua la stampa dei dati d'interesse della rete. 
Tali dati, oltre alle tensioni sui vari componenti, sono le sensibilità e 
le grandezze E e p. 

Vlll.4 ·Ottimizzazione delle prestazioni di un circuit _ 

Lo schema finale di un circuito, che soddisfi le specifiche as­
segnate, si ottiene mediante un procedimento logico di progetto del tipo 
di quello mostrato schematicamente nella figura 1 della premessa al pre­
sente testo. Da questa figura vediamo che il primo passo del progetto è 
quello di ottenere uno schema iniziale del circuito, utilizzando un op-
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portuno procedimento di sintesi, basato su modelli semplificati dei com­
ponenti. Tale schema iniziale, tuttavia, non soddisfa nella maggior par­
te dei casi le specifiche assegnate. Di conseguenza occorre intervenire 
ulteriormente per migliorare le prestazioni del circuito con un procedi­
mento iterativo che consiste, in linea generale, nei seguenti passi: 

1) nell'analizzare il circuito ottenuto; 

2) nel valutare le prestazioni di tale circuito mediante il calcolo di una 
opportuna quantità positiva (funzione obiettivo); 

3) nel variare i suoi parametri liberi, cioè i valori dei suoi componenti , 
in modo sistematico, ottenendo un nuovo circuito, avente prestazioni mi­
gliori. 

La prima operazione può essere effettuata utilizzando i metodi 
sviluppati nei capitoli precedenti. Per le altre due operazioni, si tratta 
di precisare il modo con cui ottenere la funzione obiettivo ed i metodi 
per variare in modo sistematico i valori dei componenti in modo da mi­
gliorare le prestazioni. 

Per quanto riguarda la funzione obiettivo, occorre tenere presen­
te che con essa si devono valutare in modo quantitativo le prestazioni 
del circuito; più precisamente essa permette di esprimere numericamen­
te di quanto il circuito si discosta dalle specifiche assegnate. In gene­
rale, le prestazioni che interessano sono: 

1) la real i zza zio ne cl i una funzione cl i rete se concio un a nel amento asse­

gnato. Usualmente le specifiche di tale funzione riguardano il :dominio 
dei fasori e quindi il comportamento della funzione in un intervallo di 
frequenze assegnato; 

2) la complessità ciel circuito, con particolare riferimento al numero di 
componenti costosi, alla sua integrabilità, ecc.; 

3) la dispersione ciel valore clei componenti; 

4) . le tolleranze richieste ai componenti, misurate attraverso le sensibi-
. lità della funzione di rete rispetto ai componenti stessi; 

5) il consumo cli potenza, se nel circuito vi sono componenti attivi, che 
richiedono di essere polarizzati; 

6) il rumore introdotto; 

7) la distorsione non-lineare e/ella risposta . 

Per ragioni di spazio, limitiamo la trattazione solo alla prima 
prestazione. In questo caso, detta H (w) la funzione di rete realizzata 
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dal circuito ed H
0

(w) la funzione assegnata dallespecifiche,lefunzio­
ni obiettivo più usate sono le seguenti due (l >: 

errore quadratico medio: 

(VIII. 4. 1) J.
"'2 

EQM = W(w) IH
0

(w)-H(w) 12 dw 

"'1 

m cui w 
1 

ed w 
2 

sono gli estremi dell'intervallo delle pulsazioni d'in­
teresse e W (vJ) è la funziqne peso; tale funzione peso, sempre positi­
va , ha lo scopo di variare l'importanza della risposta lungo l'intervallo 
di frequenze d'interesse . In molti casi, l'errore quadratico medio viene 
valutato su un numero discreto di pulsazioni, cioè: 

M 

(VIII . 4.2) EQM= ;~i W;IH 0 (w)-H(w)l2 

deviazione massimo : 

(VIII. 4. 3) 

Per quanto riguarda il modo sistematico di variare i componenti 
al fine di migliorare le prestazioni del circuito, osserviamo che esso 
consiste nel ricercare il minimo della funzione obiettivo, considerata co­
me funzione del valore dei componenti stesi . Detta pertanto E la fun­
zione obiettivo ed F il valore del k-esimo componente (con k = 1, 2, ... 
. . . , N), occorre consi~erare la funzione di più variabili E(F 1, F J.' .. . , F N) ; 
introducendo il vettore F avente come componente k-esima 11 valore 
F k' tale funzione può essere indicata in modo più compatto con .la no­
tazione E (F). Sviluppiamo in serie di Taylor la funzione E nell'intor­
no di un suo punto F 

0
. Si ha: 

[S] ~F+ . .. 

(1) - La funzione di rete è, nel dominio dei fasori, una quantità complessa · può essere 
perciò considerata sia parzialmente (parte reale, parte immaginaria , modulo, argomen­
to), sia complessivamente. 
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in cui: VE è il gradiente della funzione obiettivo rispetto al valore dei 
componenti, calcolato in corrispondenza a F 

0
, cioè: 

(VIIl.4. 5) VE (K) = ( oE ) 
oFK F=F 

o 

ed [S) è la matrice Hessiana della funzione obiettivo rispetto al valore 
dei componenti, in corrispondenza al punto F 

0
, cioè: 

(VIII.4. 6) S(K,J)=(oFo~:F) 
K J F•F0 

E' evidente che, se F 
0 

corrisponde ad un punto di minimo, si ha: 

(VIII.4. 7) 

qualunque sia /).F . Pertanto , in base alla (VIII. 4. 4), s1 ottiene la se­
guente proprietà: 

Proprietà Vlll.4 .1 · e In corrispondenza ad un punto di minimo, il gradien­
te della funzione obiettivo è nullo e la matrice .Hessiana [S) è una ma­
trice definita positivao> •. 

Questa proprietà è la base della maggior parte dei metodi di ot­
timizzazione, cioè dei procedimenti sistematici per variare i valori dei 
componenti fino a raggiungere il minimo della funzione obiettivo. 

Nel seguito descriveremo uno dei più semplici di tali metodi, 
con lo scopo soprattutto di mettere in evidenza la natura dei procedi­
menti di ottimizzazione, rimandando per gli altri alla letteratura tecni­
ca, come precisato nei riferimenti bibliografici. 

Vlll.4.1 - Il metodo del gradiente. 

Il metodo del gradiente si basa sull'osservazione che la massi­
ma variazione della funzione obiettivo, nello spazio dei valori dei com­
ponenti, si ottiene lungo la direzione del gradiente VE. In particolare, 
si ha una diminuzione della funzione obiettivo se ci spostiamo nel ver-

(1) - Si ricorda che una matrice [s) è definita positiva se , qualunque sia il vettore x, 
risulta : 

x1 [S) X > 0 
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so di - VE . Tenendo conto di questa proprietà, risulta immediato orga­
nizzare un procedimento di ottimizzazione a partire da un valore F

1 
del 

vettore dei componenti , nel modo seguente : 

1) Calcolare il gradiente VE nel punto F = F1; tale gradiente sia VE
1
, 

2) Variare il valore dei componenti nel seguente modo: 

(VIII.4.8) F = F - a VE 
l l 

individuando il valore del parametro positivo a, in modo da rendere mas­
sima la riduzione della funzione obiettivo. Sia a

1 
tale valore. Quindi il 

nuovo valore di F è il seguente : 

(VIII .4. 9) F 
2 

= F 1 - a 1 VE 1 

3) Applicare ripetutamente i passi 1) e 2), individuando nuovi valori del 
vettore F in corrispondenza ai quali la funzione obietti vo è via via mi­
nore. 

Dall'esame del procedimento suddetto, risulta chiaro che l 'appli­
cazione del metodo del gradiente richiede l'uso dei seguenti due algo­
ritmi: 

1) un algoritmo per il calcolo del gradiente della funzione obiettivo; 

2) un algoritmo per la minimizzazione della funzione E (F) quando F va­
ria secondo la legge (VIII. 4.8); in tal caso la funzione obiettivo dipende 
dall'unico parametro a e pertanto quest'ultimo problema consiste nella 
minizzazione di una funzione di una sola variabile. 

Esaminiamo in dettaglio i due algoritmi nei pross1m1 paragrafi , 
tenendo presente che, per la mole dei calcoli richiesti e per la natura i­
terati va de 1 procedimento, la loro applicazione è possibile esclusi va men- . 
te mediante l'uso di mezzi automatici di calcolo. 

Vlll.4.2 - Calcolo del gradiente della funzione obiettivo nel caso dello 
funzione di trasferimento in tensione. 

Il calcolo del gradiente della funzione obiettivo rispetto ai com­
ponenti di una rete dipende , ovviamente, sia dal tipo di funzione di rete 
considerata, sia dal tipo di funzione obiettivo. Nel caso presente consi­
dereremo il caso in cui la funzione di rete è rappresentata dal modulo 
della funzione di trasferimento in tensione, mentre la funzione o,bietti vo 
coincide con la EQM, definita nella (VIII. 4. 2). Tale caso particolare è 

G.MARTINELLI-M.SALERNO: Fondamenti di Elettrotecnica 91 
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tra i più importanti dal punto di vista delle applicazioni ed inoltre costi­
tuisce un esempio da seguire nel caso di situazioni diverse. 

Con riferimento alla fig. VIII. 4. l, sia: 

(VIII. 4. 10) H (j w) = lv u (j w) 1 ... = 1 
1 

mentre la funzione obiettivo sia la seguente : 

M 

(VIII. 4. 11) E= k~1 Wk [ lvu(jwk) l-Tk)2 

ove T k rappresenta il valore richiesto per il modulo della funzione di 
trasferimento alla pulsazione wk . 

La componente j-esima del gradiente è pari alla cleri vaca della 
funzione E rispetto al valore F . del componente j-esimo . Quindi, de­
rivando la (VIII.4.11) rispetto a F.', si ha: 

J 

o F. 

M o 
L w k - { [V (j w ) • V* (j w ) ] l/ 2 - T }2 = 

k = 1 oF. u k u k k 
(VIII. 4. 12) 

o E 
--= 

J J 

in cui l'asterisco indica il complesso coniugato della quantità a cui è ap­
plicato. 

F ig. Vlll.4. 1 · La funzione di 
rete d'interesse è : . _ Rete v (j w) +~+ 

vi (1w) - 1 2-porte u -

Dalla (VIII. 4. 12) si deduce l'importante proprietà, secondo la qua­
le il gradiente della funzione obiettivo può essere calcolato direttamen­
te a parti"re dalle derivate della funzione di rete rispetto al valore dei 
componenti. D'altra parte le suddette cleri vate possono essere calcolat·e 
in modo esplicito, utilizzando il metodo della rete aggiunta, descritto nel 
§ VIII.2. 1. In particolare. con riferimento ad un circuito del tipo indica­
to in fig. VIII . 2.4 a), la cui rete aggiunta è mostrata in fig . VIII. 2.4 b), s1 
ottengono le seguenti espressioni esplicite per le cleri vate rispetto ai 
valori dei componenti (ricavate dalle formule VIII. 2. 24): 
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'dvu vR VR 
- - =-
'dR R2 

cvu VL VL 

'dL =i wL 2 

(Vlll.4. 13) cv 

cv 
u 

- - =vV 
'dg e m 

m 

Le formule (VIII . 4.13), 
insieme alle (VIII. 4. 12), per­
mettono di risolvere il proble­
ma della determinazione del 
gradiente della funzione obiet­
tivo; il metodo che ne cleri va 
è adatto ad essere applicato 
su calcolatore numerico . Nel­
la figura (VIII. 4. '.2) è riportato 
il diagramma a blocchi a gran­
di linee di un possibile pro­
gramma ada.tto a tale scopo. 
Esso consiste in due succes­
si ve ana lisi in regime perma­
nente, per cucce le frequenze 
d'interesse, della rete asse­
gnata; cali analisi sono segui­
te dall'applicazione delle for­
mule ricavate nel presence pa­
ragrafo . 

Vlll.4.3 - Minimizzazione del­
lo funzione obiettivo 
nella direzi o ne del 
gradiente. 

La minimizzazione del­
la funzione obiettivo E viene 
effettuata lungo la direzione in 

Dati di ingresso: 

- dati relativi alla rete assegnata 
- indicazione morsetti di uscita 
- valori di frequenza: 

fl' f2, .. . , fM 
- valori di W k e T k (k = 1, 2, . .. , M) 

• 
Analisi della rete assegnata in regime 
permanente 

- Determinazione di tutte le tensioni 

V (j, k) 

con i = 1, 2, ... , N e 

k= 1, 2, ... , M 

relative a tutti i componenti de Ila re -
te e a tutte le frequenze d'interesse 

• 
Determinazione della rete aggiunta 

• 
Analisi della rete aggiunta in regime 
permanente: 

- Determinazione di tutte le tensioni 

VA(j, k) 

con j = 1, 2, ... , N e 

k=l,2, ... ,M 

relative a tutti i componenti della re-
te e a tutte le frequenze d'interesse 

• 
Calcolo delle derivate risf.etto a tutti 
i compone nti (formule VII .4.13) 

DR (j , k) 

con j = 1, 2, ... , N e 

k = 1, 2, ..• , M 

per tutte le frequenze d'interesse 

• 
Calcolo del gradiente della funzione o-
biettivo (formula VIII .4 .12) 

con 

GRAD (j) 

i = 1, 2 , ... , N 

Fig.Vlll.4.2 - Schema a blocchi a 
grandi linee di un programma di 
calcolo del gradiente con il me­
todo della rete aggiunta, per una 
rete contenente N componenti ed 
effettuando i calcoli per M valori 
di frequenza . 

723 
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724 Ottimizzazione delle prestazioni di un circuito Vlll.4 

cui essa varia più rapidamt::nce, cioè lungo il suo gradiente nello spazio 
dei valori dei componenti. Perciò detto F 

0 
il punto iniziale da cui pro­

cedere per la minimizzazione e detto G il gradiente della funzione o­
biettivo E in questo punto, il problema è quello di determinare il valo­
re positiyo di a per il quale la funzione E(F 

0 
- a G) è minima. Tale 

problema è classificato fra i problemi di ottimizzazione in una sola va­
riabile e risulta molto più semplice del problema iniziale, nel quale è ri­
chiesta l'ottimizzazione iii N variabili , nello spazio dei valori dei com­
ponenti. 

L'idea di base per minimizzare la funzione obiettivo E al varia­
re di a consiste nel calcolare cale funzione perdiversi valori del para­
metro, in modo da ottenere le informazioni utili per determinarne il mini­
mo. E' necessario tenere presente che, ogni volta in cui si calcola la fun­
zione E in un punto a 0 , ciò corrisponde ad effettuare una analisi com- · 
pleta della rete, con i valori dei componenti corrispondenti al valore ao, 
al fine di determinarne la funzione obiettivo. E pertanto evidente che i 
metodi di ottimizzazione più efficaci sono quelli che necessitano il cal­
colo della funzione E in un numero piccolo di riunti; da tale punto di 

· vista i metodi migliori sono quelli di Fibonacci l) e quello della sezio­
ne aurea< 2 >, per i quali si rimanda alla letteratura tecnica. 

Nel caso presente, tuttavia, descriveremo un altro metodo, p1u 
semplice concettualmente, che consiste nello scegliere un valore a

0 
i­

niziale, positivo e sufficientemente piccolo e nel calcolare successiva­
mente il valore della funzione E nei punti a= a

0
, a= 2 a

0
, a= 4 a

0
, .•• 

. . . , a= 2K a
0

, fino ad individuare l'indice K tale per cui: 

(VIIl.4.14) 

Poichè, per le proprietà del gradiente la funzione E risulta decrescen­
te per piccoli valori di a, il . minimo cercato si trova nel seguente in­
tervallo: 

(VIII. 4.15) 2K- 2 a < a < 2K a o - - o 

come messo in evidenza nella fig . VIII. 4. 3, ove sono evidenziati i due 
possibili andamenti della funzione E (a). 

Detti a
1 

= 2 K- 2 a
0

, a
2 

= 2 K- t a
0

, a
3 

= 2 K a
0 

i tre valori della 
variabile a considerati nell'intorno del minimo e E 1, E 2, E 3 i tre va­
lori della funzione negli stessi punti, la posizione del minimo può esse-

(1) - Si veda ad esempio: D.J. Wilde, e Optimum seeking methods >, Prentice-Hall, 1964. 

(2)- Si veda ad esempio: F.K.Kuo, W.Magnuson, op.cit., pp.226-228. 
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E 

Fig. Vlll . .C.3 - Possibili andamenti della funzione E (a.) nell'intorno del minimo. 

re ottenuta interpolando la funzione E (a) per mezzo di una parabola. 
Ciò si ottiene ponendo: 

(VIII. 5.16) E(a)=aa 2 +ba+c 

e risolvendo il seguente sistema lineare: 

(VIII. 5.17) :J l:J= [::1 
Il valore minimo si ha quindi per a=a 

m' 

(VIII. 5.18) a =-b/(2a) 
m 

con: 

Il metodo descritto può essere adoperato esclusivamente per mez­
zo dell'elaboratore numerico; il programma di calcolo provvede a calco­
lare più volte la funzione obiettivo E effettuando ciascuna volta 1 'ana­
lisi della rete. Per effettuare i calcoli, tale programma deve possedere 
il vettore gradiente nel punto iniziale, per cui deve essere preceduto dal 
programma descritto nel paragrafo precedente. Inoltre è necessario as­
segnare anche il valore a

0
; tale valore deve essere considerato come 

un dato di ingresso, poichè non è indicata alcuna procedura per calco­
larlo. In effetti la scelta di a 0 rappresenta il punto critico di tutto il 
metodo qui descritto; infatti, se viene scelto troppo piccolo, risulta ne­
cessario ripetere un numero eccessivo di volte il calcolo della funzione 
obiettivo per ottenere l'intervallo di minimo; se troppo grande, otterre­
mo subito, alla prima determinazione, un valore della funzione obietti-
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726 Ottimina:ione delle prestazioni di un circuito Vlll.4 

vo maggiore di quello di partenza, rendendo impossìbile l'applicazione 
del procedimento. Naturalmente le due eventualità possono essere pre­
viste nel programma, sia limitando il numero massimo dei valori di apre­
visti, sia verificando che la prima determinazione dia luogo ad un valo­
re di E , minore di E 

0
• 

Osservazione Vlll.4.1 

Il metodo precedentemente indicato, per la determinazione del minimo della 

funzione obiettivo lungo la direzione del gradiente, è stato semplificato al massimo e­

vitando di descrivere i numerosi accorgimenti e miglioramenti proposti nella letteratura 

tecnica, al fine di migliorarne la convergenza e di evitare difficoltà di tipo numerico. 

Un. aspetto importante riguarda i valori dei componenti, che possono differire 

anche di molti ordini di grandezza fra di loro; tali differenze possono rendere non effi­

cace il programma, in quanto sarebbe necessario agire con variazioni diverse a sec.on­

da del valore di ciascun parametro. Un modo per ovviare a ciò è quello di usare .i loga­

ritmi naturali dei valori dei componenti invece dei valori stessi; un altro accorgimento 

è quello di normalizzare preventivamente i valori della frequenza e .dei componenti, in · 

modo da avere valori dello stesso ordine di grandezza. Ciò risulta necessario per eli­

minare le inevitabili differenze di valori che si hanno in ogni circuito reale, ad esem­

pio, fra i valori dei resistori e quelli dei condens·atori. 

Vlll.4.4 - Aspetto locale dell'ottimizzazione. 

La funzione obiettivo ha un andamento estremamente complesso, 
anche nel caso di circuiti relativamente semplici, per cui usualmente 
sono presenti numerosi punti di minimo. I metodi di ottimizzazione per­
mettono solo di raggiungere il punto di minimo che si trova più vicino al 
punto iniziale. In ciò consiste «l'aspetto locale dell'ottimizzazione•· 
Tale comportamento dei metodi di ottimizzazione ne costituisce la limi­
tazione più grave, in quanto non sussiste alcuna garanzia che il minimo 
locale sia quello assoluto ed il progetto corrispondente può risultare del 
tutto insoddisfacente. L'unico modo che abbiamo adisposizio~e per rag­
giungere il minimo assoluto è quello di scegliere il punto iniziale vici­
no ad esso. Ciò richiede di avere a disposizione valori per i componenti 
vicini a quelli ottimali, ciò che può essere ottenuto solo mediante pro­
cedimenti accurati di sintesi. E' quindi chiaro che il successo dei meto­
di di ottimizzazione è sempre vincolato alla disponibilità di procedimen­
ti di sintesi accurati e compldi. 

L'esistenza di numerosi minimi locali nei problemi di ottimizzazione circuita­

le può essere illusuata mediante un esempio tratto dal testo F. F. Kuo e G. Magnuson, 
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op . cit., che riguarda il semplice equalizzatore ·di fip; . VIII.4. 4 . Con tale circuito si vuo­

le ottenere il seguente guadagno in tensione in funzione della frequenza : 

G (e.i) = 5 + 5 • 10-6 f o 

Supponendo che interessi l'intervallo di frequenza : 

si considera come funzione obiettivo: 

21 

E= 2: 
i= l 

In CUI . 

c.i . =2rrf. 
l l 

f. = 5 • 10 4 (19 + i) 
l 

G(w) 

(Hz) 

Applicando un opportuno metodo di ottimizzazione, essendo variabili R 1, R 2, C 1, C 2 e 

supponendo di normalizzare le resistenze rispetto ad R e le frequenze rispetto a 10 6 

Hz , si ottengono i risultati riportati in tab.VIll.4.1 al variare del valore iniziale dei 

componenti. 

R 

+ + 

F ig. V 111.4.4 - Circuito considerato per illustrare l'aspetto locale dei pro­
cedimenti di ottimizzazione circuitale. 

L'esame della tabella mette in evidenza in modo molto chiaro come piccole 

variazioni del punto iniziale si ripercuotono in notevoli variazioni del valore finale del­

la funzione obiettivo e quindi in definitiva sulla bontà del progetto del circuito d'inte-

resse. 
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Tabella Vlll.4.1 ·Applicazione di un procedimento di ottimizzazione al 
circuito di fig.Vlll.4.1 con vari punti iniziali. 

Valore iniziale Valore finale Valore 
finale dei componenri dei componenti di € 

ci c2 . Rl R2 c1 c2 Rl R2 € 

0,5 0,5 
Io - - 0,5 0,5 O, 16016 O, 15969 0 ,3282 0,25006 5,06 

2 7T 2 7T 

1 1 
• 10·4 20 - - 1 1 0,30155 0,15590 0,81785 0,31239 1, 5 

2 7T 2 7T 

1,5 l , 5 
2,08·10· 2 30 - - 1,5 1,5 0,42766 0,34110 1, 1844 1,5541 

2 7T 2 7T 
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APPENDICI AL CAPITOLO VIII 

APPENDICE VIII.A - Uso clella tecnica clei circuiti equivalenti in mo­
clo continuo per 'ottimizzaz ione ael/a sens ;b; I i­
fà (-!.-). 

Nel Cap. VII è stata esaminata in dettaglio la possibilità di otte­
nere circuiti equi valenti dal punto di vista esterno. E~ evidente che i va­
ri circuiti, anche se equi valenti nel senso detto, differiscono da altri 
punti di vista. In particolare, nel presente paragrafo, vogliamo applicare 
questa osservazione alla determinazione del circuito che ha la migliore 
prestazione dal punto di vista della sensibilità alla variazione del valo­
re dei componenti in una famiglia di circuiti equi valenti. A questo scopo 
si presta particolarmente bene la tecnica dei circuiti equi valenti in mo­
do continuo, sviluppata nel § VII. A. Limitiamo la trattazione solo ai cir­
cuiti costituiti da induttori, condensatori e resistori, rimandando per det­
tagli su altri circuiti, in particolare quelli contenenti componenti attivi , 
alla letteratura tecnica. 

Nel caso di un circuito contenente induttori , condensatori e resi­
stori , la formula (VII.A .3), che fornisce il modo per generare i circuiti e­
qui valenti in funzione di una variabile ausiliaria v, di viene: 

(VIII.A.I) d~ {[G)+s[C)+; [r)}=[B) 1 
{ [G)+s[C]+ ~ [r]} + 

+{[G]+s[C]+; [rJ}[B] 

in cu1 [ G) è la matrice delle conduttanze su base nodi del circuito, 
s [C] è l'analoga delle ammettenze dei condensatori e 1/ s [r] quella 

( 1) - Il presente paragrafo è basato sul § IV. 3. 2 di K. Geher, op. cit. 

G.MARTINELLI- M.SALERNO : Fondamenti di Elettrotecnica 92 
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delle ammettenze degli induttori. Separando i termini coscanci 10 s da 
quelli dipendenti da s e da 1/ s , si ha: 

(VIIl.A.2) d 
dv [G)=[B]t [G]+[G] [B] 

d;~] = [B]t [C]+[C) [B] 

d [rJ = [BJt [rJ+ [rJ [BJ 
dv 

Le (VIII. A. 2) si possono mettere in funzione esplicica dei valori 
dei componenci. Precisamente, detti [FG], [FC], [F] i vettori aven­
ti come componenti i valori rispettivamente delle conduttanze dei resi­
stori, delle capacità dei condensatori e degli inversi delle induttanze de­
gli induttori, risulta, dopo aver sviluppaco le (VIII. A. 2): 

·cvlII.A. 3) d [FG] = [M ] [FG] 
dv 1 

d [FC] = [M ] [FC] 
dv 2 

d [Fr] 
= [M

3
] [Fr] 

dv 

in cui le matrici [M le], k = l , 2, 3 dipendono solo dalla matrice B in­
trodotta nel § VII. A. 

I circuici equi valenci che hanno per componenti .quelli che si de­
ducono dalle (VIII. A. 3), risulcano equivalenti dal punco di vista esterno; 
nel caso presente osserviamo .che questo punto di vista implica una par­
ticolare funzione di rete H. Percanto tutci i c ircuiti della famiglia rea­
lizzano la scessa H. Ci proponiamo di determinare quello che ha mini­
ma la seguente funzione obiettivo (per una assegnata frequenza): 

nl n2 n3 

(VIII.A. 4) <P = L I s (H ) I 2 + L I s (H ) I 2 + L I s ~H ) 12 
i. i '; ; 2 i e; ; 2 i ; 

10 CUl À.. = 1/ L.. 
La costa~za delle funzione di rete H implica che: 

(VIII.A. 5) 
oH 

dv 

nt oH d gi 
2:--+ 

i•l og. dv 
l 

n2 oH d Ci 
2:. --+ 

i•l oC. dv 
l 

n 3 aH df.... 
2: ----'=O 

i • l aÀ.. dv 
l 
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che , riscritta in forma matriciale e tenendo conto delle (VIII. A. 3), equi­
vale a: 

in cui le matrici [Q) hanno come componenti le derivate di .H rispetto 
ai valori delle conduttanze, capacità ed inverse delle induttanze. 

Dalla (VIII.A .6) si deduce, derivando rispetto al valore di cia­
scun componente: 

(VIII. A. 7) (~ [Q)t) [M)[F)+[Q)t [M)[E.)=O 
òx. 1 

1 

i= 1, 2, ... , n 

in cui [E J è un vettore avente come componenti tutti zeri, con l 'esclu­
sione dell 'i-esimo che vale 1. Le (VIII.A . 7) si riferiscono indifferente­
mente ai tre ti pi di componenti, ponendo per n , [ M), [ Q ), [ F) i valo­
ri corrispondenti ai tre casi. 

Le (VIII. A. 7) ci permettono di conoscere il modo in cui variano 
i vettori [Q ), [Q ) e [Q,) con v. Precisamente si ha : 

g e I\. 

d [Q ]t o [Q)t dx . 
(VIII. A. 8) [M) [F) = L: -' [M) [F) = 

dv ox. dv 
1 

d X. 

L: [Q] 1 [M] [E .) 
1 

[ Q) t [M )2 ( F J =- --=-
• 1 dv 1 

Dalla (VIIl.A.8) si deduce: 

(VIII.A.9) 
d [Q ] 

g 

dv 

d [Q ) 
e 

dv 

Le (VIII. A. 9), insieme alle (VIII. A. 3), ci permettono di calcolare 
come varia la funzione obiettivo con v, cioè: 

(VIII. A.10) 

"3 ] + L: s<H> s<H>• 
i• l (ÌI..) (ÌI..) 

1 1 
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Sviluppiamo a questo scopo la derivata di una delle tre somma­
torie, tenendo conto che: 

(VIII.A. Il) 

(VIII. A. 12) 

x. d 1 [ dx. dQ ] 
s<H>=-'Q ; -[s<H>]=- Q --l+x . __i 

(xi) H xi dv (xi) H xi dv 1 dv 

= 1:1
2 

Re { [FG)t[DQG) [DQG)• [M 1 ) [FG) -

- [FG)t [DG) [DQG)• [M
1
)t [Q

1
)} 

essendo: [DQG) la matrice diagonale che ha per componenti i Q .; 
[DG) la matrice diagonale che ha per componenti i valori gi. Tenen~~ 
conto della (VIII.A.12) e delle relazioni simili per gli altri componenti, 
si ha: 

d <t 2 { [ [M 1 ) O O j 
dv = IHl2 Re [FX)t [DQX) [DQX)* O [M2) O [FX) -

O O [M
3

) 

(VIIl.A.13) 

- [FX )t 

10 CUl; 

[
[FG)l 

[FX) = [FC) 

[Fr) 

[QX) = [ 
[Q,)J 
[Q ) 

[Q~) 

[DQX) è la matrice diagonale i cui termini sono i valori delle derivate 
di H rispetto a tutti i valori dei co.mponenti; [DX) è la matrice diago­
nale i cui termini sono tutti i valori dei componenti. 

La (Vlll.A . 13) fornisce, per ogni particolare valore della variabi­
le ausiliaria v, il valore della derivata di <P rispetto a v. Perciò tale 
formula rende immediata l'applicazione del metodo di minimizzazione ba-
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sa to sul gradiente. L'unica avvertenza da tenere presente , nella scelta 
iniziale di [ B J e nell'utilizzazione successi va del metodo del gradien­
te , è di fare attenzione che i valori dei componenti non divengano nega­
ti vi ( 1 l 

APPENDICE VIII.B - Riferimenti bibliografici. 

Nell'ambito del presente capitolo è stato accennato al problema 
dell'ottimizzazione ed è stato descritto un metodo molto semplice di ot­
timizzazione. E' importante tenere presente che tale argomento è di fon­
damentale importanza ed è stato solo accennato, in quanto pert inente al 
progetto dei circuiti e solo marginalmente all'analisi , anche se esiste la 
possibilità di ridurre il problema dell'analisi ad un problema di minimiz­
zazione di una funzione quadratica, come messo in evidenza in: G. Mar­
tinelli, F. Riciniello , M. Salerno : «Possibilità d'impiego dei metodi di ot­
timizzazione nell'analisi delle reti elettriche», Alta Frequenza, dicem­
bre 1973, pp. 674-679. Una panoramica di alcuni dei metodi p1u usati : 
Partan , Fletcher-Reeves, Davidon, Fletcher-Powell, Powell, può essere 
trovata nel testo di F. K. Kuo, G. Magnuson, op. cit., Cap. V. Criteri ed 
algoritmi per guida alla scelta del metodo possono essere trovati in : M. 
Dècina, F . Riciniello , «Criteri di scelta degli algoritmi per la soluzione 
dei problemi di ottimizzazione», Alta Frequenza, gennaio 1976, pp. 46-
- 52. 

Sono inoltre da sottolineare alcuni metodi di ottimizzazione par­
ticolare: quello di funzioni obiettivo lineari e quadratiche in presenza di 
vincoli lineari e quello più generale di funzioni qualsiasi in presenza di 
vincoli qualsiasi. Nella prima categoria rientra il metodo della program­
mazione lineare e quadratica, di cui è disponibile una panoramica com­
pleta nei suoi vari aspetti in: F . Riciniello, «Panoramica dei metodi di 
programmazione lineare e quadratica», N. R.N., marzo 1973, pp. 270-315. 
Per la seconda categoria, si rimanda a F . K. Kuo, G. Magnuson, op . cit . 

* 

(1) - Un controllo più semplice sui valori dei componenti può essere ottenuto con il me­
todo descritto in B.M .G. Cheetham, e A new theory of continuously equivalent networks >, 
IEEE Trans on Circuit and Systems, Voi. CAS-21, n.1, gennaio 1974 , pp. 17-20. 
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CAPITOLO IX 

IL CIRCUITO COME UN PARTICOLARE SISTEMA 

"1. 

> 'H1 V(o> «---- l • 

«)L 

4 2- V(,' .IJ..i-
~:; l ' ; ~ 1 

IX.1 ·Stato ed equazioni di stato di un circuito. 

E' stato visto nel Cap.111 che una qualsiasi grandezza· elettrica, 
in un circuito lineare permanente a costanti concentrate, ~P.rimibile 

come co~ajs>ne line~re di _.Effi.cgr,,\l p · · .ermini. Il p,,tiJ!!.Q_,., compren e 
t~prnpor.zio_nall ~lJ~J:S.~itaf~. cioè le ~ioni dei generat i di 
ensione indipendenti e le correnti dei generatori di corrente indipenden-

1 ti . Il s~.Q_contlene _termin " pr.Q.~Qrz1onah a e tensioni de1 con ensa­
tori ali 'istante i iziale ereso in considerazione ed il terzo contiene ter­
mini proporzionali all~ _ _ç orr_e11.tl.!.!!:gli induttori all'istante iniziale sJ!Q-

1 ~ I coefficienti di proporzionalità, nel dominio della trasformata di 
· Laplace, sono funzioni razionali reali del a variabile s, c e ipenaono 
da a struttura e c ircuitO, àalv alore dei Componenti e dalla posizione 
della grandezza a interesse . E' importante osservare che tali formule ~r 
le randezze elettriche possono essere messe in funzione di un numero 
minore di quantità (}gt_t_i.l?1L ~tto se .!'! Si s çgnJ>.J~gfiln Ì r_a_queste Ìm _Q§ ti 
dal circuito, come ad esempio accade se s~.p~eJUi.m.!l,gl, ie costituite 
~olo da condensatori e generatori rnchpen enti di tensione o ure se so­
!!Q__P-r_e_ enti tagf1 cosTitui fisolo.~~ in~~-ttori e generato · · · p.en.d.en ti di 
corrente. 
- Quanto detto permette di affermare che lo stato di un circuito è 

completamente definito quando si conoscono le tensioni dei condensato­
ri e le correnti degli induttori Cl>. Eventualmente, alcune di queste gran­
dezze possono essere omesse se risulta presente nel circuito qualche 
configurazione particolare del tipo di quelle dette, che rendono tali gran-

(1) - Si veda ad esempio : A. Ruberei , A. Isidori: e Teoria dei sistemi •, Ed. Boringhieri , 
1979 , formula (11.7.16), specializzandola al caso stazionario. 
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dezze non indi endenti tra loro .e le efS_itazioni .\ Di conse uenza se ra-
uniamo 1n Un vettore X t ueste ~!L.ckz.ze\ vettore di stato) in un se-

condo vettore u (t) le eccitazioni (vettore di in resso ed in un terzo 
vettore y (t) le grandezze d'interesse v tor di uscita) si ha : 

! - ~,~~ ~ v.11~ ,;; 
(IX.1.1) . L y (t) - ::~Jt) i\2)9 ~11.f''vV> I ~ -~-·. . ·_o.,, 

in cui C e D sono matrici reali opportune.\ I..'. 'individuazione del vet­
tore di stato __ x ( tL è effettuata tramite una equazione del tipo __ çI~_,_l. 1), 

(~~itta r,$_la.ti vamente ad unvettor~_sli.. scita y (t --2.R12o__:tuno La scelta 
U!...q.u.es.tione_ric.hi.eJi.e e e_ }'. (t) abbia come componen,t~ le grandezze e­
lettriche complementari a quelle di x (t), nel senso che se la k-esima 
com onente d1 X (1L l la tensione di un condensatore,. al ora la k-esima 
componente di y (t) deve essere scelta coincidente con la relati va cor­
rente e se invece è la corrente di un induttore,~ allora la k-esima compo­
neme-dì "y- (t) deve essere scelta coincidente c~ là- relativa -tensicm.d 
l[l atti, con questa scelta, 1n icando con_ un punto l'operazione di deri-
vazione riseetto al temp.o, risulta: ~~ ,-r:-., r 

o.~ ... ~ F1 Q).;l!l~"~. t -" ~ Jv- I - I) LI( 
. c'.K..~'' ~ - \ Y1 (t) =MX~~.\ I roTt I ( ( 

(IX.1. 2) ~<;,,\ . ...:}~"'"1 · . f..~ 
y 1 (t) =e 1~+ D 1 u (t) 7.F- L · .,(.[ 

clt. 
dei 

(IX.1. 3) 

in cui A e B sono matrici reali di ordine opportunQj 
Le equazioni1T?C:1. I~e IX.1 :3)f costituiscono una rappresenta­

zione lineare.stazio ·a imensfone finita) d_el circuitp, considèrato 
come un sistema< 1 l; nel segui esse verranno revemente indicate co­
me « equazio_ni di stato» el circl11tò.' 

L'analisi di un circuito mediante le equazioni di stato richiede 
la determinazione delle quattro 'matrici reali A, B, C, D a partire dalla 
conoscenza della struttura del circuito e del valore degh elementi \~ 
presente paragrafo tale problema verrà risolto_jn ~-ca..s · pJlr:.ti.col ci, · 

(1) - Si veda ad esempio A.Ruberei, A.Isidori , op.cit., Cap.III; ~ 1. 

ù 
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mandando per la trattazione enerale alla letteratura tecnica< il. I casi 
considerati sono ris etti vamente: - · · 

){circuiti costituiti da resistori, indut. ri e condensatori, nei quali non 
esis~~'? magli.e costituite solo da_coQdens_atori e ~ner_ig_~~! ind~p~~~­
tia i tensione>--tagl i.. costituiti sele da i~à':!_tteri e 'en~r~teri inàitten•en­
ti di corrente; 

2) circuiti che ammettono una opportuna rappresentazione ibrida, quan­
do vengono considerati come circuiti a più porte, chiuse rispettivamente 
sui condensatori, induttori e generatori indipendenti presenti nel circui­
to stesso. 

- --+'=::> IX.2.1 -{Circuiti del primo tipo.j~ 
La mancanza di lffia"_g_h_e_e- ta-g-;lr.i-d'"e-1.--u"""· p_o_ p_r_e-;-déW\ permette di sce-

gli ere Come cioè come componenti di X 

ni di tutti i ondensatori e le correnti di tutti li in to.::2;:~~~~~~ 
IE&c~it'?j lndi~ando con v;-il~ttore delle tensioni dei condensatori, 
~ettore che ha come k-esima componente la tensione del k-esimo 
~ens .. atore e con Ih il vettore delle correnti de li rndutton c1oe il 
vettore che ha come k-esima componente la corrente che scorre nel k-esi­
mo 10 uttore, 1 vetTI>feClht:·:norimrl.Tatrg\Tille a: 

(IX. 2.1) 

)'R}=i· \.{X {:b) La determinazione delle matrici A e B delle equazioni di sta-
- to richiede di individuare un legame tra ® ® ed (i. D'altra parte, nel 

[if~] l~,~~ro presente, osse<Viamo c[h:, ~·I 0 ]-l [le] / (+) ;e A<, 
(IX. 2. 2) X - ' - . e). f 11- I 

o L VL «i-::t; Y 

_s...e delle correnti dei con ensaton, avente come -esima componente a 
s_orrenté del k-esimo condensatore, con verso positivo coordinato alla re-

(l) - Si veda ad esempio : R.A. Rohrer, e Circuir theory. An introduction to the state va-

riable approach • , Mc r~w-Hill~

1
1970,[C.:_1'.]14. 

~ = Lo cJ t~ s 

o\ r L-c.. 
:::;X 

L 
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IX.2 Algoritmi per la determinarione delle equarioni di stato di un circuito 737 

\ y(-i)= C X(+)-\- \:)\A (-t) 

~ X'(+)= A x_("-J +DV (Jr\ 
a:ti va_ ~sione; V L è il vettore dell e__tensioni de l" induttori,_ a 
ome k-esima componente làt ensione del k-esimo induttore , 
o siti vo coordinato alla relativa corrente. 

circuito avviene tra-

(IX. 2. 3) 

denti di 
s imo generatore 1fi ipen ente i tenS!ODP P CO 

re delle correnti dei generatori indipendenti di e gc te, avente come 
:-esima componente la corrente del k-esimo generatore indipendente di 

eneratori indipendenti di tensione resenti nel circuito e non co nten 
Cor temporaneamente g i induttori ed i generatori indipendenti di corren 

I resistori presenti potranno appartenere sia ali 'albero che a l co-al­
bero. 

Un albero di questo tipo esiste sempre per i circuiti che stiamo 
considerando. Infatti la presenza contemporanea nell'albero di tutti i 
condensatori e di tutti i generatori indipendenti di tens ione è oss i bil 
in uanto non esistono ma lie e st s sti elementi . L'as 
senza nell'albero di o i induttore e di ogni generatore indipendente di i 
corrente è possibile in quanto non vi sono tagli costitultl so o a que­
sti elementi . 

Le equazioni che occorrono er determinare le matrici A e B s i 
ottengono seri vendo le equazioni di equilibrio delle correnti per i tag i 
f~men tait relau vi ai condensatori e le equaz1001 di equi i no delle 

~
~ensioni er le on amenta i re ati ve <!gi..!n.._utton oicn è a -
[b~o è costituito da condensatori , generatori indipendenti di tensione, 
tesistori , mentre il co-albero è costttu1to da indutton, genera tori in m ­
~denti di corrente , res1ston, risulta, scrivendo lesuaoe te eguaz10ni 
di equilibrio sotto forma matriciale: 
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738 Algoritmi per la determinazione delle equazioni di stato di un circuito IX .2 

dove : I ~e l è il vettore delle correnti che fluiscono nei resistori del co­
-albero, cioè il vettore la cui k-esima com onente è la corrente scor­
re nel k-esimo resistore del co-albero; V a è il vettore delle ten~oni 
ai ca i dei resistori de a ero, c1oe e t vettore la cui k-esima com o-

- nente . è la tensione a1 capi e -es1mo~s1store dell'albero; le matrici 
~ L~ [b:J. [dk), con k = I 2, 3, sono matrici le cui com onentìValg o 
~ ~si ottengono in modo immediato dalle leggi di Kirc fioff applt-: . ~y cate ai suddetti tagli e maglie fondamentali< 1 l . 

. \\V Le J IX. 2;i1;-tuttaVf-a-;-n-u sono su ficienti per ottenere le matrici 
~~) A e B, in uanto conten ono termini inco niti, quali \ i~cl e v~al~ Ta-

r · f"\1<. li termini si determinano utilizzando: 

L-~ J_f ~-e u~zioni di equilibrio delle cor~en~i , eri ta li fondamentali rela-
1~'/ ~~1 res1ston appartenenti a albero, ctoe_j 

!ì (IX.2. 5) Ra)= ~QJ + [f 2 ] Igc + [f 3 ] * 
J 

~ in cui : I ~a l è il vettore delle correnti che fluiscono nei resistori . del-
~ l'albero, cioè il vettore la cu1 k-es1ma componente è la corrente che scor-

re nel k-esimo resistore dell'albero; le matrici [f con k = 1 2 
sono matrici analo he alle [b ] e [d ] Usando versi coordinati nel 
modo usuale, 

~ j ~" (IX. 2. 6) ~ I~al = [Ga] V~a] 
(.{ lt ~ I in cui [ G_a] . è la matrice diagonale in cui il termine k-esimo della dia­

gonale cornc1de con la conCluttanza aer1<-es1mo resistore dell' al ro Se 
uri izziamo la ·matrice delle resistenze [R J, ordinata come la [G J si 

J ~analogamente ! 
(IX.2.7) lv~al = [Ra] l~a> \ 
essendo [R 1 = [G J-1. 

a J a ' 

1
2) le e uazioni di e uilibrio delle tensioni 
relati ve ai resistori del co-albero, cioè: 

fondamentali 

(IX. 2. 8) y<cl = [h ] V + [h ] V + [h J y<al 
R l C 2 gt 3 R ~ 

in cui: V~ e l è il vettore delle tensioni ai capi dei resistori del co-albe-
~. cioè è il vettore la cui k-estma COm~Rt@ è la tensione ai capi del 
~i mo resistore del co-albero; le matrici [hk], con k =:_1,-2, 3, ~no 

(l) - Si veda· l'esernpio successivo IX.2. 1 per maggiori chiarim 'C.~fÌ" 

l · ~>-'( ~ 9-:~ 
-- _ S\I:>~~ \ {>) --WW. 

~ ' ~IL ~t ,._ './. L ~ 
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IX.2 Algoritmi per la determinazio~ delle equazioni di stato di un circuito 739 

O;.< _ _> .=____ 1°L 
(' - ' 

analoghe alle matrici [bk) e [dk ). Usando versi positivi coordinati nel 
modo usuale per le grandezze elettriche, risulta: 

(IX. 2. 9) 

in cui [R è la matrice dia onale in cui il termi k-esimo della dia-
gona e corncide con la resiste za el k-esimo resistore del co-albero. 
Se un 1zziamo la matrice delle conduttanze, ordinata nel medesimo mo-
do, si ha: -.__ 

(IX.2.10) J(c) = [G } y(c) 
R e R 

essendo [G ) = [R ) - 1 • 
e e 

Le equazioni scritt ~' ll'ambito dei due punti precedenti permet-
~ tono di calco I a re i vettori I ~e l e ~ ~ .:"\ ~ funzione dei vettori IL' I e' 

V C' vg t; (effettuando le o o une so~tuzioni, si ottiene facilmente: 
8 

/ 

l(c) = 
R 

+ 
(IX.2.11) 

v<al = 
R 

+ 

in cui: 

(IX. 2. 12) 

[Q) [h3) [Ra) { [f1) IL+ [f2) I } + gc 

[QJ { [h1) ve+ [h2) vgt} 

[P) [f 3) [Gc){[h 1) V e+ [h2J vst}+ 

[P) { [f
1

) IL+ [f 2) 18) 

[P) = { [Ga) - [f3) [Gc) [h3) }·l 

[Q} = {[Re} - [h3} [Ra} [f3} }-1 

E' importante notare che le matrici [ P) e [ Q) esistono sempre, 
in quanco sono le inverse di due matrici simmetriche dominanti ( 1 l, com~ 
slCieauce rn base alle proprietà topologiche dei circuiti , riportate nel 
§I: 10. 

Sostituendo le (IX. 2.11) e (IX. 2.12) nelle (IX. 2. 4) ed utilizzando 
la (IX.2.2), si ottengono ___ facilm?nte,Je matrici A e B, cioè: 

(l) - Una matric sim~crica di ordine N è dominante se risulta: [;,] [L] +L..8J[r~"D t [tJ"fl.rJ 
r= 1,2, .. . ,N --.._ t-

~-r_;_1c __ 1akr I k = 1, 2, ... • ~ l_R~l{L~""JJ 
__ / lj 

'I Tale matrice ha sempre il determinante diverso da zero. 'V 

LiR1 ~ CG-J [_'lrz~ : [_G-G1 ·[~J-lVJ + [h~ lGc:} [.V~t] t L~3111<.J1Ji] 

~,_][h;J [ve]+ l~~ ·C6c:J [va+1 t l\~][ù-,][l\J )Ct1JCkJ f [.ttJU-~tl~ +I~J[~] [R~ {~,;Jlit\J La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it)
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A ="' [ [Cd J-1 [ba] [ Q] [h t] [Cd J-1 {[b t] + [ba] [ Q] [ha] [Ra] [ f 1] }] 

[LJ- 1{ [d 1]+[d
3

] [P] [f
3

] [Gc] [h 1]} [LJ- 1 [d 3 ] [P] [f 1] 

(IX.2.13) 

B = [[Cd] -1 [ba] [Q] [h2] [Cd]·l{[b2]+[ba] [Q] [ha] [R.J [f2]}] 

[L]- 1{[d 2]+ [d
3

] [P] [f
3

] [G) [h 2]} [LJ- 1 [d 3 ] [P] [f 2] 

Y~'C :y(+)~ D1.1.(~) Per quanto riguarda le matrici C e D, che completano l 'indi­
i((f) ~ A x +B \{ viduazione delle equazioni di stato, ~ssono det rminarsi esprimendo le 

randezze elettriche che costituiscono di uscita y in funzio-
ne delle componenti 1 
e modo i seri vere e ra ezze e ettric e è ossi bile er o ni corren­

te e tensione del circuito. Infatti ciò è evidente per V C' IL' V t e e; 
risulta inoltre possibile anche per (f:) e !v:ì in base alla co~oscen1za 
delle ~atnc1 A e 13. In base alle'if'X. 2.'rt), (IX. 2. 9) e (IX. '2. 6) è pos­
sibile anche per V~·>, v<c>, I~·) e I~c> . Rimane da far vedere che è 
possibile per <V\ e (Ii a vendo indicato in tal modo i vettori delle ten­
sioni ai capi d~ene~ri di corrente e delle correnti dei generatori di 
tensione . Utilizziamo a questo scopo le equazioni di equilibrio delle cor­
renti per i tagli fondamentali relativi ai generatori indipendenti di ten­
sione e le equazioni di equilibrio delle tensioni per le maglie fondamen­
tali relati ve ai generatori indi pendenti di corrente; precisamente si ha, 
con notazioni simili alle precedenti: 

© = [ W 1 J IL + [ W 2 J I I e + [ W 3 J I ~e ) 
(IX. '2 . 14) 

~= [q1J ve+ [q2J v,l + [q3J v~·> 
Le (IX. 2.14), insieme alle (IX. 2.11), forniscono le espressioni desidera-
te per I e V . 

tot base r quanto detto, fissato un qualsiasi vettore di uscita y, 
è immediato ricavare le matrici C e D della relati va equazione di sta­
to, utilizzando le espressioni precedenti. 

EHmpio IX.2.1 

Per il circuito di fig.IX.2.1, individuare le quattro matrici A, B, C, D delle 

" qu02ioni di stato, nell'ipotesi che le grandezze d'interesse siano v 1 e v
2

• 

Nella figura è riportato uno degli alberi che soddisfano le prescrizioni dello 

algoritmo precedente ed avente l'ulteriore vantaggio di avere le grandezze d'interesse 
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IX.2 Algoritmi per la determina:ione delle equa:ioni di stato di un circuito 741 

ambedue disposte su di esso. Con riferimento a quest'albero ed ai simboli introd()(ti 

precedentemente, si ha : 

Rl R2 

i + il + i2 
e 

vl v2 + 
+ V3 

V cd + 
L VL 

E 

Fig. IX.2.1 • Circuito considerato ne Il 'esempio IX. 2.1 e relativo albero. 

x =\ ~ ; le= ic VL = v~ ve= v <(:-i 
/' ~ 

y = v
1 

v
2

] 1 u = E 

y(c)=i ~ 
R 3 

y(c) =V 
R 3 

V (a) - [ 
R - vl 

V =E 
gl 

I 
gc 

=O 

I ( a) = [ · . ) t 
R 

1
1 1 2 

(L] = L 

avendo indicato con l'apice t l'operazione di uasposizione. 

Le equazioni di equilibrio analoghe alle (IX.2.4) sono: 

e quindi: 

[b3) = 1 

[d 3] = [ 1 1] 

Le equazioni di equilibrio analoghe alle (IX. 2. 5) sono: 

e quindi : 

[-1 -1] 1 [o o] 1 [ 1 o] t 
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742 Algoritmi per la determinazione delle equazioni di stato di un circuito IX.2 

Le equazioni di equilibrio analoghe alle (IX.2.8) sono: 

e quindi : 

Le matrici P e Q si ottengono mediante le (IX. 2.12), cioè: 

(p) {[l/R1 O ] [ l] l [-l o)}-1 = [ l/R1+1/R3 O i·l 
O l/R 2 O R 3 O l/R 2 

I termini che compaiono nelle matrici A e B date dalle (IX.2.13) valgono: 

[L) "1 { [d 1) + [d3)[p )[i 3)[G) [h 1]} = ~1 l +[i o j[l] ~ (- 1) 

R
2 

O R
3 

R3 
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l •, •; :Jl:J (L)-1 (d3) (p) (fl) (1 
R1+R3 R1R3 

J 012 l] R2+ 
L o L R + R 

[cd·)-1 [b3] [Q) [h2] 
ì b11 

Cd (Rl + R3) 

Quindi si ha : 

A= 

-~(R + _R_l R_3 ) 
L 2 Rl + R3 

B= ---

Calcoliamo successiva 

di è direttamente calcolab1le con la (IX.2.11). Si ha : 
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Perciò le matrici C e D valgono: 

D = 

VéJ IX.2.2 · Circuiti del secondo tipo. 

Assegnato un qualsiasi circuito è sempre possibile considerarlo 
come un circuito N-porte, con N di valore opportuno, chiuso in corri­
spondenza alle porte sui propri condensatori, induttori e generatori indi­
pendenti. E' evidente che .quello che rimane entro il circuito N-porte è la 
parte senza memoria, costituita dai resistori e dagli elementi ideali a più 
di due terminali (generatori controllati, trasformatori ideali, ecc.). Il cir­
cuito si presenta quindi nella forma di fig . IX. 2. 2, con le grandezze elet­
triche di pona coincidenti con le componenti dei vettori V e• V L' V t' V e 

e con le componenti cambiate di segno di I e• IL• I 
1
, I e ' essend~ qu~­

sti vettori rispettivamente i vettori delle tensioni af capi dei condensa­
tori, induttori , generatori indipendenti di tensione e corrente e delle cor­
renti relative agli stessi elementi, definiti come nel § IX. '2. 1. Delle mol­
teplici rappresentazioni possibili per questo circuito N-porte, interessa 
nel caso presente quella che prevede come cause le componenti di V e• 
IL , vgt' Igc' cioè la rappresentazione seguente: 

(IX. 2. 15) 

Evidentemente come effetti sono scelte le grandezze complementari e 
cioè I e• VL, I t e V e . E' opportuno notare che in questo caso è con­
veniente sceglfere le ~orrenti di porta uscenti dal morsetto positivo del­
le tensioni (a differenza della convenzione generale introdotta nel Capi­
tolo VI per le reti N-porte ), come indicato nella fig. IX. 2. 2. 

L'ipotesi che sta alla base del metodo qui esposto è che esista 
la rappresentazione (IX. 2. 15) per il circuito in esame . In tal caso il si­
stema che rappresenta il circuito per mezzo delle equazioni di stato è 
facilmente ottenibile, applicando il metodo di sovrapposizione degli ef­
fetti , considerando che le grandezze elettriche scelte come causa agi-

La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it)



IX.2 

e 
n 

e 

Algoritmi per la determinazione delle equazioni di stato di un circuito 

n 
e 

nc + nL+ng 1 +1 
Rete contenente resistori, elemen-
ti ideali senza memoria a più di due 
terminali 

Fig.IX.2.2 • Forma sotto cui può essere messo il gen<-rico circuito. Il nume­
ro N delle porte è n ~ nL + n + n , essendo n . nL, n , n rispet-

. ·1 dc . d gt · .gcd · e · · g,\ gc; · d1· uvamente 1 numero et con ensaton, m utton, generatort tnd1pendenc1 
tensione e corrente presenti nel circuito. 

745 

scano una per volta. Annullare tali grandezze comporta nei van casi le 
seguenti operazioni: 

1) per ogn1 condensatore porre a zero la tensione; 

2) per ogni induttore porre a zero la corrente; 

3) per ogni generatore di tensione porre a zero la tensione ; 

4) per ogn1 generatore di corrente porre a zero la corrente. 

Pertanto la disattivazione delle cause si ottiene sostituendo un 
corto-circuito al posto di ogni condensatore e generatore di tensione ed 
un circuito aperto al posto di ogni induttore e generatore di corrente. At­
tivando ora una grandezza di tipo causa e risolvendo la rete risultante, 
è possibile determinare di volta in volta una colonna delle matrici A e 
C ovvero B e D. Precisamente si ottengono i seguenti quattro casi: 

1) Attivazione della causa relativa al k -esimo condensatore (con k = 1, 
2, ... , ne). Ciò si ottiene ponendo un generatore di tensione unitario sul­
la porta connessa al k-esimo condensatore. Risolvendo il circuito, si de­
terminano le ~orrenti Te di tutti i rami corrispondenti ai condensatori, 
le tensioni VL ai capi di tutte le porte a cui sono connessi gli indutto­
ri ed inoltre tutte le altre grandezze elettriche che fanno parte del vetto­
re di uscita Y. E' evidente che la colonna k-esima della matrice A è 
pan a: 

(IX. 2. 16) 

ed inoltre la colonna k-esima della matrice e è pari al vettore y. 
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2) Attivazione della causa relativa al k-esimoinduttore(con k= 1,2, · ... , 
nL). Ciò si ottiene ponendo un generatore di corrente unitaria sulla por­
ta connessa al k-esimo induttore . Riso!_yendo il circuito, si ~ossono de­
terminare i nuovi valori delle correnti I C' delle tensioni V L e delle 
grandezze di uscita y. Utilizzando ancora l'espressione (IX. 2.16) si 
ottiene ora la colonna (ne + k) della matrice A, mentre il vettore y è 
pari alla colonna (ne + k) della matrice C; 

3) Attivazione del k-esimo gen·eratore di tensione con una tensione im­
pressa un itaria (k = 1, 2, ... , n ). Risolvendo il circuito, si Eossono de­
termina re i nuovi valori delle c8~rrenti T C' delle tensioni V L e delle 
grandezze di uscita y. In tal caso l'espressione (IX. 2. 16) fornisce la 
k-esima colonna della matrice B, mentre il vettore y fornisce la k-esi­
ma colonna della matrice D; 

4) Attivazione del k·esimo generatore di corrente, con una corrente im­
pressa unitaria (k = 1, 2, ... n ). Risolvendo il circuito, si_possono de­
terminare i nuovi valori delle

8 ~orrenti Te, delle tensioni V L e delle 
grandezze di uscita y. In tal caso l'espressione (IX. 2. 16) fornisce la 
(k + n 

1
)-esima colonna della matrice B, mentre il vettore y fornisce 

la (k i n 
1
)-esima colonna della matrice D. 

In 
8
questo modo tutti gli elementi delle matrici A, B, C, D posso­

no essere calcolati. E' opportuno osservare che le determinazioni sud­
dette sono sempre possibili se esiste la rappresentazione (IX. 2. 15). Da 
altra parte la non esistenza della suddetta rappresentazione può essere 
messa in evidenza proprio dall'insuccesso del procedimento descritto ; 
ciò accade quando non risulta possibile l'analisi di qualcuna delle con­
figurazioni circuitali ottenute attivando una sola delle grandezze elettri­
che considerate come cause . Ad esempio è facile verificare che , in pre­
senza di una maglia di condensatori e di generatori di tensione, appli­
cando il punto 1) del procedimento precedente si ottiene un generatore 
di tensione chiuso in corto circuito. In tal caso il metodo non può esse­
re più utilizzato ed inoltre si può stabilire la non esistenza della rap­
presentazione (IX. 2.15). 

Esempio IX.2.2 

Determinare le motrici A, B, C, D delle equazioni di stato del circuito di fi­

s.uro IX.2.3, mediante il metodo descritto nel presente paragrafo, supponendo che le 

grandezze d'interesse siano lo corrente che fluisce nel generatore di tensione, lo ten­

sione tra i nodi l e 3 e la corrente che fluisce nel generatore di corrente controllato 

in tensione, di sposto tra i nodi 5 e O. 
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R 

R @....__---' 

Fi~.IX.2.3 - Circuito considerato nell'esempio IX.2.2. Le tensioni sonori­
ferite al nodo comune, indicato con O, ed inoltre g 1 = 2 g 

2 
= l / R =G. 

747 

Applichiamo il procedimento descritto passo per passo, utilizzando il metodo 

di analisi su base nodi: 

1) Attivazione della causa relativa al condensatore C
0

, dopo aver sostituito il gene­

ratore di tensione con un corto circuito e l'induttore e il generatore di corrente con un 

circuito aperto. Si ottiene il circuito di fig.IX.2.4 . 'Esaminando il circuito, si vede su­

bito che si ha: 

nodo I 

nodo 3 

nodo 4 

nodo S 

vl V2 = V5 v 3 =O 

R 

(2) R @ @ 

R + 

VL 
g2(vl ·v2} 

V= l I 
gt 

Fig.IX.2.4 - Circuito derivato da quello di fig.IX.2.3 disattivando tutti i 
generatori indipendenti e sostituendo l'induttore .con un circuito aperto 
ed il condensatore con un generatore di tensione di valore unitario. 

Le equazioni che occorre considerare sono quindi le seguenti: 

- v s G = - g 2 (l - v s> + I gt 

( v 4 - v s> G = g 2 (l - v s> 

3Gv
5 

-G-Gv
4 

=-g
1

(1-v
5

) 
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748 Algoritmi per la determinaiione delle equaiioni di scoto di un circuito IX.2 

Ricordando che V L = v 2 e tenendo conto delle grandezze di uscita richieste ai ottie­

ne , risolvendo il sistema: 

2 

3 
G 

3 

Pertanto la prima colonna della matrice A è pari a : 

[ -: _1 ]t 
3L 

mentre la prima colonna della matrice C è pari a: 

_:_ Jt 
3R 

2) Attivazione della causa relativa ali 'induttore L, avendo disattivato i generatori in­

dipendenti e sostituito il condensatore con un cono circuito. Si ottiene il circuito di fi­
gura IX .2 .5. Esaminando il circuito, si vede subito che si ha : 

Le equazioni ai nodi che occorre considerare sono quindi le seguenti: 

nodo 2 

nodo 3 

nodo 4 

nodo 5 

(v 2 -v 5)G=-l 

(- v s> G = - g 2 ( - v 2> + I i• 

< v 4 - v s> G = g 2 <- v 2> 

4 G V 5 - G V 2 - G V 4 = - g 1 (- V 2> 

Risolvendo il sistema ed effettuando il calcolo delle grandezze le, VL e delle gran­

dezze di uscita, si ottiene: 

VL =- 2/G y-t = [2 o 2) 

R 

R (3) @ -l IL= 1 g 2(v1 •V 2) 

I 
gt 

g l (v l - V 2) ~ 

Fig.IX.2.S - Circuito derivato da quello di fig.IX.2.3 disattivando i genera­
tori indipendenti, sostituendo il condensatore con un cono circuito e l'in­
duttore con un generatore di corrente di valore unitario. 

La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it)



IX.2 Algoritmi per la de1ermina1ione delle equarioni di &llJIO di un circuito 749 

Pertanto la seconda colonna della matrice A è pari a : 

[ -
mentre la seconda colonna della matrice C è pari a: 

o 

3) Disattivazione delle cause relative agli elementi reattivi e al generatore di corrente 

e attivazione del generatore di tensione con E 0 = l . Si ottiene il circuito indicato in 

fig.IX.2.6. Esaminando il circuito, si vede subito che si ha: 

v 1 =O V2 = V5 v 3 = l 

R 
@ 

<3l 
~ R 

<D 
R + + 

VL 
E 0 = l g2(vl-v2) 

I gt 

Fig.IX.2.6 - Circuito derivato da quello di fig.IX.2.3, sostituendo l'indutto­
re e il generatore di corrente con circuiti aperti, il condensatore con un cor­
to circuito e ponendo E 0 = l. 

Le equazioni ai nodi che occorre considerare sono le seguenti : 

nodo 3 

nodo 4 

nodo 5 

( 1 - v 5) G = - g 2 ( - v 5) + I gt 

( v 4 - v 5) G = g 2 (- v 5) 

3 G V 5 - G - G V 4 = - g 1 (- V 5) 

Risolvendo il sistema ed effetcuando il calcolo delle grandezze d'interesse si ottiene : 

2 

3 
G 

2 

3 

Pertanto la prima colonna della matrice B è pari a: 

_2 ]t 
3 L 

- l 
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mentre la prima colonna della matrice D è pari a : 

- 1 

4) Disattivazione delle cause relative agli elementi reattivi e al generatore di tensione 

e attivazione del generatore di corrente con I0 = 1 . Si ottiene il circuito di fig.IX.2.7. 

Esaminando il circuito, si vede subito che si ha : 

v 1 =O V2 =VS v 3 = Q 

R 
@ 

~ 
R @ 

R R · + CD g2(vl-v2) Po VL I 
I gt 

e 

o 

Fig.IX.2.7 - Circuito derivato da quello di fig . IX.2.3, sostituendo l'indut­
tore con un circuito aperto, il condensatore e il generatore di tensione con 
corti circuiti e ponendo I 0 = 1. 

Le equazioni ai nodi che occorre considerare sono le seguenti: 

nodo 3 -G vs = - g2 (-vs) + Igt 

nodo 4 ( v 4 - v s> G = 8 2 (- v s> - 1 

nodo .'i 3 G v s - G v 4 = - g 1 (- v s> 

llisolvendo il sistema e calcolando le grandezze d'interesse, si ottiene: 

2 

3 

2 

3 

t y 

Pertanto la seconda colonna della matrice B è pari a : 

[ - 3 2co 

mentre la seconda colonna della matrice D è pari a : 

o :r 

o 
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Raccogliendo i risultanti ottenuti , le matric i A , B, C , O re lat ive all e equa­

zioni di stato per il circuito di fig . IX. 2. 3, sono le seguenti: 

2 2 
---

3 R C0 Co 3 R C
0 

A= B = 

2 R 2 

3 L L 3 L 

o 2 o 

o - 1 
C= D = 

2 2 
2 

3R 3R 

3 - Modi naturali di un circuito. $f 

2 R 

3 L 

o 

2 

3 

Un circuito privo di eccitazioni, rn cui sia immagazzinata ener­
gia nei condensatori e negli induttori in_ un istante di ~sservazione 
t~l tempo per t '.:: t o secondo andamenti çaratteristici c he 
dipendono solo a la sua strut ura· e dal valore dei componenti . Tali an­
damenti rendono il nome di «modi n7.itu-;;;fi »del circuito; ciascuna gran-
ezza e ettnca tensione o corrente) varia ne 1 tempo per t '.:: t 

0 
secondo 

una combinazione lineare dei modi naturali , i cui coefficienti dipendono, 
oltre che dal circuito, anche da come è distribuita i 'energia nell'istante 
t = t 0 . Ciò implica, in particolare, che per opportune distribuzioni è 
possibile far sparire in qualche grandezza elettrica uno o più modi natu­
rali . 

Le affermazioni precedenti possono essere provate in modo mol­
to semplice mediante le equazioni di stato. A questo scopo riscriviamo 
tali equazioni nel dominio della trasformata di Laplace, in assenza di 

eccitazioni. Si ha: x (t) ~ ~ X (-t:) ~ \3 u. (t-) 
(i X(s) - x(o-n= AX(s) ~rr Ò 

Y (s) = e X (s) ~ y (~) z~ X:(~)+ i) L\ Ct) 
(IX. 3.1) 

avendo indicato con le lettere maiuscole le trasformate del v_ettore di 
stato e di uscita e con x (O") il valore del vettore di stato all'istante i­
niziale. 
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Mediante 

(IX. 3. 2) 

Jio w:!b -

Modi naiurali di un circuito IX.3 

semplici operazioni sulle, matrici, dalle (IX. 3.1) .si ha: . I\ 
,,..... ~~~l-<l ~ ~~w.., 00 ~ 

X(s) = ~-1 x(O") Tu.avQJti. ~o~, 
Y(s)=C[su~}1x(O; f 

in cui U è la matrice unità di or ine u uale a 
Dalle (IX. 3. 2) risulta che le funzioni che rappresentano tutte le 

grandezze elettriche del circuito sono funzioni razionali reali della Y!l· 

riabile s, aventi le seguenti proprietà~ 

~e funzioni sono proprie; infatti i termini della matrice inversa qella 
matrice s U - A sono funzioni razionali proprie, in quanto tutti i cofat­
~ di cale matrice sono di grado inferiore al suo determinante, e ogni 
funzione rappresentante una grandezza e !eterica del circuito è una com­
~zione lineare dei suddetti termini, come appare dalla seconda delle 
(IX. 3. 2) ; 

2) le funzioni hanno gli stessi poli; tali poli coincidono con gli autova­
lori ( 1 > della matrice A, come risulta evidente dalla prima delle (IX. 3. 2). 

(IX. 3. 3) 

a 
core di stato_ -guente : 

(IX. 3. 4) q (e) = 
N 

p 

L 
knlm=l (m - 1)! 

cm·le5k
1

u (t) 
- l 

In base alla definizione data, le Junzioni cm -.1 e" k t u _ (e) rappresenta­
no i modi naturali del circuito. E evidente dalle (IX. 3J) e (IX. 3. 3) che i 

(1) - Ricordiamo che detta A una matrice reale n X n, prende il nome di e matrice carat­
teri.stit;a • associata ad A, la matrice s U- A. Inoltre il determinante di quest'ultima vie­
ne rnd1cato come e polinomio caratteristico • di A e le sue radici e autovalori> di A. 
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modi naturali non dipendono dalla distribuzione iniziale di energia nel 
circuito e che con distribuzioni particolari, cioè con valori part icolari 
del vettore x (O-), è possibile eliminare uno o più modi naturali da qual­
che grandezza elettrica, rendendo nullo qualcuno dei coefficienti a li: m . 

Rimangono quindi dimostrate le affermazioni fatte all'inizio del presente 
paragrafo. Per ulteriori dettagli sugli aspetti generali dei modi naturali 
si rimanda ai testi di Teoria dei Sistemi< 1 >. 

Esempio IX.3.1 

Individuare i modi naturali del circuito considerato nell ' esemp io IX.2.1. De· 

terminare inoltre l ' andamento nel tempo della pr ima componente del vettore d i uscita ivi 

considerato, nell'ipotesi che lo tensione ai capi del condensatore all'istan t e iniz i ale 

sia 1 volt e che la corrente nell'induttore sia nulla. Effettuare i calcoli con i seguenti 

valori per i componenti : 

R =R =10 l. 3 
C 1 F L 1/ 5 H 

Utilizzando la matrice A, Ottenuta nel! 'esempio rx.2.1 , determiniamo i modi 

naturali del circuito calcolando preventivamente gli autovalori d i tale matrice. Si ha : 

Il polinomio caratteristico di A è : 

5 
+-=o 

4 

che f9rnisce con le sue radici gli autovalori , cioè: 

-1 . 3 

I modi naturali del circuito sono pertanto i seguenti : 

-3t 
e u_ 1 (t) 

(1) · Si veda ad esempio : A.Ruberti, A.Isidori : op. cit., Cap.IV, ~ l, 2, 4, 5 , 8. 

G.MARTINELLl-M.SALERNO: Foodamenti di Elettrotecnica 95 
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La determinazione dell'andamento per t ~O della prima componente del vet­

tor.e di uscita può essere fatta mediante la 'seconda delle (IX.3.2) ; utilizZlndo i valori 

numerici , ottenuti nell'esempio IX. 2. 1,si ha: 

-1 7 
s +- [J (.+ !),(.+ 3l 

s+-

[J 
· 2 2 2 2 2 2 2 2 

y = 

5 7 5 
o s+- o s+-

5 2 2 5 2 2 

Pertanto la prima componente di Y, cioè la tensione V 1 è pari a: 

0,5 s + 3 
V (s) = - -----

l (s+l)(s+3) 

1,25 0,75 
=---+--

s+l s+3 

L'andamento nel tempo richiesto è, per t ~ 0, il seguente: 

IX.3.1 - Assenza di modi natura.li in qualche grardezza elettrica. 

E' stato messo .in evidenza che per particolari distribuzioni di e­
_n.er.gia nel circuito ail 'istante iniziale i può accadere che qualche ran­
dezza elettrica sia ri v · o o iù mo 1 natura 1. Ciò è ev1 ente dalla 
(IX. 3. 2), in quanto si comprende che una scelta opportuna delle compo­
nenti di x (O-) potrebbe annullare qualcuno 9ei coefficienti akm della 
(IX.3.3), scritta per la grandezza elettrica d'interesse_;__ 

· A I <P~ I B 

a) b) 

F ig.IX.3.1 • Esempio di circuito costituito da due parti A e B tale che 
i modi naturali di una parte non compaiono nelle espressioni delle gran­
dezze elettriche dell'altra : a) configurazione iniziale; b) configurazione 
dopo l'eliminazione delle eccitazioni. 
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turali di una parte non appaiono nelle espressioni delle randezze elet­
~iche dell'altr~ infatu. po1c e i mo i naturali evonoesserevalutati in 
assenza di eccitazioni esterne, \occorre corto-circuitare il gene rato re di 
tensione e uindi le reti assumono la confi urazione di fi . IX. 3.1 b), nel­
la quale esse sono connesse solo per un nodo.\E quindi chiaro che 1s1-
camence le due influenzano, qualunque sia la scelta de la 

circuito. 

~<V X.3.2 ·Calcolo diretto del numero dei modi naturali per circu iti costi· 
tuiti da resistori, condensatori e induttori. 

Il numero dei modi naturali, che coincide con il numero delle va­
lhabili di stato e uindi con l'ordine del vettore di stato e della matrice 
~lL orn1sce una misura de a comp essaa 1 un circuito; i conseguen­
za può risultare utile avere a disposiz10ne un metodo rapido e semplice 
per calcolarlo. Un metodo di questo tipo esiste nel caso dei circuiti co­
stituiti da resistori, induttori e condensatori, che indicheremo nel segui­
to con la sigla @:Lé] Il metodo si basa sull 'osservazione che il nume­
ro delle variabili di stato di un circuito, che coincide appunto con l' or­
dine del vettore di stato, è strettamente legato al numero delle condizio­
ni iniziali ; ciò è d'altra parte evidente osservando che l.a prima delle e­
quazioni di stato non è altro che un sistema di equazioni differenziali 
del primo ordine, che richiede per la soluzione tante c ondizioni iniziali · 
indipendenti quante sono le equazioni del sistema. Occorre quindi cal­
colare il numero delle condizioni imziali che si possono imporre nel cir­
cuito indipendentemente l'una dal! 'altra e che riguardano solo il siste--== ma di equazioni suddetto. Quest 'ult ima precisazione è necessaria per il 
comportamento anomalo del modo naturale che corrisponde al polo per 
s =O, cioè al modo naturale che consiste in un andamento costante per 
t ~ t 

0
. Il comportamento anoma lo in questione cleri va dal fatto che in un 

circuito si possono avere perE1l!J varie grandezze elettriche, tensio­
ni o correnti, del tutto indipendenti tra loro ad andamento costante nel 
tempo. Ciò significa che, essendo indipendenti tra loro, esse aumentano 
il numero delle condizioni iniziali che si possono imporre nel circuito, 
contribuendo però, qualunque sia il loro numero, al solo modo naturale 
suddetto. Di conseguenza, le condizioni iniziali di questo ti120 contano 
~mpre per uno. qualunque sia il loro num.eJ:.O., ai fini del computo del nu­
mero dei modi naturali . 

Per poter quindi calcolare il numero dei modi naturali di un cir­
cuito occorre determinare: 

ki"l numero N i delle condizioni iniziali indipendenti che s1 possono 
imporre nel circuito; 
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2) il numero N 
0 

delle condizioni iniziali che riguardano il modo natu­
rale corrispondente al polo per s = O. 

[ ~o-{+jWo--1) ] 
o2 

Per quanto detto, il numero dei modi naturali è: 

(IX. 3. 5) l Ni-CN 0~1+IN~ 
Nel caso di un circuito RLC, il calcolo di fNJ 

semplice. Infacc· _ · · oni iniziali che si ossU im o e n­
dentemente l'una dall'altra coincidono con il numero ii"jJ degli indutto-
ri più il numero ]ç) dei condensatori presenti nel circuito, diminuito 
delle relaz1001 conse uenti dalle le i di Kirchhoff che sussistono in-
dipen entemente le une dalle altre, tra le tensioni dei condensatori e le 

!
orrenti degli induttori} !::_e relazioni del rimo ti o sussistono quando 
ono presenti nel circuito ma lie costituite solo da condensatori e e­
e on 10 1pendenti di tensione . Le relazioni del secondo tipo invece 
ussistono quando sono presenti ta li costituiti solo da induttori e e-

) eratori indipendenti di corrente. Il numero ~e di maglie e tipo sud­
detto si ottiene direttamente andando a considerare il sottogcafo del cir­
cuito, ottenuto aprendo tutti i rami con l'esclusione dei condensatori e 
dei generatori indipendenti di tensione . Il numero Me coincide con il 
numero di rami del co-albero di questo sottografo. Analogamente, il nu­
mero T L di tagli del tipo precedente si ottiene direttamente andando a 
considerare il sottografo del circuito, ottenuto corto-circuitando tutti i 
rami eccetto gli induttori ed i generatori indipendenti di corrente. Il nu­
mero T L coincide con il numero di rami dell'albero di questo sottogra-

12..:.. In conclus1one s1 ha: --'--U-.>-:: / 
~-...,...._.....-Tr==>F+=19&-lf :!::- ~ -l?m_ ,_?n 

(IX.3.6) A~i - ne+ nL - Mc - ~J 1--1 '--11.._/'-'< - ~ ~ 
_ I I ( \l 

Per quanto riguarda il numero N 
0 

di condizioni iniziali che ri- \ 
guardano il modo naturale corrispondente al polo per s = O) occorre cal-
e lare il numero di randezze elettriche che si ossono stabilire nel cir­
cuit indi endente ente l'una dall'a che hanno un an amento co­
stante nel tem o. Da un punto di vista f~ico tali grandezze sono facU: 
mente individuabili. Infatti, è intuitivo che s1 può avere un andamento 
~stante nel tempo. cÌÌV1rlure-arbitrano, ne1 seguenti casi/: -

4una corrente che percorre una maglia di soli induttori e , generatori in­
dipendenti di tensione; 

~na tensione ai capi dei rami di un taglio costitµito da soli conden­

satoci e generator~dipendenti di correnlD 

__>\\-Ii f--- I -'1'1'/ '--
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Si tratta quindi di calcolare il numero delle maglie e 
suddetti. 1Anche in uesto caso la determinazione di tali num 
fare direttamente, andando a considera~~ 

757 

ò 

1) i) sottQgrafo del ci rcuitCLottenu.to_ap.r.e.nd.o ra ~s.dusio,­

ne degli induttori e dei generatori indi endenti di tensione; il numero di 
correnti rn ipen enti ad andamento costante nel tempo coinciae con il 
numero M1. di maglie indipendenti -di~wsotto rafo c ioè .con -ilnu-
mero dei rami di u .::a.lhe.r.o;. 

2) il sotto grafo del circuito ottenuto corto-circuitando tutti i rami eccet­
to i condensatori ed i generatori indipendenti di corrente ; il numero di 
tensioni indipendenti ad andamento costante nel tempo coincide con il 
numero 12:.J diligli indipendenti di gu sto so to rafo cioè con il nume­
ro dei rami èli un suo albero. In conclusione si ha: 

(IX. 3. 7) 

Quindi , tenendo conto delle (IX. 3. 5), (IX. 3. 6) e (IX. 3. 7), s1 ha 
che il numero dei modi naturali di un circuito RLC è pari a: 

(IX. 3.8) 

Esempio IX.3.2 

Calcolare il numero dei modi naturali del circuito considerato nell'esempio · 

IX.2. 1. 

Dall'esame di fig.IX.~.l si rileva che Mc = TL =ML= Te= O, nc=nL = 1. 

Quindi il numero dei nodi naturali è pari a 2, come del resto era già insito nello svi­

luppo dell'esempio IX.2.1. 

Esempio IX.3.3 

Determinare il numero dei nodi naturali del circuito di fig . IX.3.2, mediante lo 

(IX .3.8) e per via diretto. 

Supponiamo di avere nel circuito di fig .IX . 3.2 una distribuzione qualsiasi di 

energia all'istante iniziale e consideriamo quindi il suo circuito equi valente nel domi­

nio della trasformata di Laplace, riportato sempre in fig.IX .3.2. L'esame di questo cir­

cuito equivalente mostra che : 

ML= Te = 1 
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L 

Fi9.IX.3.2 ·Circuito considerato nell'esempio IX.3.3 e suo circuito e· 
qui valente nel dominio della trasformata di Laplace. 

IX.3 

Quindi il numero dei modi naturali, in base alla (IX.3.8), è pari a 5. 
Procediamo ora per via diretta, usando u.no dei metodi di analisi classici, ad 

esempio quello su base nodi. Prendendo il nodo 4 come riferimento, si ha: 

2 
sC +-

sL 

sL 

sL 

da cui : 

[] 
ove : 

l 
el Cv

1
(0.) -~{i 1 (o·) + i

2
(o·)} 

sL sL s 

2 l 
sC+- e2 cv

2
co·) +- {i

2
(o-) + i

3
(o-)} 

sL sL s 

2 l 
sC+- e3 Cv

3
(0.)+-{i

1
(0-) • i3(0-)} 

sL sL s 

b (s) c (s) 
0(•)1 [ ,c.,<0-l - •,<o·i · i 2 W> 

L' [ c (s) b (s) c(s) s Cv 2 (0~) + i 2 (0~) + i 3 (0~) 
a (s) 

c (s) c (s) b(s) s cv 3 co ) + i 
1 

co ) - i 
3 

co ) 

a(s) = s 6 (LC) 3 + 6 s 4 (LC)2 + 9 LCs 2 

c 3 
b(s). s 4 c 2 + 4 s 2 - + 

L L 2 

c (s) = 
c 3 

s2 + 
L L°2 

l 
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-l)C.3 Modi naturali di un circuito 759 

Sem..Plici calcoli mostrano che le tensioni dei nodi e 1, e 2, e 3 sono funzioni razionali 

propi::ie aventi il grado del denominatore uguale a 5. I poli comunt sono: 

s =o s = ± j 
LC 

di molteplicità 2 

I poli precedenti sono quindi i poli anche delle tensioni ai capi degli e lemen­

ti (condensatori ed induttori). Per quanto riguarda le correnti degli elementi , occorre ri­

cordare che esse si ottengono ten endo conto anche del gene ratore di corrente corrispon­

dente alla condizione iniziale. Tenendo conto della particolare configurazione del cir­

cuito è sufficiente calcolare la corrente di un solo induttore e di un solo condensatore; 

ad esempio consideriamo l 'induttore tra i nodi 1 e 3. Si ha, per la corrente che lo a t-

traversa: 

+ 
sL s 

s 

E' facile constatare che questa espressione è una funzione razionale propria con i poli 

coincidenti con quelli di e 1, e 2, e 
3

• Per quanto riguarda i condensatori, calcoliamo la 

corrente del condensatore situato tra il nodo 1 e il nodo 4. Tale corrente è pari a: 

Questa espress ione è una fra zione propria con poi i coincidenti con quel li di e 1 , ad ec­

cezione di s =O, che è assente. 

Quanto detto mette in evidenza che i poli delle grandezze elettriche del ctr­

cuito considerato sono 5 e pertanto tale è anche il numero dei modi naturali , in accor­

do con il calcolo effettuato con la formula (IX.3 .8). 

* 
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APPENDICI AL CAPITOLO IX 

APPENDICE IX.A - Utilità e/ella rappresentazione mecliante /e equa· 
zioni cli stato nella sintesi clei micro·circuiti li­
neari. 

E' noto dalla teoria dei sistemi che se si hanno a disposizione e­
lementi ideali dei seguenti tipi: 

- sommatori di funzioni del tempo , 

- integratori di funzioni del tempo, 

- moltiplicatori di una funzione del tempo per una costante reale , è im-
mediato individuare uno schema di sistema che corrisponda ad equazio­
ni di stato assegnate< 1 l. 

Tale disponibilità è tipica della micro-elemonica e quindi per 
questa particolare categoria di circuiti , siamo nella condizione di otte­
nere di rettamente il circuito dalle equazioni di stato. 

IX.A.1 ·Elementi ideali tipici della microelettronica lineare e 
schemi dei sommatori, degli integratori e dei moltipli­
catori. 

I componenti usuali della microelettronica lineare sono i resisto· 
ri , i condensat _i i transistori e gli am lificatori o erazionali . Mancano 
gli induttori , in quanto a rmrnuire delle dimensioni dei ci er­

lte associate a ta i e ementi ivengono a mente e evate da rendere ta· 
li com onenu inaccettabili . Rimane'l'rdo ad un Ii vello di approssimazione 

( 1) • Si veda ad esempio : A. Ruberei , A. Isidori, op. cit., Cap. II, ~ 8. 
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IX.A.1 Schemi dei sommatori, degli integratori e dei moltiplicatori 76 1 

grossolana, i componenti precedenti possono essere rappresentati sem­
plicemente tramite i resistori , i condensatori ed i nullori . Mediante que­
sti elementi ideali (in particolare considereremo il nullore a quattro ter­
minali, corrispondente all'amplificatore operazionale) è possibile otte­
nere gli elementi fondamentali per la sintesi diretta a partire dalle equa­
zioni di stato . 

Il sommatore è mostrato in fig.IX .A. l; tale schema è caratteriz­
zato dal fornire in uscita la somma dell~ tensioni di ingresso cambiata 
di segno. Esistono altri schemi che permettono di evitare tale cambia­
mento di segno, utilizzando o più di un nullore oppure un nullore senza 
ingresso a massa. Si rimanda per dettagli ai testi relativi ai circuiti atti­
vi 1 ll. 

v. 
1 

RN 
VN 

+ R 
N R v2 

+ R2 V = - 2: vk u k•l Rk vl + 
+ Rl 

Fig.IX.A.1 ·Schema del sommatore , costituito da resistori ed un nullo· 
re a 4 terminali . 

e 

1 1 t 
V (t)=---

U RC 
-00 

Fig.IX.A.2 ·Schema dell'integratore costituito da un nullore , da un re· 
sistore e da un condensatore . 

Lo schema dell 'incegracore è mostrato in fig. IX. A. 2; cale schema, 
oltre ad operare l'integrazione della funzione d'ingresso, ha l'effetto di 
cam iare 1 · segno. Ancne- inuesto caso esiston~ schemi che permettono 
ai evi tare tale cam biamen CO di segno ( l ) • 

( 1) • Si veda ad esempio: L .P. Huelsman, e Theory and design of active RC circuits • , Mc 
Graw·llill, 1968 e S .K. Mitra ,• Analysis and synchesis of linear active networks >, J. Wi­
ley , 1969. 
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Per quanto riguarda_iniin e-i-1-mokiplicator:_e~ er una costan e_,_QS-

serviamo che tale molt.i plic~~- viene già QJ~u.ta osche di fi-
gura T.7\-:- , tramite rapport~ii resis~~ 

importante notare che gli schemi proposti sonQApprossimazio-
ni notevolmente rosso lane dei microcircuiti reali e opramitto al-

a ver usato il nulfore a uattro terminali osto dell 'am lificatore o­
eraziona e. In articolare, gioca un ruolo fondamentale il rodotto gua­

da no-lar hezza di banda Clel 'amJ?.!ificato.r,~ ~~ll~~ restazion · 1 ta 1 mi­
crocircuiti . Per detta li su uesti aspetti , fondamentali er la realizza­
zione , si rimanda ai tes.ti relativi ai circuiti' attivT 

IX.A.2 - Un problema tipico di sintesi nella microelettronica li­
neare. 

Nel presente paragrafo considereremo in dettaglio un problema di 
sintesi che è tipico della microelettronica lineare; si tratta della sinte­
si di una funzione di trasferimento in tensione assegnata tramite una fun­
zione razionale di secondo grado nella variabile s. Tale problema è un 
passo fondamentale nella sintesi dei filtri e degli equalizzatori. La so­
luzione di tale problema è quella che prende il nome di « biquad »< 1 >.Es­
sa è un tipico esempio di utilizzazione delle equazioni di stato nella 
sintesi. 

Il problema che si vuole risolvere è quello di individuare losche­
ma di un circuito costituito da integratori, sommatori e moltiplicatori che 
realizza, almeno da un punto di vista ideale, una funzione di trasferi­
mento in tensione del tipo seguente: 

V ms 2 +cs+d 
u = ~~~~~~~-

V. s 2 +as+b 
(IX.A.I) 

1 

1n CUl vu e vi sono indicate in fig.IX.A.3. 

Fig.IX.A.3 ·Sintesi di una 
funzione di trasferimento in 
tensione. 

(1) - Si veda per ulteriori dettagli su questa soluzione: J. Tow, •A step-by-stef active 
filter designo, IEEE Spectrum, 1969, N.12, pp.64-68. Per ulteriori dettagli su l'inseri­
mento della sintesi di ciascuna sezione nella cascata di sezioni che compongono un 
filtro, si veda: G. Martinelli , M. Salerno, • Sensitivity and noi se compari son of RC acti­
ve filters >, Network and Signa! Theory., P. Peregrinus, Londra, 1973", pp. 196-214. 
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Il primo passo nella soluzione di questo problema è quello di in­
dividuare una rappresentazione possibile mediante le equazioni di stato 
del circuito che deve realizzare la funzione (IX. A. l). Poic hè nel circui­
to gli unici elementi con memoria sono i condensatori e poichè i modi 
naturali richiesti sono due nella (IX .A. l), si può immediatamente conclu­
dere che il minimo numero di condensatori richiesto per il circuito è due . 
Vedremo di seguito che questo numero è anche sufficiente per la sinte­
si. 

L'osservazione precedente permette di dire che l'ordine del vet­
tore di stato è due. 

Per quanto riguarda il vettore di ingresso e quello di uscita, es­
si si deducono direttamente dalla fig.IX. A. 3, in quanto Vi è l'unica ec­
citazione presente e V u è l'unica grandezza elettrica richiesta. In con­
clusione, il circuito incognito è caratterizzato dalla seguente rappresen­
tazione: 

y=V 
u 

u =V. 
I 

(IX.A.2) 

e D =f 

ove compaiono 9 quantità incognite . Queste quantità, tuttavia, sono in 

gran parte vincolate dalla richiesta iniziale che la rappresentazione 
(IX.A . 2) sia di un circuito capace di realizzare la (IX.A. l) . Per indivi­
duare i vincoli in questione, occorre ricavare la funzione di trasferimen­
to in tensione tramite le 9 quantità ·precedenti. A questo scopo osser­
viamo che si ha: 

(IX.A .3) .!_ = C(sU - A)· 1 B + D 
u 

Dal confronto della (IX. A. 3) con la (IX. A. l), si hanno i seguenti vincoli 
per le quantità incognite: 

(IX.A.4) 

f=m 

a 11 a 22 - a 12 a 21 = b 
a 11 + a22 = - a 
b 1 c 1 +b 2 c 2 =c-am 

bl (c2a21 - cl a22) + b2(c1 a12 - c2a11) = d - bm 
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Poichè le quantità incognite sono 9 e le equazioni di vincolo sono 5, so­
no possibili molte soluzioni . Nel caso presente ci limitiamo a descriver­
ne una (Tow), che si basa sulla semplificazione preventiva delle sud­
dette equazioni, che come si nota sono non lineari. Precisamente, si ot­
tiene una notevole semplificazione, con le seguenti scelte arbitrarie: 

(IX. A. 5) 

Ovviamente, si ha ancora sovrabbondanza di incognite rispetto ai 
vincoli; ciò comporta l'introduzione di due parametri liberi di grande aiu­
to in fase di realizzazione Cl>. Precisamente, si ha: 

(IX.A .6) 

a 
11 

=-a 

a12 = h fb 
b 

a =---
21 a 

12 

c = 
2 

d-bm 

b la 21 

c-am 

nell'ipotesi che b I= O, c I=-a m. parametri liberi sono h e k, che pos­
sono assumere qualsiasi valore reale finito diverso da zero. In conclu­
sione, nel caso generale, le equazioni di stato del circuito incognito so­
no, nel dominio della trasformata di l.aplace: · 

(IX.A. 7) 

= a 12 X 2 + b l Vi 

s+a 

s 

V u = c l X l + c 2 X 2 + m vi 

10 cui a
12

, a 21 , c 1 e c
2 

sono dati dalla (IX.A .6). 
Il secondo passo della sintesi consiste nell'individuazione dello 

schema a partire dalle (IX.A. 7) o dalle equazioni analoghe ottenibili con 
altre scelte . Utilizzando gli integratori e sommatori di fig.IX.A.2 e 
IX.A. I , in cui non c'è libertà di scelta di segno, occorre scegliere op-

(1) - In G. Martinelli, M. Salerno, op . cit., viene fatto vedere come mediante opportuni 
procedimenti di ottimizzazione sia possibile scegliere questi parametri nel contesto ge­
nerale di un filtro a più sezioni biquad in cascata. Variando di poco questi parametri, 
si possono avere grandissime variazioni di prestazioni del tipo rapporto segnale rumore 
in uscita , effetto delle tolleranze dei componenti, ecc. 
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portunamente il segno dei parametri liberi, in dipendenza dal segno dei 
coefficienti della (IX.A.1), se si vuole minimizzare la complessità dello 
schema finale del circuito. Poichè tali scelte dipendono, come detto, dal 
segno dei coefficienti della funzione , è opportuno limitare la trattazio­
ne a qualche caso particolare significativo, quale ad esempio quello di 
una funzione di trasferimento con zero sull'asse immaginario del piano 
della variabile s . La funzione da sintetizzare , in questo caso, è quindi 
caratterizzata da: 

(IX.A.8) c=O 

Supponiamo inoltre, senza perdita di gene ralicà, che : 

(IX.A.9) m <O 

Per ridurre la complessità del circuito, scegliamo i 
co che a

12
, bl' c

1 
siano negative. Quindi: 

segni di h e k m mo-

(IX. A. 10) a 
12 

= - {b k 1 ; b 1 = a m k 2 c = - l / k l 2 

essendo k
1 

e k
2 

quantità arbitrarie positive. La quantità c 2 è uguale 
a : 

(IX. A. 11) 

.,,.,.... -------- - - - ......... , 
I/ 1 

I 
I 
I 
I 1 

:a lm i k/~ 

(d - b m) k 
1 

fbk
2

am 

kllb - ~I 
L_~~~--J\~,~~~~-l..~~~_:_~-=-'.__L-~~~~--4-r-...;.""'\-.L..-o + 

Fig.IX.A. 4 - Schema del circuito che realizza zeri di trasmissione sull 'as­
se immaginario. Il deviatore è nella posizione I quando b < d/ m e in 
quella Il quando b > d/m. Per b = d/m manca il collegamento tra I e 
II e l'ingresso del sommatore di uscita. 

V , J;, u 
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e quindi è positiva se d < b m e negativa se d > b m. Per quanto ri­

guarda a 
21

, risulta invece positiva, cioè: 

(IX. A. 12) 
{b 

a =--
21 k 

l 

Di conseguenza, la prima delle (IX. A. 7) si può realizzare mediante un 
integratore sommatore (indicato entro la parte tratteggiata 1 di figura 
IX.A.4), la seconda mediante la cascata di un integratore ed un inverti­
tore (parte tratteggiata 2 di fig . IX. A. 4) ed infine la terza con un somma­
tore invertitore . Poichè il segno di c 

2 
può essere qualsiasi, occorre 

prevedere nello schema due connessioni diverse, a seconda di tale se­
gno. E' importante inoltre notare che lo schema di fig. IX. A. 4 realizza 
e formalmente» la funzione (IX. A. I) qualsiasi sia il valore positivodi k

1
, 

k
2

, r
1

, r~, R 1 ed R. Tali quantità arbitrarie sono molto utili in sede di 
progettazione per migliorare il comportamento del circuito reale dai vari 
punti di vista che possono interessare nelle applicazioni . 

APPENDICE IX.B - Riferimenti bibliografici. 

La trattazione del circuito come un particolare sistema si è svi­
luppata negli ultimi anni parallelamente alla teoria dei sistemi. I van­
taggi che scaturiscono dalla particolare prospettiva con cui si considera 
il circuito lineare e permanente sono tipici di questo approccio, cioè la 
possibilità di sviluppare dei procedimenti formali di sintesi di notevole 
importanza teorica. Si veda a proposito il testo di B.D.O. Anderson, S. 
Vongpanitlerd, «Network analysis and synthesis . A modem system ap­
proach », Englewood Cliffs 1973. Tipici di questo approccio sono anche 
gli svantaggi , cioè la difficoltà di individuare circuiti validi da un pun­
to di vista pratico, salvo casi semplici come quelloillustratonel § IX.A . 

I procedimenti di analisi descritti nel presente capitolo sono sta­
ti volutamente mantenuti su un livello elementare e particolare . La trat­
tazione generale è disponibile , a livello accessibile, nel testo di R.A. 
Rohrer, « Circuit theory . An introduction to the state variable approach », 
Mc Graw-Hill , 1970. 

* 
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APPENDICE A 

DERIVAZIONE DEL MODELLO DI CIRCUfTO A cos·TANTI 

CONCENTRATE E SUOI LIMITI DI VALIDITÀ 

A.1 · Introduzione. 

La generica struttura elettrica è costituita da una regione di spa­
zio, contenente corpi di di versa natura e che di viene sede di fenomeni 
elettromagnetici, quando in essa si verificano sollecitazioni esterne 
coincidenti usualmente con trasformazioni di energia non elettrica in e­
lettrica . La caratterizzazione quantitativa del fenomeno elettromagnetico 
richiede l'uso di grandezze appropriate, la conoscenza delle leggi fisi­
che che vincolano tali grandezze e la definizione di opportune quantità 
atte a precisare il comportamento dei vari corpi presenti nella regione 
d'interesse . Le grandezze in questione sono: 

E campo elettrico : è una grandezza vettoriale la cui ampiezza si misu­
ra in volt su metro (LMT- 2 Q- 1) (I>; 

D induzione elettrica : è una grandezza vettoriale la cui ampiezza si mi­
sura in coulomb su metro quadrato (Q L "2); 

H campo magnetico : è una grandezza vettoriale la cui ampiezza s1 mi­
sura in ampère-spire su metro (L - 1 T- 1 Q); 

B induzione magnetica : è una grandezza vettoriale la cui ampiezza s1 
misura in weber su metro quadrato (M T- 1 Q- 1) ; 

J densità della corrente di conduzione : è una grandezza vettoriale , la 
cui ampiezza si misura in ampère su metro quadrato (M -2 T- 1 Q). 

(1) - L e unità di misura sono quelle del sistema MKSQ , cioè metro , kilogrammo-massa, 
secondo e coulomb. 
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770 Introduzione A.1 

Le quantità che precisano il comportamento dei vari corpi pre­
senti nella regione, sono : 

y conducibilità: grandezza scalare che si misura in mho su metro (L "3 

M-1 Q2 T); 

E costante dielettrica : grandezza scalare che si misura in farad su me­
tro (L- 3 M-1Q2T2); 

µ permeabilità magnetica: grandezza che si misura in henry su metro 
(LMQ- 2); 

p densità volumetrica di carica : grandezza scalare che si misura in cou­
lomb su metro cubo (I..; 3 Q). 

Le grandezze precedenti ·sono in generale funzioni del punto e 
del tempo e sono legate fra loro in base alle equazioni di Maxwell,cioè: 

(A. l) rot E= -
<3B 

Òt 

<3D 
(A.2) rot H = J + 

òt 

(A . 3) div B =O 

(A.4) div D=p 

Esistono inoltre altre relazioni che legano le grandezze prece­
denti e che dipendono dalla natura dei corpi presenti nella regione ·d'in­
teresse. Tali equazioni sono, nei vari casi possibili: 

(A. 5) D =E E 

(A.6) B=µH 

(A. 7) J = y (E - Eo) + J o 

in cui E 
0 

· e J 
0 

sono le grandezze elettriche impresse, direttamente le­
gate alle sollecitazioni. Occorre notare che, nello scrivere le equazioni 
CA. 5), (A.6) e (A. 7) , è stata fatta l'ipotesi che i mezzi che occupano le 
regioni d'interesse siano isotropi (ciò comporta che le quantità E, µ, y 
siano coincidenti con grandezze scalari); nel seguito tale ipotesi verrà 
mantenuta, insieme alle ipotesi di linearità, permanenza e omogeneità 
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(ciò comporta che le quantità E, µ, y siano indipendenti dallo stato e­
lettromagnetico presente, dal tempo e dal punto). 

La conoscenza della forma e natura dei corpi contenuti nella re­
gione d' interesse e delle sollecitazioni i mpresse rende possibile l'indi­
viduazione delle grandezze elettriche in ogni punto della regione . Tale 
individuazione è molto complessa e può essere notevolmente semplifi­
cata nel caso in cui la struttura elettrica in esame sia rappresentabile 
mediante il modello circuitale a costanti concentrate. L'ipotesi che sta 
alla base di questo modello è che le dimensioni della regione d 'interes­
se siano sufficientemente picco le da poter essere trascurate. L'ipotesi 
di «assenza di dimensioni» è del tutto equivalente a quella di «velocità 
di propagazione del fenom eno elettromagnetico infinita» oppure a quella 
di « tempo nullo di trasmissione del fenomeno e l ettromagnetico da un pun­
to all'altro della regione d'interesse». 

Le tre formulazioni precedenti dell'ipotesi di costanti concen­
trate permettono di approfondire sia i limiti di validità dell'ipotesi stes­
sa (§A.?), sia la derivazione del modello di circuitoa costanti concen­
trate nella sua forma globale e nelle. sue componenti ( § A. 3, A. 4, A. 5). 

A.2 ·Limiti di vcilidità dell'ipotesi di et costanti concentrate». 

La formulazione dell'ipotesi di «costanti concentrate» che più 
si presta ad una verifica di validità, è quella che riguarda il tempo im­
piegato dal campo elettromagnetico per spostarsi da un punto all'altro 
della regione d'interesse. Tale tempo deve potersi trascurare , nel sen­
so che esso deve essere molto piccolo se confrontato con l'entità delle 
va riazioni temporali delle grandezze elettriche tipiche dell' applicazio­
ne considerata. Sappia mo infatti che in ogni applicazione delle strutture 
elettriche è completamente fissata la larghezza dell'intervallo di fre­
quenza in cui cadono gli spettri delle grandezze elettriche. Alla frequen­
za massima f max di questo intervallo è legato in modo semplice il mi­
nimo intervallo di tempo che è possibile apprezzare, cioè: 

(A.8) 
1 

t . 
m1n 2 f 

max 

Il tempo impiegato dal campo elettromagnetico per propagarsi da 
un punto all'altro del circuito risulta sempre: 

(A.9) t ~ L/ c 

dove L è la dimensione massima della regione d'interesse e c èla ve­
locità di propagazione nello spazio libero. 
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Quindi la verifica da effettuare è che sia: 

(A. 10) 
1 

L/c « --
2f 

ovvero 2 
L 

f « 1 
max c 

max 

Poichè in ogni applicazione, oltre a f max' è nota ançhe la mas­
sima dimensione che può avere la struttura elettrica d'interesse, la veri­
fica suggerita dalla (A. 10) è molto semplice da farsi , come messo in evi­
denza in tab. A. I , che si riferisce a due applicazioni tipiche ed al valore 
di c uguale a 3·10 8 m/ sec. 

Tabella A.1 ·Controllo della validità dell'ipotesi di «costanti concen· 

frate» in due applicazioni tipiche. Nel caso dell'applica­
zione relativa alle microonde, si è considerato per f il 

max 
valore più basso delle frequenze utilizzate in tale campo; 
tale condizione è ovviamente la più favorevole all'accet­
tabilità dell'ipotesi. 

Intervallo 
Dimensione L Risultato del Applicazione massima L 2-f frequenze max controllo 

(metri) c 

Riproduzione so- < 20 kHz l l ,3 · 10·4 Ipotesi accetta-
nora (alta fedeltà) bile 

Microonde > 1 GHz 0,1 0 ,66 Ipotesi non ac-
cettabile 

A.3 • Conseguenze dell'ipotesi di «costanti concentrate 11: suddi­
visione in regioni tipiche della struttura elettrica. 

Per effetto dell'ipotesi di «costanti concentrate» è possibile in­
dividuare a priori quali sono le caratteristiche salienti della regione di . 
interesse. In particolare è facile vedere che si possono avere solo po­
chi tipi di regione, compatibili con l'ipotesi suddetta, caratterizzabili 
facilmente a partire dalla formulazione basata sulla velocità infinita di 
propagazione del campo elettromagnetico. Ciò implica, infatti, che sia 
nullo il prodotto E µ , che, come è noto, è inversamente proporzi~nale 
al quadrato della suddetta velocità. Di conseguenza la regione d'inte­
resse può essere costituita solo di parti aventi nulla 9 la costante die-
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lettrica E o la permeabilità magne.tiça µ oppure ambedue contempora­
neamente . Ciascuna di queste part{ha caratteristiche ben determinate 
che vanno esaminate in dettaglio. 

A.3.1 - Regione di tipo l. 

La regione di tipo 1 è car~tteri~zata dall'avere nulle sia E che 
µ. Di conseguenza le grandezze B e D sono entrambe nulle e pertan­
to in tale regione non c'è energia elettrica o magnetica immagazzinata, 
ricordando che si ha: 

densità di energia elettrica 

(A.11) 

densità di energia magnetica 

1 .... .... 
-D·E 
2 

1 

2 
B·H 

Poichè D è nullo, dalla (A . 4) si de.duce che deve essere nulla 
la dens i tà di carica elettrica ; ciò implica che non si può avere accumu­
lo di cariche elettriche nella regione e perciò la corrente di condu z ione 
entrante dev e essere uguale a quella uscente , ricordando che con cor­
rente di conduzione si intende la quantità di carica che attraversa nel­
l'unità di tempo la superficie che racchiude la regione . Questo risultato, 
d'altra parte, consegue immediatamente dalla (A.2), osservando che , se 
D =O, risulta: 

(A . 12) J = rot H 

e quindi : 

(A. 13) div J =div rot H =O 

Inoltre l'annullarsi di B comporta dalla (A.1) che: 

(A.14) rot E =O 

il che significa che il campo elettrico è conservativo e può quindi farsi 
derivare da una funzione potenziale . E' pertanto possibile parlare senza 
ambiguità di differenza di potenziale tra due punti . 

Le ulteriori proprietà della regione di tipo 1 sono legate alla 
forma che assume la sua relazione costitutiva e cioè la (A . 7). In parti­
colare ciò che influisce è il valore della conducibilità y e l'eventuale 
presenza delle grandezze impresse E 0 e f 0. Si possono a vere i se­
guenti casi: 
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- Regione di tipo 1 A. 

La caratteristica di questa regione è l'assenza di E
0 

e J 
0 

nella 
(A . 7) ed il valore nullo di y . Di conseguenza non c'è corrente , cioè si 
ha : 

(A. 15) J =o 
La (A.15) implica l'assenza di fenomeni di trasformazione di energia mi­
surati· da: 

(A.16) J E 

Le proprietà messe in evidenza dimostrano che la regione di ti­
po lA coincide con il «vuoto». 

- Regione di tipo 78. 

Si ottiene questa regione nel caso che siano assenti E 
0 

e J 
0 

nella (A . 7) e che sia y = ro. Il valore infinito della conducibilità impli­
ca che sia : 

(A.17) E= O 

Quindi il potenziale della regione di tipo 1 B è costante in tutt i suoi 
punti . 

La (A.17) implica l'assenza di fenomeni di trasformazione di e­
nergia , misurati dalla (A.16). 

E' evidente dalle proprietà messe in evidenza che la regione di 
tipo lB coincide con un «conduttore perfetto». 

- Regione di tipo 7C. 

Nel caso che siano assenti E 0 e J 0 dalla (A. 7) e che y abbia 
un valore finito di verso da zero, si ha la regione di tipo lC o regione re­
sistiva. Tale regione è caratterizzata da una trasformazione irreversibi­
le di energia elettrica in un 'altra forma di energia. Quantitativamente si 
ha una dissipazione di potenza per unità di volume data dalla (A.16), che 
nel caso presente diviene : 

(A. 18) ì' IE I 2 

La regione di questo tipo è il costituente fondamentale del com­
ponente del circuito a costanti concentrate che prende il nome di resi­
store . 

- Regione di tipo 1D. 

- In questo caso si ha ì' =O, E 0 =O, J Q /=O. La regione risul-
tante è sede di una trasformazione reversibile d1 energia non elettrica 
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in elettrica, tramite un fenorr. eno che impone la distribuzione della de n­
sità di corrente f

0
. L'entità della potenza trasformata per unità di vo­

lume è, dalla (A.16), pan a: 

(A.19) J o . E 

La regione di questo tipo è il costituente essenziale del componente del 
circuito a costanti concentrate , che prende il nome di g eneratore indi­
pendente di corrente . 

- Regione di tipo 1 E. 

In questo caso si ha: y = co, E 
0 

-/= O, J 
0 

= O. La regione risul­
tante è del tutto simile alla lD e coincide con il costituente essenzia­
le del componente del circuito a costanti concentrate che prende il no­
me di gene ratore indipendente di tensione. 

A.3.2 · Regione di tipo 2 . 

La regione di tipo 2 è caratterizzata da un valore nullo della co­
stante dielettrica E ed un valore diverso da zero della permeabili tà ma­
gnetica µ. Di conseguenza risulta nulla sia l'induzione elettrica D sia 
l'energia elettrica imma gazzinata, in base alla (A. 5) e aJla (A. 11). Ri­
sulta perciò presente solo l 'energ.ia magnetica, misurata per unità di vo­
lume dalla seconda delle (A.11). Poichè D è nullo, dalla (A. 4) si de­
duce che risulta nulla la densità di carica elettrica . Ciò implica che non 
s i può avere accumulo di carica nella regione e perciò la corren t e en­
trante dev e e ssere uguale a quella uscent e . D'altra parte ciò è anc he e­
vidente dal fatto che, in tale regione, la densità di corrente soddi s fa la 
(A.12). Da tale relazione , dalla (A . 6) e dalla (A. 1), si deduce il seguen­
te legame tra la densità di corrente e il campo elettrico: 

(A. 20) 
o J 

rot rot E = - µ -­
Ò t 

E' importante osservare che nella presente regione non può esse­
re definito il potenziale, in quanto il campo elettrico non è irrotaziona­
le . 

La regione di tipo 2 è il costituente essenziale dei componenti 
·del circuito a costanti concentrate che prendono il nome di induttore , in ­

duttori accoppiati e trasformatore. 
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A.~.3 • Regione di tipo 3. 

La regione di tipo 3 è caratterizzata da un valore della permea,, 
bilità magnetica µ nullo ed un valore di verso da zero della costante 
dielettrica E. Di conseguenza risulta nulla sia l'induzione magnetica 
B sia l'energia magnetica immagazzinata, in base alla (A. 6) e alla se­
conda delle (A.11). Risulta perciò presente solo l'energia elettrica, la 
cui densità per unità di volume è data dalla prima delle (A. 11). Poichè 
B = O, dalla (A.1) risulta che il campo elettrico è irrotazionale e quin­
di si può parlare senza ambiguità della differenza di potenziale tra due 
punti. Inoltre, dalla (A. 2), osservando che la divergenza di un rotore è 
nulla, si ottiene: 

d 
(A.21) div J = - E ~div E 

La (A. 21) stabilisce il leiame tra densità di corrente e campo elettrico 
nella regione in esame. E importante osservare che . il vettore f nella 
presente regione non è solenoidale (di V r F O). 

La regione di tipo 3 è il costituente essenziale del componente 
del circuito a costanti concentrate che prende il nome di condensatore. 

A.4 ·Ulteriori conseguenze dell'ipotesi di «costanti concentra· 
te»: il modello circuitale della struttura elettrica. 

Dall'ipotesi di e costanti concentrate• nella formulazione che im­
pone una velocità infinita del campo elettromagnetico, consegue che la 
regione occupata dalla struttura elettrica può essere o del tipo I, 2, 3 op­
pure coincidere con un aggregato di parti, a loro ·volta dei tipi suddetti. 
Occorre inoltre osservare che tali parti sono associate in modo opportu­
no , allo scopo di permettere una interazione reciproca. In particolare: 1) 
la regione del tipo lA costituisce il mezzo in cui sono immerse tutte le 
altre; 2) regioni del ·tipo lB funzionano come connessioni delle rima­
nenti altre . E' chiaro quindi che, più che considerare le rimanenti regio­
ni di per se stesse, conviene considerare sempre aggregati costituiti nel 
seguente modo: una regione qualunque delle precedenti , con l 'esclusio­
ne delle IA e IB, compresa tra due regioni del tipo IB non contigue e 
per il resto confinante con la regione lA. Uno schema di principio dita­
le aggregato è mostrato in fig . A. 1. I vari aggregati sono connessi tra di 
loro in corrispondenza alle regioni di tipo lB. 

Tenendo conto di quanto detto in precedenza e della formulazio­
ne alternativa dell'ipotesi di« costanti concentrate», che stabilisce la 
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l A 

F ig.A. l · Aggregato tipico di regioni in una struttura elettrica che sod­
disfa l'ipotesi di • costanti concentrate .. 

777 

assenza di dimensioni delle regioni , si arriva automaticamente al model­
lo circuitale della struttura elettrica, introdotto nel § I.1. 2. Gli elemen­
ti ideali privi di dimensioni sono gli aggregati di fig.A . l; le connessio­
ni filiformi sono le regioni del tipo lB; la regione in cui sono immersi 
gli elementi e le connessioni è del tipo lA. Rimane da far vedere: 

1) la possibilità di caratterizzare ciascun elemento con tensione e cor­
rente; 

2) la derivazione delle leggi di Kirchhoff dalle equazioni di Maxwell; 

3) il modo in cui cleri vare le relazioni costituti ve degli elementi ideali 
tipici. 

Pvnto 

Per quanto riguarda il punto 1), è sufficiente tenere conto che, 
per quanto detto nel § A. 3. 1, le regioni del tipo lB sono equipotenzia­
li e non accumulano caric a. Perciò esse chiaramente si comportano co­
me i terminali ed i morsetti degli elementi ideali. Inoltre, perquantodet­
to nel § A.3.1, nella regione lA può essere definita senza ambiguità la 
differenza di potenziale tra due punti e non si ha corrente o carica accu­
mulata. Ciò significa che si può parlare senza a mbiguità di tensione ap­
plicata all'elemento ideale : essa coincide con la differenza di potenzia­
le tra le due regioni del tipo lB di fig. A.1. Per quanto riguarda la cor­
rente, consideriamo una superficie chiusa che intersechi le due regioni 

r di tipo lB e la regione di tipo lA, racchiudendÒ nel suo interno la re­
gione centrale dell'aggregato. Facciamo vedere che la corrente entrante 
in questa superficie è nulla, ciò che dimostra il fatto che la corrente che 
entra in un morsetto è di ampiezza uguale e verso contrario a quella en­
trante nell'altro morsetto. A questo scopo osserviamo che: 
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(A. 22) 

lfi CUl V è il volume della regione racchiusa dalla superficie s consi­
derata ed n la normale a.11 'elemento di superficie dS supposta positi­
va in se!).SO entrante. Poichè si ha E = O, sia nella regione lA che lB, 
risulta D = O sulla superficie S e quindi l'integrale (A. 22) è nullo. 
Tale integrale rappresenta la carica accumulata entro la regione racchiu­
sa dalla superficie S e dimostra quanto asserito, in quanto la corrente 
entrante vale: 

(A. 23) J .... .... Cl J 
I = J · n dS = - pd V 

S O t V 

Poichè la corrente entrante in un morsetto è di ampiezza uguale e verso 
contrario a quella entrante nell'altro morsetto, si può parlare senza am­
biguità della corrente che percorre l'aggregato . 

Punto 2 

Quanto detto in precedenza mette in evidenza che la struttu­
ra elettrica è costituita da elementi, cioè gli aggregati di fig .A. l , con­
nessi tra di loro da regioni equipotenziali rappresentabili mediante fili, 
poichè la dimensione delle regioni non ha influenza, e immersi in un mez­
zo vuoto. Ciascun elemento è caratterizzabile tramite una tensione ed u­
na corrente. 

La prima legge di Kirchhoff si ottiene considerando una superfi­
cie chiusa che intersechi gli aggregati del tipo di fig. A. l solo in corri­
spondenza alle regioni del tipo lB ed lA e seguendo una dimostrazio­
ne del tipo di quella basata sulle (A.22) e (A .23). 

La seconda legge di Kirchhoff si ottiene considerando una cur­
va. chiusa che si svolga nelle regioni lA e lB ed intersechi gli aggre­
gaci solo in corrispondenza alle regioni lB. Poichè il campo eleccrico è 
irrotazionale nelle regioni lA e lB, il suo integrale lungo la suddecca 
curva chiusa è nullo. D'altra parte tale integrale coincide con la somma 
delle tensioni degli elementi via via toccati dalla curva, ciò che dimo­
stra la seconda legge di Kirchhoff. 

Punto 3 

La derivazione delle relazioni costitutive degli elementi ideali 
bipolari , già introdotti nel Cap. I, può essere fatta considerando i van 
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tipi possibili di aggregati aventi la struttura di fig .A.1. Nel ~ A. 5 que­
sti elementi verranno cleri vati in modo dettagliato. 

A.5 ·Derivazione delle relazioni cos t itutive degli elementi idea­
li bipo lari. 

A.5.1 - Resistore . 

L'aggregato del tipo di fig. A.1 da considerare in questo caso pre­
vede una regione centrale del tipo lC. Il legame tra densità di corrente 
e campo elettrico in tale regione è, come messo in evidenza nel §A. 3.1: 

(A.24) J=yE 

Poichè consideriamo regioni occupate da mezzi lineari è evidente che il 
campo elettrico in ogni punto è proporzionale alla differenza di potenzia­
le che si ha tra le due regioni lB dell'aggregato di fig. A.1, cioè: 

(A. 25) E= f (P) V 

essendo: f (P) una funzione vettoriale di punto avente dimensione L ·L; 
P il generico punto della regione d'interesse; V la differenza di po­
tenziale, in generale funzione del tempo e naturalmente indipendente dal 
punto. 

Un discorso del tutto simile si può fare anche per la densità di 
corrente, cioè essa è proporzionale alla corrente che attraversa l 'aggre­
gato, definibile senza ambiguità, come messo in evidenza nel paragrafo 
precedente . Quindi risulta: 

(A. 26) J = g (P) I 

essendo: g (P) una funzione vettoriale di punto, avente dimensioni L ·2 ; 

I la corrente che attraversa l'aggregato, in generale funzione del tempo 
e naturalmente indipendente dal punto. 

Dalle (A.24), (A.25), (A.26) , si ha: 

(A . 27) 

che corrisponde a: 

(A. 28) 

I g(P) I I = y I f (P) I V 

V= 
\g(P) I 
I f(P) I 

1 
-1 
y 
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Il rapporto : 

(A.29) I g (P) I = h 

17 (P) I R 

deve essere necessariamente costante, di valore dipendente solo dalla 
forma geometrica dell'aggregato; le sue dimensioni sono L -1. 

La (A. 28) è la relazione costituti va del resistore ideale di resi-
stenza: 

(A.30) 

dove h R è un fattore di forma dato dalla (A. 29). 

A.5.2 · Generatore indipendente di tensione. 

Si ha un generatore indipendente di tensione quando la regione 
centrale dell'aggregato di fig. A. I è del tipo IE. In questo caso il cam­
po elettrico interno alla regione centrale è quello impresso, indipenden· 
temente dalla corrente che fluisce. Risulta perciò indipendente dalla 
corrente la tensione dell'elemento risultante ed uguale ad un valore im­
presso dall'esterno . 

A.5.3 · Generatore indipendente di corrente. 

Se la regione centrale dell'aggregato di fig.A. I e del tipo ID, lo 
elemento risultante è il generatore di corrente . In questo caso, infatti , 
la densità di corrente nell 'intemo della regione centrale è impressa 
dall'esterno e risulta indipendente dal campo elettrico. Ciò implica che 
la corrente dell'elemento è indipendente dalla tensione applicata ed u­
guale ad un valore impresso dall'esterno. 

A.5.4 · Induttore. 

Quando la regione centrale dell'aggregato di fig . A. I è del tipo 2, 
si ha l'induttore . Il legame tra campo elettrico e densità di corrente nel­
la regione central'e è quello espresso dalla (A. 20), che, supponendo un 
comportamento lineare per l'aggregato, equivale a: 

(A.31) 
- òI 

V rot rot f (P) = - µ g (P) 
Òt 
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avendo usato gli stessi simboli delle (A.25) e (A.26). Risulta quindi: 

<H 
V=µ hÀ ~ (A.32) 

essendo h À definita dalla: 

(A .33) - g(P) = h ÌI. rot rot f(P) 

La quantità h ÌI. deve necessariamente coincidere con una costante , di­
pendente solo dalla forma dell'aggregato ed avente dimensione L. La 
(A. 32) è la relazione costituti va di un induttore di induttanza: 

(A .34) ÌI. = µ h ÌI. 

tn cu1 h ÌI. è un fattore di forma dato dalla (A . 33) . 

A.5.5 · Condensatore. 

Quando la regione centrale élell 'aggregato di fig . A. 1 è del tipo 3, 
si ha il condensatore . Il legame tra campo elettrico e densità di corren­
te nella regione centrale è quello espresso dalla (A. 21), che, supponen­
do un comportamento lineare per l'aggregato, equivale a: 

(A .35) 
..... o V 

Idivg(P)=- Edivf(P) -ot 
avendo usato gli stessi simboli delle (A. 25) e (A . 26). Risulta quindi: 

(A. 36) 

La quantità: 

(A .37) 

divf(P) oV 
I=- E----

div g(P) òt 

div f (P) 
----=h 
div g(P) 

e 

deve necessariamente coincidere con una costante , dipendente solo dal­
la forma dell'aggregato ed avente dimensione L. La (A.36) è la rela­
zione costituti va di un condensatore di capacità: 

( A. 38) C= E h 
e 

10 CUl h 
e è un fattore di forma dato dalla (A.37). 

* 
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CIRCUITI DI TIPO NON ELETTRICO 

E' possibile_ stabilire una rappresentazione circuitale per,moltis­
sime strutture fisiche , come messo in evidenza nei riferimenti bibliogra­
fici nel § B. 3. Tale sorprendente versalità della nozione di circuito è 
legata al fatto che i principi topologico-algebrici che stanno alla sua ba­
se sono del tutto simili a quelli che stanno alla base del calcolo vetto­
riale. La trattazione dettagliata di questo legame e la spiegazione teo­
rica dell'esistenza delle analogie circuitali esula dal presente testo e 
per questa ragione si rimanda all'articolo fondamentale di F. H. Branin , 
« The algebraic-topological basic for network analogies and the vector 
calculus », Proc. of the Symposium on Generalized Networks, Pol. lnst. 
of Brooklyn, 1966, Wiley. 

Nella presente appendice vogliamo solo mettere in evidenza, nel 
caso particolare delle strutture meccaniche ed elettromeccaniche, le ca­
ratteristiche peculiari di queste analogie. 

B.1 ·Analogia della mobilità dei circuiti meccanici. 

Consideriamo la struttura schematica di fig . B. !,costituita da due 
corpi rigidi di massa m 

1 
ed m 

2
, scorrevoli su un piano orizzontale di 

appoggio fisso , due molle ed uno smorzatore. Le forze che agiscono su 
ogni elemento di questa struttura debbono obbedire alla legge di Newton. 
Ad esempio, per l'elemento rigido di massa m 

1
, con i simboli di figura 

B. l, si ha: 

(B. 1) 
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in cui le quantità F 
1

, F 
2

, F 
3 

sono forze e v 1 è la ve locità dell 'e le­
mento di massa m 

1 
parallelamente al piano di appoggio. 

Fig. B. l - Struttura meccanica schematica presa in considerazione. 

Considerando anche la quantità m dv / dt come una forza (forza 
d'inerzia) , la (B. 1) può considerarsi del tutto equi valente alla prima leg­
ge di Kirchhoff e pertanto la forza risulta analoga alla corrente; si trat­
ta , cioè, per la forza e per la corrente di due variabili <e attraverso» (ve­
di § I. 1). 

Consideriamo ora un percorso chiuso nella struttura di fig. B. l. 
Ogni punto della struttura ha una propria velocità. Per ragioni di conti­
nuità, la somma delle velocità relative degli elementi che si incontrano 
lungo il percorso è zero. Ad esempio, nel caso del percorso tratteggiato 
fig . B. 1, si ha: 

(B. 2) 

in cui (v d - ve) è la velocità relativa dell'estremo d della molla 2 ri­
spetto all'altro suo estremo c. Analogamente (ve - v f) è la velocità 
relati va dell'estremo e dello smorzatore rispetto all'altro estremo f. La 
(B. 2) può considerarsi del tutto equivalente alla seconda legge di Kir­
chhoff e pertanto la velocità risulta analoga alla tensione; si tratta , cioè, 
per la velocità e la tensione di due variabili «agli estremi» (vedi § I. 1). 
E' interessante inoltre osservare che il prodotto delle variabili attraver­
so con quelle agli estremi è, in ambedue i casi, elettrico e meccanico, 
coincidente con una potenza. 

I tre ti'pi di elementi presenti in fig . B. 1 sono caratterizzati da 
due grandezze analoghe alla tensione e alla corrente. Nel caso ideale 
che stiamo trattando, si perviene ad elementi bipolari analoghi a quelli 
dei circuiti elettrici a costanti concentrate. Trattiamo in dettaglio i tre 
elementi. 

1) Molla ideale. 

La molla ideale si ottiene trascurando la massa del componente 
reale corrispondente e le perdite associate alla sua vibrazione . La for-
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za che agisce in ciascun punto della molla deve essere complessiva­
mente bilanciata; perciò la forza si trasmette <e attraverso» la molla stes­
sa . La forza sviluppata dalla molla dipende dallo spostamento relativo 
dei suoi estremi , a partire dalla condizione di equilibrio, cioè, detto con 
x tale spostamento relativo, si ha la relazione: 

(B. 3) X = g (F) 

Derivando la (B. 3) rispetto al tempo ed introducendo l'ulteriore ipotesi di 
linearità per la relazione precedente, si ottiene: 

(B.4) 
dx dg dF dF 

v=-=-·-=L-
dt dF dt dt 

Ricordando che la velocità relativa è l'analogo della d.d.p. agli estremi 
e che · F è l'analogo dalla corrente, la (B. 4) coincide con la relazione 
costituti va di un induttore ideale ; per questo motivo è stato usato il sim­
bolo L nella (B. 4). 

2) Smorzatore ideale. 

Nel caso ideale si trascura sia la massa che l'elasticità dello 
smorzatore ideale. La relazione costituti va esprime perciò semplicemen­
te la dipendenza della velocità relativa di un estremo rispetto aU 'altro 
in funzione della forza applicata, cioè: 

(B. 5) V= h (F) = R F 

a vendo effettuato l'ulteriore ipotesi di supporre lineare l'elemento. Dal­
la (B. 5) si deduce che, nel! 'ambito del! 'analogia che stiamo consideran­
do , lo smorzatore ideale corrisponde ad un resistore. Questa è la ragio­
ne del simbolo R usato nella (B . 5). 

3) Massa ideale. 

Il corpo rigido di massa m, perfettamente scorrevole sul piano 
di appoggio, corrisponde ad una «massa ideale». Per questo elemento è 
solo presente la legge di inerzia come legge costitutiva, in quanto, det­
ta v la sua velocità assoluta, riferita cioè al riferimento fisso , ed F la 
forza applicata nella direzione del movimento (nel caso presente tale di­
rezione è contenuta in un piano parallelo a quello di appoggio) , si ha , 
nei limit i della meccanica classica: 

(B.6) 
dv 

F=m 
dt 
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La massa ideale corrisponde, perciò, nell'analogia ad una capacità. E' 
importante osservare che in questo caso la velocità da considerare è la 
velocità assoluta dell'elemento, cioè, in altri termini, uno dei due e­
stremi del componente è il riferimento fisso inerziale. 

Fig.B.2 ·Schema circuitale 
meccanico corrispondente 
alla struttura di fig .B .1. 

Riferimento 
inerziale 

Ritorniamo ora a considerare la struttura di fig . B. l. Vediamo che 
ai fini della sua caratterizzazione dobbiamo considerare solo due velo­
cità assolute, cioè quelle dei due corpi rigidi. Infatti la molla 1 è attac­
cata al primo di tali corpi ed al riferimento fisso; la seconda molla e lo 
smorzatore sono attaccati ai due corpi rigidi. Uno schema circuitale mec­
canico rappresentante la struttura di fig.B. l è perciò quello mostrato in 
fig. B. 2. Si vede chiaramente da questa figura che, ne li 'analogia che stia­
mo considerando, i «punti» di cui occorre considerare la velocità corri­
spondono ai nodi del circuito. In particolare è sempre presente il nodo 
che corrisponde al riferimento inerziale, che ha velocità assoluta nulla 
ed a cui sono collegate tutte le masse presenti. I tre elementi ideali in­
trodotti costituiscono gli elementi a due terminali fondamentali per que­
sti circuiti. Nelle strutture meccaniche più complesse essi verranno uti­
lizzati per derivare circuiti equivalenti di tali strutture , cosi come acca­
de per le strutture elettriche. In tab. B. l riassumiamo i termini de Il 'ana­
logia discussa punto per punto in precedenza; tale analogia è nota nella 
letteratura tecnica con il nome di «analogia della mobilità». 

Osservazione 8.1 

Risulta comodo utilizzare nella trattazione dei circuiti meccanici i simboli ed 

i nomi degli elementi elettrici corrispondenti nell'analogia, conservando però le unità 

di misura proprie dei circuiti meccanici. Si ottengono circuiti del tipo di quello mostra­

to in fig. B. 3, che si riferisce alla rappresentazione della struttura di fig . B. l. Ovvia­

mente le tensioni risultanti sono in metri / sec e le correnti in newton. 
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Tabella B.1 ·Analogia della mobilità 

~ Elettrica Meccanica 
1 

Grande.zza agli Tensione (volt) Velocità (metro/ sec) estremi 

Grandezza attra- Corrente (ampère) Forza (newton) 
verso 

Elementi Capacità (farad) Massa (kilogrammo) 

ideali e loro Induttanza (henry) Elasticità (metro/ newton) 

parametri Conduttanza (mho) Resistenza meccanica 

(newton X sec/ metro) 

Rappresentazioni Impedenza (ohm) Mobilità [metro/(newton X sec)J 
di bipoli Ammettenza (mho) Immobilità 

(newton x sec/ metro) 

Corto-circuito Punto bloccato (impossibilitato 
a muoversi) 

Bipoli 
particolari Circuito aperto Punto libero (non soggetto a 

forze) 

Maglia Maglia 

Topologia 
Nodo Nodo 

Connessione serie Connessione serie 

Connessione parallelo Connessione parallelo 

2 

Flg.B.3 - Circuito equivalente alla struttura meccanica di fig.B . l, in cui 
le capacità sono espresse in kilogrammi, le indut•anze in metri/ newton 
e le conduttanze in newton sec/ metro. 
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Osservazione B.2 

L'analogia della mobilità che fa corrispondere alla forza una variabile e attra­

verso• è conseguenza de Il 'aver utilizzato un sistema di coordinate di tipo lagrangiano, 

cioè mobil i con ciascun elemento, per rappresentare la struttura meccanica.Usando coor­

dinate di tipo euleriano, cioè fisse rispetto al riferimento inerziale, si ottiene che la 

forza è una variabile e agli estremi•· Tale possibilità è a volte utilizzata nella lettera­

tura tecnica. 

B.2 - Applicazione tipica dell'analogia della mobilità. 

Come visto nel paragrafo precedente, si ottiene un circuito mec­
canico utilizzando i tre elementi ideali di Tab.B. l, cioè rispettivamente 
la massa ideale, lo smorzatore ideale e la molla ideale. Strutture mec­
caniche che corrispondono direttamente a circuiti meccanici contenenti 
questi elementi sono di scarso interesse applicativo. Sono invece usuali 
i casi in cui la struttura meccanica si rappresenta in modo indiretto con 
i suddetti elementi; ciò ovvia men te comporta una validità limitata del 
modello oc.tenuto, che va tenuta in conto nel suo uso. 

Allo scopo di dare una idea del modo indiretto con cui si deriva­
no i circuiti meccanici in casi concreti, ci riferiamo alla struttura mec­
canica molto usata nelle applicazioni, che consiste di barrette cilindri­
che di acciaio, appoggiate in corrispondenza a due punti su un appoggio 
fisso, attaccate fra loro con un filo di diametro piccolo rispetto a quello 
delle barrette, come mostrato in fig.B.4. Le forze e le velocità sono ap-

Fig.B.4 - Struttura meccanica considerata. 

plicate nel piano degli assi delle barrette e tali assi sono tutti paralleli 
fra loro. In fig. B. 4 non viene messo fo evidenza il modo in cui tali strut­
ture sono sollecitate ed il modo in cui vengono utilizzate. Ciò avviene 
tramite i trasduttori elettro-meccanici, in modo che il dispositivo, nel 
suo insieme, si presenta come una rete elettrica accessibile da due por-
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te esterne e può pertanto trovare applicazione come·filtro elettrico in ap­
parati dalla banda acustica fino al centinaio di KHz. La descrizione det­
tagliata di tali disposi ti vi esula dallo scopo del presente testo, per cui 
si rimanda per questo argomento alla letteratura tecnica (si veda il para­
grafo B.3 relativo ai riferimenti bibliografici). 

Il circuito meccanico che corrisponde alla struttura di fig. B. 4 
viene derivato nell'ambito delle seguenti ipotesi di funzionamento: 

1) si considera solo un particolare tipo di vibrazione della barretta, cioè 
quella di flessione, ed un unico modo, cioè il primo; 

2) gli appoggi non hanno influenza sulla vibrazione; ciò è vero in quan­
to gli appoggi vengono messi in corrispondenza a quei punti che non si 
muovono nella particolare vibrazione che si sta considerando; 

3) le barrette si suppongono «sottili» in modo da poter trascurare l 'ef­
fetto dell'inerzia rotazionale; 

4) i fili di accoppiamento si suppongono sottili e corti. Il loro funziona­
mento è del tipo ad estensione-compressione. 

La derivazione del circuito meccanico richiede per ciascuna par­
te della struttura di fig. B. 4, cioè barretta e filo di accoppiamento, di 
scrivere le equazioni che debbono soddisfare le forze e le velocità, di 
ricavare le relazioni esatte ed approssimate nei punti di ingresso e quin­
di di individuare gli elementi ideali equivalenti. Sviluppiamo questo pro­
cedimento separatamente per le barrette e per il filo di accoppiamento. 

Barretta. 

In fig. B. 5 è rappresentato l'elemento generico infinitesimo della 
barretta. Scegliamo l'ascissa spaziale x sull'asse a riposo della bar­
retta ed indichiamo con y lo spostamento, nel senso del movimento, 

y 

Asse a riposo 

Fig.B.S - Elemento generico della barretta. 

o ... 
-r'=-r+ --dx 

Òx 

ÒM 
M'= M +--dx 

Clx 
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dell 'elemenco infinitesimo di lunghezza dx della barretta ; indichiamo i­
noltre con T ed M il taglio ed il momento flettente in corrispondenza 
alla sezione x. Infine con /3 indichiamo la pendenza dell'asse defor­
mato nella sezione x. Risulta perciò: 

(B. 7) 
dy 

/3 = -
d x 

d /3 
M =- EJ -

dx 

tn CUI E è il modulo di Young del materiale 9i cui è composta la bar­
retta e J è il momento di inerzia rispetto all'asse neutro. 

Facendo l'equilibrio dei momenti per l 'elemenco infinitesimo, nel­
l'ipotesi che sia trascurabile l'inerzia rotazionale, si ha: 

(B.8) T= 

che, tenendo conto della (B. 7), diviene: 

(B.9) T =- EJ 

Facendo l'equilibrio delle forze nella direzione y si ha, inclu­
dendo l'inerzia in questa direzione: 

(B. 10) 
d T d 2 y 
-=pA 
dx d t2 

in CUI p è la densità del materiale di cui è costituita la barretta ed A 
la sezione trasversale della barretta cilindrica. 

Dalle (B. 9) e (B 10), si ottiene l'equazione che deve soddisfare 
lo spostamento y, cioè: 

(B. 11) 

La determinazione del circuito meccanico della barretta viene 
fatta tenendo conto che quello che interessa è il legame tra forza e ve­
locità applicate nel punto di mezzo, dove è saldato il filo di accoppia­
mento. Perciò occorre individuare tale legame, con riferimento alla figu­
ra B. 6, in cui la forza si suppone concentrata e variabile sinusoidalmen­
te nel tempo con pulsazione w. Poichè ci interessa il regime permanen­
te sinusoidale rispetto alla variabile tempo, possiamo eliminare tale va­
riabile utilizzando i fasori di tutte le grandezze in gioco. Indichiamo con 
lettere maiuscole tali fasori; la (B.11) diviene: 
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Fig.B.6 - Situazione di ecci­
tazione che interessa per la 
determinazione del circuito 
meccanico corrispondente al­
la barretta . 

(B.12) 

-li 2 o 

o4 Y pA · 
--- w 2 --Y =O 
ox 4 EJ 

B.2 

l/2 

Riso! vendo la (B. 12) ed imponendo le condizioni al contorno< 1 l, si ottie­
ne per il rapporto tra F (fasore della forza) e V (fasore della veloci­
tà) nel punto di mezzo: 

(-B.13) 
F . EJ 
-=1 
V w 

in cu1: 

(B.14) 

l 
sin K - cosh K + sinh K 

2 2 

l l 
1 + cos K - cosh K -

2 2 

K= ~ pA w2 

EJ 

l 
cosK -

2 2 

Il primo modo di vibrazione a flessione della barretta si ha in cor­
rispondenza alla prima pulsazione che rende nulla l'ammettenza mecca­
nica data dalla (B.13). Tale pulsazione si ottiene quindi risolvendo la 
seguente equazione trascendente: 

(B.15) 
l l l l 

sin K - cosh K - + sinh K - cos K - = O 
2 2 2 2 

Nel caso di barrette a sezione circolare di diametro d, tale pulsazione 
vale<2 ): 

(B.16) 

(l) - Si veda ad esempio: F : Kunemund, e Channel filter with longitudinally coupled fle­
xural mode resonator >,Siemens Forsch., n. 4/ 72, Springer Verlag, pp. 325-328. 
(2) - Si veda ad esempio: A.E. Gunther, e High-quality wide-band rnçchanical filters the­
ory and design•, IEEE Trans. on Sonics and Ultrasonics, Voi. SU 20, n.4, ott. 1973, 
pp .2 94-30 l. 
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In corrispondenza a questa pulsazione, possiamo rappres entare 
in modo sufficientemente approssima to la barretta con un circui to mec­
can ico risonante parallelo del tipo di fig . B. 7. I valori di C ed L si ot­
tengono imponendo le due condizioni s eguenti: 

1) la pulsazione di risonanza deve coincidere con la w
0 

de ll ' espres­
sione (B. 16), cioè: 

(B.17) LC = 

F ig. B. 7 - Circuito meccanico 
approssimato de lla barretta. 
Il nodo di ingresso corrispon­
de al punto della barretta a 
cui è applicata la forza f (t ) . 

1 p t• 

(2, 36502) 4 E d 2 

+ 

V L 

Riferimento inerzia le 

2) il valore della cleri vata, rispetto ad u.:/ w 
0 

dell'ammettenza meccani­
ca F/V della (B . 13), calcolato per w = w

0
, deveessereugualeaquel­

lo calcolato per il circuito di fig .B. 7, cio.è: 

w 
(B.18) T) = 

Svi luppando le equazioni corrispondenti alle (B.17) e (B. 18), s i ottiene, 
per una barretta a sezione circolare e con riferimento alla fig. B. 7: 

C = 0, 627 m = 0,492 p d 2 L (kilogrammi) 
(B. 19) 

p t • [3 
L = ---------n-d-2 - = 0, 0649 Ed• 

(2, 36502) 4 Ed 2 0,627 p --L 
4 

( 
metro ) 

newton 

in cui m è la massa della barretta. 

Filo di accoppiamento. 

Il filo di accoppiamento lavora a compressione-estensione. Con­
siderando il generico elemento infinitesimo, come mostrato in fig. B. 8, 
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chiamiamo con A, la sua sezione trasversale, u (x) lo spostamento nella 
direzione x dell'elemento infinitesimo situato in posizione x, corri­
spondente all'ascissa scelta sull'asse del filo cilindrico. In base alla 
legge di Hooke, trascurando la contrazione (Poisson), si ha: 

(B. 20) 

sce: 

(B. 21) 

dx 
I• •I 

ou 
F=EA -

f O X 

F --4 : F- F' 

____ __._________ X 

ÒF 
F' = F + -- dx 

òx 

Flg.B.8 - Elemento infinitesimo del filo di accoppiamento. 

L'equilibrio delle forze in direzione x, inclusa l'inerzia, forni-

pA, = 
oF 
ox 

Eliminando F nelle (B. 20) e (B. 21), si ha: 

(B.22) 
ò 2 u E 
--=-
òt 2 p ox 2 

Supponiamo che tutte le grandezze in gioco varino sinusoidalmen­
te nel tempo; possiamo quindi eliminare la variabile tempo, usando i fa­
sori. Indichiamo i fasori con le lettere maiuscole; la (B. 22) diviene: 

(B.23) 
-a 2 u p 
-- + w 2 -U=O 
ox 2 E 

Risolvendo questa equazione con le condizioni al contorno, cioè che la 
velocità e la forza nella sezione terminale x = l f siano uguali a V 

2 
ed 

Fi, si ottengono la velocità V1 e la forza F 1 nella sezione iniziale. 
Ciò equivale a conoscere la seguente rappresentazione (matrice di tra­
smissione) del filo di accoppiamento< l): 

(1) - Si veda ad esempio: G.C. Temes ; S.K. Mitra, e Modem filter theory and design• , 
Wiley, 1973, ~ V.3. · 
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(B.24) i Z
0 

sin a lf 1 [ YF
22

] 

cos a l f 

in cui: a= w/C 0 ; C
0 

= ~E/ p è la velocità di propagazione delle 
vibrazioni del tipo considerato; Z 

0 
= 1/ (A f f'EP) 

Dalla (B. 24) si ricava immediatamente la rappresentazione am­
mettenze di corto-circuito , cioè: 

(B. 25) 
[ 

cos a lf 

- 1 

a cui corrisponde una rete a 11 simmetrica con ramo longitudinale di im­
pedenza meccanica: 

(B.26) 

e rami trasversali di ammettenza meccanica: 

(B.27) 
1 al 

yt = j tang __ f 

zo 2 

Nell'ipotesi di filo di accoppiamento corto, cioè tale che: 

(B. 28) 
al 
-

1-« 11/2 
2 

possiamo sostituire al seno e alla tangente il relativo argomento . Quin­
di si ha: 

(B.29) 

10 cui m 
1 

è la massa del filo di accoppiamento. 
Dalle (B. 29) si deduce che il circuito meccanico corrispondente 

al filo di accoppiamento, nei limiti di validità delle ipotesi fatte è quel­
lo di fig. B. 9. 

G.MARTINELLI -M.SALERNO : Fondamenti di Eleurotecnica 100 

La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it)



794 Apllicazione tipica dell'analogia della mobilità 

F ig. B. 9 - Circuito meccanico cor­
rispondente al filo di accoppia­
mento. Af, lf, mfrappresentanori­
spettivamente l'area della sezio­
ne trasversale, la lunghezza e la 
massa del filo. E è il modulo di 
Young del materiale di cui è co­
stituito il filo. 

Osservazione 8.3 

o 

( kilogrammo, 

o 

metro ) 

newton 

B.2 

Il circuito meccanico che corrisponde ad una struttura meccanica del tipo mo­

strato in fig .~ .4, funzionante ne 1 modo precisato in precedenza, assume la forma di fi­

gura B.10 . I valori delle capacità ed induttanze dei fili di accoppiamento sono ricavabi­

li in base alle formule riportate in fig .B -9; gli analoghi valori per le barrette sono rica­

vabili con le (B.19). È da notare che il modello equivalente di fig.B .10 rappresenta la 

struttura meccanica solo in prima approssimazione; in molti casi tale approssimazione 

non risulta sufficiente nelle applicazioni. In tal caso occorre ricorrere a modelli più ac­

curati; si veda ad esempio A.E. Gùntlier, op. cit. 

Barretta Filo accop. Barretta Filo accop. Barretta 

Flg.B.10 ·Circuito meccanico corrispondente a quello di fig.B.4. Le capa­
cità meccaniche sono in kilogrammi e le induttanze meccanic:1e in metri su 
newton. 

8.3 • Riferimenti bibliografici. 

La presente appendice costituisce solo una breve introduzione 
all'argomento dei circuiti non elettrici. Si riportano di seguito alcuni ri­
ferimenti bibliografici riguardanti l'applicazione dell'approccio circuita­
le a strutture diverse da quelle elettriche. 
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- G. Kron , « Tensorial analysis and equivalenc circuits of elascic scruc­
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Fluidodinamica. 
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- G. Kron, «Numerica! solucion of ordinary and parcial differencial equa­
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Strutture fisiche. 

- G. Kron, « Electric circuir models of che Schroedinger equacion », Phys. 
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Strutture chimiche. 

- G. Oscer, A. Perelson, « Chemical reaccion necworks », IEEE Trans. on 
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- G.Kron, «Electric circuir mo.dels forche vibration spectrum of polya­
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1973, pp. 1-134. 
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- G. Oster, A. Perelson, «Systems, circuits and thermodynamics», lsr. J. 
Chemistry, 1973, vol. 11, pp. 445-478. 

- G. Marci ne Ili . M. Salerno, « Circuit approach to steady-state kinetics of 
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- J. Meixner, «Network theory in its relation to thermodynamics », Proc. 
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- H. J. Morowitz, W. A. Higinbotham, S. W. Matthysse, H. Quastler, « Pas­
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- S. Newman, S. Rice, «Model for constraint and contro! in biochemical 
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Contributi generali. 
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millan (New York), 1968. 

- L. J. Gutenmakher, «Modelli elettrici dei fenomeni fisici», (in russo), 
Electrichestvo, 1948, pp. 34-40. 

Per quanto riguarda la parte sviluppata nella presente appendice, 
relativamente alle strutture meccaniche , esistono numerosi contributi ri­
guardanti soprattutto l'applicazione al progetto dei filtri elettromeccani­
ci. Un 'idea approssimata di tale vasto campo può essere ricavata dal te­
sto : G. C. Temes, S. K. Mitra, «Modem filter theory and design», Wiley, 
1973, Cap. IV e V, in cui viene accennato sia ai trasduttori piezoelet­
trici e magnetostrittivi, sia al modellamento dei circuiti monolitici a 
quarzo, in cui i risonatori sono ottenuti mediante coppie di elettrodi e 
l'accoppiamento avviene per via acustica entro la barretta di materiale 
piezoelettrico su cui gli elettrodi sono depositati. 

Infine applicazioni interessanti dei circuiti meccanici e di altri 
tipi di circuiti possono trovarsi nel testo C. Beccari , <cLa t rasformazio­
ne di Laplace nell'analisi dei circuiti», Boringhieri 1977. Particolarmen­
te interessanti sono in questo testo: I) l'esempio a pag. 118-127 riguar­
dante l'individuazione della dinamica di un veicolo a motore nel passag­
gio su una cunetta; 2) l'esempio a pag. 103-109 riguardante la dinamica 
di uno strumento elettrico a bobina mobile. 

* 
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APPENDICE C 

I CIRCUITI DIGITALI 

Quando si impiega un metodo alle differenze finite per 1 'analisi 
nel dominio del tempo di un circuito lineare, si effettua implicitamente 
la trasformazione del circuito considerato in una nuova struttura analiz­
zabile con la metodologia circuitale, appartenente alla classe dei cir­
cuiti digitali. Allo scopo di comprendere in modo più approfondito l 'in­
fluenza della struttura del circuito sugli errori che tale trasformazione 
comporta, è necessario preliminarmente descrivere e caratterizzare i cir­
cuiti digitali. Ciò può essere ottenuto estendendo opportunamente la no­
zione di circuito, per introdurre una nuova categoria: i circuiti unidire­
zionali a ritardo costante ( § C. 1). La soluzione del problema de Il' anali­
si per tali circuiti , con particolare riferimento al legame tra risposta ed 
eccitazione verrà considerata nel § C. 2. 

I circuiti digitali possono essere introdotti come una panicolare 
categoria di circuiti unidirezionali a ritardo costante, come verrà messo 
in evidenza nel § C.3 e pertanto la soluzione del problema di analisi per 
essi verrà ricondotto a quello già visto nel § C. 2. Nel paragrafo succes­
sivo C.4, verrà infine affrontato il problema dell'individuazione del cir­
cuito digitale che risulta associato a quello a costanti concentrate nel-
1 'analisi con il metodo alle differenze finite. Ciò permetterà di valutare, 
almeno orientativamente, l'effetto della struttura del circuito a costanti 
concentrate sugli errori introdotti dal metodo alle differenze finite (pa­
ragrafo C. 5). 

C.1 - I circuiti unidirezionali a ritardo costanta. 

La nozione di circuito costantemente usata in precedenza è sta­
ta quella di un aggregato di elementi ideali di pochi tipi, caratterizzati 
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ciascuno da una relazione caratteristica tra le grandezze che lo descri­
vono. Nel caso, a cui sempre ci possiamo ricondurre , di elementi bipo­
lari, le grandezze sono due, una di tipo «attraverso» e l'altra di tipo «a­
gli estremi». E' importante sottolineare il fatto che le relazioni costitu­
ti ve considerate non hanno mai implicato un ruolo di causa-effetto spe­
cifico nelle due grandezze. D'altra parte è facile rendersi conto che un 
tale ruolo è del tutto in contrasto con la nozione di bipolo cosi'. come è 
stata finora considerata. Sarebbe necessario infatti utilizzare un simbo­
lo di verso che indicasse in modo univoco quale delle due grandezze è la 
causa e quale è 11 effetto. Un simbolo di tale tipo è quello indicato in fi­
gura C. 1, che rappresenta un bipolo connesso fra due nodi A e B ed o­
perante su due grandezze, 1-a prima x avente il ruolo di causa, la se­
conda y avente il ruolo di effetto. E' opportuno notare che anche il mo­
do di connettere i bipoli dovrebbe essere opportunamente limitato, in 
quanto si avrebbe un assurdo se più bipoli fossero connessi dal lato B, 
in quanto ciò implicherebbe la non unicità della grandezza al nodo risul­
tante. 

Fig.C.1 ·Simbolo per un bipolo 
in cui le due grandezze che lo 
caratterizzano svolgono un ruo­
lo di causa-effetto. 

Causa 
o~-o•--tc:J 
A X 

Effetto 
• o 

y B 

Tuttavia, in molte applicazioni esistono strutture fisiche o astrat­
te nelle quali è necessario precisare il suddetto ruolo di causa-effetto 
delle grandezze presenti. In questo caso è ancora possibile utilizzare 
l'approccio circuitale, pur di estenderlo opportunamente. Per distingue­
re il tipo di circuito che ne risulta, useremo contraddistinguerlo con lo 
aggettivo «unidirezionale», che appunto ricorda il senso unico che esi­
ste nella relazione costituti va dei componenti. 

Per quanto detto ìn precedenza i bipoli che compongono il cir­
cuito unidirezionale sono caratterizzati da due grandezze x e y di cui 
una è la causa dell'altra. Il legame che fornisce y in funzione di x è la 
relazione costitutiva dell'elemento. Nel caso lineare, che è quello che 
ci interessa, sono possibili: 

1) una relazione costituti va di tipo istantaneo, cioè: 

(C. l) y=Ax 

L'elemento che si ottiene prende il nome di «moltiplicatore» ed è carat­
terizzato dalla costante A; 

2) una relazione costituti va con memoria, che implica un 'operazione li­
neare nel tempo sulla grandezza x. Sono possibili vari tipi di relazioni 
costitutive, ad esempio: 
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(C.2) y 
dx 

dt 

I circuiti unidirezionali a ritardo costante 799 

y(t) = Jcn.,. x(r) dr y (t) = X (t - T) ecc. 

La connessione tra gli elementi ideali può avvenire direttamente 
in corrispondenza ai nodi di tipo A di fig.C. l, ma non può avvenire in 
corrispondenza agli altri nodi, con più di un nodo di tipo B per volta. 
Tale inconveniente viene rimosso mediante l'introduzione di un altro e­
lemento, il «sommatore», definito in fig. C. 2. 

Fig.C.2 - Simbolo e de­
finizione del sommato­
re. 

Nel seguito limiteremo la trattazione al caso dei circuiti unidi­
rezionali a ritardo costante (indicati per brevità con la sigla URC), co­
stituiti dalla interconnessione di un numero qualsiasi di moltiplicatori, 
sommatori ed elementi con memoria del tipo a ritardo costante, definiti 
dalla relazione costitutiva: 

(C.3) y (t) = x (t - T) 

con T quantità fissa. In fig.C.3 riportiamo i simboli usati per 1 molti­
plicatori e per gli elementi di ritardo. 

x A y = Ax 
o>---e•---1Q1--•--oo 

X (t) T 
e>-0---10 

y =X (t - T) 
• o 

a) b) 

Fig.C.3 ·Simboli per il moltiplicatore a) e per l'elemento di ritardo b). 

Il problema dell'analisi dei circuiti URC consiste nel determi­
nare le grandezze presenti nei vari nodi, a partire da quello di ingresso 
al circuito stesso, al quale è supposta applicata una grandezza impres­
sa di origine esterna. Usualmente è richiesto il calcolo di una sola gran­
dezza a cui si dà il norr.e di «uscita». La soluzione del problema di ana­
lisi è particolarmente semplice nel caso dei circuiti URC senza memo­
ria, cioè nel caso dei circuiti costituiti solo da moltiplicatori e somma­
tori. In questo caso, infatti, prendendo come incognite le grandezze in 
uscita di ciascun sommatore, è immediato determinare il sistema di equa­
zioni risolventi. Ciascuna equazione è infatti determinata dalla relazio­
ne costituti va del sommatore considerato, in. cui le grandezze di ingres-
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so vengono espresse direttamente in funzione delle incognite scelte, tra­
mite ispezione visi va del circuito. Il metodo risultante consiste nei se­
guenti passi . 

Metodo di analisi di un circuito URC senza memoria. 

1) Scegliere come incognite le grandezze in uscita ai sommatori; 

2) Scrivere le relazioni costitutive dei sommatori, esplicitando in esse 
le incognite scelte; 

3) Risolvere il sistema di equazioni lineari ottenuto, determinanao le 
grandezze volute. 

lllusti"·iamo con ·un esempio l'applicazione del metodo precedente. 

Esempio C.1 

Determinare nel circuito URC senza memoria di fig .C . 4 la grandezza di usci· 

ta y in funzione di quella di ingresso x. 

y X 

a) ., ) 

Flg.C.4 - a) Circuito URC considerato nell'esempio C.1 ; b) Scelta delle 
incognite . 

ln base a quanto detto, consideriamo come incognite le grandezze xk, riporta­

te nella parte b) della fig.C.4. 

Scrivendo le equazioni di definizione dei sommatori , si ha : 

x 1 =x-2·2x 1 

x 2 =3x 1 +x 3 

x 3 =3x + 2x 1 

y = x 3 - x 2 + 2 • 2 x 1 

y 
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Risolvendo il sistema precedente si ricava: 

y = - X 

5 

Nel caso più generale dei circuiti URC con memoria, in cui so­
no presenti anche gli elementi di ritardo, la soluzione del problema di 
analisi può essere notevolmente semplificata, se le varie grandezze pre­
senti sono trasformabili secondo Laplace. In questo caso, infatti, la re­
lazione costitutiva degli elementi di ritardo, cioè la (C.3), diviene: 

(C.4) f: [y(t)) = e-sT ,C [x(t)) 

Indicando per brevità: 

(C. 5) 

e con le lettere maiuscole le .C -trasformate delle varie grandezze, la re­
lazione costituti va dell'elemento di ritardo diviene: 

(C.6) Y(s) = z- 1 X(s) 

La (C.6) fa vedere che è possibile trattare l 'elem_ento di ritardo, 
nel dominio di Laplace, alla stessa stregua di un moltiplicatore . La so­
la differenza sta nel fatto che la costante moltiplicati va z - l risulta pari 
ad una funzione della variabile s. 

L'analisi del circuito URC con memoria può essere perciò fatta 
nello stesso modo di quella del caso senza memoria; l'unica differenza 
è che si ottiene, al posto di una costante, una funzione della variabile 
z. Illustriamo quanto detto con un esempio. 

Esempio C.2 

Individuare la grandezza di uscita Y(s), nel dominiodellatrasformata di La­

piace, per il circuito di fig.C.5, supponendo che l'ingresso sia x(t). 

Scegliamo le incognite come indicato nella parte b)di fig.C. S,dopo essere pas­

sati nel dominio di Laplace. Il sistema risolvente si ottiene scrivendo le relazioni co­

stitutive dei sommatori in funzione esplicita delle incognite scelte, cioè: 

G.MARTINELLl-M.SALERNO : Fondamenti di Elettrotecnica 101 
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a) b) 

Fig.C.S •a) Circuito URC considerato nell'esempio C.2. b) Circuito tra.: 
sformato nel dominio di Laplace, con in evidenza le incognite scelte. 

C.1 

Quindi si ha, dalla prima relazione: 

X(s) 
X 1(s) = ------~-

1 + B ·l + B •2 
l z 2 z 

Tenendo conto della espressione precedente di X 
1 
(s) e della seconda relazione , si de­

duce: 

Y(s) = X(s) --------
1 + B -l + B " 2 

l z 2 z 

C.2 • Funzione di trasferimento ingresso-uscita di un circuito 
URC e risposta impulsiva. 

Come messo in evidenza nel paragrafo precedente.qualsiasi gran­
dezza presente in un circuito URC si ottiene risolvendo un sistema di e­
quazioni lineari con coefficienti del tipo A z -k, in cui A è una quan­
tità reale e k è un numero intero non negativo. Di conseguenza, la gran­
dezza di uscita è del tipo: 

N 

(C. 7) Y (s) = L Fk (z" 1) X~k> (s) 
k•l 

i 
in cui X~k) (s) è k-esima grandezza d'ingresso (k = 1, 2, .. . , N) e 
Fk (z" 1) è una funzione razionale reale della variabile z· 1 • Vale per­
tanto la seguente proprietà: 
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Proprietà C.1 - •Ogni funzione di trasferimento di un circuito URC è una 
funzione razionale reo/e della variabile z -1 >. 

Come nel caso dei circuiti a costanti concentr~te, possiamo par­
lare di risposta impulsiva del circuito URC, quando l'ingresso coincide 
con l'impulso di Dirac. La forma che ha la risposta impulsiva nel caso 
presente si deduce facilmente in base alla proprietà C. l. Infatti , essen­
do la funzione di trasferimento d'interesse una funzione razionale reale 
della variabile z- 1, conviene effettuarne preventivamente lo sviluppo in 
frazioni parziali rispetto a questa variabile . Limitandoci, per semplicità, 
a considerare il caso che siano presenti solo poli semplici, lo sviluppo 
si presenta nella seguente forma: 

r n 

(C.8) y (s) :L Ai< z-1< + :L 
1<"'0 k=O z-1 _ B 

k 

Tenendo conto della (C. 5), si vede che la prima sommatoria della (C.8) 
corrisponde, nel dominio del tempo alla seguente espressione: 

(C. 9) :L A 1< u 0 (e - k T) 
k=O 

D'altra parte, ciascun termine della seconda sommatoria può essere seric­
eo nel modo seguente: 

Hl< Hl< 1 Hk CD z-i 
(C.10) =- -- =- -- :L 

z- 1 - B Bk 
z-1 

Bi< 
i= o B i 

k 1 - k 
Bi< 

Pertanto, nel dominio del tempo, cale termine corrisponde a: 

CD 

(C. 11) 
i• o 

1 
-. u (t - i T) 
B' o 

k 

Di conseguenza la risposta impulsiva di un circuito URC, nel caso rn 
cui la corrispondente funzione di trasferimento sia la (C. 8) è: 

(C.12) 
n Hk CD 1 

h (e) = :L A u (e - k T) - :L - :L -. u (e - i T) 
k=O k o k=O Bk i=O Bk o 

Dall'esame della (C.12) si deduce la seguente proprietà: 
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Proprietà C.2 - e Lo risposto impulsivo di un circuito URC è costituito 
dolio sommo di uno serie di impulsi di ampiezza opportuno e posiziona· 
ti nel tempo negli istanti successivi k T, con k intero non negativo•. 

A seconda che sia assente ovvero presente la seconda sommato­
ria nella espressione della funzione di trasferimento (C.8), dalla (C.12) 
si vede che la risposta impulsiva è formata solo da r impulsi ovvero da 
un numero infinito di impulsi. Nel primo caso si parla di circuiti URC a 
risposta impulsiva finita, nel· secondo caso di circuiti URC a risposta 
impulsiva infinita. 

L'esame della (C.12) mette inoltre in evidenza, nel caso di cir­
cuiti URC a risposta impulsiva infinita, che se qualche coefficiente Bit 
risulta in modulo minore di uno, gli impulsi tendono ad aumentare la pro­
pria ampiezza al crescere del tempo; ciò corrisponde ad un comportamen­
to instabile del circuito URC. I coefficienti Bit rappresentano i poli 
della funzione di çrasferimento Y (s) nella variabile z· 1. Riferendosi 
ai poli di detta funzione nella variabile z (utilizzata nella maggior par­
te delle trattaziorli in luogo di z · l ), si ottiene la seguente proprietà: 

Proprietà C.3 - e La funzione di trasferimento di un circuito URC stabi· 
le è caratterizzata da poli nello variabile z, tutti disposti entro il cer· 
chiodi raggio unitario di tale variabile>-

La proprietà C.3 è ricavabile anche osservando che, in base al­
la (C. 5), ai valori Idi z disposti entro il cerchio di raggio unitario, cor­
rispondono valori Cii s disposti nel semipiano sinistro; d'altra . parte 
quest'ultimo semipiano è quello di stabilità per i circuiti a costanti con­
centrate, come messo in evidenza nel Cap.IV. 

Esempio C.3 

Determinare la risposta impulsiva del circuito URC di fig.C.6. 

Flg.C.6 •Circuito URC consi­
derato nell'esempio C!:.3. 

X (t) 

La funzione di trasferimento nel dominio di Laplac.e del circuito in esame, si 

determina facilmente scrivendo la relazione costitutiva dell'unico sommatore presente, 

cioè: 

Y(s) = X(s) + 0,5 z"1 Y(s) 
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da cui si ottiene: 

F (s) 
y (s) 

X (s) l-0,5z-1 

In base alla (C.12) , la risposta impulsiva richiesta è : 

Esempio C.4 

<D 

:L (0,5)i u
0 

(t - i T) 
i~O 

- 2 

z- 1 - 2 

Determinare la risposta impulsiva del circuito URC di fig.C .7 . 

Fig.C.7 - Circuito URC con­
siderato nell'esempio C.4 . 

T 

805 

y(t) 

T 

L'analisi del circuito di fig .C. 7, per la determinazione della funzione di tra­

sferimento , è immediata, in quanto è presente un solo sommatore. La re.lazione costitu­

tiva di questo elemento fornisce la grandezza di uscita , cioè nel dominio di Laplace : 

Y(s) =- 0,5 z-l X(s) - Y(s) [z- 1_ + 0,5 z-2 ) 

Quindi la funzione di trasferimento vale: 

F (s) 
y (s) 

X (s) 

Sviluppando tale funzione in frazioni parziali, si ottiene : 

F (s) 
-0,5(l+j) 

z- 1 +1-j 

0,5(-1 + j) 
+------

z-1 + l+ j 

Dalla formula (C.12) deduciamo che la risposta impulsiva del circuito in esame vale: 

0,5 (1 + j) 
<D 

0,5(1-j) 
<D 

1 
:L u 0 (t-iT)+ :L ---. u (t - i T) = 

-1 +i iaO (-l+j)i - l - i i•O (-1-j)' o 

<D 

sin ( 
3

4

71 ) :L • u 0 (t - i T) 
isO O)i 
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Osservaxione C.1 

La funzione di trasferimento del circuito URC è razionale in z "1; quindi i suoi 

poli sono complessi coniugati ed i relativi residui sono anch'essi complessi coniugati. 

La risposta impulsiva risulta pertanto in ogni caso reale , come nel caso dei circuiti a 

costanti concentrate. Ciò è confermato dai calcoli dell'esempio precedente , in cui i po­

li della funzione di trasferimento sono -1 ± j ed i residui sono 0,5 (-1 ± j). 
I 

C.3 - I circuiti URC tempo-discreti e circuiti digitali. 

La proprietà C. 2 mostra che quando un circuito URC viene ecci­
tato per mezzo di un impulso unitario, la sua risposta risulta pari ad una 
sequenza di impulsi, del tipo seguente: 

n 

(C.13) h(t)= 2: hku
0

(t-kT) 
k•O 

ove la sommatoria è estesa ad un numero n finito ovvero infinito a se­
conda del tipo di circuito considerato. E' immediato constatare che tale 
particolare forma della risposta è presente più in generale ogni volta che 
l'ingresso sia costituito anch'esso da una sequenza di impulsi, cioè: 

m 

(C.14) x(t)= 2: xku
0

(t-kT) 
k•O 

infatti, applicando il principio di sovrapposizione degli effetti, si ottie­
ne facilmente per l'uscita y (t) in questo caso: 

m 

(C.15) y (t) = 2: y k u
0 

(t - k T) 
k•O 

ove i coefficienti y k sono dati dalla seguente espressione: 

k 

(C.16) L X. hL . 
i• 0 1 IL -1 

k = O, 1, 2, ... , m 

Osservando inoltre che l'uscita y (t) considerata è del tutto ge­
nerica, potendo riferirsi a qualunque punto del circuito, si ottiene la se­
guente proprietà. 
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Proprietà C.4 · e Ogni grandezza presente in un circuito URC, eccitato 
con una sequenza di impulsi, localizzati negli istanti k T, coincide con 
una sequenza di impulsi dello stesso tipo>. 

La proprietà C. 4 caratterizza notevolmente la particolare modali­
tà di funzionamento che si verifica quando l'eccitazione è una sequenza 
di impulsi localizzati negli istanti kT. Infatti da essa consegue che tut­
te le grandezze del circuito vanno conside_rate solo in corrispondenza a­
gli istanti kT e sono caratterizzabili dall'insieme numerabile delle am­
piezze degli impulsi delle corrispondenti sequenze. Poichè tale modali­
tà di funzionamento riveste grande importanza, è opportuno usare una de­
nominazione particolare per riconoscere i circuiti che operano secondo 
essa. La denominazione usata è quella di «circuiti U R C tempo-discreti>. 

Un esempio importante di circuiti URC tempo-discreti è quello dei circuiti e­

lettronici basaci sull'uso dei dispositivi CCD (Charge Coupled Devices), caratterizza­

ci dal prelevare una tensione dal morsetto su cui sono inseriti, ad un ritmo costante e 

nel renderla disponibile dopo un intervallo di tempo multiplo di quello de 1 prelevamene o. 

Una struttura costituita da CCD e dispositivi per effettuare somme e molciplicazioni,del 

tipo di quelle descritte nel Cap.IX, è rappresentabile idealmente con un circuito URC 

di tipo tempo-discreto . 

L'analisi di un circuito URC tempo-discreto può essere effeçrua­
ta in modo del tutto analogo a quello descritto precedentemente. L'uni­
ca proprietà caratteristica su cui è opportuno soffermarsi consiste nel 
fatto che ciascuna grandezza y (t), essendo costituita da una sequenza 
di impulsi del tipo della (C.15), possiede una trasformata di Laplace che 
può essere sempre espressa in termini della variabile z; infatti si ha: 

m m 

(C.17) Y(s) = L: yk e-ksT = L: yk z-k 
k•l k•l 

Tale espressione viene denominata come «trasformata z »della funzione 
y ( t). 

Esempio C.4 

Determinare I o risposto y (t) del c ircuito URC tempo-discreto di fig.C:S, nel­

l'ipotesi che lo sequenza di ingresso sia costituito do uno serie di impulsi di ampiezza 

uni tori o. 
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Flg.C.8 •Circuito URC tem­
po-discreto considerato nel-

· i •esempio C.4. 

Per ipotesi l'eccitazione è: 

(I) 

x(t)= L u 0 (t-kT) 
k•O 

la cui trasformata z è quindi: 

X(s) = L 
k•O 

Analizzando il circuito si ottiene: 

-k z 
1 

Y(z) = _X(z) + z-1 Y(z) 0,5 

da cui risulta : 

T 

Y(z) = X(z) = 
1 - z-l 0,5 (1 - z-l 0,5) (1 - z- 1) 

C.3 

Per ottenere la funzione y (t) seguiamo lo stesso procedimento usato per derivare la 

(C.12). Effettuiamo quindi lo sviluppo in frazioni parziali di Y(z): 

2 
Y(z) = - + ---

1 - z-10,5 l-z-1 

a cui corrisponde, in base alla (C.12): 

y(t)=- L (0,5)ku0 (t-kT)+2 Lu (c-kT)= 
k•O k•O O 

(i - (0,5)k) u0 (t - k T) 

La sequenza numerica di uscita yk è quindi : 

k =O, 1, ... 

Malgrado l'esistenza di strutture fisiche rappresentabili con i 
circuiti URC tempo-discreti, l'applicazione più importante di essi si ha 
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nel modellamento delle strutture astraete che emergono nella elaborazio­
ne di sequenze numeriche. In alcuni casi in facci un circuito URC può 
rappresentare lo schema di un programma di calcolo che agisce su se­
quenze numeriche mediante le seguenti operazioni: 

1) somma di due o più sequenze; 

2) moltiplicazione di una sequenza per una costante; 

3) traslazione nel tempo di una sequenza, che consiste nel memorizza­
re ogni dato per renderlo disponibile dopo un intervallo di tempo pari a T. 

Un circuito URC tempo-discreto a cui è possibile far corrispon­
dere un programma di calcolo che esegua in sequenza le varie operazio­
ni indicate in modo da determinare ordinatamente i vari valori di uscita 
viene denominato «circuito digitale• . E' necessario osservare che no~ 
cucci i circuiti URC tempo-disc re ci possono essere consideraci come cir­
cuiti digitali. Infatti si può dimostrare il seguente teorema: 

Teorema C.1 ·e Condizione necessaria e sufficiente affinchè un circuito 
URC tempo-discreto possa essere considerato come un circuito digitale 
è che non contenga cammini chiusi privi di elementi di ritardo•. 

Oimostriamo dapprima la sufficienza della condizione detta, facendo vedere 

che in tale caso è possibile determinare una sequenza di istruzioni corrispondenti al 

circuito dato . Per ogni elemento di ritardo presente nel circuito, indichiamo con si il 

nodo di ingresso e con pi il nodo di uscita, ove l'indice i varia da uno al numero di 

tali elementi, come indicato in fig.C.9. Il circuito può essere pertanto schematizzato 

come in fig.C.10, ove sono stati evidenziati gli elementi di ritardo , mentre il blocco X 

indica la parte senza memoria del circuito dato. Le operazioni effettuate dal blocco X 

all'istante k-esimo consistono nella determinazione dei s·egnali nel nodo di uscita u e 

nei nodi tipo si' a partire dal valore dei segnali all'ingresso i e ai nodi di tipo pi. 

Pertanto all'istante k-esimo tutte le grandezze indicate sul lato sinistro del blocco X 

si possono considerare come ingressi, mentre le altre come uscite . Poichè per ipotesi 

all'interno del blocco X non vi sono cammini chiusi, seguendo il percorso dello sche­

ma a partire da ciascun· nodo di ingresso, si raggiungerà necessariamente un nodo di 

uscita. E' quindi evidente che ciascuna uscita può essere calcolata sommando tutti i 

contributi che si ottengono eseguendo tutte le operazioni indicate in ciascun cammino 

che termina in detta uscita; in tal modo le operazioni aritmetiche svolte sono esatta­

mente quelle indicate nello schema . Dopo aver effettuato tali operazioni , tutte le gran­

dezze ottenute sui nodi di tipo si devono essere memorizzate per essere riutilizza­

te all'istante (k + l) - esimo come nuovi ingressi sui nodi di tipo P;· 

T Fig.C.9 ·Elemento di ritardo i-esi­
mo, con i nodi di ingresso e di u­
scita indicati. si o-o--<--iCJ1--•--oo pi 
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T 

T 

T 

X 

Fig.C.1 O • Circuito digitale nel quale sono evidenziati tutti gli elementi 
di ritardo. La rete X è senza memoria . 

C.3 

Dimostriamo ora la necessità della condizione data. Supponiamo a questo sco­

po che nello schema sia presente un ciclo chiuso privo di elementi di ritardo, il quale 

nel caso più generale può essere schematizzato come in fig .C.11. Con riferimento alle 

notazioni indicate in tale figura, le equazioni corrispondenti allo schema dato sono le 

seguenti : 

(C.18) 

Fig.C.11 ·Ciclo chiuso pri­
vo di elementi di ritardo con­
siderato nella dimosuazione 
del teorema C.l. 

x 1 = Y 1 + a 1 xn 

x2=Y2+a2x1 

È evident!= che assegnate le quantità Yp y 2, .. ., Yn' nonrisultapossibile de­

terminare le quantità x 1, x 2, .•• xn ,eseguendo unicamente le operazioni indicate nello 

schema. Infatti tale calcolo necessita della inversione di una matrice e quindi di opera­

zioni diverse da quelle previste. Il teorema risulta quindi dimostrato. 
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Esempio C.5 

Assegnata il circuita URC di fig.C.12, verificare se esso può rappresentare 

un circuito digitale. Nel caso affermativo scrivere la sequenza di operazioni ad esso 

rei ati va . 

Fig.C.12 ·Circuito URC tem· 
po-discreto considerato nel· 
l'esempio C.5. 

Poichè nel circuito dato non vi sono cicli chiusi privi di elementi di ritardo, 

per il teorema C. l esso può rappresentare un circuito digitale. Per determinare la se­

quenza di operazioni ad esso equivalente, ridisegniamo il circuito evidenziando gli e­

lementi di ritardo (fig .C.13). Le operazioni da effettuare all'istante k-esimo sono le 

seguenti : 

yk = (xk. 8 1 Pn - 8 2 P21.-:> Ao + P11.-: Al 

s lk = xk - B l P lk - B 2 P 2k 

T 

T 

r---------------, 
I I s 

I lk 

I L __________ _ 

I 
I s2k 

I 
I 
I 

- __ _J 

Fig.C.13 ·Circuito digitale di fig.C.12 ridisegnato per ottenere la sequen­
za di istruzioni all'istante k-esimo. 

Le grandezze s 1k e s 2k devono essere memorizzate nell'intervallo T in­

tercorrente fra gli· istanti k-esimo e k + 1 - esimo. Prima di iniziare le operazioni re-
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lati ve al nuovo istante occorre calcolare le nuove grandezze p l ,k + 1 e p 2,k + 1; esse 
valgono: 

Le operazioni suddette devono essere ripetute ciclicamente per tutti g li istanti d'inte­

resse, ordinatamente a partire da k = O. In tale istante ovviamente risulterà p
10 

= 

=p2o=O. 

C.4 • Il metodo alle differenze finite ed i circuiti digitali. 

L'analisi nel dominio del tempo di un circuito costituito da resi­
stori, condensatori, induttori, generatori controllati e nullori può essere 
effettuata utilizzando il calcolatore mediante il metodo alle differenze 
finite, come messo in evidenza nel § III. 5. Facciamo vedere nel segui­
to che tale metodo implica la sostituzione al circuito di partenza di un 
circuito digitale. Poichè tale sostituzione non è esatta , è importante va­
lutare gli errori che ne conseguono. Ciò può essere fatto considerando 
in dettaglio il éircuito digitale di arrivo e confrontando la sua risposta 
con quella del circuito a costanti concentrate di partenza. 

Il metodo di analisi sviluppato nei § III. 5 e III.6 implica la so­
stituzione del condensatore e dell'induttore con un circuito equivalente 
comprendente un resistore e un generatore, la cui grandezza impressa di­
pende dai valori delle grandezze elettriche applicate all'elemento in un 
istante che precede quello in esame di un intervallo di tempo T prefis­
sato, come indicato nelle tab.III. 5. 1 e III . 5. 2. Il procedimento di analisi 
implementato sul calcolatore e descritto nel § III. 6 consiste, dopo la 
suddetta sostituzione, nei seguenti passi, per ogni istante t = k T : 

1) seri vere il sistema di equazioni risolventi su base nodi della rete re­
sisti va risultante; 

2) risolvere il sistema precedente; 

3) calcolare il valore delle grandezze elettriche implicate nei circuiti e­
quivalenti dei condensatori e degli induttori, relativi all'algoritmo pre­
scelto. 

La procedura desC:ritta permette di ottenere gli stessi risµltati 
che si otterrebbero sostituendo il circuito a costanti concentrate d'inte­
resse con uno digitale. Individuiamo t_ale circuito digitale. Allo scopo 
supponiamo che in corrispondenza all'istante k T, la risoluzione del si-
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sterna di equazioni su base nodi dia la seguente espressione per il v.et­
tore [E) delle tensioni dei nodi: 

(C.19) [E(kT)) =[A) [E
8

{kT)) + [B) [1
8
(kT)) + [A

1
) [Ic(kT)) + 

+ [ B 1 ) [I L (k T) ) 

essendo: [E ) e [I ) il vettore delle tensioni impresse dei generatori 
indipendenti ~i tensi~ne ed il vettore delle correnti impresse dei genera­
tori indipendenti di corrente; [I e) e [IL) i vettori aventi come compo­
nenti rispettivamente le correnti impresse dei generatori che compaiono 
nei circuiti equivalenti dei condensatori .e degli induttori; [A), [ B), 
[A

1
), [B

1
) le matrici determinate nell'ambito del metodo di analisi su 

base nodi. 
E' facile verificare che, in base alle relazioni riportate nel para­

grafo III.6, è ora possibile determinare le quantità [le) e [IL) relati­
vamente all'istante successivo (k + 1) T. Infatti il valore di [I ( {k + 
+ 1} T)) è ricavabile come indicato nella spiegazione del . sotto blocco 
M22 del § III. 6 mediante la relazione: 

(C. 20) [I ( { k + 1 } T)) = [e (k T)) + ~ [e) [V (k T)) 
e e T e 

in cui il vettore [Ce) è quello delle correnti che scorrono nei conden­
satori; il vettore [VJ è quello delle relative tensioni; [C) èla matri­
ce diagonale avente come componenti i valori delle capacità dei conden­
satori. E' inoltre evidente che [V ) è immediatamente deducibile dal 
dal vettore [E) , cioè: e 

(C. 21) 

in cui [H e) è una matrice reale determinabile per semplice ispezione 
visiva del circuito in esame. Inoltre il vettore l Ce) si può ottenere dal­
la (III. 6. 15), cioè: 

(C. 22) 
2 

[C (kT)) = - [C) [V (kT)) - [I (kT)) 
e T e e 

Analogamente il valore di [IL( {k + 1} T)) è ricavabile come 
indicato nella spiegazione del sotto blocco M21 del § III. 6 mediante la 
relazione: 

(C. 23) 
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in ~u~ il vettore [C1-) è quello delle correnti che scorrono negli indut­
tori; il vettore [VLJ è quello delle relative tensioni ; [L ) è la matrice 
diagon,ale avente come componenti i valori delle induttanze degli indut­
tori. E inoltre evidente che [VL) è immediatamente deducibile -dal vet­
tore [E) cioè: 

(C. 24) 

m cu1 [HL) è una matrice reale determinabile per ispezione visi va del 
circuito. Per quanto riguarda il vettore [e L) ' esso s i ottiene dalla 
(III. 6. 9), cioè: 

(C.25) 

Utilizzando le equ_azioni (C.19) + (C. 25) si vede che a partire dal­
le grandezze impresse all'istante kT e dalle grandezze che rappresen­
tano lo stato della rete nel medesimo istante, si possono ricavare le 
grandezze di stato all'istante successivo (k + 1) T. Inoltre le operazio­
ni considerate sono costituite esclusivamente da somme fra grandezze e 
moltiplicazioni di grandezze per quantità costanti. Pertanto le suddette 
equ.azioni rappresentano un circuito digitale, di cui uno schema possi­
bile è riportato in fig. C. 14, dove si indicano i vettori e le matrici , per 
ragioni di spazio, come se fossero quantità scalari. E' ovvio che per a­
vere lo schema completo del circuito digitale, occorre successivamente 
tenere conto delle dimensioni dei vettori e delle matrici implicate in ta­
le schema. 

[E ) 
I 

[1 ) 
I 

T 

Fig.C.14 ·Circuito digitale che corrisponde a quello analogico nell'analisi con 
il metodo alle differenze finite descritto nel ~ III.6. 
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.Osservazione C.1 

L'equazione (C . 19) rappresenta l'espressione esplicita per ottenere l e tensio­

ni dei nodi a partire dai valori dei generatori presenti. E' importante osservare che solo 

utilizzando tale espressione è possibile ricondurre l'analisi della rete ad un circuito 

digitale. Essa è già stata introdotta nella osservazione (III .6.1) (utilizzando una forma 

più compatta e simboli differenti) allo scopo di semplificare il metodo automatico ivi 

descritto ; si rimanda a tale osservazione per quanto riguarda i vantaggi de li 'uso di tale 

espressione esplicita e per la descrizione del metodo con il quale possono essere de­

terminate le matrici [A] , [B], [A 1], [B
1

] cheinessacompaiono . 

In contrapposizione, l'analisi con il metodo alle differen z e fin ite può essere 

anche effettuata risolvendo in ogni istante k T il circuito dato con il metodo dei nodi, 

come descritto nello schema a blocchi di fig .III.5 .l. In tale caso il metodo di ·calcolo 

non corrisponde ad un circuito digiqile, poichè in esso è presente una operazione non 

ammessa quale è quella relativa all'inversione di una matrice. Dal punto di vista dei ri­

sultati non ci sono differenze , se si trascurano gli errori introdotti dalle operazioni arit­

metiche che sono differenti , poichè è differente la sequenza di operazioni da svolgere', 

Esempio C.6 

Dehmninare il circuito digitale che corrisponde ol circuito di fig.C . 15, suppo­

nendo di onalizzorlo con il metodo olle differenze finite del ~ 111.6. 

a) b) 

Fig.C.15 ·a) Circuito considerato nell'esempio C.6; b) Circuito trasfor­
mato ne li 'analisi alle differenze finite. 

Trasformiamo il circuito assegnato in modo da avere una sola coppia di nodi, 

sostituendo inoltre al condensatore il circuito equivalente costituito da un resistore e 

da un generatore di corrente . Si ottiene lo schema b) di fig .C.15. L'unica equazione su 

base nodi è la seguente: 

I + I e g 

Quindi le matrici di fig.C.14 si riducono a: 
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(A) =O [a] 

[e) =e 

Di conseguenza il. circuito digitale risultante è quello mostrato in fig.C.16. 

I 
g 

Flg.C.16 · Circuito digitale corrispondente a quello di fig .C.15. 

C.4 

La determinazione delle grandezze elettriche d'interesse nella 
analisi del circuito a costanti concentrate con il metodo . alle differenze 
finite prevede la sostituzione delle grandezze impresse dai generatori 
indipendenti con sequenze le cui componenti sono i valori che tali gran· 
dezze assumono per k T, con k = O, 1, 2, ... . Il circuito digitale cor· 
rispondente fornisce delle grandezze d'interesse le corrispondenti se­
quenze. Illustriamo quanto detto con un esempio. 

Esempio C.7 

Determinare la tensione ve ai capi del condensatore del circuito di figura 

C.15a), nell'ipotesi che la grandezza impressa coincida con l'impulso unitario . Con· 

frontare il.risultato con quello esatto ottenuto con il metodo differenziale. 

Il circuito digitale da considerare nel presente caso è quello di fig .C . 16, in 

cui la sequenza d'ingresso corrispondente a I
11

, vale: 

I (O) = l/R g 

per k ~ 1 

Il circuito URC corrispondente, nel dominio della trasformata di Laplace, è 

indicato in fig .C.17. Scegliendo come incognite le grandezze X 1, X 2, V e' scriviamo le 

relazioni costitutive dei sommatori; si ha : 
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I 

' 

Fig.C.17 ·Circuito URC corrispondente a quello di fig .C .16 nel dominio 
della trasformata di Laplace . 

X 1 = ·X 2 • (2C/T)Vc 

X 2 =(2C/T) Ve - X 1 z" 1 

817 

Risolvendo il sistema precedente, si ottiene per la funzione di trasferimento 

cercata: 

In CUI : 

B 

1 + z·l [ 1 + B J 
RH =RH 1+ 

z" 1 -B z- 1 -B 

2C 
+-

T R 

2C 

T R 

l/R 
H =----

2C 

R T 

La risposta impulsiva del circuito URC vale, in base alla (C . 12): 

RH 
h (O) = -

B 

l + B 
h (k) = - RH' k ~ 1 

8 i.:+1 

La sequenza relativa alla tensione v c si ottiene moltiplicando la risposta 

impulsiva per l / 'll . 

Gli esempi C.6 e C. 7 hanno messo in evidenza che anche per cir­
cuiti a costanti concentrate molto semplici i calcoli che occorre effet­
tuare sul circuito digitale corrispondente per determinarne la risposta so-
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no notevolmente più onerosi che procedendo direttamente. Ciò è giusti­
ficato nel · caso dell'utilizzazione del calcolatore per il modo di funzio­
nare di quest'ultimo. Ai fini tuttavia dello scopo principale della pre­
sente appendice, che è quello di valutare l'influenza della struttura del 
circuito sull'errore che si commette nell'analisi con il metodo alle dif­
ferenze finite, si può procedere in modo più semplice, determinando il 
legame diretto tra la risposta del circuito digitale e quella del circuito 
a costanti concentrate d'interesse. A questo proposito osserviamo che 
la risposta impulsi va del circuito digitale si ottiene semplicemente dal­
la risposta impulsi va del circuito URC corrispondente. Questa, a sua 
volta, si ottiene immediatamente con la (C.12) dalla corrispondente fun­
zione di rete, che per la proprietà C. 1 è una funzione razionale reale 
della variabile z -1. E' evidente che se potessimo ricavare tale funzio­
ne di rete in modo semplice a partire da quella corrispondente del cir­
cuito a costanti concentrate, avremmo raggiunto la semplificazione auspi-
cata. 

D'altra parte il circuito URC che è associato a quello a costan­
ti concentrate nel dominio delle differenze finite è ottenuto per effetto 
della trasformazione delle relazioni costitutive degli elementi con me­
moria. Esaminiamo le trasformazioni di tali relazioni costitutive, quali 
emergono dalle tabelle III. 5.1 e III. 5. 2. Si ha: 

(C. 26) 

induttore 
T 

i(t+T) = i(t) + - [v(t) + v(t+T)] 
2L 

T 
condensatore v(t+T) = v(t) + 

2
C [i(t) + i(t+T)] 

che, nel dominio delle trasformate di Laplace, equi valgono a: 

(C.27) 

e quindi a: 

(C.28) 

induttore 
T 

I(s)=z·1 I(s)+ - [V(s)z· 1 +V(s)] 
2L 

condensatore 

induttore 

T 
V (s) = z -1 V (s) + - [I (s) z ·1 + I (s)] 

2C 

2L 
V(s) = -

T 

1 - z · 1 

1 + z -1 I (s) 

condensatore 
2C 

I (s) = T 
1 - z -l 
---V(s) 

1 + z-1 
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Le (C. 28) mettono in evidenza che le trasformazioni delle rela­
zioni costitutive degli elementi con memoria,implicite nel metodo alle 
differenze finite usato nel Cap. III, equi valgono alla semplice sostituzio­
ne della variabile s con la variabile: 

(C. 29) w= 
2 

T 

Ciò permette di affermare : 

1 - z · 1 

1 + z· 1 

Proprietà C.5 - e La funzione di trasferimento necessaria per il calcolo 
della risposta impulsiva del circuito digitale che corrisponde nel metodo 
alle differenze finite (variante trapezoidale) ad un circuito a costanti 
concentrate, si ottiene sostituendo nel/~ funzione di trasferimento otte­
nuta nel dominio di Laplace per questo circuito la variabile s con la 
vari ab ile w data dal/ a (C.29) • · 

Tenendo conto di questa proprietà è possibile procedere ulterior-
1nente, individuando l'espressione esplicita della risposta impulsiva del 
circuito digitale a partire dalla conoscenza della funzione di rete del 
circuito a costanti concentrate . Supponiamo che tale funzione di rete ab­
bia la seguente forma, come avviene nella maggior parte dei casi d'inte­
resse: 

(C. 30) F (s) = R
0 

+ 
N 

2:: 
i ::t l 

R. 
I 

s - s. 
I 

In base alla proprietà C. 5, la funzione di rete del circuito URC corri­
spondente è: 

(C. 31) 
N R. 

(R -~ 
N 

R ) 2:: 
I 

2:: 
:; T + 

G(z)=R
0

+ = 
i= l w - s. o 2 i= l 

1 

1 + 

N 1 . -T R. 
2:: 

I 

+ 
i= l z ·I - B. 

( si T) 2 
1 

1 + --
2 

In CUl: 

1-s . T/2 
I 

B. 
1 l+s.T/2 

I 
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Tenendo conto della (C.12), Sl ottiene per la risposta impulsi va 
de 1 e ircui to digitale: 

h (O)~ { 
T N R . 

} Ro + 2: 
I 

2 i. 1 s . T 
I 

1 ---
2 

(C. 32) 

(1 
s . T)k-1 

N +-1-
2 

h (k) = T 2: R . 
( siT )k+l 

k > 1 
i. l I 

1- --
2 

Esempio C.8 

Determinare con la (C.32) la risposta impulsiva del circuita digitale di figura 

C.16 . 

Osserviamo che la funzione di trasferimento del corrispondente circuito a co­

stanti concentrate è: 

l/C 

s +-­
RC 

Perciò c'è un solo polo per 

mo: 

s . =-
I 

l/RC con residuo pari a l/C. Dalla (C.32)abbia-

T l/C 
h(O) =- ----

2 T 
+ 

2RC 

(1 - _T_y·l 
T 2RC 

h(k) = - k ~ 1 
e (i T )k+l 

+--
2RC 

Tali espressioni sono esattamente quelle ottenute nell 'ese111>io C. 7. 
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C.5 - Valuta:r.ione dell'influen:r.a della struttura del circuito sul· 

l'errore commesso con il metodo alle diHeren:r.e finite. 

La formula (C. 32) fornisce almeno qualitativamente il modo di 
valutare l'effetto della struttura del circuito sull'errore che si commet­
te , quando si analizza un circuito mediante il metodo alle differenze fi­
nite. A questo scopo notiamo che , facendo riferimento alla funzione di 
trasferimento (C. 30), otteniamo una risposta impulsi va uguale a: 

i= l 

N 
, s . kT 
L. R . e 1 

1 
(C.33) 

trascurando l'impulso centrato sul! 'origine. 
Tale espressione viene determinata appross.imativamente con la 

(C. 32), quando usiamo il calcolatore per effettuare l'analisi. E' importan­
te ricordare che la risposta impulsiva permette di ricostruire ogni altra 
risposta e quindi costituisce un elemento valido di giudizio sul!' errore 
che introduce il circuito digitale . 

Al variare del! 'intervallo di campionamento varia il discostamen­
to tra la (C. 32) e la (C. 33): tuttavia tale discosta mento sicuramente di­
minuisce al diminuire di T, come consegue dal seguente limite di faci-
le verifica: 

(C. 34) 
( 

si T )k-t 
l+ --

2 s.t 
lim --------=e' 
T-0 

in cui t = k T è l'istante di osservazione. 
La rapidità con cui avvie~e l'avvicinamento della (C. 32) alla 

(C. 33), d'altra parte dipende dal! 'ampiezza dei termini si T / 2, che com­
paiono nella (C. 32). Quindi, almeno orientativamente, si può dire che lo 
intervallo T va scelto tanto più piccolo quanto maggiore è la distanza 
dal! 'origine dei poli del circuito da analizzare. Tale distanza, sempre 
orientativamente, è dello stesso ordine di grandezza della massima fre­
quenza d'interesse per l'applicazione specifica del circuito stesso. E' 
opportuno però tenere presente che la diminuzione di T comporta due in­
convenienti: 

1) l'aumento del numero delle iterazioni da effettuare a parità d' inter­
vallo di tempo da esaminare; 
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2) l'aumento di accuratezza richiesta per eseguire i calcoli , ciò che im­
plica la necessità di usare più cifre significati ve per rappresentare le 
varie quantità in gioco. 

C.6 - Riferimenti bibliografici. 

La trattazione dei circuiti digitali effettuata nella presente ap­
pedice è stata limitata all'obiettivo di approfondire il legame tra la strut­
tura del circuito e l'errore introdotto dal metodo alle differenze finite , 
considerato nel Cap.111. L'argomento dei circuiti digitali è notevolmen­
te vasto ed esula dagli scopi del testo. Si vuole solo accennare ad al­
cuni aspetti notevolmente interessanti , strettamente connessi con la ma­
teria trattata . Un primo aspetto fondamentale riguarda la rappresentazio­
ne delle grandezze in un circuito digitale , che necessariamente deve av­
venire entro un .numero di cifre limitato. L'effetto di tale lunghezza limi­
tata è estremamente importante, soprattutto in relazione all'aritmetica 
usata del tipo a virgola fissa. Nascono dei problemi di sensibilità del 
tipo di quelli trattati nel Cap. VIII. Inoltre possono insorgere problemi di 
instabilità legati a meccanismi essenzialmente non-lineari (cicl i lim i te ). 

Un secondo aspetto che vogliamo ricordare è quello della indivi­
duazione di circuiti digitali a venti un comportamento simile a quello dei 
circuiti a costanti concentrate, in modo da poter trasferire ad essi il 
grande bagaglio di nozioni e procedimenti di sintesi disponibili per i cir­
cuiti a costanti concentrate . Per tale aspetto si rimanda all'articolo 
classico : A. Fettweis, e Digita! filter structures related to classica! fil ­
ter networks », Archiv. fiir Elektronik und Ubertragungstechnik, Vol. 25, 
1971, p. 79. 

* 
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- di potenza II , 580 
- di trasduzione II, 580 
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II , 579 + 583 

- di ritorno II, 539 
- legame dell'attenuazione di ritorno 

con il coefficiente di riflessione Il, 
542 

Attive : 
- reti RC attive II, 632 

Automatico : 
- analisi automatica di un circuito sen­

za memoria : 
schema a hlocchi I. 140+153 
lista in FORTRAN I, 161+165 
ingresso I , 1 5 ~ ; 160 
uscita I , 160 + 161 
esempi I, 177 + 194 

- analisi automatica di un .circuito con 
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metodo delle differenze finite : 
schema a blocchi I, 269 + 282 
lista in FORTRAN I, 306 + 313 
esempi I, 329 + 348 

- analisi automatica nel dominio dei 
fa sori : 
schema a blocchi I, 466 + 4 70 
lista in FORTRAN I, 496 + 501 
esempi I, 507 + 518 
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Barretta di acciaio : derivazione del cir­
cuito meccanico : II , 788 '.· 791 

Bar ti ett: teorema di Bartlerr per le reti 
bisezionabili: 
- non intrecciate II , 656 + 6'.)9 
- intrecciate Il , 660 + 664 
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Bilineare: teorema II, 687 +690 

Bipala : 
- versi coordinati della tensione e del­

la corrente I, 8 
- potenza assorbita da un bilolo I, 9 
- comportamento energetico , 9 

BIQUAD: 
- esempio di applicazione delle equa, 

zioni di stato nella microelettronica 
II, 762 

Bi sezionabile: 
- rete bisezionabile non intrecciata II, 

656 
- rete bisezionabile intrecciata II, 660 

Blocchi : (vedere diagramma di flusso) 

Bobina ibrida: 
- matrice di diffusione II, 623 + 626 
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CCD: esempio di circuito URC tempo-di­
screto II, 807 

Cifra di rumore : 
- definizione II,. 642 
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tore II, 642 -=- 644 
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- a costanti concentrate I, 8 
- aperto I, 22 
- aumentato I, 115-116 
- di tipo non-elettrico Il, 782-796 
- progetto di un circuito 1, I 
- teoria dei circuiti I, 1 

Circuito digitale: 
- definizione II, 809 
- funzione di trasferimento del circui-

to digitale che corrisponde a quello 
a costanti concentrate nt"I metodo al­
le differenze finite II, 819 

- legame con i metodi alle differenze 
finite Il, 812 ~ 820 

- proprietà tipica Il, 809 
Circuita equivalente: 

- di un bipolo I, 25 
- derivazione : 

mediante le trasformazioni lineari Il, 
671 
con la variazione di livello interna 
II, 675 + 681 
in modo continuo II, 682 
in modo continuo con ottimizzazione 
della sensibilità Il, 729 + 733 

- generalità I, 44-45 
- di un transistore bipolare a giunzio-

ne : 
medi:int.e i laram~tri h I, 46 + 49 
a TT-1bndo , 49-=- 52 

Circuita unidirezionale: 
- analisi di un circuito unidirezionale 

a ritardo costantt" II 800 
- definizione Il, 797 : 802 
- elementi ideali costituenti II . 798 

+ 799 
- funzione di trasferimento Il , 802 
- a ritardo costante II , 799 
- risposta impulsiva II, 804 

Co-albero : 
- definizione I,. 56 
- proprietà I, 57 + 58 

Coefficiente: 
- di merito degli induttori e condensa­

tori I, 25 
- di riflt"ssione : 

definizione Il, 524 
legame con altre rappresentazioni Il, 
526 
relazione con il massimo trasferimen­
to di potenza attiva II, 541 

Colpi tts : innesco de li' oscillazione con 
il metodo di Laplace I, 326 + 328 
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- definizione I, 11 
- versi coordinati delle grandezze e-

lettriche I, 12 

Concentrate (vedere costanti concen­
trate} 

Condensatore: 
- definizione I, 18 
- derivazione del modello II, 781 
- circuito equivalente nel metodo · al-

le differenze finite I, 265 
- circuito equivalente nel dominio di 

Laplace I , 243 
Connessione: 

- in cascata II, 595 
- parallelo-parallelo II, 594 
- serie-serie II, 591 
- alui tipi II, 593 

Connesso : circuito non connesso I, 64 + 
7 65 
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continuo II, 682 

Convertitori d'impedenza negativa I, 
28 + 30 

Corto-circuì to I, 22 
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- introduzione dell'ipotesi Il . 769+771 
- limiti di validità II, 771 ~ 772 
- conseguenze dell'ipote,.i : 
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neratori) II, 772 : 776 
il modello circuitale 11, 776 + 779 
le leggi di Kirchhoff II, 778 + 779 
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Diagramma di flusso : 
- blocchi tipici I, 141 
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142+153 
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269 + 282 
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di un sistema di equazioni lineari I, 
154+158 

- del merododi calcolo dell'effetto del­
le variazioni dei componentill 714+ 
+ 717 

- del calcolo del gradiente 11 , 723 

Differenze finite: 
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ta rispetto al tempo 1 262 + 263 
- circuiti equivalenti dell'induttore I, 

264 
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re 1, 265 
- analisi con il metodo alle differenze 
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schema a blocchi I, 26? + 282 
lista in Fortran I, 306 "'"3 13 
esempi di applicazione I, 329 + 348 
circuiro dig1tale corrispondenre a l 
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errori I, 266 + 269; II , 821 
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- nei circuiti meccanici Il 783 · 787 
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costante II , 794 · 795 
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za I, 510 + 518 
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cu1to con memoria : 
individuazione I, 201 + 203 
risoluzione I, 203 + 204 
esempi Je I primo ordine I. .' Il i 7 .' l n 
esempi del secondo ordine· 1,211 7223 

- lineari I, 154 7 158 
- di stato: 

introduzione II, 735 

algoritmo per la derivazione nel ca­
so di una rete RLC 11 , 735 + 75 1 
algoritmo basato s ull a rappresenta­
zione ibrida 11 , 744 + 751 
uso nella microelettronica lineare 11, 
760 

Equi valente l vedere circuito equivalente) 
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- tra reti 2-porte simmetriche II , 649 
- tra rete a T e rete a 7T , II , 650 
- tra rete a T-parallelo e rete a 7T 11 , 

652 
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la II , 6 53 7 655 
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656 
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I, 266 7 269; Il, 831 
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- derivazione dal metododi Laplace I , 

396 + 401 
- descrizione del procedimento 1, 40 1 + 

+ 403 
- osservazioni ed esempi I, 403 + 408 ; 

501 + 507 
- uso ~rafico I, 408 + 421 
- applicazione in presenza di eccita-

zioni sinusoidali di frequenza diver­
sa I, 447 

- applicl!zione mediante il calcolatore 
I, 466.,. 470 

Filo di accoppiamento : 
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equivalente II , 791 · 794 
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+ 336 
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+ 340 
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- GAUSS (SUBROUTINE) (soluzio­
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- descrizione II, 620 + 621 
- traliccio equivalente a rete a scala 

simmetrica II, 653 7 655 
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[s) II, 604 
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303 7 305 
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II, 669 7 671 

Sviluppo in frazioni parziali I, 2897296 
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T (rete a T) : 
- definizione II , 618 
- equivalenza con rete a 71II,6507652 
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- definizione I, 5 5 
- proprietà I , 59 + 60 
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metodo I, 94 7114 
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99 + 103 
i'.1 P.resen~a di generatori indipenden­
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metodo misto I, 104 + 110 
metodo diretto I, 111 7 114 
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- teorema I, 62 + 63 
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more II , 647 
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za memoria I, 197 7199 
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deo I, 340 + 348 
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- teorema II, 530 
- teorema generalizzato II, 546 
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con il metodo Monte-Carlo II, 709 
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in modo automatico II, 711 + 717 
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49 -:-52 
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I, 46 -:-49 
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con collettore a massa I, 1 73 + 177 
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Triangolo-stella (trasformazione) 
II, 665 +666 
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me rete 2-porte II, 614 + 616 

- dell '.ipotesi costanti concentrate II, 
771.,. 772 
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675 • 
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II, 783 
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