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Esercizi svolti di Elettrotecnica 1






Prova 1.

1. Determinare la relazione costitutiva del bipolo A — B e stabilire a cosa equivale. (Rg = 2Q; C' =
1F).
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2. Determinare v usando il principio di sovrapposizione degli effetti. (R = 1Q; v = 1V; i = 1 A).

3. Determinare il circuito equivalente di Thevenin del bipolo A — B. (R1 = 28; Ry = 1Q; vy = 4V).
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4. Determinare il circuito equivalente di Norton del bipolo A — B, usando trasformazioni circuitali.
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Soluzioni della prova 1.

1. La serie dei due condensatori equivale ad un condensatore di capacita C;,; = C. 1l bipolo originario
e quindi equivalente al bipolo in figura (a).
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Un giratore avente resistenza di girazione Ry chiuso su un condensatore di capcitd C' é equivalente

ad una induttanza di valore L, = R3C. 1l bipolo precedente puo quindi essere sostituito con il bipolo
in figura (b).
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Un giratore avente reistenza di girazione R, chiuso su un’induttanza di valore L, = R3C ¢ equiva-
lente ad un condensatore di capcita C, = L,/R% = C; il bipolo precedente & quindi equivalente al
bipolo in figura (c). Si conclude che il bipolo A — B & equivalente ad un condensatore di capacita
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Ceq = C/2 = 0.5F; conseguentemente la relazione costitutiva che lo caratterizza é

) dv;

2. 1l circuito contiene due generatori indipendenti, uno di corrente, I’altro di tensione. 1l principio di
sovrapposizione degli effetti assicura che la tensione di uscita del sistema corrisponde alla somma
di quella che si avrebbe supponendo attivo il solo genratore di corrente con quella che si avrebbe
supponendo attivo il solo generatore di tensione.

a) Per cominciare si disattiva il generatore di corrente, ossia ad esso si sostisce un circuito aperto
(figura (a)).
Applicando la K1 al nodo A si ottiene

Vo,a — Uz Vg — U

2R R




ovvero

Applicando la KI al nodo B si ha invece

Uo,a — Uz _ v_:v
R R’
moltiplicando ambo i membri per R e sostituendo I’espressione di v,, precedentemente trovata
si puo scrivere
Vo,q + 20 Vo,a + 20

Vo,a 3 = 3

Da quest’ultima segue che
Vo,q = 4v = 4V.

b) Adesso si disattiva il generatore di tensione ovvero lo si sostituisce con un corto circuito (figura

(b)).

Applicando la Kl al nodo A si ottiene
U_a: +i= Vo,b — Uz
R~ 2R

ovvero
- Vo,b — 2Ri

Ve = 3
Applicando la Kl al nodo B si ha invece
Vo,b — Ug _ Vg
R R’
moltiplicando ambo i membri per R e sostituendo I’espressione di v,, precedentemente trovata
si puo scrivere

Vo,b — 2Ri Vo,b — 2Ri
Vo,b — 3 = 3 .

Da quest’ultima segue che
Vo, = —4Ri = —4V.

In conclusione v, = vy 4 + Vo = 4V — 4V = 0V.

3. Si tratta di determinare i valori di V¢, e R., in modo tale che il bipolo in figura (a) sia equivalente a
quello assegnato.
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a) Determinazione di veq.
Supponiamo che il bipolo sia chiuso su un circuito aperto e determiniamo la tensione in ingresso
(figura (b)). La corrente nel ramo BC & sicuramente nulla e quindi v, = 0V. Segue che
i = v,. Naturalmente anche sul ramo AD non passa corrente e quindi tutta la corrente erogata
dal generatore controllato attraversa il ramo contenente il generatore di tensione. La tensione
ai capi del resistore R, sara pertanto

Ve = 2R1(—i> = —QRQ’Uw.

Quest’ultima ammette come unica soluzione v, = 0V. Segue che v, = vy, — vy — vy = —v,.
Il teorema di Thevenin impone di scegliere ve, = vi, = —4V.

b) Determinazione di R.,.
Il teorema di Thevenin assicura che I’impedenza equivalente del nostro bipolo coincide con
I’impedenza di ingresso del bipolo ottenuto disattivando il generatore di tensione. Si considera
pertanto la rete in figura (c).
L’impedenza di ingresso del sistema & per definizione

Vin
Ry, = —.
Yin

Essendo nota i;,, rimane solo da trovare v;,,. La corrente che scorre su R, & proprio ig e quindi
vy = Raip. Dato che iy = —v, /Ry, applicando la Kl al nodo D, si ottiene

—vz /Ry = i1 =g + 1 = io + (vz + Raio).
Risolvendo si ha
14+ Ro
————1p.
1+1/Ry
Osservazione 1. L’apparente anomalia dimensionale che figura nella (1) si supera osservando

che in realta la relazione costitutiva del generatore controllato di corrente dovrebbe essere
i = (vg +vy)/Ry, cOn R, = 1. Ci0 precisato I’espressione completa per v, &

o))

Vg =

o Lt R/Ry
“ 1/R,+1/R; °

che & dimensionalmente corretta.

Per concludere

. 1+ Ry .
Vin = Uy — Vg = Roig + m 20
e quindi
Vin ]-+ R2 7



4. Lasequenza di trasformazioni che segue risolve I’esercizio.
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Prova 2.

1. Scrivere il sistema risolvente su base maglie fondamentali per il circuito e I’albero in figura, rispet-
tando orientazione e numerazione delle corde. ([R] = Ohm)

2. Scrivere il sistema risolvente su base nodi per il circuito in figura, usando il nodo di terra come
riferimento. ([G] = (Ohm)™1)

3. Verificare il teorema di Tellegen per il circuito in figura. (R1 = 1Q; Ry = 2Q; R3 = 2Q; i, = 14;
vg = 4V).

|||—

4. Determinare i fasori V, I, Ic e le corrispondenti grandezze nel dominio del tempo relativi al
seguente circuito. (e(t) = sin2¢; L = 1H; C = 0.25F; R = 2Q2).

e(t)

2C




Soluzioni della prova 2.

1. Come primo passo si identificano le incognite del problema: nel nostro caso si tratta delle correnti
di maglia iy, i2, i3 € delle tensioni v,1, v, che si stabiliscono ai capi dei generatori indipendenti di
correnti. La tensione v, e le correnti ¢41, g2 SONO invece i termini noti del problema.

Scriviamo le tre equazioni di maglia.

2Ri1 =0

Vy1 = 2R (iQ + 15) + Rig = 3R22 + 2R13

g+Ua;1

Vg2 = Vg + 2R (ig + ig) =vg+ 2Ris + 2R3

Ad esse si aggiungono i vincoli imposti dai generatori di corrente

lg1 =11 + 12

igo = i3.

Il sistema di equazioni complessivo diviene pertanto

2RZ1 — Uzl = Vg
3Ris + 2Ri3 — vy =
2RZQ + 2RZ5 — Vg2 =
11 +i2 =141
i3 = ig2
che in forma matriciale &
2R 0 0 -1 0 i1
0 3R 2R -1 0 19
0 2R 2R 0 -1 i3
1 1 0 0 0 Uzl
0 0 1 0 0 Vg

2. Ridisegnamo il circuito di partenza come mostrato in figura (a). Come primo passo si identificano le
incognite del problema: nel nostro caso si tratta dei potenziali ai nodi vy, va, v3 € della corrente i,
che attraversa il generatore controllato di tensione. La corrente ¢, & invece I’unico termine noto non



nullo del problema. Scriviamo le equazioni relative ai nodi 1, 2 e 3.
iz = Gui + iy + G(v1 — v2)
ig + G(v1 — v2) = Gug + 2G (v — v3)
2G(ve — v3) = Gvg + i,

Ad esse si aggiunge il vincolo v, = w3 — vo che permette di esprimere la tensione ai capi del
generatore controllato come
V1 — U3 :2U$ :2(1)371)2).

Il sistema di equazioni complessivo diviene pertanto
2GU1 — Gvg — ’ix = —ig
G’Ul — 4G’U2 + 2G’U3 = 7119

2Gvy —3Gus — iy =0

v1 + 2vy — 3vg = 0.

ossia, in forma matriciale,

26 -G 0 -1 vy —i,
G —4G +2G 0 v | | —ig
0 26 -3G -1 vs | | O
1 2 =3 0 i 0

. Il teorema di Tellegen afferma che la somma delle potenze assorbite da tutti i dispositivi che compon-
gono un circuito € nulla. Si tratta pertanto di risolvere il circuito, calcolare esplicitamente le potenze
assorbite e verificare che la loro somma é nulla.

La presenza del nullatore esclude che il ramo A D possa essere percorso da corrente e quindi i compo-
nenti in esso presenti non assorbono alcuna potenza. Sempre a causa della presenza del nullatore nel
ramo AD, la corrente erogata dal generatore di corrente finisce integralmente nel ramo contenente il
generatore di tensione. Risulta pertanto

VA — VB = Vg + Ritg.
La potenza assorbita dal generatore di corrente € allora Py, = —ig(va —vB) = —v4ig — Rlz‘f].
Osservazione 2. Quando la potenza assorbita da un bipolo risulta negativa significa che il bipolo
sta erogando energia al sistema.
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La potenza assorbita dal generatore di tensione vale invece P,; = i4v,; la potenza assorbita dal
resistore & infine Pp, = Rli?]. E’ facile verificare che anche il bilancio di potenza sulla maglia
sinistra e nullo.

Passiamo alla maglia di destra. Si potrebbe erroneamente pensare che, essendo essa priva di genera-
tori indipendenti tutte, le grandezze elettriche siano nulle. Non ¢ cosi: infatti, dato che la corrente in
AD é nulla e dato che & nulla la tensione ai capi del nullatore, risulta

Up = V4 = Vg + Riig =2V #0V.
La potenza dissipata dal resistore &

(va —w)? v
Pr, =——2 = -2 =2W.
fis R3 R3

La corrente che attraversa il noratore corrisponde a quella che attraverso il resistore e quindi vale
vq/ Rs. Segue che la potenza relativa al noratore &

Vd ’U?i

Pnorat = R_3 Unorat = 7R3 = —2W.

Dato che Pr, + Porat = OW il teorema di Tellegen é verificato.

. In regime permanente tutte le grandezze elettriche relative al circuito assegnato hanno andamento
sinusoidale con pulsazione w = 2rad/sec. Rappresentiamo il circuito assegnato nel dominio dei
fasori.
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Naturalmente si ha



10

Dall’analisi della maglia si ha

= E
Lyt = =———
ot Z1+ Zy
e dunque
¥, > 7 Zs — 1 3 V10
V=%Clii=—=—"=F=———j-= —arctand _ () g3,—1.25
21Ltot Zl +ZQ 5 ] 5 —5 e e

Osservando che V' & proprio la tensione ai capi dei due bipoli che costituiscono il bipolo Z5, si pud
scrivere

ijI_L =V
e _
o __ V;
2jwC

Da queste si deduce che

_ 1% 3§ V1o __ ,
I = _ _ 2 Jo_ m—arctan(1/3) _ 31 2.82
L=50L " 1010 10 ¢ 0-31e
e
_ _ V1
Io = 2jwCV = g — % = —50 e aretan(1/3) — 0 63¢ 092,

Per concludere I’esercizio occorre determinare le corrispondenti grandezze nel tempo:
v(t) = 0.63 cos(2t — 1.25)V;

ir,(t) = 0.31 cos(2t + 2.82) A4;
ic(t) = 0.63 cos(2t — 0.32) A.
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Prova 3.

1. Verificare il teorema di Boucherot per il circuito in figura. (R = 2Q; Cy = 0.25F; Co = 0.5F
C =1F; L =1H,; e(t) = (cos2t)A)

L

L1 ®

B P N0

— G

2. ll carico Z; ha un’ impedenza di di 10 e fattore di potenza 0.5 induttivo. 1l carico Z, assorbe una
corrente attiva di 10A ed una corrente reattiva di 5 A efficaci. Effettuare un rifasamento completo del

bipolo A — B.
o .
+ N
V=100V =
f=50Hz 1 R% E 2

3. Determinare i(t), parte libera e parte forzata sapendo che i(0) = iy = 2A4. (R = 1Q; L = 2H;
ig = 1A; vy = 2V). Ripetere Iesercizio sostituendo all’induttore un nuovo induttore di iduttanza
doppia.
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Soluzioni della prova 3.

1. Il teorema di Boucherot afferma che in un circuito in regime permanente sinusoidale risultano nulle
sia la sommma delle potenze attive relative a tutti i componenti sia la somma delle potenze reattive
relative a tutti i componenti. Per stabilire se tale teorema occorre quindi valutare la potenza attiva e
reattiva associate ad ogni componente, eseguire le somme e verificare se sono nulle.

Supporremo che il circuito sia in regime di funzionamento permanente (in modo tale da rendersi
indipendenti dalle condizioni iniziali sugli elementi con memoria); si assume cioé che in ogni com-
ponente le grandezze elettriche abbiano andamento sinusoidale con pulsazione w = 2rad/sec.
circuito corrispondnete nel dominio di fasori € mostrato in figura (a).

T A
R Eva \V —
B - I X Y v Y,
I \% —_ -
+g JoCy .
B

(a) (b)

Il fasore associato alla corrente i(¢) & I = 1. La corrente che scorre nel condensatore di capcita C &
proprio una i(¢) e quindi la potenza complessa da esso assorbita vale

Vel* |2
Pe = = — .
¢T3 I 9wC
Si puo quindi scrivere
P = ow
Qc = 1P| _ 0.25VAR
¢T TwC T '

Dato che la serie tra un bipolo ed un generatore di corrente & equivalente al solo generatore di cor-
rente, per determianre le potenze complesse relative agli altri utilizzatori si puo far riferimento al
circuito in figura (b). Valutiamo le ammettanze dei bipoli Y7 e Y5.

_ 1 1+jwCiR 1435
Y:— = == Q
1 R+]w01 R 5
¢ 1
_ . 1 N . wCsy Cv—1
Y, = L+ — =j—" = QL
2 (jw +ij) T1=wrne, ~
Si ha pertanto )
V=e——=(014+jV
nen o

La tensione V' & comune a tutti gli utilizzatori che costituiscono Y; e quindi si ha

_ VP

P
R~ 9R

_YIVE etV

C1 2 2
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Piu in dettaglio si puo scrivere

@ _ p _IVI*_
P = Pp= o = 0.5W
Or = OVAR.
e
Py =ow

IS

Q= — 5 = —05VAR,

La corrente che attraversa il bipolo Y5 & I3 = YoV = (1— ) A e quindi le potenze complesse relative
agli utilizzatori in esso presenti sono

12 12
P Zy | L] _ wL |I3]
2 2
€ =2 =12
_Zalb |5
C2 = 2 o 20.}02
Piu in dettaglio si puo scrivere
P = ow
wlL |j3}2
Qr=———"=2VAR.
e
P =ow
2 2(4)02 ’

Rimane da valutare la potenza complessa relativa la generatore di corrente. Dato che V' rappresenta
la tensione tra il nodo B ed il nodo A, si ha

‘7g + VC =-V
ossia B o
Vo=-V -V
La potenza complessa relativa al generatore risulta percio essere
V,I* VAVe) I VI 1+
Ppen = ~5— =~ ( 2C) = —Po=- % +i — _0.5W — j0.25VAR.

Decomponendo in parte reale e immaginaria si ottiene

P& = —05W

Qgen = —0.25VAR.

Adesso sono disponibili tutte le informazioni che occorrono per fare il bilancio di potenza. Comin-
ciamo dalle potenze attive:

PE + P+ PE) + PLY + PG+ P = PR+ Pl = 0.5W — 0.5W = 0W
Concludiamo con il bilancio relativo alle potenze reattive:
Qc+Qr+Qcy +Qr+ Qcy + Qgen = (—0.254+ -0.54+2—-1—-0.25)VAR = OVAR.

Dato che entrambi i bilanci sono nulli il teorema é verificato.
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2. Il rifasamento di un circuito serve a ridurre (idealemente ad eliminare) la potenza reattiva scambiata
da un bipolo e si ottiene inserendo un condensatore in parallelo all’utilizzatore. Si tratta pertanto di
considerare il circuito in figura (a) e stabilire il valore di C che annulla I’angolo di fase del carico.

o * >
* I bl
V=100Ver | 7 _
f=sonz ~——C IR L i
C _____ 4
(a)

La potenza reattiva totale scambiata dal bipolo si ottiene semplicemente sommando le potenze reat-
tive relative ai singoli utilizzatori e quindi I’equazione da soddisfare &

Qiot = Qc + Q1+ Q2 =0.

Dato che la tensione ai capi di ognuno degli utilizzatori & V si ha

Qo = —wCVzp;
QR = OVAR;

1o Sing
@u=Vers—7

dove con Z; si & indicato il modulo di Z; e con ¢, I’angolo di sfasamento tra tensione e corrente in
tale bipolo. Dato che il fattore di potenza realtivo al bipolo Z; é di tipo induttivo possiamo affermare

che sin g, = +/1 — cos2p; = /3/2.
Rimane da calcolare Q-:
Q2 = Verslo cpysinps
dove o, denota I’angolo di sfasamento tra tensione e corrente del bipolo Z,. Osservando che (con
ovvia notazione) sussistono le relazioni

12(2” =I5, cff COS 2

IQ(Tlff = Iz cffsings,

@ \? " )2
IZ,eff: (IQ,eff) +(127€ff)

(r)
12, eff

2 B 2
\/(Iz(,sz) + (Ié,iff)

Q2 = Vefffz(l,riff
Sostituendo nell’equazione risolutiva le espressioni appena trovate si conclude che
Q1+Q2 singy Iz(lr)eff
— ) = 2 == 435ILLF.
7(4)Veff le wVeff

si deduce che

sin g =

e dunque che

C:
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3. Dato che il circuito proposto € lineare pud essere risolto supponendo attiva una sola eccitazione alla
volta.

a) Risposta libera.
In figura (a) € mostrato il circuito da considerare; tuttavia é facile verificare che per la determi-
nazione di i;;;(¢) si puo fare riferimento alla rete in figura (b).

VA
R .
R 1ip
R% isip R% L 5R/3
L
l —
-
(a) (b)
L’equazione che risolve la rete in figura (b) é data da
diyy 5 .
L —Riyp =0
ar gt
con la condizione iniziale 4;;,(0) = ¢o. L’unica soluzione di questo problema con valore iniziale

e
i1ip(t) = e S0t — 90 5tA.
Si noti che 7 = 3L/5R = 6/5s € la costante di tempo del sistema.

b) Risposta forzata dovuta al generatore di tensione.
Il circuito da considerare € mostrato in figura (c); con qualche semplice trasformazione cir-
cuitale si ottiene la rete in figura (d). Naturalmente si deve supporre i;e,s(0) = 0A.

VA
R
R R R
V,
g
. . 2R o
R% Ltens Vg Lens R% % 2R

L L

l
=

(© (d)

l
=

La forma generale della soluzione sara
; — )T
ltens (t) - Ztens(oo) (1 e ) .

La costante di tempo rimane quella del caso precedente, mentre la corrente finale pud essere
dedotta ricordando che a regime I’induttore appare come un corto circuito:

. v
Ztens(oo) = ﬁ = 02A
In conclusione ;
itens(t) = 0.4 (1 —et t) A.
c) Risposta forzata dovuta al generatore di corrente.
Il circuito da considerare &€ mostrato in figura (e).
Naturalmente deve essere i...-(0) = 0A. La forma della soluzione sara

icorr(t) = icorr(00) (1= €!/7) .
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VA

<

R
Rig R g
2
. . R . 2R
Leorr icorr () % R icor{(0) % R
=
Ji

(e) ® (®

La costante di tempo rimane quella dei casi precedenti; la corrente finale pud essere dedotta
ricordando che a regime I’induttore appare come un corto circuito (figure (f) e (9)):

icorr(oo) = 5(0_% = —0.2A.

In conclusione i
feorn(t) = —0.2 (1 e t) A

La risposta forzata vale:
i fors(£) = itens (t) + feorr(t) = 0.2 (1 —e t) A

Dato che I’unica grandezza dipendente dal valore dell’induttanza & r, quando si sostituisce all’indut-
tore originario un induttore di induttanza doppia si ha come unica conseguenza un raddoppiamento
della costante di tempo del sistema: 7/ = 3(2L)/5R = 12/5s. Coseguentemente

LA,

Sl

ilz’b(t) = 2e”

i fors(t) = itens (t) + feorr(t) = 0.2 (1 e t) A
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Prova4.

1. Determinare I’equivalente di Thevenin del bipolo A — B.

2. Calcolare i, e la potenza erogata dal noratore. (R = 3€2; R = 2Q; R = 1Q; i, = 2A4).

31% O
] 2R

®" S

g 5"

3. Calcolare v4 p usando il principio di sovrapposizione degli effetti.

4. Calcolare il lavoro erogato dal generatore nell’intervallo di tempo [0,1]. (C = 1F; Ry = 2Q; in
figura (b) é riportato I’andamento temporale di 74(t)).

C ig(t)
B W
ig(t)
Vg g ) ( 2C ==
+ t
o) 1s

(a) (b)
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Soluzioni della prova 4.

1. Si tratta di determinare i valori da assegnare a V., e R4 in modo tale che il bipolo in figura (a) sia
equivalente a quello assegnato. Si procede applicando il teorema di Thevenin.

....................

R 2R Vy
eq
" gen.contr.
Veq _ . di tens. R
gen. contr. 12
T Vg di corr. T Vg
- == - =+
(a) (b) (©

Si consideri il circuito in figura (b), dove i;, € un’arbitraria corrente di eccitazione. Valutiamo la
corrispondente tensione v;,. In virtl dell’equivalenza tra il generatore controllato di corrente nel
circuito di figura (b) e quello di tensione presente nel circuito in figura (c), & possibile limitare la
nostra attenzione alla rete in figura (c).

Dato che iy = v,/ R, applicando la KI al nodo N si ottiene
%
i

Dalla KV alla maglia di destra si ottiene invece la relazione

1] = iin -

vngvm:2Rilfvx+Ri1:3R(z‘mf%)fvx

ossia 3
v
r — * R‘in - _g.
Vs = g Min T g
Segue che
3 . 4
Vin = Vg + Vg = g Rigp + g Vg-

La tensione a vuoto del bipolo A si ha per i;, = 0A e quindi vale v, o = 4v,/5; la resistenza di
ingresso del bipolo A — B si calcola invece supponendo i;, # 0A e v, = 0V e vale

Vin 3
Ry =—=-R.
Yin 5

Il teorema di Thevenin assicura che il circuito in figura (a) equivale al circuito originario se e solo se
si pone

Veq = Vin,0 = 4’[19/5.

2. Con riferimento al circuito in figura (a). Applicando la K1 al nodo A si ottiene iq = iy — i4p; d’altra
parte, non consentendo il nullatore il passaggio di corrente, & i,, = %4. Si ha inoltre

va = v + 2Ripe + 3Rigp = vo + 2Ripe + 3Rig.
Inoltre la tensione ai capi del nullatore € nulla e quindi risulta v 4 = v¢ cosi che vale

vo =va = ve + 2Ripe + 3Rig
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®"

da cui si ottiene i, = —3i4/2 €
‘ ) . 5 .
10 = loe ~lab = = 5 lg = —b5A.

Per valutare la potenza assorbita dal noratore occorre conoscere la tensione ai suoi capi secondo la
convenzione degli utilizzatori, ovvero, in pratica, il valore di —vp. Applicando la Kl al nodo C si
conclude che i, = iy = —3i,/2 e dunque risulta ve = Ri. = —3Ri,4/2. Si pud pertanto scrivere

3 9
S Riy—3Ri, = — =

vB:UA73Riab:vcf3Rig:f2 5

Rig.
La potenza assorbita dal noratore & allora

9 5 45
Pror = —vpig = — (_ ) Rig) (_ 9 ig) = - ZRig = —45W.

Il segno meno ci ricorda che in effetti il noratore eroga potenza al sistema.

3. Il circuito contiene due soli generatori, uno di tensione e I’altro di corrente. Possiamo pertanto

scomporre il problema in due parti.

Q
%R R
i
g
A B A B
%R N o— RN
Vg .
i1 2
.
= M

R )
R

VA
(2) (b)

2R -1
R Y i

a) Risposta al generatore di tensione.
Cominciamo supponendo disattivo il generatore di corrente; il circuito che ne risulta € rappre-
sentato in figura (a). Dato che nel ramo M N non scorre corrente si ha

Y
(3 3R
Nel ramo M N non scorre corrente e quindi la KV sulla maglia contenente la porta A B permette
di scrivere 5
vgl%:vB:Ri—vg: U—g—vg:——vg.

3 3
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b) Risposta al generatore di corrente.
Si considera ora il caso in cui ad essere disattivato € il generatore di tensione; il corrispondente
circuito é rappresentato in figura (b). Nel ramo A N scorre la corrente i, e quindi v4 = 2Ri,.
Applicando la Kl al nodo MM si ottiene che i1 + i2 = i,; inoltre dalla KV sulla maglia esterna
si ha Ri; = 2Riy. Combinando queste due relazioni si deduce che is = i,4/3. Segue che
vp = —Riy = —Ri,/3¢e

Ri 7
v®), = vp —wa = —Riy — 2Ri, :—% — 2Ri, = — 3 Riy.
Sommando le due risposte si ha
a 2 T
VAB :Ugg—i—vg% =3~ ngg.

4. Si noti intanto che per ogni ¢ € [0,1]s risulta i,(¢t) = (1 — ¢/7)A, dove 7 = 1s. Il carico su
cui € chiuso il generatore di corrente equivale ad un induttore di induttanza L., = 2R3/3 (per
convincersene si veda I’esame 1.1). Segue che in [0, 1]

di 2
- eqd_tg(t) = gR(Q)

La potenza erogata dal generatore al tempo ¢ vale pertanto

vg(t) =

2

Plt) =~y (0)ig(t) = — 3 FA(1 ~ t/7)A = g(t/T —nw

Il lavoro erogato nell’intervallo di tempo [0, 1] si calcola integrando su tale intervallo la potenza
istantanea erogata:

! 8 [t 4
Lyen = / p(t)dt = —/ (t)7 —1)dt = — = J.
0 3 Jo 3
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Provab.

1. Scrivere il sistema risolvente su base maglie fondamentali per il circuito e I’albero in figura, rispet-
tando orientazione e numerazione delle corde. ([R] = Ohm).

\Z
)= PP
_/ - 2 N
e N
/7 \
/ \
& e &
Y N
\ 1
\ /
\ /
NE L,
N 7/
'\ y'e

2. Scrivere il sistema risolvente su base nodi per il circuito in figura, usando il nodo di terra come
riferimento. ([G] = (Ohm)~1)

2G
Vgl Vg2
— O
G 2G G
d

3. Verificare il teorema di Tellegen per il circuito in figura. (R, = 2§; Ry = 1Q; iy = 24, vy = 4V).

L

Ve

®,. 6

Ry 2

4. Determinare v(t) ed i(t) in regime sinusoidale. (e(t) = coswt con w = 2rad/sec; L = 1H;
C =0.5F; R =2Q).

%0

R C——

C) e + o) -

L R

; _L_
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Soluzioni della prova 5.

1. Per poter effettuare I’analisi su base maglie del cuircuito proposto occorre preventivamente rap-
presentare il trasformatore ideale per mezzo di generatori controllati. Le relazioni costitutive del

i n:1 12 11 ip
(] [ ]

4 + . +

niy
Vi 2 V1 V2
nvy

- 0_, I_o - - -
(2) (b)

trasformatore ideale in figura (a) sono

V1 = NU2

S i2.
Zlffﬁa

appare dunque scontata I’equivalenza di quest’ultimo con la rete due porte in figura (b). Si puo
pertanto sostituire allo studio del circuito originario quello del circuito in figura (c).

()=
J

&>
A\ G EAA A
vy A i3\ni ':;f\
?(JT_\V

©

Come primo passo si identificano le incognite del problema: nel nostro caso si tratta delle correnti di
maglia i1, i2, i3 € della tensione v, che si stabilisce ai capi del generatore controllato di corrente. La
tensione vy € invece I’unico termine noto non nullo del nostro problema.

Scriviamo le tre equazioni di maglia.
Ril + 2R (Zl - ZQ) = —Ug

R(ig —ig) +2R(i1 —ig) = vy

NV, +R(13 712) = Vg

Ad esse si aggiunge il vincolo imposto dal generatore controllato di corrente ovvero nis = ig — iy.
Il sistema di equazioni complessivo diviene pertanto

3Ri1 —2Ris + v, =0
2Ri1 - 3R22 + R25 = Vg

—Ri2+Ri3+(n—1)vw:O

il + (TL* 1)25 = 0,
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che in forma matriciale &

3R —2R 0 1 i 0
2R —-3R R 0 1o | vy
0 -—-R R n—1 i3 o 0
1 0 n—1 0 Vg 0

. Con riferimento al circuito in figura (a), identifichiamo le incognite del problema: nel nostro caso
si tratta dei potenziali ai nodi vy, vo, vs € delle correnti i1, i1 che attraversano i due genera-
tori indipendenti di tensione. Le tensioni vy, € vge SONO invece i termini noti non nulli del nostro
problema.

2G

Scriviamo le equazioni relative ai nodi N1, N, e N3.
G’Ul =2G (U3 — ’Ul) + ia;l
ig1 +iga +2Gv2 =0

iIQ = GU3 + 2G (1)3 - 1)1) .

Ad esse si aggiungono i vincoli indotti dai generatori di tensione ovvero vy, = vi — v2 € Vg2 =
V3 — V2.

Il sistema di equazioni complessivo diviene pertanto

3GU1 — 2GU$ — ixl =0
2GU2 + 'LJ,I + i;c2 =0
2G1}1 — 3G1)5 + ixQ =0

U1 — V2 = Vg1

U3 — V2 = Vg2

ossia, in forma matriciale,

3G 0 -2G -1 0 VU1 0
G 2G 0 1 1 o) 0

26 0 -3G 0 1 V3 = 0
1 -1 0 0 0 121 Vg1
0 -1 1 0 0 122 Vg2

. Il teorema di Tellegen afferma che la somma delle potenze assorbite da tutti i dispositivi che compon-
gono un circuito é nulla. Si tratta pertanto di risolvere il circuito, calcolare esplicitamente le potenze
assorbite dai singoli utilizzatori e verificare che la loro somma & nulla.

La presenza del nullatore esclude che nel ramo di sinistra passi corrente. La tensione ai capi del
resistore R; e conseguente nulla; essendo inoltre nulla la tensione ai capi del nullatore possiamo
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i
nor
Vg

B C

concludere che il potenziale relativo ai nodi A e D € nullo. Il nostro compito appare adesso parti-
colarmente semplificato: ricordando che la potenza istantanea assorbita da un utilizzatore & data dal
prodotto della tensione ai suoi capi per la corrente che lo attraversa, si conclude che:

Pr, = it1vap = 0W;
Pru = 0W;
Pye = igvap = 0W;
Pror = inorvpc = OW.

Dovra inoltre risultare R2is + vy = vpe = 0V e dunque

Ma allora P,; = vgis = —16W e Pg, = R2i3 = 16W. In accordo con il teorema di Tellegen si ha

Pr, + Pr, + Puuii + Pror + Pyt + Pye = OW.

4. In figura (a) & mostrato il circuito proposto nel dominio dei fasori; naturalmente si ha £ = 1. Per
risolvere tale circuito si puo far riferimento allo schema in figura (b).

—y

joL

(a) (b) -
Valutiamo le impedenze rappresentate: B
Z1=R;
Zy = JwLs;
1
3 = jw—C’
Zy=R
Segue che
1 R—jwL 1—j

— - =\ —1
Ya=(Z1+ 2,) :R+ij:R2+w2L2: o




y 7o+ 7)1 1 wC N 247
Yo =(Za+ 2 — _ CR _
=%+ 2) 1/jwC + R [T oeoere WORTI) ==
e dunque che
> o 13
Vit =Va+ Vg = — — 2L
ot = YA+ EB =95 795
Risulta pertanto
- 13 ,
I=Y. ., F="— -2 =0. —jarctan1/13
tot 50 20 0.65e
Vale inoltre _
W=V E—L1=d
A— 1A - 4
e -
Ip=VpE ==

Si conclude che

¥ > 7 = 7 3 J .
V = Zola — Zuln = — — + L —(.316¢/ (m—arctan1/3)
214 41B 10 + 10 e

Tornando nel dominio del tempo si ottiene

i(t) = 0.65 cos(2t — 0.0768rad) A

v(t) = 0.316 cos(2t + 2.82rad)V.

25
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Prova6.

1. Determinare potenza attiva e reattiva erogata da ciascuno dei generatori del circuito in figura. (R =
10hm; C = 1F; L = 1H; i(t) = imsinwt € e(t) = ey, cos(wt) con i, = 14, e, = 1V &

w = lrad/sec)

CD i(t) 1. 2C CD e(t)

2. Determinare I’impedenza complessa Z sapendo che:

a) il generatore di tensione genera una f.e.m. di 100V, ¢, ad una frequenza f = 50H z.
b) il carico Z ha un fattore di potenza 0.8 induttivo;
c) la corrente attiva totale erogata dal generatore & pari a 15A. .

o0 (t) . o % X =20Q

—— Xc=10Q

3. Llinterruttore, aperto da lungo tempo, si chiude a ¢ = 0. Determinare i(¢) per ¢ > 0, risposta
completa. (R =2Q; L = 1H,; C = 0.5F; e(t) = e, cos(wt) con e, = 1V e w = 2rad/s).
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Soluzioni della prova 6.

1. Rappresentiamo il circuito originario nel dominio dei fasori.

00—

. joL s
»
- [ e
R
7 i
O T, A O
N | 1 j2eC _JE
T joC
Naturalmente risulta I = i,,e ™/2 = —j e E = e,, = 1. Per risolvere I’esercizio occorre de-

terminare il fasore V. che rappresenta la tensione ai capi del generatore di corrente e quello I,
che rappresenta la corrente attraverso il generatore di tensione. Per ottenere queste due grandezze si
applichera il principio di sovrapposizione degli effetti.

a) Risposta relativa al generatore di corrente.
Per cominciare si suppone disattivato il generatore di tensione. Il circuito risultante € rappre-
sentato in figura (a), dove vale

_ 1 \*! wC 145
Y = —_— = — - y
' <R+ ij> TTworge WOR )

. 1 2,°LC — 1
Vs = ( 2jwC + = =
? < jue ij> I J

I] _2
_ PR el é L
\{gc,GCD i i [ = JCOL:
A i R T [
g0 T joC: vttt S :
g SRR . ! Y Igt,a

Si ha ovviamente

e dunqgue per la prima legge di Kirkoff risulta
IT=TI+41Ig,=—(Y14Y2) Vyea

ovvero

_ 3
Vg(:,a:_* *:g'i'
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Inoltre

=~

T 2
Igt,a = *Y2Vgc,a

=——=_J=
Yi+Ys

—J

ol w

1
5
b) Risposta relativa al generatore di tensione.

Adesso si suppone disattivato il generatore di corrente. Il circuito risultante & rappresentato in
figura (b), dove vale

Zi=—=1-]

. ¢ joL
i 1| joC
i R H
Voc.b! P
$4& i__ 1 b e
—— j20C
+ e

(b)

Applicando la KV all’unica maglia si ottiene

;B 1 02
A
Segue che
_ _ 3
Vgc,b = legt,b = _g - g

Siamo ora in grado di valutare i valori complessivi di I,; e V.
Vgc = ‘ch,a + ‘ch,b =0

Igt = lgt,a + Igt,b = —&.

Se indichiamo con Py e P, la potenza complessa assorbita rispettivamente dal generatore di ten-
sione e dal generatore di corrente, si ha allora P,; = 0W + jOVAR e
Egu I j
Pyo = =22 — OW + 2V AR,

2. Denotando con ¢ I’angolo di fase relativo al carcio Z e con Z il modulo di Z si, ha Z = Z(cos ¢ +
Jsin ). E” noto che cos ¢ = 0.8; inoltre, dato che il carico ¢ di tipo induttivo, si ha che ¢ € [0, 7/2]
e quindi sin ¢ = ++/1 — 0.82 = 0.6. per completare I’esercizio occorre e basta individuare Z.
Se indichiamo con Ie(;i} il valore efficace della corrente attiva che attraversail carico Z si pud scrivere
ZIe(ffa) = V5 cos g e quindi
_ Veys

= 7@
Leyy

oS .
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Rimane da determinare Ie(;i} Se si indica con Ie(;i} gen |2 COITENte attiva complesivamente erogata
dal generatore di tensione si ha

I(a)

_ 1(a) (a) (a)
geneff =defr T rerr I cry

Dato che il fattore di potenza del carico resistivo vale uno, si ha

a Verr
I sp = Tress = 5 = 104ess-

Il carico Z; ha parte ohmica nulla e dunque Il(f‘e)ff = 0A.sy. Segue che
19 =18 o —Irers = 15Acps — 10Acss = 5Acss,
Ve
Z =21 cos p = 162
I(a)
eff

e dunque Z = (12.8 4 j9.6)92.

. Come primo passo occorre calcolare i valori della corrente nell’induttore e della tensione ai capi
del condensatore un attimo prima della chiusura dell’interruttore e cioé a per ¢ = 0~. Dato che
I’interruttore € rimasto aperto ’per lungo tempo’, si puo assumere che il circuito abbia raggiunto il
regime di funzionamento permanente e fare riferimento al circuito in figura (a), dove E = e,,, = 1V.

>LAA i
@ 3 () L

Si ha banalmente

E wCOR — j(W?LC —1) (2 j

j: — Z_ L) A=0.447 7jarctan1/2A
R+ jwL +1/jwC “t D2C2R? 1 (W2LC —1)2 5> €

ovvero i(t) = 0.447 cos(2t — arctan1/2)A e i(0~) = 0.4A.

Osservazione 3. Per la determinazione di (0~ ) & possibile in questo caso evitare alcuni calcoli:
i(t) = i (t) + i) (t), dove i‘®(t) e i(")(t) sono rispettivamente la parte attiva e reattiva della
corrente; d’altra parte in un carico induttivo & I®) = re(I) = 2/5Ae I'") = jim(I) = —j/5.
Segue che i(®)(t) = (2/5) cos(wt)A, i) (t) = cos(wt — 7/2)/5A = sin(wt)/5A e dunque che
i(07) =i (0—) +i((0) = 2/5A.
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Con la chiusura dell’interruttore il condensatore si scarica istantaneamente e per ¢ > 0 si comporta
da circuito aperto. La corrente nell’induttore, nuova ed unica variabile di stato del sistema, rimane
invece invariata; risulta cioe i(0™) = i(0~) = 0.4A. Il nuovo circuito da considerare € rappresentato
in figura (b). La corrispondente equazione di maglia al generico istante ¢ &

, di
Ri(t) + L%(t) = e(t) = e, cos(wt),

cui si aggiunge la condizione iniziale i(0™) = 0.4A. L’unica soluzione di questo problema con

valore iniziale &
3 2
i(t) = <2—0 e 2+ % cos (2t — 77/4)) A.



31

Prova?.

1. Determinare la relazione costitutiva del bipolo A — B e stabilire a cosa equivale. (L = 1H; n = 2;
Ry =3Q;C = 1F).

T

3. Determinare il circuito equivalente di Thevenin del bipolo A — B. (R; = 2Q; Ry = 1Q; vy = 4V).

A

BC

1Q
VAN
rol G
1A 2Q
2V =m 10
B o ——
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Soluzioni dellaprova 7.

1. La serie dei due condensatori equivale ad un condensatore di capacita Ct,r = 2C/3. 1l bipolo
originario & quindi equivalente al bipolo in figura (a).

Ro

A,
L% é % D ( =203
N B

Un giratore avente resistenza di girazione R, chiuso su un condensatore di capcita 2C/3 & equiv-
alente ad una induttanza di valore L, = R3C/3. Al bipolo precedente si puo quindi sostituire il

bipolo in figura (b).
L% g é % Ly =2RoC/3

(b)
Un trasformatore ideale con rapporto di trasformazione » chiuso su un’induttanza di valore L, =

C'/3 equivale ad un’induttanza di valore

L 2R2C
Lgt = =% = ==,
g n2 3n2 ’

il bipolo precedente & quindi equivalente al bipolo in figura (c). Si conclude che il bipolo A — B

L 2RJC A ]

— -1
gt ™ 2 _[1 1
3n Leg=|— + —
L% % % “ (L+ Lgt)

T yol

(©) (d)
e equivalente ad un’induttanza di valore L., = 0.6H e che quindi & caratterizzato dalla relazione
costitutiva
diin
Vin Leq dt

2. 1l circuito contiene due generatori indipendenti di tensione. Il principio di sovrapposizione degli
effetti assicura che la tensione di uscita del sistema corrisponde alla somma di quelle che si avrebbero
supponendo attivo un solo genratore alla volta.

a) Per cominciare (figura (a)) si disattiva il generatore di tensione a sinistra (si ricorda che disattivare
un genratore di tensione significa sostituirlo con un corto circuito).
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Applicando la Kl al nodo A si ottiene

Uo,a — Uz _ 2
R 2R
(infatti risulta vy = vp = v, e la corrente d’ingresso dell’amplificatore operazionale & nulla)
ovvero
2

Vg = g Vo,a-
Applicando la Kl al nodo B si ha invece

Uoa — Vg Uy — U

R R’
moltiplicando ambo i membri per R e sostituendo I’espressione di v,, precedentemente trovata
si puo scrivere

2 2
Vo,a — g Vo,a = g Vo,a — V.-

Da quest’ultima segue che v, , = 3v = 3V.
b) Adesso si disattiva il generatore di tensione di destra (figura(b)).

Applicando la Kl al nodo A si ottiene

Vob — Vg _ Vgp — 20
R 2R

ovvero
2
Ve =3 (Vo,p +0) .

Applicando la Kl al nodo B si ha invece

Vob Vs _ Y

R R’
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moltiplicando ambo i membri per R e sostituendo I’espressione di v,, precedentemente trovata
si puo scrivere

2 2
Vob — 3 (Vop +v) = 3 (Vop + ).

Da quest’ultima segue che
Vo = —4v = —4V.

In conclusione v, = v q + Vo =3V —4V = —1V.

3. Si tratta di determinare i valori di V., e R., in modo tale che il bipolo in figura (a) sia equivalente a
quello assegnato. Si procede applicando il teorema di Thevenin.

Ao,
+
Req
Veq Vin
5o
@ ©

a) Determinazione di veq.
Supponiamo che il bipolo di partenza sia chiuso su un circuito aperto e determiniamo la tensione
in ingresso (figura (b)).
La corrente nel ramo AD ¢ sicuramente nulla e quindi v, = 0V. Segue che ¢ = v,. Anal-
izziamo la maglia contenente il generatore controllato di corrente e quello indipendente di ten-

sione. Dato che nel ramo BC non passa corrente si ha v, = —2Ri = —2Ruwv, 0ssia v, = 0.
Cio significa che v;, = vy — vy — v, = —v,. |l teorema di Thevenin impone di scegliere
Veqg = Vin = —4V.

b) Determinazione di R..
Sempre per il teorema di Thevenin, affinche il bipolo in figura (a) sia equivalente a quello asseg-
nato occorre che il valore di R., coincida con I'impedenza di ingresso del bipolo in figura (c).
Occorre dunque calcolare quest’ultima. L’ impedenza di ingresso del sistema & per definizione

Vin

lin
Naturalmente i;,, = i € quindi rimane solo da trovare v, .
vy = Rizy = Rio.
Applicando la K1 al nodo D si ottiene
tz =1+ n = V2 + vy + 1o = v& + (R + 1)io.
Si ha allora
—vy = 2Ri, = 2R [vx + (R + 1)io],

ovvero
R+1 .

L= —2R— .
v SR+1°

O]
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Osservazione 4. L’apparente anomalia dimesionale che figura nella (2) si supera osservando
che in realta la relazione costitutiva del generatore controllato di corrente dovrebbe essere
i = (vz +vy)/ Ry, cOn Ry, = 1. Con questa notazione I’espressione completa per v, diviene

R/R,+1 .

= _gor 9T
v 2R/R,+1"°

che & dimensionalmente corretta.

Per concludere

. ) , R+1 . 4R+3
Vin = 2Rig + vy — v, = 2Rig +Rlo+2R2R+ T 19 = ZO2R+ 7
e quindi
. Um  ,8R+5 13
Feq = Rin = lin _R2R+1 3
4. Lasequenza di trasformazioni che segue risolve I’esercizio.
10 10
VA VA
T e ro b G
1A 20 1A 2Q
v 10 I 10
2V 2V
T T T
(a) (®)
10
VA o—
A 0—1—(:}— 23W % 33Q
1A
1A QD
213V 213V
Bo —— T B o—__J

(@)
A
o 0 5/3Q -3/5A 530
1A
B

© ®

Bo
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Prova8.

1. Determinare il carico che collegato alla porta A — B assorbe la massima potenza attiva e valutare tale
potenza massima. (i1(t) = i, sin(wt), i2(t) = i, cos(wt) con wlrad/sec, € i, = 1A; C = 1F;
R=1Q; L =2H.)

TA
c=— #)u(t) % ()

oB

2. Sapendo che i(0~)02A, determinare la parte libera e la parte forzata di i(¢) per t > 0. (R = 19;
L=1H;v,=5V.)

3. Verificare il teorema di Tellegen per il circuito in figura. (R; = 2Q; Ry = 1Q; R = 2Q; Ry = 1Q;
ig = 1A.)
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Soluzioni della prova 8.

1. Infigura (a) & mostrata la versione nel dominio dei fasori del circuito assegnato.

Naturalmente si ha

_ 1
Zs3=R+— =(1-75);
3 +ij ( 7)<

I, = 1A.

Il circuito in figura (b) si ottiene da quello in figura (a) sostituendo ai generatori di corrente il loro
equivalente di Thevenin; si ha pertanto

Vo =23 = (1-j)V.

Il teorema di Thevenin assicura che se Z., coincide con I'impedenza di ingresso Z;,, del bipolo in
figura (b) e V., coincide con la tensione a vuoto del bipolo in figura (b), allora il bipolo in figura (b)
¢ equivalente al bipolo in figura (c). Poniamo allora

Zs

Ve = Vap = Vot — 23
« = VaB =t T 7,

(Vi —V5) =25V,

<l

eq —
eq VA

NI

© @

Per la determinazione di Z.,, si puo far riferimento al circuito in figura (d). Dalla K1 al nodo N si ha
Ia = I_in - Ib;
Applicando la KV alla maglia esterna si ottiene la relazione

(Z1+ Zo) Iy = Z3ly = Z3 (Liny — 1)
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da cui segue che

] Z,
Iy==————=1In
71+ 7o+ Zs
€ _ _ _
Vin  Z1+ 23

Zeqg= Zip = — Z3 = (1+ 5)Q.

L  Z1+Z2+ 73
Il teorema del massimo trasferimento di potenza attiva assicura che il carico che ottimizza il trasfer-
imento di potenza é quello la cui impedenza corrisponde al coniugato dell’impedenza interna del
generatore equivalente: deve cioe essere Z, = Z;, = (1 — j)Q. La potenza trasferita in queste
condizioni & detta potenza disponibile del generatore e vale

= 12

Veg|” 1

Pp = [Veq =—W.

P77 8R.,, 2

oo

2. Pert > 0 I’interruttore rimane chiuso e dunque il circuito originario coincide con quello in figura (a);

quest’ultimo pud poi essere pensato come il bipolo in figura (b) chiuso su un induttore di induttanza

_I

_L_

W ©

(b)

Con la sequenza di trasformazioni (c-d-e-f) si determina I’equivalente di Thevenin del bipolo in figura

(b).

i7ip(t) 5 R iforz(t)
8
Vg -+
L E3 <—> L
(iforz(o) =0) |

(2 (h)

ool
=
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il’ib (t) = Z(O)@ th = 26 5t/24A

. 20 _5R _
Tforz(t) = R Ef’ (1 —e 8LtL) =2 (1 —e 5t/24) A.
. Il teorema di Tellegen afferma che la potenza istantanea complssivamente assorbita da tutti i compo-
nenti di un circuito (quindi compresi i generatori) & nulla. Per verificarlo occorre quindi preventiva-
mente risolvere il circuito.

A B
Ri ’ i4 Lnor
Ry
(D 6 C Rq
R3
]-) pp—

La corrente nel resistore R; & necessariamente ¢, (in quanto il nullatore non permette il passaggio di
corrente) cosi che vap = Rii, = 2V; d’altra parte la tensione ai capi del nullatore & nulla e quindi

0V =wvac = Raizs +vap = Rais + Riig,

ovvero

Tutta la corrente che attraversa il resistore R, deve attraversare anche il resistore R3. Cio permette
di calcolare i potenziali ai nodi A e B:

v = (R2 + R5) 19 = — <1 + —3> Rlig = -6V,

R-
va =vp + Riig = — R—leig = —4V.

Per completare I’analisi rimangono da valutare la corrente nel noratore e quella nel reistore R:

) U):] R3\ R: .
14 i ( + Rg) i ig 6

inor = ig — g — iy = 9A.

Calcoliamo le potenze:

Py = (—va)ig = 4W;

Pp, — UAB _ oy,
Ry — Rl - 9
Pr, = Ryi3 = 4W;

Pgr, = R3i3 = 8W;



40

’U2
Pp, = R_i = 36W;

Pnor = UBinor = 754W7
P = 0W.

In accordo con quanto previsto dal teorema di Tellegen, la somma algebrica delle potenze é nulla.
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Prova 9.

1. Assegnato il circuito in figura, valutare:

I+ .
.| _carico_
eq(t) :
2R ! R
=L f
‘ %L i e2(t)

a) potenza attiva, reattiva ed istantanea massima e minima assorbita dal carico;
b) I"impedenza che sostituita al carico € capace di assorbire la massima potenza attiva.

(R=1Q; L = 0.5H; e1(t) = e, cos(wt); ea(t) = V2 ey, cos(wt — 0) con e, = 2V, w = 2rad/s
e 0 =n/4rad.).

2. Sapendo che la rete opera ad una frequenza f di 50H z e che il condensatore ha una reattanza di
Xc = —40 ed assorbe —10*V AR, effettuare un rifasamento che porti il frattore di potenza alla
sezione AA’ a 0.95 induttivo. Svolgere I’esercizio lavorando per via energetica. (R; = 4; Ry =
30, Xp1 =20, X0 = 49)

A
(o
Ry
o °. Y ° Y
' C J J
}‘ R, X12

X1

3. Linterruttore si chiude a ¢ = 0; sapendo che v(0~) = 3V, determinare la parte libera, la parte
forzata, il transitorio ed il permanente di v(¢) pert > 0. (R = 2Q; C = 0.5F; i(t) = iy, cos(wt)
coni,, =5Aew = 2rad/s.)

(O v(t)
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Soluzioni della prova 9.

1. Per risolvere il problema é utile valutare I’equivalente di Thevenin della rete A — B che alimenta il

carico (ossia del bipolo in figura (a)) e fare riferimento al circuito in figura (b).

ZQQ

R ]

joL \V/ _
% AB C I Zcarico

Learico

CB
+
o——¢
>

—y

(a) (b)
Naturalemente si ha che B
E1 = €m = 2V
EQ = \/§e7neij3ﬂ—/4 =-2(1 +]>V
Zearico = 2(R+ jwL) = 2(1 + j)Q.
Disattivando i generatori si conclude che I’'impedenza di ingresso del bipolo AB €
—1 . .
- 1 1 wL+jR 1
Zin r = - 5 - == RL* == ~ ~ Q
g (ng+R) YR L2Le (2+2)

La tensione a vuoto alla sezione AB si ottiene invece applicando la KV all’unica maglia della rete:

1 LI=F+FE I=——
BRI+ jw A T
e quindi
_ - R — jwL = . = .
VAB = RI — E2 = m (REl 7jUJE2) = (]. +])V

Nel circuito di figura (b) si pud assumere

Veg=Vap = (1+5)V

_ _ 1 |
Zeq = Zingr = % Q.

Siamo ora in grado di rispondere alle domande proposte dal problema.

a) Con riferimento alla figura (b) si ha:

- Ve

Tearico = = = = _A;
Zeq Jr ZCG/I"ZCO
= 2
= ‘Ica7'i(:o| 4 4
Po = Zogpivoi—2ricol . = | — VAR.
¢ = fearico™ g 25" T 55

La potenza attiva assorbita vale pertanto

4
P@ = — W
25
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mentre quella reattiva &
=— VAR
@= 25
La formula per la potenza istantanea é data
P(t) = P'Y + | Po| cos(2wt 4+ A)

per qualche A di cui non ci interessa il valore; segue che

Praz = P + |Po| = ( +V2)W
¢ 4
Prin = P19 — |P| = 5= V2)W.
b) Il teorema del massimo trasferimento di potenza attiva assicura che il carico ottimo & quello di
impedenza
_ R
Zott = Z3y = —5=

2

. Ridisegnando il circuito come in figura (a) ci si convince facilmente che il bipolo considerato &
ottenuto collegando alcuni carichi in parallelo. Tra questi figura il condensatore (di capacita incognita
C'r) che serve per realizzare il rifasamento.

Con V si & ovviamente indicata la tensione in ingresso, mentre gli utilizzatori sono caratterizzati per
mezzo delle loro ammettanze. Si ha

oo (L LY R X (3 4N
>~ \ R jXLQ " RI+x2, 'RE+xz, \25 725)°"

J Ry - X2 1
Vit = jwCy + L — - 1
ot = JCr + 5= gt Rt xz, 'RixL, R

Ry 1 1 1 X2 37 41 1
——— Cr+—— - = 1007 C, — Q.
“max, Tm (“’ Xo XL R+ ng> [100 ( " 1oo>}

Il fattore di potenza complessivo che si vuole far apparire alla sezione AA’ vale 0.95 ed é di tipo

induttivo; pertanto se si indica con ¢, I’angolo di fase del carico complessivo (compreso il conden-
satore C..) si deve avere

(‘ ) 1007 C, A1
I (Vi Cr = o5
0.3287 =t = — _ - _ :
all Piot Re (thot) i

25

segue che C,. = 918u.F.
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b ORI

R C_—_—_— Vib R i(t) C_—_— Vforz R C—— Vforz

(a) (b) (©)

3. Pert > 0 I’interruttore ¢ definitivamente chiuso e dunque pud essere sostituito con un corto circuito.

Risolveremo il problema trovando separatamente la risposta libera e quella forzata. 1l circuito in
figura (a) peremette di calcolare la risposta libera del sistema.
L’equazione di maglia al generico istante ¢ permette di scrivere

) duy;
vin(t) = —Riggp(t) = —RC%@);

a questa si aggiunge la condizione iniziale v;ib(0) = v(0~) = 3V. L’unica soluzione di questo
problema con valore iniziale &

v (t) = v(07)e /¢ = 37tV

In figura (b) € rappresentato il circuito per il calcolo della risposta forzata; naturalmente si suppone
che il condensatore sia inizialmente scarico. Per agevolare il calcolo si pud sostituire al generatore
di corrente reale il suo equivalente di Thevenin; il circuito risultante & proposto in figura (c). La
corrispondente equazione di maglia e

Uforz(t) = e(t> - Riforz(t) =R (Z(t) - C%(t)) )

con la condizione iniziale v,,,(0) = 0. Tale problema con valore iniziale ammette come unica
soluzione la funzione

Ri,, _ Ri
t/RC

ors(t) = ———— T
Upor=(t) = =77 (wWRC)? 1+ (WRC)?
= [—2e '+ 10 cos (2t — arctan 2) | V.

7 :

I transitorio ed il permanente si ottengono immediatamente da v;;,(t) e da vs,,.(t) separando i
termini evanescenti da quelli persistenti:

cos (wt — arctanwCR) =

Vtrans (t) = (3 - 2>eitv = eitV

1
Uperm () = 10 cos (2t — arctan2) V.

V5



45

Prova 10.

1. 1l commutatore, da lungo tempo nella posizione A, al tempo ¢t = 0 viene portato nella posizione B.
Determinare iy, (t) (risposta completa) per ¢t > 0. (R = 1Q; L = 0.5H; vy = 5V; e(t) = e, coswt
con e, = 1V e w = 2rad/sec).

3Ri R

B o

3. Verificare il teorema di Boucherot per il circuito in figura. (R = 2Q; C = 0.5F; L = 1H; i1(t) =
I Sinwt; i9(t) = iy, coswt CON i,y = 1A € w = 2rad/sec).

_
i1(t) —___—cC
OEC %R
L
-+
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Soluzioni della prova 10.

1. Per risolvere I’esercizio occorre valutare i1, (0"); la conoscenza di quest’ultimo richiede di capire

cosa accade per ¢ < 0. Dato che si suppone che I’interruttore rimanga sulla posizione A per un lungo
periodo, si pud assumere che per ¢ < 0 si siano esauriti i transitori e che rimanga un comportamento
di tipo sinusoidale. Per tale ragione il circuito di rifrimento & quello in figura (a).

Dall’equazione di maglia si ha che

_ 7 _
V, = —
27 7 12R
Segue che -
- Vz 5 . 5 - 2—-3
I, = — = ZiwL (Z +2R) E = A
I, ol fracZjw ( + R) 13
ovvero che 9
in(07) = —A.
1w(07) = 33

Siamo adesso in grado di analizzare il sistema per ¢ > 0. Il circuito di riferimento é quello di figura
(b). Dato che la corrente nell’induttore ¢ una variabile di stato, non risente nell’immediato degli
effetti della chiusura dell’interruttore; cio significa che i1, (07) = i, (0~) = 2/13A. Sostituendo al
generatore di tensione il suo equivalente di Thevenin, si pud considerare il circuito in figura (c); con
un’ulteriore, semplice trasformazione circuitale si passa alla rete in figura (d).

i(t) iL(t)
\'% A%
R 2R & 2R Yg.
L 2R L 3 2R
|

(c) (d)

Dalla Kl al nodo N, segue che

‘ _ Y
ZR(t)— R ZL(t).
Dalla KV alla maglia sinistra si ha invece I’equazione (valida ad ogni istante ¢)
di 2 v
L— = ( t _g) =Y,
a3 flilgg) =0
cui si affianca la condizione iniziale i, (0") = 2/13A. L’unica soluzione di questo problema con

valore iniziale &

. _ ot .—2Rt/3L _ Y9 _ 52 ays
ZL(t) ZL(O )6 SR ( 2+13€ A.
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Osservazione 5. Per la determinazione del valore di i, (¢) a regime si puo osservare che una volta
esauritosi il transitorio la tensione ai capi dell’induttore & nulla e dunque equivale ad un circuito
aperto. Ma allora la corrente nel resistore € nulla (bilancio delle tensioni lungo la maglia di sinistra)
e dunque tutta la corrente erogata dal generatore attraversa I’induttore (KI al nodo N).

. Infigura (a) vi & la forma di thevenin del bipolo assegnato; si tratta di determinare Ve, € Req.

VA

R

Ao —»
A' i
R

Reg 3Ri
Veq v R
B' 2R Vx
+
Bo -

(a) (b)

Anzitutto si osservi che il circuito assegnato (figura (b)) & privo di generatori indipendenti e quindi
la tensione a vuoto alla porta AB & sicuramente nulla; per il bipolo equivalente si pud pertanto
porre v, = OV. Rimane da valutare R.,. Sostituendo al generatore controllato di corrente il suo
equivalente di Thevenin si ottiene il circuito in figura (c); si noti che la trasformazione ¢ legittima in
quanto non coinvolge la grandezza di controllo.

A
o— ' —e
+ Iy R 1
2v
3Ri ¥
Vin fin - R
2R Vx
- _ n
B p—
(c)
Naturalmente i, = i, + i € v, = —2Ri,. Applicando la KV alla maglia di destra si ottiene

I’equazione
0=Ri—+4+2v, + Ri+ —v, —3Ri = Ri —4Ri, + Ri + 2Ri, — 3Rt =

= Ri — 4R (iin + i) + Ri + 2R (isn + i) — 3Ri

da cui si ottiene

. 2.
1= _g Tin
e .
. . .
Iy = lip + 1= %
Segue che

8
Vin = —Ug — 3Ri = QRZ_E —3Ri = g Riin
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ovvero 8
. Vg
Rin = ﬂ = g R.

Lin
Ponendo R., = R, = 8R/3 si ha la soluzione.
3. L’esercizio richiede di verificare che la somma delle potenze complesse assorbite dai componenti del

circuito € nulla; si tratta quindi di risolvere il circuito, calcolare le potenze ed effettuare la somma.
In figura (a) & rappresentata nel dominio dei fasori la rete originaria.

N~
I 1 L Riz
jw_C _ joC
%ja)L R
l
_L_
(b)
Naturalmente si ha I; = i,,e 7™/2A = —ji,, = —jAe I, = i,, = 1A. Per agevolare il nostro

compito conviene inizialemnete considerare la rete in figura (b), dove ai due generatori di corrente
sono stati sostituiti i loro equivalenti di Thevenin. Applicando la KV alla maglia si ha

I
— +RIQ—I(—+R+ij)
JwC
da cui si ottiene che
A _ . 1
_ R — 1 L— —
- ij+RIQ - J(W wC> R_L . _2—jA
- Ly wC) ™ 5

La potenza complessa assorbita dall’induttore & pertanto
-
Pop = jwL
’ 2
Valutiamo cosa accade nei generatori presenti nel circuito originario.

J
=LvAR.
S VAR

Con riferimento alla figura (c) si ha
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e dunque
= 12
Ve 2
PC,C = 7ij% = 7]' gVAR
e, ricordando la convenzione degli utilizzatori,
Vel 1 2
Poge1 = — =-W —VAR.
C,gcl D) 5 +.7 5
Con riferimento alla figura (d) si ha
_ N 6+ 25
Ve=R(I-L)=- +5 Ty
e dunque
= 12
‘VR‘ 2
Por= — = _W.
“RT R 5
e, sempre ricordando la convenzione degli utilizzatori,
Vrl; 3 J
P g2 = =—-W —-=VAR.
Cge2 5 5W 5V R

Il bilancio energetico complessivo vale allora

Pc,r + Po,c + Po,ge2 + Po,r + Po,ge2 = OW + jOVAR.
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Prova 1l.

1. Determinare la tensione di uscita v,,.

2R

Ry

Vi

2. Calcolare la resistenza equivalente del bipolo A — B.

2R R

3. Scrivere il sistema risolvenete su base nodi, scegliendo il nodo di terra come riferimento. Non
effettuare trasformazioni circuitali.

4. Determinare la capacita equivalente del circuito Ag (C = 1F;n = 2).

C

|
% ——2c
C
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Soluzioni della prova 11.

il R N31

\%! N2 Ry

— = ;0

1. Per il principio del corto circuito virtuale il potenziale al nodo N; é nullo e quindi

U1

X

L’impedenza di ingresso di un amplificatore operazionale ideale & infinita e quindi tutta la corrente
11 finisce sul ramo N1 Ny; segue che

1 =

19 =11 =

U1
R
ovvero che

UN, = UN, — 2Riy = —2v;.

Osservazione6. Dato che la corrente di uscita di un applificatore operazionale ideale pud assumere
qualsiasi valore (impedenza di uscita nula), il primo stadio del circuito appare al secondo come se
fosse un generatore indipendente di tensione di valore —2v;.

Anche il nodo N3 ¢ a potenziale nullo (sempre per il principio del corto circuito virtuale). Segue che

o= N2 o U1
TR R
e ' v
Z4ZR—.
2
Si ha inoltre Vs "
i5:i3+i4:R——2R—
2 1
e dunque
UQ:—Ri5:—R—U2+2R—U1.
2 1

2. Il teorema di Thevenin afferma che la resistenza equivalente del bipolo proposto corrisponde alla sua
resistenza di ingresso; in figura (a) & rappresentato il circuito che permette di calcolarla. Dato che il
generatore controllato di corrente non contiene la grandezza elettrica che lo controlla, si puo ad esso
sostituire il suo equivalente di Thevenin (figura (b)). Ovviamente i = i,,; applicando la KV alla
maglia di si ottiene I’equazione

2Ri = 2Ri, + Ri,

da cui segue che

. 4 . 4.
v=—2Ri; = — ng =— gle-

Siamo ora in grado di analizzare la maglia di destra:

4 2
Vin = U + 2Riz = 2R, — gle = g Riy,.
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Segue che
Rin = 2’— — 2R/3.

n

3. Con riferimento alla figura (a) siano v1, v2 € vs i potenziali relativi ai nodi N1, Ny e Ny. Queste
grandezze, insieme con le correnti 4, ed 4,, costituiscono le incognite del problema.

Ovviamente I’eccitazione indipendente ¢, costituisce I’unico termine noto non nullo. Scriviamo le
Kl relative ai nodi N1, N3, N3.
. U1
1y = —=
Y 2R
by = 2ip + iz + g

U—R3+%3:2iw+iw.

Ad esse si aggiungono i vincoli
U3 — U2

V1 — Vg = 2RZI



53

Il sistema complessivo diviene pertanto

v — 2Rly =0
iy — iy = —ig

1)271)3+R2‘x:0

V1 — U — QRZJL =0.

In forma matriciale si ha

1 0 0 0 =—2R v 0
o0 0 3 -1 vy —i,
0 0 2 —3R 0 vs =] 0
01 -1 R 0 i 0
1 -1 0 —2R 0 iy 0

4. Le relazioni costituive del trasformatore ideale (figura (a)) sono
V1 = NU2
12 = 7712‘1.

Si consideri il bipolo in figura (b). Facendo attenzione alle convenzioni sui segni, per ogni istante ¢ &
possibile scrivere

n dt

’L'Q(f,) 1 d’UQ 2 1 d’Ul( ) o 2 dm
n n n

in(t) = — :——[—ZCE(t)}:— = S 0=L)

e quindi il bipolo A’ — B’ appare come un condensatore di capcita 2C'/n? = 0.5F.

o_{

1
o
—
[e]
1

C
C
C

il n:l 12 A
[ [ ]
+ + - -
V] \¥) Vi % vy — 2C
- - + +
o o B’ L <
ip n: 1 ip
(a) (b)
A”o—{ }i ifp n:l iy
[ ] [ ] +
1 2_C + v
[ n2 Vi 2
B"

) (d)
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La rete originaria e pertanto equivalente a quella rappresentata in figura (c), ossia una serie di tre
condensatori. La capacita complessiva del sistema risulta essere

1 1 n2\ ! 2C
Ceq<6+a+%> —W—O.QE)F.

Osservazione 7. Si noti che nel bipolo in figura (c) non sono specificati riferimenti che permettano
di valutare il potenziale assoluto dei morsetti A” e B”; cio accade in quanto il trasformatore ideale
trasferisce (opportunamente scalate) le differenze di potenziale e non i potenziali assoluti. Quando
si ha I’esigenza di trasferire da un avvolgimento all’altro anche i potenziali ci si puo affidare alla
rete due-porte in figura (d).
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Prova 12.

1. Scrivere il sistema risolvente su base maglie fondamentali in relazione e alle direzioni delle corde in
figura. Non effettuare trasformazioni circuitali.

V2

2. Stabilire se esistono valori di R pwer cui il bipolo A — B equivale ad un circuito aperto. (r = 1£2).

VIV

r
A
——O
R +
Vo
Bo—e -
— 2r i

3. Determinare il valore dello stato a ¢ = 0~ per cui risulta nullo il transitorio della risposta iz ().
(R=29; L=1H;i(t) = im coswt CON i,y = 1A € w = 2rad/sec).

R
t=0
’é)o (T it %R i
L

4. Determinare la capacita equivalente del circuito A — B (C = 0.5F; n = 2).

A O_U%? 2 .
L 4C

Bo LT
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Soluzioni della prova 12.

1. Le incognite del problema sono le correnti di maglia iy, i2, i3, %4 € le tensioni v, e vy; le tensioni vy
e vo costituiscono invece i termini noti del problema.

Scriviamo le quattro equazioni di maglia:
R(iy +i4) + Riy + R(iy — iz +i3) =0

R(ZQ 71‘1 715) + v, = V1

Vo = 7R(Zl — ig -+ Zd)

v = R(Zl + ’L'4) + vy

Ad esse si aggiungono il vincolo iy, = v, /R imposto dal generatore controllato di corrente ed il
vincolo sulla grandezza di controllo v,, = —2Ri». |l sistema complessivo é pertanto

3Ri1 — Ris + Ris+ Rigy =0
—Ri1 + Ris — Rig + v, = vy
*R’L‘l + Rig - R25 = V3

R +Ri4+1}y =1

. v,
14 — Ex =0
2Ris + v, = 0.
In forma matriciale si ha
3R -R R R 0 O i 0
-R R —-R 0 1 0 io v
-R R —-R O 0 O is Vs
R 0 0 R 0 1 i v
0 0 0 1 —l 0 v 0
R xT
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2. Prende il nome di circuito aperto un bipolo in grado di impedire il passaggio di corrente e di sostenere
qualsiasi tensione a suoi capi. Per risolvere I’esercizio occorre verificare se esiste un valore di R tale
per cui sono soddisfatte queste condizioni. In pratica si tratta di verificare se per qualche valore di R
la resistenza di ingresso R;,, del bipolo diviene infinita. Valutiamo R;,, in funzione di R.

La Kl al nodo M assicura che i,, = i;, — ig; la Kl al nodo NV garantisce invece che la corrente sul
resistore di resistenza r & proprio i,; la KI al nodo () assicura che i, € proprio la corrente che scorre
verso terra attraverso il resitore di reistenza 2r. Il corto circuito virtuale, infine, permette di scrivere
I’equazione Rir = 2ri, da cui si ottiene che

, R .
1y = —1IR-
Yooop R
Dato che i nodi N e () sono al medesimo potenziale deve anche risultare vy — i, = vg = vg +2riy

ovvero, effettuate le dovute sostituzioni, —r(i;, — ir) = Rig da cui si ottiene che

. Vin Rig rR T
Ry, = - — TR

Z'in Z'in T—Rir/R—l'
La resistenza di ingresso R;,, diviene infinitase e soloser/R—1 = Oecioéseesolose R = r = 1.

3. Cominciamo con il calcolare la risposta completa i, (¢) per ¢ > 0 in funzione della generica con-
dizione iniziale i, (0"). 7,(0") sara la nostra incognita e dovra esserescelta in modo tale che il
transitorio di 71, (¢) sia nullo. il circuto da analizzare e rappresentato in figura (a); ai fini del calcolo
di ¢y, (t) si pud comunque fare riferimento alla rete in figura (b), ottenuta sostituendo al generatore di
corrente il suo equivalente di Tevenin.

t>.0
R R R
Mio SR i) Orioy iL()
L L
K K
T () )

L’equazione di maglia al generico istante ¢ assume forma

2Rin(t) + L (1) = Rilt).
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La corrispondente soluzione &

2R? R wL
. . + - —2Rt/L ;
ZL(t)— (ZL(O )mlm)e / +mzmcos <wtarctanﬁ> .
Appare adesso chiaro che il transitorio e nullo se e solo se
2R? 2

L0t — L
i) = Ty e = 5

Osservando che quando si chiude I’interruttore la corrente attraverso I’induttore non cambia , si
conclude che deve essere i, (0~) = i (01) = 2/5A.

. Si osservi per cominciare che alla serie di condensatori si puo sostituire un unico condensatore di

capacita dimezzata.

R o e B

Vi % V2 Vi % % V2 ——2C L 2C
— 2

. | _ B" O—!r_

. B'o —
(a) (b) ©
Le relazioni costituive del trasformatore ideale in figura (a) sono
V1 = —NUg
19 = Niy.

Segue che ad ogni istante ¢ il bipolo in figura (b) deve verificare la catena di uguaglianze

i~ 201 [20%@)] - -2¢ [ L @(t)] = 2%

n n n n dt n dt

e quindi il bipolo A’ — B’ appare come un condensatore di capacita 2C'/n? = 0.25F. La rete origi-
naria & pertanto equivalente a quella rappresentata in figura (c), ossia una serie di due condensatori.
La capacita complessiva del sistema risulta essere

1 n2 71_ 2C
T 2402 6

(L4 2



