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Circuiti del Secondo Ordine

e Sono circuiti che contengono due elementi reattivi; il caso piu’
interessante €' 1 C e 1 L; li analizziamo pima nel DT e poi nel DL
e DT: risposta in evoluzione continua per t > 0; libera, forzata a
eccitazioni costanti o sinusoidali, completa; transitori che
conseguono ad un evento critico a t = 0; la trattazione estende
quella vista per i circuiti del primo ordine

e DL: verifica con T. Laplace e estensione a eccitazioni piu’
generali



PPt i
1 “a

+ \k qua‘b :P(jcf

—= é % \/‘UIS/{':& = —t@um'oqpe YV Cﬂn@v%'“', Golpen X
o L C’f borl inlitTor

L - ‘ - come wr . of Tl fet Q‘W.géﬁ.}

Cbgo .SC%&QEL\’Q ‘.L {\a( S—Gv-:?- fe@ym
v

N S (yo kl- 9}} /Y\a:é;o K‘?ﬂ (*amazae/& deo oun.”

cﬁ-\'\—l?-rep—l’%ﬂx
CouXoobr Vpeee cinf

L‘C‘"}’(‘:L"’ Li(_r’ - b§ ) ’C;O “lﬂf“ MW@ C,ny\fdf('ﬂwca‘

—

= CAV*(,\’C}'\/UL§ V‘L_A_c’L
I dt
S L .
I ¢ dTeq Jf-Cr{,LoLcL TS 50
dt* dt
Q}N O[o /uu\ LC,
5 | , %\) SPVIRPA
O( C) = iﬂ 8(_'-\1, f_i. eyl = 228 3£f’_ Voo//SeC_
I - d¢ | L& | N
S e ol
WY&@M’LM
W, - A V@DI/SQC ¢ Qg\ o, for £ o
UPL_C Y Solmawmner

=> W@:ve L Sovsriouwes @ /QVZGK;* gl &.bzo(f‘fe el

Qoouu Y]'co
[\G’VJZQEQO - (gi [@\eC+Q ﬂ@ elo
Comelllibusge J«*e Cute Wﬁrm AR TA

‘ar?wl-

cmm»g,& /stb% T v)w's



Circuiti RLC del Secondo Ordine (DT)
e Prendiamo in considerazione i due circuiti RLC parallelo e serie e
cerchiamo di farne una trattazione unificata nel DT

R

T

) &

e per il circuito parallelo (]|), usando come variabile iy possiamo
scrivere ic + iy + i = is, quindi

dv
dt
e, considerando che v = Ldi; /dt
d?i diy

W‘FGPLE—FI.LII'S, t>0

C +iL+GpV:i5

LC



e dualmente, per il circuito serie (X), usando come variabile v¢

d?v. dvc

d2C + R C—— ™ +ve=vs, t>0

e entrambe le equaz. diff. affini del secondo ordine sono
riconducibili alla forma

d?x dx
a2 +2ad—+w0x_f t>0

LC

e nel caso ||

a = ap = —= rad/sec

2C
e' il fattore di smorzamento

rad/sec

1
“ = Jrc

e' la pulsazione di risonanza e
f = wais

e' il termine forzante



e nel caso

R
a=qs= 2—Z rad/sec

e' il fattore di smorzamento

1
wp = —— rad/sec
VLC
e' la pulsazione di risonanza e
f = wivs

e' il termine forzante



Risposta Libera di circuiti RLC

e E' la risposta quando i generatori indipendenti sono disattivati
gli elementi reattivi sono carichi wo g \mb‘mnfeﬂ»'

e Passo 1. troviamo la forma matematica della risposta libera
(integrale generale deII'omogenea)goathe ~7 50'/mf¢ Lo olue cosTowk (1)
e Passo 2. imponiamo le condizioni iniziali

S e gadie, Lo o0 %‘W' e en



e consideriamo I'eq. diff. omogenea del secondo ordine

d?x dx
e +2ad—+w0x—0 t>0

\, e I'equazione caratteristica associata

s)z@+2o@+w§=0

e le radici caratteristiche valgono Soiave

_ / 2
s12 = —a®y/a? —wg rad/sec o

e sono dette anche fr ze naturali in quanto cara i i

tipo di risposta naturale di un circuito RLC - V,,,,ee Vot Cn vess
e consideriamo separatamente i tre casi A =f a® — Wo >0, A=0
e A <0 e Canplesse o poxe suope. <tto, G

e notare che le perdite crescono se cresce « (G v2 W neI caso ||
Rsi? nel caso ¥)

=) Ao AN Mol ol ¢ N ) 2 Qe
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e A > 0. Caso sovrasmorzato g dese o= O Bl awm veslsaply
e per un RLC || si ha™" Ra cseclrane

G Lomelo Towea
ap:i>w0 <:>_2 / ComaluTtouner

AT \C A

con G, conduttanza critica in Ohm™1
e per un RLC ¥ si ha

R, 1 [T g s
g = ﬂ>w0—\/?¢>Rs>RC:2 E &iﬁgcj:‘ﬂ/zi\-

con Rs resistenza critica in Ohm
e le due radici caratteristiche sono reali negative distinte

s12 = —a /a2 —w? rad/sec

e 'integrale generale dell'omogenea €’

) .
£¢HM;1 wrene K, ek,

t t
x(t) = kie™" + kae®", t2>0 |1l smere L

con ki, ko € R (costanti arbitrarie)



o oz L

e |la risposta e' di tipo aper/od/co Wura un possibile
andamento della risposta e la posizione di s; e s nel piano
complesso detto piano delle frequenze naturali fiowo @"VW/ s pocce

K< ©

20 K 2o,



e A = 0. Caso criticamente smorzato

e per un RLC || si ha
vl

oD
(ol o] C
ap =wg = Gp = G, =2 T

= Cum*'ﬂ—
Co\Wee

e perun RLC X si ha

L
A= w0 = R =Re =2\ oulhusi 1 4
P

e le due radici caratteristiche sono reali negative coincidenti

'Yw(} w o
s12 = —a = —wy rad/sec [
e |'integrale generale dell'omogenea ¢’

LA e ‘»‘J‘(‘""e"‘)"t_

i Mo

x(t) = kpe ™t +@ t>0

con ki, ko € R (costanti arbitrarie)



e la risposta e’ di tipo aperiodico; in figura un possibile
andamento della risposta e la posizione di s; e s nel piano
complesso detto piano delle frequenze naturali

o b)

Ky

e sitheus  moma  pole Mo | 4 o o Tale b,
pan UL s e 0 SR, il @ (b



e A < 0. Caso sottosmorzato
e per un RLC || si ha

e
ap <wp = Gp < G =2 T

e per un RLC ¥ si ha

/L
as <wp <= R < R =2 c

e le due radici caratteristiche sono complesse coniugate a parte
reale negativa

51,2=—a:|:
+5 e sl a0 SE o
:—a:I:J wd — a?
= —a+jB rad/sec
dove 5MW
0<ﬂf:\/w(2)—a2<wo L Qe aupeC

e' la pulsazione naturale di oscillazione in rad/sec
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e |'integrale generale dell'omogenea ¢’
x(t) = ke *fcos(ft —0), t>0
con k,0 € R (costanti arbitrarie); oppure
x(t) = kie~* cos(Bt) + kpe *sin(Bt), t>0

con ki, ko € R (costanti arbitrarie)



e la risposta e’ di tipo oscillatorio smorzato; in figura un possibile

andamento della risposta e la posizione di s; e s nel piano
complesso detto piano delle frequenze naturali

e notare che & = |Re[s]| determina quanto velocemente tende a

0 I'inviluppo
e Im[s;] = 8 individua la pulsazione effettiva di oscillazione

all'interno dell'inviluppo



e Caso ideale senza perdite (o Kiawte
e per un RLC || si ha G, = 0 e quindi ron Raso (&m ol

ap =10 Lj
e per un RLC ¥ si ha R =0 e quindi
as =0

e le due radici caratteristiche sono complesse coniugate a parte
reale nulla

s12 = £jwo rad/sec
e |'integrale generale dell'omogenea ¢’
x(t) = kcos(wpt —0), t>0

con k,0 € R (costanti arbitrarie); oppure

m C \Q\
x(t) = ki cos(wot) + ko sin(wot), t>0 ?:'g bo sorzovek,
Le C so /y@b%w
con ki, ko € R (costanti arbitrarie) Loagio



e |a risposta e’ una oscillazione alla pulsazione di risonanza wg che
non si smorza nel tempo; in figura un possibile andamento della
risposta e la posizione di s; e s nel piano complesso detto piano

delle frequenze naturali rodicc  conhTessahi
, : T
o &/ 3&«)‘
4

Wy = b
NRVASE \

e come detto le frequenze naturali sono immaginarie pure.
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Determinazione delle costanti arbitrarie (oo (wpre Ll woslin. ipint
e Determiniamo adesso le costanti arbitrarie imponendo le

. .. . . _ . _ uo’L }“/}‘.}*Z
condizioni iniziali sullo stato v¢(0) = Vp e i (0) = /oj iv""“ & o ey
e illustriamo per un circuito RLC || nel caso sovrasmorzato dove

X(t) = iL(t) = kleslt -+ k2652t, t>0

. . ) : AoiswVl orrel lpn ez
e dobbiamo risolvere un problema di Cauchy con le condizioni

iniziali i (0) =1lp e d’L L£(0) =7; la seconda e’ una 'condizione iniziale
derivata’ che dobblamo trovare usando I'informazione v¢(0) = Vp;
per un circuito RLC || si ha v, (0) = Ld’L(O) = vc(0), quindi

diy Vo
L) = =2
dt( ) L
e allora, riassumendo, abbiamo il problema di Cauchy con una
unica soluzione

iL(t) = kleslt + kzeszt, t>0

it(0) =lo
dip Vo
Loy= 2
dt( ) L
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e quindi

di Vo

iL(O) =y = ki + ko, E(O) = T = kis1 + kosp
e risolvendo -
-
1 Vo 1
ki = — —5ly); k=
[ 1 51—52(L 520) 2 S — 8




© Esempio. Consideriamo un circuito RLC parallelo con G, =1 %
Ohm™1, L =1H, C =1 F. Determinare la risposta libera i (t) per
Gy i(0)=l=1Aevc(0)=Vo=1V  1°  jeduwo s oo oo

e si ha ¢ iv Boe a 7,»9& NS

ga@mm bR Solurs .
quindi siamo nel caso sottosmorzato
e a, = G,/2C =1/2 rad/sec, wg = 1/v/LC =1 rad/sec e

B=/wi— o = v/3/2 rad/sec; le radici caratteristiche sono

1
S12 = —ap £ jB = ) ij\f rad /sec
quindi
i(t) = kye t/2 cos(?t) + koe /2 sin(?t)
con i y
_a ity Vo _
il(0)=1A 7t (0) 1 1 A/sec



r G| s\ =100l
Al
C,?: L N2 e =2 o sSomgeas

L S oot oo ez (e =3 vl [
6P P2
UK]OQWQ \Ub 2 A :.’_g_Vw[/SG-’C
lLe
N G e
= > 2 2. ~apige= =B wfse

2 <

X EcHl: K P Cos (. %é) Pk e,—’_’%m[a\li +) £ 2.0

J

RRY
lL(o 1 Gl
O[ , O’JQ B /lA/ (-
N (o)z Vo - 4V iz s I
AL )

~ . L4 z*
LL[OB“J(\ = T (/LU'); 6ch5(\]2—1:4)+ lczf- s\-,h(_{gJ,)
’ A 13 -1+ k ,E = iA Yec

f = 2 o /

\al%,—} =5k, =13



e imponiamo le condizioni iniziali per determinare k; e ko:
iL(O):1:>k1:1

dip 1 \/§
- = 4+~ =1 ko =
dt(O) 5+ ke — k=3

e infine
i(t) = e t/? cos(\ft) +1/3e7 /2 sin(\ft), t>0

e puo’ anche essere riscritta come (provare!)

i(t) =2et/? cos(?t — E)7 t>0.

3
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Esempio. Determinare i(t), risposta forzata, per t > 0

: £ &) \ %}1

PRI
ZH idﬂ:
] S A

e la corrente / soddisfa alla eq. diff. non omogenea del secondo
ordine

d?i di
dt2 + 204d7 +w0’ = 2&)0

con a = ap = G,/2C =5/2 rad/sec, wo = 1/v/LC = /6 rad/sec



e otteniamo allora il problema di Cauchy

d?i  _di
— — =12
a2 +5dt + 61
i(0)=0A
di Vo
E(O) = T = 0 A/sec

e si ha
i(t) = iomog(t) + fpart.affine(t) = ferans(t) + fregime.stas(t)
e |'equazione caratteristica per I'omogenea €’
2 4+55+6=0

e le radici caratteristiche sono s; = —2 rad/sec, s, = —3 rad/sec
(caso sovrasmorzato)



e inoltre si ha
Ipart.affine(t) = costante = 2

quindi
f(t) = k1672t + kzei?’t +2
i(0)=0A
di Vo
%(O) =7 = 0 A/sec
e imponendo le condizioni iniziali si trova ki = —6, kp = 4, quindi

i(t)= —6e 2 +4e 3" +2, t>0
e si ha anche

itrans(t) = _66_2t + 46_3t, t>0; iregime.staz(t) = 27 t>0.



Osservazione: frequenze naturali
e Consideriamo un circuito RLC serie. In evoluzione libera v¢
soddisfa alla eq. diff. omogenea del secondo ordine

e consideriamo adesso /;; si ha da KV

di .
Ld—;—i-vc—i-Rs/L:O

e quindi k}’\)‘
- Wi

diy 1ot 4 Oxl

L— +vc(0)+ = [ i(t)dt' + Rsip =0

dt ¢ Jo



e derivando ottengo
d%ii  Rs diL 1
— 4 — —
g2 " Ldt LC"
e tutte le grandezze elettriche del circuito soddisfano in evoluzione

libera alla stessa eq. diff. omogenea del secondo ordine; sono
caratterizzate quindi dalle stesse frequenze naturali.

=0,t>0



Fattore di qualita’

e || fattore di qualita’ di un circuito RLC e’ definito come
t ' wo -
&&W — z \I?\’W& mel&f{ UE%
e nel caso ii ha a\\\; 9
woC Rp
= = —— =wyCR, = —~ xR
Q Qp Gp wo wol X Rp
‘ A ke
e nel caso ¥ si ha QT <o (s

1 woL 1 N M
=Qs= = —  ww
Q=0 wo CRs Rs X R (\,\,ofwwel o~ @s

e Q < 1/2 caso sovrasmorzato; Q = 1/2 caso dicmorzamento
critico; Q@ > 1/2 caso sottosmorzato; Q@ — 400 caso senza perdite

Qx5



Luogo delle frequenze naturali Yete g wuSenmtin  Sgonls CRpSTa Gl
e Le frequenze naturali sono le radici di 7L

s>+2as+wi=0 f%
e consideriamo un circuito RLC ||, supponiamo L, C fissi e
facciamo crescere R, quindi cresce Qp, decresce «, (decrescono
perdite) L b vk
esihas - = w(z) = costante, mentre s; + s» = 2a, decresce
e al variare di R, le due frequenze naturali descrivono il luogo
disegnato in figura; nella figura €' anche riportato qualitativamente
il corrispondente andamento delle grandezze in evoluzione libera






« Analisi di un circuito RLC in parallelo nel DT e nel DL >°/™

e Vogliamo determinare i(t), risposta forzata, prima nel DT e poi
nel DL, supponendo di essere nel caso sottosmorzato; per risposta
forzata si intende la risposta allo stato iniziale nullo, e cioe’

i(07) =0, ve(07) =0 Mt a0 2 s
Ve

S5y
] L*E— |

e Nel DT procediamo in 2 passi:
i) analisi all'istante critico (0~,07): dato che il circuito non €’

VC(O+) =vc(07) =0; i(0+) =i(07)=0
(\uia‘ (o it 4 voloye ﬁ&ﬁo



i) analisi in evo|u2|one contlnua per t > 0; usando i come variabile

/)

si ottiene CArese _“ 0 T\ o€ Sown 00 Gugo Ume,
di V30 R ,11 ; "T/:‘“"‘
L=—+Ri+ = ()dt+vc(0+)—E t>0
d C.Jor -
e derivando Lo S Codundbe
i Rd Ly
a2 "L dt " LC'
i(0") =0
) ) = wlo  coaife 5
dt(O ) L AWWJ\ o gm.w

{\an Mo LR
dove per trovare la condizione iniziale derivata abblamo fatto Mn o

riferimento al circuito a t = 0™ riportato in figura
ol v @ @

L.of et |

Q——Q——G"—
jd(gﬂ_ﬁ“ + o e

(\r + f,;L-t(a'f' Toumone
T = PR ) 2 ) o i

o visluen . L



e nel caso sottosmorzato s; 2 = —as j:J,B e Mo
LIN J MJ‘T"N-/G

i(t) = ke cos(Bt) + kpe™ sm(ﬁt), t>0 wlegaoh
e comonty. Mobuals

& ha i(0%) = 0, quindi k=, moItre dllimmogt

di E
S07) = By

quindi k; = E/BL; concludendo

l//
N0
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e Verifichiamo il risultato ottenuto con la TL@%eﬁ?rﬁfo il
seguente circuito a partire da t = 0~ e scriviamo |'equazione
integro-differenziale a cui soddisfa i; si ha

. TS W Cowdunatone

1 N
L R L [ iydt A ve(00) = Bu(t), £>0-  toe
dt C\/ Bl

% WN'CQQQT'*H
Eu (&-)

e trasformando con Laplace ottengo una equazione algebrica in
I(s) in cui appaiono esplicitamente le condizioni iniziali sulle
variabili di statoa t =0~

L[sl(s) —i(07)] + RI(s) +



o P

[TRYe E 1 E 1
oo /(S) = /for(S) =

da cui [V « @l

I(s) = lor(s) + hin(s) =

e risposta forzata (/(07) =0, v¢(07) = 0)

2 2
Ls2 4 Ls—i—LC Ls +2ass+w0
J 'r[‘,; ConGAomo

e ne consegue che i poli di I(s) comadono con le radici

(0%
)
1el (o

caratteristiche sy 5 dell’equazione omogenea; in questo caso i poI| o

sono complessi coniugati e a parte reale negativa

Z

S12 = —as = jf

J sl gl




e per antitrasformare consideriamo che

1 1
l;'(s) T 52 1 2a.s + w3 - (s —s1)(s — )
: 1
Gtwer = - -
(s = (—as +jB))(s — (—as — jB)) :
5 e S )i,

Ty (CawtiB) s (—a B

e dato che F(s) e’ razionale e a coefficienti reali, risult@
allora otteniamo . CBED dest emoe
(1) =+ [Adeet g avel e () = 2 Refel ()

{purome
¥ 0
Jg/re

( e )= A




e calcoliamo il coefficiente A (residuo di F nel polo semplice
—a+jp); si ha

A= i — (—as +jB))F
him (s = (mas +iB)F(s
_ 1 T
—Qs +j6_(_055—j/8) /
1 g ’
J2p 23
e infine otteniamo
i(t) = %Re[/\é—asﬂﬁﬁ]u(t) |
i , i
= 2E R elosting ) |

= Ee“"stRe[—j(COS(ﬁt) +jsin(Bt))]u(t)

E
- Ee_astsin(ﬁt), t > 0.
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