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Preliminari matematici

e Funzioni impulsive

e Ricordiamo la definizione in termini euristici della funzione
impulsiva 5(t) consideriamo una successione di funZ|onO| fn( Q
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quindi 6(t) = 0 per t # 0, §(t) singolare in t = 0, inoltre |'area
sottesa e’ unitaria, cioe’, per ogni € > 0 =9 S>PL
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/ o(t)dt = §(t)dt =1
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Generatori impulsivi di tensione e corrente %@m—yﬁv@( i M{\Mﬂly‘uo
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e Con il simbolo in figura indichiamo un generatore impulsivo di
tensione che imprime una tensione V0(t); €' necessario fare

attenzione alle dimensioni di Vg; Vo misura I'area sottesa
aa ll!_ Ql LN !—‘ amnma §l~9l3 cmpo |nd| [Vg]:VO|t

per secondi
e analogamente, con il simbolo in figura indichiamo un generatore
impulsivo di corrente che imprime una corrente lpd(t); €' necessario
fare attenzione alle dimensioni di ly; Iy misura I'area sottesa
dall'impulso in un diagramma corrente-tempo, quindi [lp] =

Ampere per secondi



e per quasi ogni (q.0.) t si ha 0 SU) ¢

f(t) = Fi(t) N
Mo QaulloTue
dove Fp(t) € nj) itréi\ajnuflgjra passando al limite per n = oo
im_fo(8) = 8(t),= Jim Fy(6) = & (lim Fo(t) = & u()
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dove u(t) =1,t>0; u(t)=0,t<0e lafunzione gradino
unitario

e la funzione (discontinua!) gradino unitario €' quindi derivabile
nel senso delle funzioni impulsive e si ha 54‘ Os. doncuwda.
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(nel senso delle funzioni impulsive) di funzioni che hanno
discontinuita’ di prima specie (di salto) Regola Kan codcolove duih
e Proprieta’: Sia f(t) derivabile (nel senso delle funzioni {2~ s
ordinarie) eccetto che in un numero finito di istanti t;, nalt
i=1,2,...,n, dove vi sono discontinuita’ di prima specie
(esistono finiti f(t;), f(t;")); allora
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g e per mezzo della § e’ possibile calcolare la derivata generalizzata 23

dove f’ €' la derivata nel senso delle funzioni ordinarie, d/dt la
derivata nel senso delle funzioni impulsive, o; = f(t") — f(t;) €' il
salto di f in t; e (t — t;) €' la funzione ¢ traslata in t;



Esempio. Per la funzione in flgura si ha, considerando che V‘ Co$§ YourlP
, St o
f'(t) =0 per gq.o. t *
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Esempio. Consideriamo la funzione P
P ‘Feﬂ overe doo@ ailuwé

f(t) =2 *u(t) Aoy @ ome O
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Richiami su trasformata di Laplace

e Trasformata di Laplace di funzioni ordinarie

e sia f : R — C; si definisce Trasformata di Laplace di f la
funzione di variabile complessa S

+oo
Lif) = F(s) = /0 F(t)e =t dt
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dove s = 0 + jw €’ la variabile complessa (o di Laplace)
e Funzioni ordinarie trasformabili secondo Laplace
e si considerano nel seguito funzioni ordinarie f di classe £ e cioe’
“\'\ 1) continue a tratti (f ha al piu’ discontinuita’ di prima specie,
7 cioe’ per ogni t esistono finiti f(t1), f(t7)) Foul Ul dosBow o Seitio.

2) di ordine esponenziale, cioe’ esistono M, 5 > 0 tali che
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. e in tali ipotesi_esist‘ap > 0 (ascissa di convergenza) tale che
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Trasformata di Laplace di funzioni elementari

>
F(E) = u(t) —» F(s) = %
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f(t) = cos(wt)u(t) — F(s) = P
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f(t) = e *cos(Bt)u(t) — F(s) = 53—
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f(t) =e “sin(Bt)u(t) — F(s) = m\ y
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Trasformata di Laplace di funzioni impulsive  {(¢) cmceufsib. im £=©

e Si definisce in termini euristici
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e dato che l'integrazione inizia da un attimo prima di 0, con
I'integrale riusciamo a 'catturare' la §; in pratica la J(t)
"campiona’ la funzione e in t = 0, quindi si ha

Lo-[6(£)] = [e™"le=0 = 1

e per funzioni ordinarie Ly- e L coincidono; nel seguito
useremo implicitamente Ly- quando abbiamo a che fare con
funzioni impulsive

5(t)e tdt

—€




Proprieta’ della T. Laplacg il o WRopforsde
1) Linearita™ f,g € Lea beR |mgllca af +bgeLe

L[af + bg| = aL[f] + bL[g] . & 2o
Vedlamomlzlwportante regola di dern@zzar;e S,Iw haﬂ;
. mlWQ'x»"?— Q»L»\z‘? WWW
v
= sto- (7] — F(0°5 2 sk ( (5)— Jim £(t)|
dt \E_
D&C’\”c;‘/”“f”&\ (ub ‘
dove d/dt e’ la derivata nel senso delle funzioni impulsive e —
e’ il limite sinistro della f in t =0
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e Osservazione importante. Una operazione differenziale nel
| dominio del tempo (d/dt) diventa una operazione algebrica
(s><) nel-dg domm|o trasformato di Laplace
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Esempio. Sappiamo che|d(t) = du(t)/dt; dalla regola di

derivazione otteniamo 0.8 B3urthus e £ 0Ct)
Lo-8(6)] = sty [u(e)]-(0") = sL{u(®)]-u(0") = 55041
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Transitorio in circuito del primo ordine LWQ(Q 17, 25/05[15
e Vogliamo analizzare il transitorio in un circuito RC del primo
ordine in parallelo nel dominio del tempo (DT) e nel dominio di
Laplace (DL) Com

e DT. Consideriamo il circuito in figura e supponiamo

v(0™) = W; vogliamo trovare v(t), t > 0, con una analisi nel DT;
["analisi consiste di 2 passi
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i) analisi all'istante critico (0~,0%); conosco lo stato a t = 0~ ma
per risolvere |'equazione differenziale ho bisogno dello stato a
t = 0T si usa il fatto che il circuito e’ non degenere per scrivere

Mm%& b 07 = v(07) = Vo



i) analisi in evoluzione continua per t > 0; si ha C: 5 o

P\ Vi Corlgad et
RCZ‘;—i—v—E, t>0 y“””‘“
0
V(0") = Vi ndfoa oy
e abbiamo quindi una completa e si ha
L\(b
v(t) = vip(t) + v Voe t/T—FE e /7Y, t>0
(6) = vi(1) + ven(£) = AT
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e DL. Considero il circuito a part/re da t = 0~ sottoposto a una
“eccitazione discontinua vg(t = Eu(t) e scrivo I'equazione ¢ —
differenziale per t > 0~ -

ale pert > U

dv Comsideno fn Aesco i 4ol W;ZM
RC— + v = vg(t) = Eu(t), t>0"
SEUW_ sopti© dt ) :
V(O ) =V ( /NP &\M;W‘Q“
2q &Qﬁf a0 0 g

e trasformiamo entrambi i membri con Laplace
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dv —st too
(RCd +v)e tdt = e v (t)dt
- 0



e usando il teorema di derivazione allo 0~
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V(o) de
equazione algebrica;-inoltre usando il teorema di derivazione allo .-

\’—\—/
0~ sono state automatlcamente7|ntrodotteJe,,,,,candlz|on| iniziali
sullo stato a t =07, v(07) = Vp (quelle che conosco)
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o forzata: si ha
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