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Circuiti del Secondo Ordine v D, <b e f&% Aol |°anoli 4P
e Sono circuiti che contengono due elementi reattivi; il caso piu’
interessante €' 1 C e 1 L; li analizziamo pima nel DT e poi nel DL
e DT: risposta in evoluzione continua per t > 0; libera, forzata a
eccitazioni costanti o sinusoidali, completa; transitori-che
conseguono ad un evento critico a t = 0; la trattazione estende
quella vista per i circuiti del primo-ordine Q. X
e DL: verifica con T. Laplace e estensione a eccitazioni piuN;,;wM
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Circuiti RLC del Secondo Ordine (DT) n¢/ 2bmino e oy
e Prendiamo in considerazione i due circuiti RLC parallelo e serie e

cerchiamo di farne una trattazione unificata nel DT
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e dualmente, per il circuito serie (X), usando come variabile v¢
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e nel caso ©
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Risposta Libera di circuiti RLC
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e Passo 1. troviamo la forma matematica della risposta libera

(integrale generale deII'omogenea}ssw‘m?te ~> 50'/\140
e Passo 2. imponiamo le condizioni iniziali
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e consideriamo I'eq. diff. omogenea del secondo ordine

d?x dx
e +2ad—+w0x_0 t>0

\, e I'equazione caratteristica associata
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p(s) + 2o@+ wi =0 Y

e le radici caratteristiche valgono Soniove e
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e sono dette anche frequenze naturali in quanto caratterizzano il ~
tipo di risposta naturale di un circuito RLC - 1oty Vot n end
e consideriamo separatamente i tre casi A = a? — w% >0, A=0
e A <0 e m(mfesse -5 gullln. SusVtate N pire bore stope. ot
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e notare che le perdite crescono se cresce a (Gpv? W neI caso ||,
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//

. r . B N N | N n -
o {mokgde (™ oM ceaTo  w@leus | qon st b

(




Qnaﬁ_ NAtoapcy oo 5{/2/ T ~O\ fm
EV@//-WB
w. n\qun@QL) oMo Ved [Sec

{/CSQC * Mz /M

o Uptunell = (endDitmaro £ owbraod
Mhswlbe  #H) Conosllo,

}WUW @M
A: OLFL ‘U\JOQ/ ) M/Q’A)w/d M/

Vovdber ¥yl o AW
CaLemTO o p oSclla

N=O (o ce yeole

ALO } N Coradbn X e

C%@mﬂ] 25 o3 Won. SUVESh
ol pnlbe | (g wrsto.

L o-
L > A Y Wa g /S



o A >0. Caso sovrasmorzato Wi e o= O ol oum veslraty
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E e la risposta e’ di tipo aperiodico; Wura un possibile A &uLLAT

andamento della risposta e la posizione di s; e s nel piano
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e A = 0. Caso criticamente srrglorzato
e per un RLC || si ha wh Wt ¢ e
teelfoly

QDM(MP‘W%
C
ap=wg < G, =G zi
= (o L
Gl Si Ou,_QQA N/ /\'\
e perun RLC X si ha ﬂ> Y
(o dun vodiu -~
= Rs=R.-=2 L 0
s = Wy <= s = "¢ = E A PN
4

e le due radici caratteristiche sono reali negative coincidenti
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e |a risposta €’ di tipo aperiodico; in figura un possibile swme et - bep
andamento della risposta e la posizione di s; e s nel piano
complesso detto piano delle frequenze naturali
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e A < 0. Caso sottosmorzato { {|/ @9@53&3 Apcatp K/!ET g
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e l'integrale generale dell’'omogenea e’ Fala g (oo
x(t) = ké cos(Bt — ), t>0 1 o 1% S0
03l e

con k,0 € R (costanti arbitrarie); oppure
x(t) = kie~* cos(Bt) + kpe *sin(Bt), t>0

con ki, ko € R (costanti arbitrarie)
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e la risposta e’ di tipo oscillatorio smorzato; in figura un possibile

andamento della risposta e la posizione di s; e s nel piano
complesso detto piano delle frequenze naturali
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e Im([s;] = 8 individua la pulsazione effettiva di oscillazione

all'interno dell'inviluppo



e Caso ideale senza perdite (oww Kipte L0 fead e

e per un RLC || si ha G, = 0 e quindi o Rao (bﬂﬂ ol
ap =0 Lj Joo e [y
e per un RLC ¥ si ha R = 0 e quindi vl o cored OB
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reale nulla INE N3 (@,QQ
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x(t) = kcos(wpt —0), t>0
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e la risposta e’ una oscillazione alla pulsazione di risonanza wy Ene ™
non si smorza nel tempo; in figura un possibile andamento della
risposta e la posizione di s; e s nel piano complesso detto piano

1 =9 (=9
delle frequenze naturali_ Gy s dier conTesikidh
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Determinazione delle costanti arbitrarie (ove (bpre & ol . ipinel
e Determiniamo adesso le costantl arbltrarle |mponendo le

Soma 2 St il
condizioni iniziali sullo stat vC(O) Vo /0\] oﬂa«@v&/?"ml)
e illustriamo per un circuito RLC || nel caso sovrasmorzato dove

D0 [x(t) = F%w“+be,t>0

. Ao W corverl (pn ez
e dobbiamo risolvere un problema di Cauchy con le condizioni

iniziali i;(0) =1l e 9iL(0) =7; la seconda e'_una 'condizione iniziale
€ ar\V) =1
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per un circuito RLC || si ha v;(0) = Ld’L(O) = vC(O) qumd|
1 — ) dt
@%mem&wM di, Vo T C
Jorns o, I e C vk “L) =
[dt™" L

e allora, riassumendo, abbiamo il problema di Cauchy con una
unica soluzione

iL(t) = kleslt + k2€s2t, t>0

i(0) =1l Ao
di .« Vo A o
E@_T_%@ Quowole CausH
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© Esempio. Consideriamo un circuito RLC parallelo con G, =1 %
Ohm™1, L =1H, C =1 F. Determinare la risposta libera i (t) per
whr ((0)=l=1Aevc(0)=Vo=1V £ jedwo sk comsione

osi ha  \edrawo im ch oo v zapmq%m‘iwé@wm
ol Go=1< G =2,/C/L=2 :
sode v oabie o g0 LT \/Iwo -

quindi siamo nel caso sottosmorzato
e a, = Gp/2C =1/2 rad/sec, wg = 1/v/LC =1 rad/sec e

Yy‘//w w3 — a2 =+/3/2 rad/sec; le radici caratteristiche sono

G lo)z i(0) =1 A;
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e imponiamo le condizioni iniziali per determinare k; e ko:
iL(O):1:>k1:1

dip 1 \/§
- = 4+~ =1 ko =
dt(O) 5+ ke — k=3

e infine
i(t) = e t/? cos(\ft) +1/3e7 /2 sin(\ft), t>0

e puo’ anche essere riscritta come (provare!)

i(t) =2et/? cos(?t — E)7 t>0.
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Esempio. Determinare i(t), risposta forzata, pert >0

: £ &) \ %}1

PRI
ZH idﬂ:
] S A

e la corrente / soddisfa alla eq. diff. non omogenea del secondo
ordine

d?i di
dt2 + 204d7 +w0’ = 2&)0

con a = ap = G,/2C =5/2 rad/sec, wo = 1/v/LC = /6 rad/sec



e otteniamo allora il problema di Cauchy

d?i  _di
— — =12
a2 +5dt + 61
i(0)=0A
di Vo
E(O) = T = 0 A/sec

e si ha
i(t) = iomog(t) + fpart.affine(t) = ferans(t) + fregime.stas(t)
e |'equazione caratteristica per I'omogenea €’
2 4+55+6=0

e le radici caratteristiche sono s; = —2 rad/sec, s, = —3 rad/sec
(caso sovrasmorzato)



e inoltre si ha
Ipart.affine(t) = costante = 2

quindi
f(t) = k1672t + kzei?’t +2
i(0)=0A
di Vo
E(O) =7 = 0 A/sec
e imponendo le condizioni iniziali si trova ki = —6, kp = 4, quindi

i(t)y= —6e 2 +4e3 42, t>0
e si ha anche

itrans(t) = _66_2t + 46_3t7 t>0; iregime.staz(t) = 27 t>0.
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Osservazione: frequenze naturali 4 LV °
e Consideriamo un circuito RLC serie. In evoluzione libera v¢

soddisfa alla eq. diff. omogenea del secondo ordine T, Cdv

VA d2VC R dVC 1 b sl db
o e T treve=0h 0 2Vt
BT R R P
/ Ay }_ e B:’i\ T :L% /
| L(_'ill/‘\:jiL s c%*vi;
° éo\nyderlamo adesso iy ; S; rl::qdaaQMKVw dane- o] 9%2 ] %%r \i/i _
0, | ok o
— Ld— +ve + Rsip =0 e
dt
e quindi () ome 1M Tapus

- Y/

g, T 1 [t | -
Ldt+vc(0)+c/ iL(t)dt' + Reip = 0 e
0



e derivando ottengo

d?i,  Rsdi 1.
Gl L 2 —0,t>0
@2 T Ldr Tt te

e tutte le grandezze elettriche del circuito soddisfano in evolu;!gp—ﬂ

|berg alla stessa eq. diff. omogenea del secondo ordine; sono (J
caratterizzate quindi dalle stesse frequenze naturall 5 Tmg
N [E— &&».1&0’%_%&9@

W L>’>
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¢  Fattore di qualita’ PA) = g2r 245y W, ¢ o
o || fattore di qualita’ di un circuito RLC &' definito come
S w ~ s
A\ = o
® nel caso f«i ha a\\\; b) 2¢
woC R A2 = E/
— — — _P L
Q= 0, =2 futR)= B s,

Qo s

\M‘TWW QVY\UAQ (/QUYO 6{%{_ ML:&@

e nel caso X si ha

1 wol 1 o Jb
. g pumy g —_— \Wo
ow' (e (’\/\ E‘b&n[’tw Q QS wo CRs Rs x Rs {\WMM - @S
ASW (o OO %= wo
e Q < 1/2 caso sovrasmorzato; @ = 1/2 caso dicmorzamento

critico; Q > 1/2 caso sottosmorzato; @ — 400 caso senza perdite

=0
Qx5
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Luogo delle frequenze naturali Yete g wuSenmtin  Sgonls CRpSTa Gl
e Le frequenze naturali sono le radici di 7L

s> +2as + wg =0 ot 7 - o> o

Yosaso ygeor  Conds T

e consideriamo un circuito RLC ||, supponiamo L, C fissi e ‘
facciamo crescere R, quindi cresce Qp, decresce «, (decrescono
perdite) L b vk
e si ha s; - s = w? = costante, mentre s; + sy = 20, decresce
e al variare di R, le due frequenze naturali descrivono il luogo
disegnato in flgura, nella figura e’ anche riportato qualitativamente
il corrispondente andamento delle grandezze in evoluzione libera
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* Analisi di un circuito RLC in parallelo nel DT e nel DL | 29/%(2%
e Vogliamo determinare i(t), risposta forzata, prima nel DT e poi
nel DL, supponendo di essere nel caso sottosmorzato; per risposta
forzata si intende la risposta allo stato/iniziale nullo, e cioe’

(07) =0, ve(07) =gl Spe s 07 gy 2o
TR =Y o & C g mbBrne ¢ U S0
uonilils & §T*92€'\ © comsbus

2ot
t-o & L & MLL:

LE | . ‘}&VJON@L\
{){\).L: x_Q° O't \(\bw

e Nel DT procediamo in 2 passi: /@
i) analisi aII'istante critico (0_ 0+)' dato che iI circuito non e’

[N (‘A'ﬂ])‘/

ve(0T) = ve(07) =0; i(0T)=i(07) = QWQ R
la whede de s 4070 O pam Soia 2 ot Q)
€ it | Vaow Qaw*"* o s e

gvl,»c A sV an [ J»W“’l”é



i) analisi in evoluzione contlnua per t > 0; usando i come variabile

si ottiene (o tifeuntlore

di VL 1 t V()

YU Lo+ Ri+ = i(¢)dt + vc(07) = E, >0

Sowma Yawd (W Uué?o Ome,

/W\@(e@fa

t .
e derivz;:]:;og \w/f-fo t Lmﬁw ! Wy dbe Ajﬁfﬂw
Vot Ve ;Y:\\;f i Rdi 1.
Cu a2 " Ldt " LC "o o
ki [ HOT)=0 et T g ?
A e { (0+) == dyde onite, oo andbs
\L _ 6 77 46 L ; L

\/d*ove per trovare la condizione |n|2|a|e _derivata abblamo fatto MQ o

riferimento al circuito a t = 0T rlp&;tato in figura
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e nel caso sottosmorzato's;. 2= y T S
ﬂlyﬂ;\rWW v umgww 0»& ‘@\ KW A
"t o @ t) = kye” " cos(ft) + kze as sm(ﬁt), £>0 w’?egﬂnﬁva
e Condin. 0 el
. sﬁS ha /(O“‘) =0, quindi iéw 0 moItre Liogo [SIVES e
\ka(ﬂ’\\h of f"\k‘“’o Boulb ke
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e Verifichiamo il risultato ottenuto con la TLW; Zbnsiderlamo il
seguente circuito a partire da t = 0~ e scriviamo |'equazione

integro-differenziale a cui soddisfa i; si ha Eeoilley, o Seomtited
Todwe W Coudunalone /'
di t -
LY Ry (t’)dt’ +ve(07) = Eu(t), t>0" t7&
dt C Bl

\J\‘\ \t(" T[fv\’

% WN'CQQQT'*) f—
Eu (&-)

AL

e trasformando con Laplace ottengo una equazione algebrica in
I(s) in cui appaiono esplicitamente le condizioni iniziali sulle
variabili di statoa t =0~

o ¢ /\\
@J/“Fﬁ Nele !

L[sl(s) —i(07)] + RI(s) +
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I oo aine I(S) = /for( )+ lhb( ) kS/ \><

Scompo 5940 L+R+ SI/FR"F sC =

- o N
o Stodise, mi e 57 Moy Storta, 1 ST, djpde
. rlsposta forzata (i(07) = 0, vc (0~ ) / P~
. 2\ >
adifie e B 1 CE 1
o s 1(s) = ko(s) -
( L +D L s?2 4 2a4s +w e
pﬂﬁﬂ, S L \y LP@“MLZ“ Lfmialmﬂb,m\’ms1»k

® ne consegue “ch | poll di I(s) coincidono con le radici 4 wse Somerit

caratteristiche sy » dell’equazione omogenea; in questo caso i poli ]

sono complessi coniugati e a parte reale negativa //
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e per antitrasformare consideriamo che Wl - A 27l
So o Ro Niq,j{ e

Lo fe o
SET F — —_ e
g > (=) 2 (s—s1)( 5—52}

e p 52 4 20055 + W
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e dato che F(s) e'| razionale e a coefficienti reali, *isult@
allora otteniamo ook Tl dost emow. Qoole
O ree Wy vele => Dz AT (oo Yoo

i(t) = f[Ae< as+ﬂ>f+M] u(t) = —ERe[Ae(‘“sW“l (t)
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e calcoliamo il coefficiente A (residuo di F nel polo semplice
—a+jp); si ha

e infine otteniamo
i(t) = %Re[/\é—asﬂﬁﬁ]u(t)
= —R[ —J ( as+16)t] () a
i = ﬁELe-asze[—j(cos(ﬁt) + jsin(Bt))]u(t)

E
— me‘““sin(ﬁt), t > 0.
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