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Metodo simbolico di Laplace @ Gyt oliveds Seee NM\Quole

e E’' un metodo applicabile a circﬂ e,tempo invariantj_
(LTI). Consiste di due passi:

i) trovo le relazioni costitutive dei bipoli nel dominio di Laplace
(DL)

ii) determino le leggi di Kirchhoff nel dominio di Laplace -
Ottengo in questo modo un dircuito imbolico nlel DL che e@a/;‘r

ae puo’ essere quindi analizzato con i metodi delle reti

memori
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Relazioni costitutive nel DL Uy /] by

e Consideriamo un bipolo nel dominio del tempo (DT) a cui €’
applicata v(t) e in cui fluisce i(t); supponiamo v(t) e i(t)
trasformabili secondo Laplace; consideriamo poi un bipolo ai cui
morsetti ¢’ applicato simbolicamente V(s) = L[v(t)] e in cui
fluisce /(s) = L[i(t)]; per relazione costitutiva nel DL si intende la

reIasz blpolo stablllsce fra_V/(s) e I(s) g
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e Resistore ideale: nel DT soddisfa alla legge di Ohm
v(t) = Ri(t); p/,rJa linearita’ della trasf.ta di Laplace si ottiene

() 5( U/%u/)wm V<ﬁ 4

V(S) = RI(S) \\ﬂk}uﬁﬂ*ﬁm g@%ﬁﬂ (T‘(\&é%ﬁw%
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quindi un resistore continua a essere definito da una resistenza nel

¥DL
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e Condensatore ideale: nel DT soddisfa 4 i(t) = Cdv(t)/dt; |
trasformando con Laplace e usando la formula di derivazione allo

5

— . —-c r [P
0~ otteniamo (ot o O 9oL v ool

—

I(s) = C(sV/(s) — v(07)) = sCV(s) — C;«v;(u(A). ) = I6)
@Ue ap Wl gude 4°C

;&\’J”’o nel DL il condensatore €' un elemento senza memoria in quanto

o« "“soddisfa a una relazione costitutiva di tipo algebrico

loso(f)® Cscaricoat=0". Se v(07) =0 allora si ha  ¢o nll veso fomn «
 ————

Sconco
1
et ‘ygk I(s) =sCV(s); V(s)=—=I(s)_
Q“”(GV;\]QO sC Voot frap. @ vl
° dim;mlamo V( ) ki
T oe o Zc( s Vepedure in DL
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|mpedenza d| C nel DL e

Ye(s) = /(s) =|sC | Ohm™*

ammettenza di C nel DL




e allora un C scarico a t =0~ e’ una impedenza Z¢(s) = 1/sC
oppure una ammettenza Y¢(s) = sC, soddisfa alla 'legge di Ohm

simbolica’
o L 1) = 70 1(6) = Ve Vs)

C e puo’ essere rappresentato simbolicamente nel DL come in figura
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e Ccaricoat=0".Sev(07)#0 po;ajmo scrivere (o wor

Kome, & O
OQJWQ \W ) V(S) /\f@%m%o ‘ U
e gg_ I(s): Cv(07) PRENAEN
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e ottenere il circuito equivalente parallelo in figura eytads
e altrimenti possiamo scrivere (guiaq o~ 3% Mt
{ L) o™
(mQ/L(JZ'ln 3 . [\’\ g V(O_)
— &
V(s) = £l(s) + §rons
e ottenere il circui ivalente serie in ﬂgura
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e per un C carico a t = 0~ compaiono nel circuito equivalente dei
generatori indipendenti proporzionali allo statodi C a t =07 in
altri termini, nei circuiti equivalenti nel DL appaiono esplicitamente
le condizioni iniziali a t = 0~ sullo stato sotto forma d| opportuni.
generatori indipendenti oo @ U0RLs ¥

e 'antitrasformando’ ottengo i seguenti circuiti equwalentl per un
C caricoa t= 0" del DT
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e Induttore ideale: nel DT soddisfa a v(t) = Ldi(t)/dt;

trasformando con Laplace e usando la formula di derivazione allo

0~ otteniamo ancle D o oamsria UL DL

V(s) = L(sl(s) —i(07)) = sLI(s) — Li(07)

e nel DL l'induttore ' un elemento senza memoria in quanto
soddisfa a una relazione costitutiva di_tipo algebrico ./_Lv
o [ scaricoat=0". Se i(0~) =0 allora si ha

V(s) =sLI(s); I(s)= lV(s) T P & (e

sL
4 v (s e
e definiamo V(s) /-
s)N-
Zi(s) = =sL Ohm | \peegenrh DL

I(s) p.
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e allora un L scarico a t =07 e’ una impedenza Z;(s) = sL
oppure una ammettenza Y, (s) = 1/sL, soddisfa alla 'legge di Ohm

simbolica’
I(s) = ;L((i)) I(s) = Yi(s)V(s) ; S:

e puo’ essere rappresentato simbolicamente nel DL come in figura
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o [ caricoat=0". Se i(07) # 0 possiamo scrivere T

Flhoss b 07l dhoudars & crs
V(s) =sLI(s) — Li(07) Wigtolo
Mﬂﬂjm‘w “—’—?l
%nquq%va n'vR .
e ottenere il circuito equivalente serie in figura Leo™) = W’fﬂ
in O
useo et Ve

Ty IE) s g

\/@ =)

e ng// =

ek ]t
b -

e

)
e altrimenti possiamo scrivere _1 s
\/( ) (0_) @{-Z'L'V/J /N Wﬂ\i &v&l&wb
()=t s
s

S e
0o . ey Qo O
e ottenere il circuito equivalente parallelo in figura® .~

o Qg\(\puq(/d L ceveo Q\% W%‘UW um g&«w@r@(

Qe TCog (meredt Lo ondin. 1wl

N
o)



e per un L carico a t = 0~ compaiono nel circuito equivalente dei
generatori indipendenti proporzionali allo statodi L a t =0~

altri termini, nel_cmcmn_equualenn_nﬁLD_L_appaan_e_spLLcEamente
le condizioni iniziali a t = 0~ sullo stato sotto forma di opportuni
generatori indipendenti aulIVonfone Nl Torpo

e 'antitras ando’ ottengo i seguenti circuiti equivalenti per un

[ caricoat=0" del DT
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Leggi di Kirchhoff nel DL
e Consideriamo la KV lungo una maglia di un circuito

vi(t) — wvo(t) 4+ va(t) + va(t) =0, t >0

e se le tensioni sono trasformabili secondo Laplace, per la
linearita’ della Trasf. di Laplace otteniamo

Co o Tl o
etios V() < Vals) + Vals) 4+ Vals) =0
5\%»%(3\0& ! =0 Cawawano 9 7.,

e
quindi le trasformate di Laplace delle tensioni soddisfano alla KV ***

e analogamente [e trasformate di Laplace delle correnti soddisfano
alla Kl

e illustriamo di seguito con degli esempi come si appplica il 1
metodo simbolico di Laplace per I'analisi di circuiti LTI.
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Esempio. Riconsideriamo il circuito RLC serie e supponiamo RALC

i(07) =i, v(07)=w = ,cq. e}wﬁf% o
< [+
w1

% -—T~—- e
\ Kfuv\ €C+) B

N
@ b&%\ A

e il circuito simbolico di Laplace e’ in figura; tale circuito e’ senza

memoria e puo’ essere anallzzato con i metodl delle reti resistive
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e si ha
Kl : 1(s) = Ir(s) = Ic(s) = I.(s); KV | E(s) = Vr(s)+Vi(s)+ Vc(s)

Ve SLT 6 -L (o)
UeCsyr £ T #Vele)
1 v(07) Sc
sC (s) s

quindi ottengo
E(s) = RI(s) +sLI(s) — Li(0™) +
da cui trovo per I(s) lo stesso risultato ottenuto in precedenza

scrivendo prima equazione integro differenziale e trasformando tale
equazione, cioe’

() _EG) _ Litor) =
CsL+R+ % sL+R+ X

e notare che il generatore indipendente E(s) e’ quello che da’
luogo alla risposta forzata, mentre i due generatori legati alle
condizioni iniziali di L e C danno luogo alla risposta lihera.



Esempio. Determinare i(t), partelibera-e-parte forzata, usando il
metodo simbolico di Laplace; e’ noto che i(07) = 26/ s o e

Faz]
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e consideriamo il circuito simbolico che segue dove abbiamo usato

il modello parallelo per I'induttore carico ;i o « O
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° forzata dobblamo anallzzare il seguente circuito | o W
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5y =2l2s= =5 2o
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e antitrasformando /&7,—0;,_
S .

if(t) = 5(1— e Pu(t)  (esta vt ol

e libera: consideriamo il circuito che segue; dalla regola del
partitore di corrente 0o o Ll dllle et R 2o
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Esempio. L'interruttore S, chiuso da lungo tempo, si apre a t = /m}ggﬂ
Determinare i(t), t > 0, risposta completa, analizzando il circuito

nel DT. Verificare il risultato ottenuto a partire da t = 0~ usando

il metodo simbolico di Laplace 9 ol wtico
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e lo stato a t = 07 in regime stazionario si determina con il
seguente circuito; si ha T N L S i
S VQEJU{’ S Cap -

VC(O_) =5 V, I(O_) = 5/2 A (m Yot we 5-(\1\V\W

Somo

Ny o J@)

L0 combgwows 101
Aol

e il circuito non €' degenere per cui

ve(0T) = ve(07) =5 V; i(07)=i(07) :L%/f\/

N —
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e per t > 0 si ottiene il circuito RLC serie’che ngéﬁg per il quale si

ha C = TC + Regime stazionario L e L e
< CH)
S (uve |
(GRS F"VMW

9 4 CEP )\
i, Tij% i B

o&f' ha m(mﬁ( QWM £hoa+ Q\W%\

\ Qe louns ALENTES Q, .
Blan Ri=2< R.=4/==2V1 Qgggm STan, oov
Sovw e “ b
quindi siamo in un caso sottosmorzato moItreJl o € comivgte
R
a =|as = 2—z = 1| rad/sec; B = \/wi — a2 :@ rad /sec
u_)ro: i
e quindi le frequenze naturali valgono (ouplor Vic
ewMJ\Kﬁ'@ o 20 L~ 0
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e allora x () > ke ™ us(pﬂ vk, et (pt) = UIESTA D

\ TC : ke = Ae ' cos(3t) + Be 'sin(3t) \ @3,@21

e si ha poi evidentemente b

f <
boh O, “Wkgo*\ed“?
= ireg.staz(t) =0

&Q
WOM“‘“"" (o) = (CoN)s

N
e condizioni iniziali per il problema di Cauchy: si ha i(0") =5/2

A; per determinare| di(0")/dt ﬂ}Sldero I'istantanea del circuito a
tonwe Suld

t = 0+; si ottlene dalla KV  Coudynbu, < Pl Tonte o AlEe s gL Conep

Qm %(/( Falue {gpudbee

Npout .
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e la completa soddisfa quindi al problema

!2” Q@ GM»‘*) -
Vi 25 =7 - (2
- T i(t cos(<’ t) + Be 'sin(3t)

2

M\u-l

) =
v(,:_5\f i(0 )
)

di(0*
dt

= —b5. fﬁwﬁtﬁ e (o) v 3;&5& “to(vt) .

/Bfg’/fx‘?ﬁ‘f(}ﬁ ,fj ) EECR5)

L2
e imponendo le condizioni iniziali ottengo A=5/2 e B = —5/6.A
Riassumendo

-9 - b=-2
= 5"36 {

5 .
i(t) = e tcos(3t) — e 'sin(3t), t > 0. + t5,. = O
Gacato 27 onlu &g@?b%& 6 afy
@Grusw inde Gco somp, T(vovo (logr e Cdlwo”dl*tﬁe Spzivy fowa feliaree
x(+) ~ k. e cos(@e Vi, & wu((b{-,)
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e Dominio di Laplace: tenendo conto delle condizioni iniziali a |/,
_ — . . . . . . LOMo>
t = 0~ sullo stato otteniamo il circuito simbolico che segue . ;"= """ %,

L€t
[

£- ) ez e
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10 Cowlandbe € W e (D\/\ ewslo Koo 301

a O R
o dalla KV si ha L5 2 3T
10 5 NG
E:2I(s)+—l(s)+f+sl(s)—f (s i
S s s -5 2
Ve Vo it g ot
da cui 5 : )
(s)=2—- > . Vooute pden 0
2s2+2s+10
e i poli di /(s) sono|s;» = —1 =+ 3 rad/sec € coincidono ‘con le
G s

- ¥ 2
23 V3% = -1t - srivy

frequenze naturali del cwcwto E“* Io +5:&l(5\ , 2 == 3 oo




e per antitrasformare scomponiamo /(s) in fratti semplici
1’5%’
2 K* 4 Sk
55

s—(1+J3)+ (13 A

N

AL
ﬁ N
0 16\~ NCAD)

5 . P
= lim (5= (-1+3)I(s) = 5(3+)) , pew)

s—— 1+_/3 Y

I(s) =

e allora
i(t) 12(3+J) el 1+j3)tu(t) + 1%(3 _j)e(—l—j3)tu(t)
- 2Re[ﬁ(3 + /)T ()
= ~e 'Re[(3 +J)(cos(3t) + jsin(3t))]u(t)

5
= ~e fcos(3t) — —e 'sin(3t), t > 0. ‘



Esempio. L'interruttore, aperto da lungo tempo, si chiude a

t = 0. Determinare i(t), per t > 0, con una analisi del DT.

Verlflcare || rlsultato a partireda t =0~ con il metodo simbolico di
froh G WU o uolorg Wo= A

Laplace. Pert >0 Ia pulsazione di risonanza e’ pari a 2 volte il

fattore di smorzamento. Il conden "scaricoat=20 j
y 7 .
A AG) 1 ¥ Faz]
krc % t=0 ==
acpdts G ® Ti \4 2 5 X <

)

e DT:pert >0, in evoluz:one libera, si tratta di E‘Lﬁ circuito RLC

parallelo; allora (7 i L e ey o (e G o 3 (D% \Mw

A1 gy gt o
\Jjéﬁ/lzc wo = 1 :204p: &:’gli ovolusine
F \/> 2C 22C Lfow oo
quindi V'C =1/2 e C =[1/4 F Qo ij]}jﬁ%%yj?i W q
@ inoltre i whs i e tor 2 =G W

G 0.0
=S ald Wo oz_,,:—(‘j_:l rad /sec; B:\/u?af,:\/g rad /sec i &
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e per t > 0 le frequenze naturali sono| S10=—1 + V3 fad/sec Covro

e si ha C = TC + Regime stazionario, con; Ireg staz. () = 1/2 A;

allora

“*4’5 gawgb gofmf s
i(t) =
Yranudo o 0

e analisia t = 0
dato che il circuito e’ non degenere” " **
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Sconite o Todb
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