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Potenza in regime sinusoidale



e Valore efficace di una grandezza sinusoidale
e Data v( ) = Vi cos(wt + ), il suo valore quadratico medio e’

f Vi de

1 %
/ VMcos (wt+p)dt = V2 M

71+ cos(2wt + 2¢)
2 dt=-"

dove la media e’ calcolata sul periodo T = 27 /w della sinusoide
e il valore efficace ('root mean square (rms)’) e’ definito come

1 T
Vrms =V= \/TA V/\2/I COS2(Wt + Sp)d \/» ~ 0. 707\//\/7

e ¢’ utile per esprimere potenze in regime sinusoidale
ese Vyy=310Vsiha V=220V
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( Comportamento energetico in regime smusmdale dei blpoll
_ideali R, L, C o Mf
¢ Resistore Ideale
e Consideriamo un resistore ideale R soggetto a
v(t) = Vi cos(wt) e quindi attraversato da i(t) = V) cos(wt)/R
e la potenza istantanea assorbita in regime sinusoidale in Watt e’

2
p(t) = v(t)i(t) = mcosz(wt) >0
Delimouo  LTEX2ZA ATIVA Come (ST ede LW
e consideriamo adesso la potenza media assorbita da R in un Jp Sz
periodo T

Qorenth  FTVA Volorle uuotndt > pests
P—l/T (dt = =2 [ 2(0a
TTh T TRTA C
/\} Z.
quindi 2
| 1vz] o1 1 w\/vﬁ&
P=--M_"R2 = “Vyly=-—=RI*=VI
2 R | 27M MM R e

e la quantita’ P e’ detta potenza attiva e si




Lo Ctave s far wn puisile
. Se [\L ofla fstowse  Glva € -y
e si ha @noliodo UM B

T dn” vuvfuer
P.-T= / p(t)dt = E= energia in Joule a2
0

e quindi E in Joule ' I'energia elettrica_assorbita-dal resistore in
un periodo; tale energia e’ trasformata in altre forme di energia dal
resistore (ad esempio, calore, luce, etc.)

® se conosco la potenza attiva posso trovare quindi I'energia
elettrica trasferita al bipolo in modo irreversibile; la_potenza attiva
viene anche dettal potenza reale o potenza utilizzata N

e consideriamo ad esempio una stufa da 1 kW alimentata alla
frequenza f = 50 Hz. Il periodo e’ T = 20 msec. L'energia
assorbita dalla stufa e trasformata integralmente in calore in un
periodo a' pari a 1000 x 20 x 1073 = 20 Joule. L’energia assorbita
in un secondo vale 50 x 20 = 1000 joule e quella assorbita in
un'ora e’ 3600 x 1000 = 3.6 x 10° Joule, che corrisponde per
definizione a 1 kWh (chilowattora) /
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e la figura che segue riporta i diagrammi di v(t), i(t), p(t) e la

H 1 T ~
quantita’ P. O flpcde gy <0 0
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e Induttore ideale W)= L EC D easluts ap:)
e Sia ancora v(t) = V) cos(wt) cosi' che J€

i(t) = % cos(wt — /2) = %sin(wt); allora = -t Sa (sortef2) -
Qoo L= Un Vi cosCrret n co3(urt 144, M)

_m o, _ M
p(t) = oL cos(wt) sin(wt) ol sin(2wt) W

g s o &

L inom (o

;):J(b S¢ [ NES) F\’E
's; SLawm Avu

Lo

_ 5 T
(WDTTo0E Vou Acsale T . - NFT VA



I TV LolObL |15
q# / [7/&)0)0 WSS P,L o) 00T psABICE HL

M DIA ENE AR

_\H\plﬂﬁo\/e \O{Q,@&J & POflﬂM@ujQ, (,DN\SQJU\JQJF\\]O
| b amybe wongin 94 proodbne (s
L \OLWQQL I — wa‘“\ b @W\Q& 4 @Mﬁ’\m%d
aWJL@ofm\ VCH) el iidude (,w{\p bww lnxgcsvuco

IR cos( wA) e e gmﬁ%ﬁ‘ | el
Pdwﬂotf*\fsf b RT. (m YQ@JM

KRl U\ \J/\ ;«\, (ps[uﬂ‘ ’2’) ,MA_ |sind (W€ )j il

ug_);J e %t L lwl o oo
f’{_‘JTC‘U.TCuLw« J’f\\ MTW@Q (gS S = .Z,QRW;
(1= v N 1L Ve s (2] 7
JEAENCINCE _A cps[m) Sw[u}‘} A S,‘m(zwd 2
an W ' . : M

']/&\w"“‘“ WTQWN 1
| Wg Lms
¥ 17
-3/.
_/\,gosv"’ .
| | E%,,
ki
v ec
{es%‘q
Uooon Comipdnle
) mdoWing . | | A -
P %Eﬁ(\? 0 — o wm /DEIJ\OJ{; ‘Jrg{.;j.mz.‘ onwd
CUM\QJW\ ?.,U{Nlo 4 0\-.9410 WV@-DO\ Lol Cedee, ) g i Liorg La
| | oo /Vwméwt A T T
| o \/g_g,ol/ M Ma [di‘w Lef O e Cofwﬂe Aac@a:\ L s .scmfts\\ @.m&iji
Po‘f lcve, ap7 Mo, ol | G lo ?W [.;./Ogﬂl,.
T I
2 “
\PL: _LS i Vo g\‘m(iwﬁ) -D[{Z = O W&H , {\aﬂﬂq&%”
T[4 % ot Pl st [Z P | Jeverpue
\/&WQQ@M%M‘W A C o s O

AUDUTONE Mol PSS oURE  BSTENZA ATT UL



L Wlloppin wnngic e owld aleWrito € (o ifloniCo
Scoulic. PABUBLSIBIE o cwpin on (neold mulla

—

_ gU_UmT gﬂﬂﬁ\ W@\/ﬁ AR (4@_}\{)‘9 UAW‘CD
0d o ) M".
OQ - ﬂeot;& Al @&WHD=O d&o&%@ i e ‘9"’“ m iLold)ee
\
| € | QW U&U} gwukﬁ\o\j?n A C v S be‘jzxq N _fﬂmlg wopn 8
vy w;nv)fa A (unt ngro PN (ol taane 9
I ,wz,w Yeverdll a0
o VGMabf :

@, fb’\w @,ED’TT\VA L

’ @/' i— \//1 t;t VAR ﬂxsuma. (oweplonics o scamdno
u| fo po

Y?J\)@Ua“!ﬂ]@e {uw,wg\ﬂ.?lluf Ccods 2 /UJ
Noq = V:ﬁ-cwfm Readivi | | loweudh Lorewle ol imelaDboe

(o Nodlase o (QDM Scawdriah. ma NoA

N -TEE 5@-&‘(\ M,& W‘ﬁ(&)( BN
(j_\-\@ e Eﬂ\owmiu&' dolle. Covwerdle ¢ 3o &

| | — 1T 11| E@m&mwz 2 Um

VAL = @%wo\  Soulats Yeverm Uniluedh | |

S\ (QT Sanlidle  \yyomudlifedh -
VI nyade

O] (LA%/()NIMA L b Lok
A e B ol fmpi odie G0 | 4l
Q- dwE" el TR AP

L A s 2w Croge Medis &0
] | SV YA T LV . e s Mot vl
c 6wl LY VAR A vene T e
EW ‘0 | Sy wag‘}
< Lo g £ F T cos
- omedba "t B — |
5 - L J % LI dE | =] [Soxt {Rubsea
SR SRR Wl Pt
BN L COR DRI R (v
9 B I p——— , Z

(’Oﬂ_ﬂl@& AR a‘wva#swge O/QQ‘MW Min»aprQ ;Mbjza
S um ot 0 olpusle ola W B

Poo e 0" poargut Moo, Cog0 (Pl e | P €q



N h@_@h\a Auum[@m"o«% @Qﬂ‘wﬁ‘q o T;(\p}{ﬁgj@-w - {L_L(ﬂL
) ch’{e_@,@e T//I:UJCVM (‘l

— = € (n alupe | gl 37,/’]_ r(sr:ﬂﬂ:

¢ \/(J(\-‘ \}ﬂ Log(wﬂ C(+): Lo C\/ﬂ QO;(MJr%TM
= boC.\/H g—@«t(bu‘f’)

=Y [ Cogde )

0. (R y(H) ) - =00 €y, Leos (wh) Ser(wt]= -g/ W CUﬂqg:ﬂ@w—D
aude couduaivg o Dtum e >0 Q.pede v piek 0 NN

Apoh i3yl ¥ NP Lo e

O
I N
\\ ] \\ Pc = O '\></
\\ ’ .
' ; , {
\ ) b /B ~—-SUJ\ Cm/di'ﬁf'\’
\ ’{%/\;0--)
CCF) ' " \ L
S T P AN mdovaLSme
) EC@_) 4G Si wouca
‘w\’zﬁ;‘ - \h Lernoulp a@‘@nuﬁz/ ' g et LIRS M
el et T fvorfov Bt GUVRTS el
NS candgunadls np

LQCVSM‘W &@%)9 boﬂm@&x@ﬂ»y%@

CQ\\ FQLS \ }31\& SQ vin o apols gglaaw U Cameppd . ¢ um {A,Jﬂbﬂf
N 2 um . S juKewell doie . -
Fmtum»ﬂq CTYLO i, m@’,.wﬁf\;{w& Lo G
: SQ 0 condiploe| 27 Scad el oo de Guonpoa el @l Ll
Q\lmmﬂfz Q@\ USa (w/h tnoong W /\'\Af)*g,u«a)?,w ?QQ%W\; A,

_If

emargie | Tlo 4 o s

SQ U Sopno LzC! L\L’M(JD-&)MQ Q\a (Qm(lﬂgw A patum Ledlls v a

(Q\L"—\/V,,T,,,\fw» S TRL WW‘@ c(ﬂitﬁaﬂﬂ V4 %QH\QJV)??M 74, A

Comezlxww'bae sag vitimo . L Ha Gopw & Gowmn Reafriin g croane caupe MipAeTo
o “l; comdanpdom  fom Looﬂ%w o W%\Tmafe\ &pﬁﬁh'u\o\ 59

[,9‘)(\’”"“‘9 PDJ(—

:>°PCI: OW VL@TDL\)@« /\,Q&ZJAM
oL(_ S caudiovo (bt@wam wgﬁg OM o Woﬂw (\Muwmsw)



| (ot Sconl o ety TidomrmeTs
« (omvwaimeqmﬂpl Vad oo 9 CoudoupYgre Ole &;\/M
d}‘ (@TW @Mﬁ'f‘m 90 . @Iff(mvm\ &T.%‘mﬂ\a@mgo

jo Lo Lo Logpalt, ™ b plied
o opealtn g gt

L
- Gwdoclly O e o Veollia teg¥ie |
€ oo Sox%m&ldf Geﬁ‘% oA
(papaLis {N_AM" lg—-ehpe [\Q){ o Ve baoe e

QC 2 [~ EL | @u@?w el }Yei‘ﬁq@ému@m/
fgﬂ?DM_; %‘,[Ticvl - '-:;S;-%Jf’\[&t&':‘zﬁ%éjgdt/ 6(4[\)%5& :@@% Qﬂ«p i

m@ o e te gl
] w@l foe, oz i Qoarne, "



e i diagrammi con v(t), i(t) e p(t) sono riportati in figura; notare
che nel primo quarto-di periodo, T /4 I'induttore assorbe energia
(p(t) > 0) ma nel secondo quarto da’ indietro tutta |'energia
?wg quarto (p( ) <0); il fenamen%mete\negh
intervalli di tempo a seguire

e la potenza attiva assorbita da L vale

17 Vi1 o7
= — t)dt = —5 — in(2wt)dt =0 W
T/O P(t) 2wLTOS'”(”)

perlodo T fra gregeratprre/ghe,,alunenta L,,eiamp,o magnetico di L;
tecnicamente e’ importante misurare tale scambio energetico; cio’
viene fatto introducendo la potenza reattiva dell'induttore

1 1VZ
= -Vyly = VI = LI, VA
QL L Sl 2WMVR

e per ricordarsi che si tratta di potenza scambiata ma non utilizzata
utilizziamo come unita' di misura i VAR (volt-ampere reattivi)
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e si puo’ mostrare che
QL — 2wE{ned1a

dove

T T
Epedia 1/ EL(t)dtzl/ 1Liz(t)dt
T Jo T Jo 2

e' I'energia media del campo magnetico di L; quindi Q; €'
proporzionale all'energia mediamente scambiata con il campo
magnetico in T e dipende anche dalla velocita' con cui tale ol
scambio avviene o LsTauno Q\&m\’“ Rl

e verifica: si ha B M\%"* MO’ \:Q;ZU?\;&&Q

ey [ o= =L [ P

I sin“(wt)dt = fL/2 Joule

= o [ Rysin(wndt = 11

mentre, come visto, Q; = %le,%,,.

e _possiamo pensare a (J; come una misura convenzionale della
potenza che si deve impegnare per creare il campo magnetico
dell'induttore ~)



e Condensatore ideale
e Vale una trattazione duale rispetto a quella dell'induttore. Sia
v(t) = Vi cos(wt) cosi’ che
i(t) = wCVpcos(wt + 7/2) = —wCV)py sin(wt); allora
p(t) = —wCVZ cos(wt) sin(wt) = —leV,\%, sin(2wt) W oxdoe®
2 UW?

o " imdvlie




e i diagrammi con v(t), i(t) e p(t) sono riportati in figura; notare
che nel primo quarto di periodo T /4 il condensatore eroga energia
(p(t) < 0) mentre nel secondo quarto assorbe una quantita’ di
energia pari a quella erogata nel primo quarto (p(t) > 0); il
fenomeno si ripete negli intervalli di tempo a seguire

e notare che L e C scambiano energia con il generatore con fasi
esattamente opposte



e cio’ €' confermato dai diagrammi che seguono che mostrano la
potenza istantanea assorbita da L (p.(t)), quella assorbita da C
(pc(t)) e I'energia E/(t) e Ec(t)

£,
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R BN




e |la potenza attiva assorbita da C vale

.
= ;/0 p(t)dt =

e vi ' uno scambio réversibile di energia a media nulla su un
periodo T fra generatore che alimenta C e campo elettrico di C;

tale_scambio energetico viene misurato convenzionalmente con la

potenza reattiva del condensatore

1 1 11
= Vyly = VI = —~wCV3 =
Qc > Vmim WV =—5"7C

— 1% VAR

e per ricordarsi che si tratta di potenza scambiata ma non utilizzata
utilizziamo come unita’ di misura i VAR (volt-ampere reattivi)

e notare che si attribuisce convenzionalmente segno negativo a
Qc; in effetti in un circuito gli induttori hanno bisogno di
impegnare (assorbire) potenza reattiva per creare il loro campo

magnetico, mentre i condensatori funzionano da sorgenti (erogano)
potenza reattiva.



e si ha o Qc Cmo(m[‘-z:\om/e@
Qc = —2wERedin o) evong e Wﬂs

dove Scoulio. G < 2 "zg .
\IQQDL»W-
. 1 T 1 T 1 _\/) “ 4J/Uﬂ-¢(o d@@@sm’@b
EICnedla — / Ec(t)dt — / 7CV2(t)dt fCVM Joule
T Jo T Jo 2

e’ I'energia media del campo elettrico di C; quindi Q¢ €'
proporzionale all'energia mediamente scambiata con il campo
elettrico in T e dipende anche dalla velocita’ con cui tale scambio
avviene.
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(0 BRSNS Mo L condAdL:
Potenza in regime sinusoidale per un blpﬁlo generico
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e Consideriamo un bipolo in regime sinusoidale a pulsazione w; sia |
v(t) = Vi cos(wt + ¢, ) la tensione e i(t) = Iy cos(wt + i) la |
w

corrente coordinata secondo la convenzione degli utilizzatori; ol

vogliamo studiare la potenza in regime sinusoidale che viene  coio Spelt
. . cn7

assorb NA

A= Ty ces@%‘ﬂ) - |
-+ | j_
“HATET

e———————-l-

i C‘")a \/W Ff) ’




e la potenza istantanea assorbita dal bipolo in regime sinusoidale
vale

p(t) = v(t)i(t) = Vm cos(wt + v )Ip cos(wt + ;) W

e siamo interessati alla potenza media su un periodo T = 27 /w

1 T
& e P== t)dt
G et T /0 p(t)
e .
e |a potenza media, misurata in Watt, e'_detta anche potenza

attiva o potenza reale e ha, come per il resistore, un importante
sigrwco; infatti

T
PT:/ p(t)dt = E
0

dove E €’ I'energia elettrica in Joule che viene trasferita
irreversibilmente e assorbita dal bipolo in un periodo T; se_
conosciamo la potenza attiva siamo quindi capaci-di trovare
I'energia utilizzata dal bipolo in T, energia che viene trasformata
in altre forme di energia (calore, energia meccanica; etc.)




Espressione della potenza attiva e reattiva di un bipolo
generico Dido (& (a1 dillln Qus
e Consideriamo un bipolo di tipo ohmico-induttivo di impedenza
Z = Ze/#z. Applichiamo v(t) = Vcos(wt), quindi V = V) e un
vettore diretto lungo I'asse orizzontale. Come noto la cor[entej e'
in ritardo di un angolo —p7 fra 0 e 7/2 rispetto alla tensione

e proiettiamo | lungo una direzione parallela a V e una direzione
ortogonale a V. Otteniamo 1, detta componente di 1in fase con V
(o componente attiva della corrente), e 1, detta componente di |
ortogonale a V, o in ritardo rispetto a V di 7/2 (o componente
reattiva della corrente)






esihal=1I,+1, equind| i(t) = i(t )+i,( ), dove
Lia(t) = Iy cos(wt) and i (t)=Tprcos(wt =7/2).= I sin(wt)
M

e si ha |no|treﬂ‘i”/é)”:":L Cospoct ‘\P\_M
P:/ (Di(O)dt = Pa+ Py ool
, - e ogee
- T/o v(t)/a(t)dt+_,_/0 V(8)i(t)de (o

dove P, €' la potenza attiva trasportata dalla componente di
corrente in_fase con la tensione e P, €' la potenza attiva

trasportata dalla componente in quadratura
e valutiamo P;; si ha

! - w?)

= Pazl/ v(t)ia(t)dt cb;,il@ec;é(l )
- / Vi lans cos?(wt)dt gt stk > I

/\ﬁ/_\ 72 03 o Bow-

/ [ Vvlbam + = V/\/lla/\/]COS(2wt ]dt @“‘”{M m
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nULL2 PO\ @5'0‘\10

&2 o
wﬁleﬂw

e quindi
1
Pa = EVM/aM = V/a >0 W

(Ef’ ool
attiva (e quindi energia utile al carico) VLN

e valutiamo adesso P;; si ha Q. Mﬁ &\/},{LM

— / t)i (t)dt

/ Vil cos(wt) sin(wt)dt

-
% / 1 ~Vmlmsin(Qut)dt ) o)a'QQm_
wor@ﬁ@ So ury
(a,uodo

P.=0 W

quindi

A

e indipendentemente dalla sua ampiezza, la corrente reattiva non
trasporta potenza attiva al carico; quindi ad essa non e’ associato
un_trasferimento di energia utile al carico




e |la componente reattiva della corrente e’ detta anche correntef ‘ )H
o

ziosa O corrente

e da un punto di vista fisico la corrente reattiva modella uno
scambio reversibile di energia, a media nulla su un periodo, fra
generatore che alimenta il bipolo e campi elettrici e magnetici
all'interno del bipolo (vedremo meglio con teorema di Boucherot)
e come misura convenzionale di tale scambio reversibile a media

nulla si_intr I nza reattiva olle. Covede [ v
null ¢ gwade e
1 S .
Q= Q= 5 Vil = Vi, >0 VAR & g,

W e
e |a potenza reattiva corrisponde a potenza scambiata ma non wp d“g
utilizzata; per tale motivo @ viene misurate in VAR ool o,
e la trattazione nel caso ohmico capacitivo €' analoga; si j

attribuisce pero’ segno negativo alla potenza reattiva, cioe’
e ——8)

1
Qr :95 Vmlas = —=VI, <0 VAR
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e Lo stato relativo-al trasferimento-energetico in regime sinusoidale

verso il bipolo consta di due contributi: 0y Ay-,

1) Trasferimento irreversibile di energia elettrica (energia S
utilizzata) che puo’ essere valutato tramite la potenza attiva —Gewine 2red

R R I L U
L@,’\—QSZHN’

ooy ¥ P = ZVplam = Vi, :@(SOA)): Z COS(QDV - 901')
gly Q%W\me‘@ Patt \/cp{.iﬂmwa Yz = S\demﬂ w;w o
2) vi €' sovrapposto uno scambio reversibile di energia elettrlrg::\ a Vel

media nulla su un periodo (energia scambiata ma non utilizzata)

, - . - T 1VD
che puo’ essere valutato tramite la potenza reattiva forents ATV
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e Si introduce la potenza apparente Qm (b;bt;@m &ew*ito L Caoslo o
1 o
= A= 5 Vil = VI (VA

che si misura convenzionalmente in volt-ampere (VAj
e si ha
P = Acos(y;), Q = Asin(p;)

A=+P?+ Q2

cioe’ la potenza apparente €' una combinazione di potenza attiva e 9
reattiva
e notare chese P,Q #0 allorasiA> P, Q@  Seo QBI(QQ)O amalle
s cb‘?e,wéa v e
Yeav
[A 2 Sia ol ?c/&:Q




Espressioni della potenza istantanea
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e Si ha V, Cos(wh tu) - L4 oy (whr Y f,,),‘

\

p(t) = v(t)i(t) = Vmlg cos(wt + o) cosiwt {—yl 1 s "5
. 1 S — (,D 144
o o oo A = Sviyeorlp, Bp) 2T
ks Co ST ""» Lﬁ)w;ﬁ*
A s oo 0 1 . e
& +5 Vi cos(@ + @y + ©i) -
@l/fw %7 TJ
e quindi e

p(t) = P +,Acos(2wt + ¢, +
Lordle valiolLe bl Rtope Steus oo
e p(t) ha un termine costante P pari alla potenza attiva e un

termine variabile a pulsazione 2w con ampiezza pari alla potenza
apparente

e il termine variabile della potenza istantanea puo’ causare
problemi; p. es. un alternatore richiede una coppia pulsante per
funzionare a frequenza costante; inoltre, lo stesso termine origina
vibrazioni meccaniche indesiderabili

?QTM (5%&@&@\;@\ o o o' ZP« e SO\JA}WQ% a f o o
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e Esempio Consideriamo un bipolo dato da L in serie R~ €70

sinectico dn 24
G mdore, Cowa il
() ) ) L;:,A.Smw Reslwon a f.6TIw
: | R/ A s Ak =
’ w 3
(W n
aL> o v Tel el L . pe)
et 7GR ’
B\ 3 ﬁ, v L fﬁz %»P\l”n(‘m“ s PO

by o 0 ARCC L TN ’
e MWMW"’ ,'fa@zw lW (\7{’@% Yeva,

) e Gow AV
e in questo caso P = P > 0,,Q = Q> 0eA> P.Q;
I'andamento qualitativo della potenza istantanea p(t) e’ riportato

. . Coce o W
in figura A= \E2 QL T(u@«,« Ot M = PLMW
e si noti che p(t) varia fra un massimo Q= AL e pestie
\ ‘);& aa—q
| (VoS \ .-
S Pmax =P + A= P+ P2+ 4;?2 w ; Coero Bn 47
ok iva 1

e un minimo

Pmin=P—A=P—/P2+ Q<0 W

e ci sono intervalli di tempo in cui p(t) < 0; interpretar
fisicamente cosa accade in tali intervalli
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e Consideriamo un bipolo di impedenza Z = R + jX e ammettenza
Y = G + jB. Siano V e | i fasori di tensione e corrente coordi
secondo la convenzione degli utilizzatori. La potenza attiva
assorbita dal bipolo puo’ essere espressa in una delle seguenti
forme equivalenti

1 1 _
:> P=2SVulucosp, = §RG[V|*]

1 _
= 5Re[Z]/ﬁ,,:

1 _
= SRelY] Vi 5
e verifica: si ha

VI* = VMejgolee—jgo,- = V/\///Me’.(@‘/—@") = V/\///Mejtpz

e inoltre
1

. 1 — 1 _
“Re[VI*] = ZRe[ZII*] = =13 Re[Z
2Re[ ] 2Re[ ] > wRe[Z]

1 — 1 - 1 - = 1 —_
SRe[VI] = SRe[V(YV)] = SRe[VV"¥"] = 5 ViRe[V"]



e analogamente, per la potenza reattiva assorbita dal bipolo si ha

j:> Q= —VMIM sin ;@/ Im[VI*] W/
=) llm[Z]l,\zﬂ _[ XIM

\
i WMW@;@W% T @-Im[v] V2 = ——BVM
(5

dove I'asterisco denota il complesso coniugato
> 50 Dl eieo W Xt (5 eepha
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Potenza Complessa
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| Definiamo la potenza comp/essa‘ Rfwee  cmplome. £
oo Byl

_ ] e
P = JVI" VA o by

e siha fo;:—:& 9;.-:;21/0” Q fote vocl = R&Tm )2
(PEEHIQ Gt reedr.
e inoltre do sovvoe ‘mw

. 7.
RV @@w@ e e — —VM/Me’(‘pV o)

e quindi \m on c@Q{v 56 Qe
Foroes erg P= Aﬂpi\ VA
agrole yedusie
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caratterizzato in modo completo riportando nel piano complesso P,
P, Q6 Ae ;. Ot_tem cosi’ il triangolo delle potenze (che €'
simile a quello delle impedenze)

e in questo contesto il piano complesso e’ inteso come piano delle
potenze. La potenza attiva P (Watt) e’ sull'asse reale e
rappresenta una cessione irreversibile di energia al carico; Ia
potenza reattiva Q (VAR) €’ sull’asse immaginario e rappresenta
uno scambio reversibile di energia con i campi elettrici e magnetici
del carico e

e ricordiamoci anche che la potenza attiva e'_il tramite-concui st
trasforma energia elettrica_in altre forme di energia (calore, energia
meccanica, etc.)

e si noti in particolare che il triangolo rettangolo P, Q, A
rappresenta geometricamente la nota relazione A = VP2 + Q?

[o il trasferimento di potenza in regime sinusoidale puo’ essere




Esempio. Determinare la potenza istantanea, attiva e reattiva

fornita dal generatore al motore. / AN e

W51 ) = W e
3’IL l’ =y )

0O (5-0" /

54 3¢ ( L

2 ()

8O ~I1¢€

o)

16 AN Aoo cos (o) Y

e Consideriamo il circuito simbolico per il quale si ha

/
- - A b\v/
@L P:%VI*zPﬂQ VA
e siha-\jg F 3T F 340 T=0 =>T =_\8
Y 2+3

- Y, 100 100(3 — j4) ,
= £ = =[12-j16 A| F
) T

Rtjwl  3+j4 (3+4)(3—j4) |
I=

quindi
- 1 O A
P= 5100(12 +/16) = 600 + j800 VA



e allora P = 600 W, Q = 800 VAR <= ﬂ”@éjmo%;ﬂ oW
e si ha inoltre A= /P2 + Q2 =1000 VA e §
¢, = arctan(4/3) @ aIIora olto §0 LA

(ot 1JTubuea, gﬂw& 600
« p(t) = P+ Acos(2wt + gov + ¢z) = 600 + 1000 cos(4t —53°) W
- Yv-¥Kz

e notare che p(t) varia fra un massimo ppax = P + A = 1600 W e

un minimo pmin = P— A= —400 W. . _0
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e Resistore ideale (0000 2 Touwog W s Coo

e si ha T ane
olfw w €
FJV wr\/QQﬂE - wr ("N Qi&gl *W‘—\?'
0 T* T* Y} \
. Pr = Pr+jQ _—VI——RII——RI VA
M A
quindi ) \Jiu‘iﬂ"‘]”"’“ﬁ
Pr :—RIM:—GVM_R12 GV2 W ot
thﬂ‘ - V(&()— - PQ*OUM oNw
e Wm‘”‘
Qr =0 VAR o

E:n resistore ideale assorbe solo potenza attlva mentre la potenza

ttiva impegnata e’

Wousol & sikuo s VEuLL R
e A _ - e ’ e
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e Induttore ideale  ST-<(< FANJE @ESISTC)G{ (Vre- (hvece

o si ha L B ho RaoThiuse

1 1
PL=PL+jQ = 2 = —JwLI T* —j—wLIM VA

\dfr-=

quindi
PL=0 W
€ Ok v~ L
2 ©
Toody (ome 1erBL _1 2_1V/\/I _Vg% X, e
b Ao e Af:(::g QL = 2CL)LIM == 2wl =X /‘Z@\ VAR %ﬂ:‘ﬂ‘\«w X

%Wanvd’“r 12
.2 ("% tin induttore ideale assorbe solo potenza reattiva mentre la ¢ -

?H.,@ potenza attiva e’ nulla (non vi e’ potenza utilizzata)
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~ e Condensatore ideale | {3 Fo fou sl agere pleor T RO
e si ha ‘ v o et ool

d (warelo co

_ lomy 1o, o 1T
Pc=Pc+jQc = 5VI" = 2V(jwCV)" = —jiwcvﬁﬂ VA

quindi
Pc=0 W
© 2 2
1 11/ 74
Qc wEVm 2wC c

e un condensatore ideale assorbe solo potenza reattiva mentre la
potenza attiva e’ nulla (non vi €' potenza utilizzata)



b N )

Nondle. (1, S W ug:,T.,w-ggw“l W

reattiva positiva.U Tale potenza e’ impegnata per creare il campo

magnetico_dell'induttore

e invece un condensatore ha una potenza reattiva negativa, e’ cioe’
_una sorgente di potenza reattiva (una sorgente di potenza
magnetizzante)
e quando L e C sono presenti in uno stesso circuito, la potenza
reattiva necessaria a L puo’ essere in parte, o completamente,
fornita da C; discuteremo ulteriormente questo fatto in relazione al
problema del rifasamento di carichi industriali f‘@u@f‘w

\{ /é W W(»Q,B@ o Reuo
L sulla (\J, iwa Vot

orcgl

Rt 2 fafe o Quog. o

e mettiamo anche in evidenza che un induttore ha una potenza %




ETrasformatore idealegw'mg{ N oy OBubuee,

e consideriamo un trasformatore ideale e cioe’ una rete due porte
caratterizzata da

&ED/
Vl(t = nw t) Lo (\DTW
o eDe. L yesfilin
e Jenion Men G Grirvgu ot
i(t) = ——lz(t) Q (o Guee 42

( noleDie

dove n = Ny /N, e'/il rapporto di trasformazione (N e NM% lg i
spire del prlmo e secondo avvolgimento)
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e sappiamo che p(t) = p1(t) + p2(t) = va(t)ir(t) + va(t)i2(t) =
"Vz(t)(—lfz( )) +va(t)i2(t) = O per ogni ¢ Mm‘atore%

—
e perla I|near|ta della trasformata fasoriale, in regime sinusoidale
le relazioni costitutive sono date da

— o (m%.

\ i(\» ‘{{Lm:r,); A "
V1 = nV2, |1 = —*‘2
e |la potenza complessa assorbita vale
Ctodom ke Lo 2
P=HF+/Q = P1+P>
I T R S
= 7V1I1 + §V2|2 % -
s —an(1)+ SVl =0 v of
v L

. =

e quindi un trasformatore ideale e’ trasparente sia alla potenza
attiva che alla potenza reattiva o opan s Q por - Nom ;.‘s(erfaw_.“ Paneo
(0 Wi ¢ el ol € O - ot Lougo g
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o Giratore ideale &k @i - cmomole (o Tw o amonle (A VeI o,
e consideriamo un giratore ideale e cioe’ una rete due porte QtO
caratterizzata da

vi(t) = —Roio(t) gurene, or orfjer
P = )Y Q\ (‘z? \D\\' Q?
e \/l = ‘_@"D—EL L(V Conune (w80
V2(t) = Roil(t) AW\JN&}&‘ e aa&a‘iﬂ W
| R anbie . nae &
dove Ry in Ohm €' il rapporto di girazione Ve ineblbive
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e sappiamo che anche il giratore ideale €’ trasparente alla potenza

istantanea
e per la linearita’ della trasformata fasoriale, in regime sinusoidale
le relazioni costitutive sono date da / W Yo' 0

) o ) 7z U eww
Vi = —FRol2, Vo = Roly

e |la potenza complessa assorblta vale
Qtam lante |

0 P=P+jQ = P+,

1- - 1- -
= *Vll*—{—*\/zl;
\i\'} 5R0|2|1+

RII
2 2 012 P

= *Ro fl'z [} |2} . caplossa - 1002
bﬂ/vuvg&l»)
Poroolle (o —yJROIm[Illz] VA 129, 7 Lella ok g
e quindi un giratore ideale €' trasparente aIIa potenza attiva |
/ (P = 0); non e invece trasparente alla potenza reattiva che vale

Q = Rolm[liTy] VAR, #f00 At
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e Consideriamo una rete con £ bipoli in regime sinusoidale a
_pulsazione w. Utilizziamo per ogni_bipolo_k la convezione degli
utilizzatori per coordinare i fasori V. e I;. Si ha allora (teorema di
Boucherot) TabOW Toploe 2 Comund Diple K-ou2
L i’j‘
3 :1 kak‘

ordndto o bo camy. OFTL
¢
ZP Z Vkl*—Z(Pk-Fij )=0 VA
[,
s 1& ‘”"fjf;z koo Sotten ?OT conflossa MWIT
>o(L \Th w0 v
vale cioe’ la conservazione della potenza complessa =OVA >/‘ saz + D

=\

® ne consegue che vale anche la conservazione di poienzajitma
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e in un circuito in cui sono presenti R, L, C e un certo numero di
generatori di tensione e/o corrente possiamo scrivere L o 4 Dol t f

uallio Comverd L. diove Otom Vv
TS Ry= ¥ = X RRw
gen. T \ESIISt?i/—J resistori Sl VeI
LC oo
] b7 e b
G S o sl P
VYA L WP
Qe Ptrvi Z QS” - Z QL" + Z QC" oo '
gerélL r(l2 induttori condensatori "
o b _ i 2 i 2 Vo poosUile
D DT T S V1 R
. 1nduttor1 condensatori

Lo vann Gy Le

A - 92 fr;edla_
Do wgome (L e im Mgl w Z

radls
gL~ B

visauale.
dove P ; (rlsp Qs,i) €
erogata dal generatore i-esimo

<\Emedla VAR

mduttorl " condensator
(,m\/yw Coleot 0 um Aniodo

la potenza attiva rlsp potenza rea:cti\‘(a
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Aderown \utowersq | . . . : F ot -
o Hgotare che, fel Complesso, i generatori non hanno bisogno di &~ %
erogare potenza reattiva al circuito se L e C-si compensano,_cioe’

I'energia media di tipo elettri ' i i_ti ico
media __ media \
> E= Y B
induttori condensatori

e cio' accade ad esempio in condizioni di risonanza.
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Esempio. Verificare il teorema di Boucherot per il circuito in figura

\
2

=

L
o) =
V2 cos (2E-45°) A

\TL Sed ( %e- l,s\ NERES e \E(%(_‘h‘p\\—i%(*’s\

\)_?_\rl + aVz- \LL
e consideriamo il circuito simbolico associato e usiamo il teorema

RS

di Millmann per determinare V: si ha . b .
. = 3
L . . we
\7: 21+ 1]_ . = 8;_.] vV -3 X = -3
2 J Eyp\, (oo
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349 Y
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—_— _2 =
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e allora



e la potenza erogata dal generatore di corrente vale

= 1~ 7449
Po==-Vlg=—"— VA
072707 10
e quella erogata dal generatore di tensione
= 1-- 3+ /4
¢ 2 10

e inoltre la potenza assorbita dal resistore vale
1,2
PR - EZI]‘M - 1 W

quella assorbita da L vale

1, 39
e quella assorbita da C
1 13
Qc = —52/22/\// =-5 VAR

e ¢’ verificato il teorema di Boucherot



e conviene riportare quanto ottenuto in una figura
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Alcune convenzioni .
i . Yplove Covyaw . - .
e Abbiamo definito osiome To :
T=Iye® A - Ve e
. | i
e a volte utilizzeremo negli esercizi questa notazione \
\g- M
[ = hnsel? = lypel¥ =ljel2iAeff Vo
V:&ml‘”jfﬂe
dove il modulo del fasore corrisponde al valore efficace; per evitare

a ! ! ! cioe’
Ampere efficaci

e con la seconda notazione si ha ad esempio che la_potenza
complessa e’ semplicemente espressa da Qm’w
_complessa € semplicemer e

P—Vl VA = A UyrT Uk
Y o JT
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Esempio. Determinare potenza attiva e reattiva assorbita dal
bipolo ab (in regime sinusoidale a pulsazione w); verificare inoltre la

valdita’ del teorema di Boucherot; €' noto che wlL = = =1 Ohm =R
WWMQWCOSW[\VA\ @@M&Cﬁ’mm ‘l WL _D_
d/JQ Lworde. i\luhyﬂ . Oj R 1 ‘
penbe © e [\,(l/ e,__/l\MA}——‘ Yol U wAone,
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e consideriamo il circuito simbolico associato, per quale 1. @ire o=t
_ . 1 _ \‘7; WC ,(') o
Z=1+/+ I - — 24+ Ohm
T 15
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e allora

= 100(40 + ,420) = 4000 + j2000 VA

e quindi

P=4kW; Q=2 KkVAR




e verifichiamo adesso Boucherot; si ha dalla regola del partitore di
corrente
. 1-
=T — (40— j20)—2 2 =10 — 30 Aeft
T T 15

e quindi

b =T—T, =30+,10 Aeff

e valutiamo potenze attive e reattive assorbite dai bipoli R, L, C; si
ha I12 = 1000, I22 = 1000 e /% = 2000; quindi

Pri=Ril? =1 kW;Pro=Ryl3 =1 kW, Prs = R3l3 =2 kW

e
Pr1+ Pro+ Prs =P =4 kW



e inoltre

Qx1 = X1/}

e quindi

=1 kVAR

Qxa = —Xal3

= —1 kVAR

Qx3 = X3l =2 kVAR

Qx1+ Qx2 + Qxz3 = Q =2 kVAR

e il teorema di Boucherot e’ verificato.
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Esempio. Il bipolo AA €’ in regime sinusoidale alla pulsazione w.
Sulla figura sono indicate resistenze e reattanze dei bipoli alla w
considerata. E' noto che I, = 20 Aeff. Calcolare per via energetica

(utilizzando il teorema di Boucherot) potenza attlva e reattiva ai
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e Analizziamo il circuito iniziando dalla sezione aa e poi
procedendo verso le sezioni a monte
e sezione aa):

P, =4I2 =1600 W;Q,=3/>=1200 VAR

A, = \/m = 2000 = V,1, = 20V, VA

da cui V,; = 100 Veff. Inoltre

e allora

V. V.
g = ——— = 2 =20 Aeff
7B Vad+32 5

e sezione bb): dal teorema di Boucherot

P,=P,+ 4135 =3200 W;Q,=Q,—3l35 =0 VAR

Ap = /P2 + Q% = 3200 = V,/, = 100/, VA

da cui I, = 32 Aeff

e quindi



e sezione di ingresso AA): si ha
Pa= Py + glg = 4096 W;Qa = Qp+2/2 =2048 VAR
e si ha anche
Aa=/P3+ Q% =4580 = Valp =36V, VA
da cui V4 =143 V.

e Osservazione importante: si ha da KV 1y =lag + 1, pero’
Ib=36#Iag+1,=20+20=40 A

e non si possono sommare i valori efficaci di grandezze
sinusidali

pa

e interpretare usando un diagramma fasoriale.



