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Capitolo 1

Circuiti a Costanti Concentrate

1.1 Interconnessione di bipoli

Consideriamo inizialmente circuiti e reti elettriche ottenute interconnettendo bipoli cioe
elementi elettrici a due morsetti (poli o terminali). Ad esempio R rappresenta un resistore,
L rappresenta un induttore e C' rappresenta un condensatore. I morsetti da collegare sono
indicati con due pallini aperti invece quando si collega un bipolo ad un altro elemento si
indica con il pallino chiuso per far riferimento alla saldatura.

T €
7 @)

1.2 Grandezze elettriche su un bipolo

Le grandezze elettriche che ci interessano sono la tensione ai morsetti, la corrente che
fluisce nel bipolo, la potenza elettrica e I'energia elettrica assorbita dal bipolo. Scegliamo
ad arbitrio un verso di riferimento per la corrente indicandolo con una freccia ed inoltre
consideriamo una sezione S su uno dei conduttori riportando la freccia.

Z.

V< ()
.




9. Elettrotecnica Appunti delle Lezioni

1.3 Intensita di corrente

L’intensita di corrente all’instante ¢ & data da

o At
i) = Al}fg}OT

dove Aq(t) ¢ la carica che attraversa S in At concordemente con il verso di riferimento
indicato. Si ha che i(¢) ¢ una grandezza scalare e algebrica (con segno).

1.3.1 Osservazione

Se la corrente & dovuta al moto di cariche positive (ioni) e il segno di i(¢) é positivo, posso
ottenere ad esempio
i(t = 1sec) = +3 A (Ampere)

quindi il verso del moto delle cariche (verso vero della corrente) & concorde con la freccia.
Se il segno di i(t) é negativo, posso ottenere ad esempio

i(t = 2sec) = —4 A (Ampere)

quindi il verso del moto delle cariche (verso vero della corrente) ¢ discorde con la freccia.
Segue che il verso di riferimento di i(¢) ¢ fissato ad arbitrio, segue che il verso di riferimento
di i(t) e il segno di i(t) permettono di determinare il verso effettivo di moto delle cariche
detto il verso vero della corrente i(t).

1.4 Tensione o differenza di potenziale

Scegliamo un verso di riferimento per la tensione, indicando con + uno dei morsetti e con
— laltro. Inoltre scegliamo un percorso che collega + a — e lo orientiamo da + verso —.
Sia Ag una carica elettrica infinitesima che si muove lungo il percorso orientato.

i
A CE) | % 5
2

.

La tensione all’istante ¢t é data da

. AL
o(t) = fim

dove AL ¢ il lavoro compiuto dalle forze del campo elettrico su Ag lungo il percorso
orientato. Si ha che v(t) ¢ una grandezza scalare e algebrica (con segno).

Sbuch.it - All rights reserved



10. Elettrotecnica Appunti delle Lezioni

1.4.1 Osservazione
Se il segno di v(t) & positivo, posso ottenere ad esempio
v(t = 1sec) = +4 V (Volt)

quindi il morsetto segnato con + si trova a potenziale piu alto rispetto a quello con —.
Se il segno di v(t) & negativo, posso ottenere ad esempio

v(t = 2sec) = =5 V (Volt)

quindi il morsetto segnato con — si trova a potenziale piu alto rispetto a quello con
+. Segue che il verso di riferimento di v(t) ¢ fissato ad arbitrio, segue che il verso di
riferimento di v(t) e il segno di v(¢) permettono di determinare quale dei due morsetti si
trova a potenziale piu alto all’istante ¢ cioé il verso vero della tensione.

1.5 Versi coordinati per tensione e corrente

1.5.1 Convenzione degli utilizzatori

Fissato il verso di riferimento di v(t) si ha che il verso di riferimento di i(¢) & tale che i(t)
entra dal morsetto + ed esce dal morsetto —.

. g 5
L(t)i ()

e La potenza elettrica assorbita dal bipolo t ¢

p(t) = v(t)i(t) W (Watt)

e [’energia elettrica assorbita dal bipolo in dt &

dw(t) = p(t)dt = v(t)i(t)dt J (Joule)

e L’energia elettrica assorbita dal bipolo nell'intervallo di tempo [t,, t]

/t:bp(t)dt:/t:b dw(t) Z/t:bv(t)i(t)dt J (Joule)

Sbuch.it - All rights reserved



11. Elettrotecnica Appunti delle Lezioni

1.5.2 Convenzione dei generatori

Fissato il verso di riferimento di v(¢) si ha che il verso di riferimento di i(¢) ¢ tale che i(t)
entra dal morsetto — ed esce dal morsetto +.

+

% < (k)

S)

e La potenza elettrica erogata dal bipolo t é

p(t) = v(t)i(t) W (Watt)

e [’energia elettrica elettrica dal bipolo in dt €

dw(t) = p(t)dt = v(t)i(t)dt J (Joule)

e L’energia elettrica elettrica dal bipolo nell’intervallo di tempo [t,, t3]
ty ty ty
/ p(t)dt :/ dw(t) :/ v(t)i(t)dt J (Joule)
ta ta ta

1.6 Relazione costitutiva di un bipolo

La relazione costitutiva di un bipolo é un legame che il bipolo stabilisce fra la tensione e la
corrente, € una legge che caratterizza completamente il comportamento elettrico del bipolo
all'interno di un circuito. Per parlare di relazione costitutiva bisogna prima stabilire
un riferimento elettrico per il bipolo, scegliendo un verso di riferimento per corrente e
tensione, e poi scegliere la convenzione degli utilizzatori o dei generatori. Consideriamo
per esempio un resistore che ha come relazione costitutiva

v(t) = Ri(t)

se usiamo la convenzione degli utilizzatori (legge di Ohm) mentre si ha
v(t) = —Ri(t)

se si usa la convenzione dei generatori.

Sbuch.it - All rights reserved



12. Elettrotecnica Appunti delle Lezioni

1.7 Bipoli passivi o attivi

Consideriamo la convenzione degli utilizzatori. Un bipolo si dice passivo se

W(t):/t p(t’)dt':/t v(t)i(t)dt' >0

—00 —0o0

per ogni ¢ e per ogni possibile esperimento (andamento tensione e corrente) che facciamo
con il bipolo. Precisiamo che con —oo si indica 'instante in cui viene fabbricato il bipolo.
Intuitivamente, ’energia complessivamente erogata dal bipolo al circuito a cui é collegato
non puod mai superare quella precedentemente assorbita. Ad esempio, per un condensatore
C' ci sono in generale intervalli di tempo in cui 'energia ¢ assorbita (C' si carica) ed altri
in cui l'energia ¢ invece erogata (C' si scarica fornendo indietro energia al circuito). Se
non vale la relazione precedente allora il bipolo si dice attivo. Un bipolo attivo ha al suo
interno una sorgente di energia (ad esempio una pila o un alimentatore).

1.8 Resistore ideale

Consideriamo la convenzione degli utilizzatori. La relazione costitutiva (legge di Ohm) ¢é
v(t) = Ri(t)

con R resistenza in © (Ohm). Oppure
i(t) = Gou(t)

con G conduttanza in Q1.

—_—

e La potenza elettrica assorbita dal bipolo ¢ ¢
p(t) = v(t)i(t) = Ri*(t) = Gv*(t) W (Watt)
e [’energia elettrica assorbita dal bipolo in dt &
dw(t) = p(t)dt = v(t)i(t)dt = Ri*(t)dt = Gv*(t)dt J (Joule)

e Passivita

W(t):/t p(t/)dt':/t v(t’)i(t/)dt:/t Ri2(t’)dt:/t Gv*(t)dt' >0

—0o0 —0o0 —00 —0o0

Un resistore ideale ¢ passivo se e solo se R > 0 oppure G > 0.
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13. Elettrotecnica Appunti delle Lezioni

1.8.1 Corto circuito e circuito aperto

Un resistore ideale ¢ un elemento adinamico cioé senza memoria perché si ha un legame
istantaneo fra v(t) e i(t). Alcuni casi particolari sono

e corto circuito (c.c.): R =0 Q (Ohm), la relazione costitutiva ¢ v(t) =0 Vi(t)

+— T
(¢ \?( b

€.c.

b—-’

e circuito aperto (c.a.): G =0 Q (Ohm), la relazione costitutiva ¢ i(t) =0 Vo(t)

. #
Agy "~

C.a,

1.8.2 Interruttore ideale

Un interruttore ideale ¢ un corto circuito negli intervalli di tempo in cui é chiuso e un
circuito aperto in quelli in cui é aperto. Inoltre si ha che un corto circuito, un circuito
aperto e un interruttore ideale sono elementi inerti cioe

pt)=0 Vt
quindi essi non partecipano agli scambi energetici.
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14. Elettrotecnica Appunti delle Lezioni

1.8.3 Energetica di un resistore passivo

Sia R > 0. L’energia elettrica assorbita da R in dt coincide con ’energia dissipata da R
sotto forma di calore per effetto Joule. Si ha

dw = Ri*(t)dt = Gv*(t)dt = dQ >0

dove d@) ¢ il calore sviluppato. Un resistore passivo é un puro dissipatore, esso trasforma
tutta ’energia elettrica assorbita dw istantaneamente e integralmente in calore d@ (o in
altre forme di energia non elettrica). Tale trasformazione ¢é irreversibile, R non é capace di
effettuare la trasformazione inversa e d(@) ¢ I'energia che esce definitivamente dal circuito.

1.9 Condensatore ideale

Consideriamo la convenzione degli utilizzatori. La relazione costitutiva é
a(t) = Co(t)

dove

e ¢(t) é la carica sulle armature all’istante ¢

e ( ¢ la capacita in Farad del condensatore

+

ey,

e La relazione costitutiva controllata in tensione (forma differenziale) ¢

dove ¢(t) ¢ detta variabile di stato di C.

e La relazione costitutiva controllata in corrente (forma integrale) &

1 t
v(t) =v(0) + —/ i(t')dt’
' Jo
dove v(0) & detta stato iniziale e v(t) & detta variabile di stato di C'.

Il condensatore ideale C' ¢ un elemento con memoria, per conoscere v(t) devo conoscere
v(0) cioé la tensione iniziale su C' e anche tutto I'andamento di i(¢) fra 0 e ¢.
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1.9.1 Energetica del condensatore ideale

La potenza istantanea assorbita vale

p(t) = v(t)i(t) = v — 4 (10v2<t>) - et

dt dt \2
dove 1
Ec(t) = §C’v2(t) J (Joule)

¢ 'energia assorbita al campo elettrico di C'. Quindi la potenza istantanea ¢ la derivata
rispetto al tempo dell’energia del campo elettrico di C' cioe

d

p(t) = EEC@)

In termini differenziali, I'energia elettrica dw assorbita da C' in dt coincide con la varia-
zione di energia del campo elettrico di C' in dt infatti

dw(t) = p(t)dt = dEc(t) =d (%C’v%t)) >0 oppure <0

1.9.2 Osservazioni

Il condensatore ideale ¢ un elemento conservativo (accumulatore perfetto), immagazzina
sotto forma di energia del campo elettrico tutta I'energia elettrica assorbita. La trasfor-
mazione da energia elettrica a energia del campo elettrico ¢ completamente reversibile
cioé C' é capace di effettuare la trasformazione di energia elettrica in energia del cam-
po elettrico ma anche la trasformazione inversa (carica e scarica di ('), in particolare
il condensatore ideale C' ¢ capace di fornire indietro al circuito tutta ’energia elettrica
precedentemente assorbita. Il condensatore ideale infatti non dissipa durante i processi
di carica e scarica non si ha dissipazione di energia elettrica in calore, I’energia elettri-
ca assorbita resta confinata nel circuito. In termini matematici, significa che dw ¢ un
differenziale esatto (differenziale di una funzione dello stato v) ed ¢ analogo al lavoro
compiuto dal campo elettrostatico (campo conservativo) in fisica infatti

1
dw=dEc =d (501)2)

Per esempio, calcolare I'energia elettrica assorbita dal condensatore ideale nell’intervallo
[ti, t¢] per i due diversi andamenti di v(¢) in figura.

o’ca—)

X
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16. Elettrotecnica Appunti delle Lezioni

Ly ty Ly
w[ti’tf]:/t- p(t)dt:/t. v(t)i(t)dt:/t. dw =

ts 1 1
_ / dBe = Folty) ~ Eclt) = 500} — 5Cv? T (Joulo)
t;
Notare che I’energia elettrica assorbita dal condensatore ideale C' dipende soltanto dallo
stato iniziale v; e dallo stato finale v; ma non dall’andamento di v(t) fra t; e ;.

Si ha

1.9.3 Condensatore ideale in regime stazionario

Se v(t) ¢ costante e i(t) = 0 allora il regime stazionario il condensatore ideale C' equivale
a un circuito aperto (stessa relazione costitutiva).

i T 9y i

esTau
Q.

—

&

1.10 Induttore ideale
Consideriamo la convenzione degli utilizzatori. La relazione costitutiva é

p(t) = Li(t)

con (t) flusso del campo di induzione magnetica concatenato con ’avvolgimento all’i-
stante ¢ e L induttanza in Henry dell’induttore.

2 e

() L
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17. Elettrotecnica Appunti delle Lezioni

e La relazione costitutiva controllata in tensione (forma differenziale) ¢

dove p(t) & detta variabile di stato di L.

e La relazione costitutiva controllata in corrente (forma integrale) &

dove i(0) & detta stato iniziale e i(t) & detta variabile di stato di L.

L’induttore ideale L ¢ un elemento con memoria, per conoscere i(t) devo conoscere i(0)
cio¢ la corrente iniziale su L e anche tutto 'andamento di v(t) fra 0 e t.

1.10.1 Energetica dell’induttore ideale
La potenza istantanea assorbita vale

p(t) = v(tjit) = ity — 4 (%Lf(t)) -~ L b

dove 1
EL(t) = §Li2(t) J (Joule)

é lenergia assorbita al campo magnetico di L. Quindi la potenza istantanea é la derivata
rispetto al tempo dell’energia del campo magnetico di L cio¢

d

plt) = S Eu()

In termini differenziali, I’energia elettrica dw assorbita da L in dt coincide con la variazione
di energia del campo magnetico di L in dt infatti

dw(t) = p(t)dt = dEL(t) = d (%LiQ(t)) >0 oppure <0

1.10.2 Osservazioni

L’induttore ideale ¢ un elemento conservativo (accumulatore perfetto), immagazzina sotto
forma di energia del campo magnetico tutta l'energia elettrica assorbita. La trasforma-
zione da energia elettrica a energia del campo magnetico ¢ completamente reversibile cioé
L é capace di effettuare la trasformazione di energia elettrica in energia del campo elet-
trico ma anche la trasformazione inversa (carica e scarica di L), in particolare I'induttore
ideale L ¢ capace di fornire indietro al circuito tutta ’energia elettrica precedentemente
assorbita. L’induttore ideale L non dissipa infatti durante i processi di carica e scari-
ca non si ha dissipazione di energia elettrica in calore, I'energia elettrica assorbita resta
confinata nel circuito. In termini matematici, significa che dw € un differenziale esatto
(differenziale di una funzione dello stato i) infatti

1
dw = dE, =d <§Li2)
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18. Elettrotecnica Appunti delle Lezioni

1.10.3 Induttore ideale in regime stazionario

Se i(t) ¢ costante e v(t) = 0 allora il regime stazionario I'induttore ideale L equivale a un
corto circuito (stessa relazione costitutiva).

| +
T (i) = @S)Fi“k ( (F) ()
o G_) <:> C.C,

1.11 Generatore indipendente ideale di tensione

La relazione costitutiva di un generatore indipendente ideale di tensione ¢
u(t) = ey(t)

cioé la tensione impressa ai morsetti ¢ una nota funzione del tempo e,(?).

e .
LCE) +

&>
v (4 eQGC)

Consideriamo, per esempio

e una batteria
e4(t) = E = costante

L) /T‘:‘*) |
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19. Elettrotecnica Appunti delle Lezioni

La caratteristica tensione corrente di una batteria v(t) = E ¢ una retta verticale, si
ha che E é positiva se la batteria eroga corrente o negativa se assorbe corrente.

e un generatore di tensione sinusoidale o alternatore
eq(t) = Encos(wt + )

Nel caso dell’alternatore dobbiamo indicare uno dei morsetti del generatore con il +
e l'altro con il — altrimenti siamo in una situazione ambigua. La rappresentazione
nella figura che segue ¢ ambigua e pertanto non va usata.

«x—cJ <06
EH C@b@“‘-}-ﬁr)
7 NG

Per un generatore indipendente ideale di tensione & nota a priori la tensione v(t) impressa
al morsetti mentre non & nota la corrente i(t) erogata, la corrente i(t) pud assumere
qualunque valore (& una grandezza non vincolata). Possiamo determinare la corrente
solo quando il generatore € inserito all’interno di un circuito.

1.11.1 Disattivare un generatore ind.te ideale di tensione

Disattivare un generatore indipendente ideale di tensione significa porre uguale a 0 la
grandezza impressa. Quindi

u(t) = e,(t) =0 Vi(t)

Segue che il generatore indipendente ideale di tensione equivale a un corto circuito.
£ (&) .
4 (P

G-

Vx| Yol ) e )=
O
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1.11.2 Energetica di un generatore ind.te ideale di tensione

Un generatore indipendente ideale di tensione € l'interfaccia per eccellenza fra circuito
(mondo elettrico) e mondo esterno, esso scambia energia elettrica in modo illimitato e
completamente reversibile operando la conversione fra energia elettrica e altre forme di
energia non elettriche (ad esempio energia chimica). Considerando la convenzione dei
generatori, per una batteria di un’automobile (sistema elettrochimico) si ha

dw = dEchimica

cioé energia elettrica scambiata con il circuito (dw) coincide con ’energia scambiata in
modo reversibile con un sistema chimico (dEpimica)-

Il segno puo essere positivo e negativo perché le batterie idealmente possono erogare o
assorbire energia elettrica. Ad esempio, se si genera energia di legame chimico

dEchimica >0
allora una pari quantita di energia elettrica viene data al circuito quindi
dw = dEchimica >0

Se la batteria assorbe energia elettrica allora viene accumulata nella batteria una pari
quantita di energia sotto forma di legami chimici

dw = dEchimica <0

Inoltre durante tali processi di carica e scarica della batteria non vi é dissipazione.

1.12 Generatore indipendente ideale di corrente

La relazione costitutiva di un generatore indipendente ideale di corrente ¢

cioé la corrente impressa ai morsetti & una nota funzione del tempo i4(?).

-
()

A )
AR 3
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Consideriamo, per esempio

e i,(t) = I = costante

2N (4= ) ‘
i |
TO\") 12 Cps‘}—éni)t

1(+)

e un generatore di corrente sinusoidale

ig(t) = Ins cos(wt + )

Per un generatore indipendente ideale di corrente & nota a priori la corrente i(¢) impressa
al morsetti mentre non ¢ nota la tensione v(t) ai morsetti, la tensione v(t) pud assumere
qualunque valore (& una grandezza non vincolata). Possiamo determinare la tensione solo
quando il generatore ¢ inserito all’interno di un circuito.

1.12.1 Disattivare un generatore ind.te ideale di corrente

Disattivare un generatore indipendente ideale di corrente significa porre uguale a 0 la
grandezza impressa. Quindi

i(t) =i,(t) =0 Yo(t)

Segue che il generatore indipendente ideale di corrente equivale a un circuito aperto

+
| ()
* i A =<
Nt |‘ C+)—-‘-’-© ::;_) T
/ %V/«r-GJ \)‘Gj
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Capitolo 2
Leggi di Kirchhoft

2.1 Introduzione

Per scrivere le leggi di Kirchhoff di un circuito bisogna preliminarmente stabilire un
riferimento elettrico sul circuito, cid si effettua assegnando un verso di riferimento (ad
arbitrio) per ciascuna tensione e corrente degli elementi del circuito.

2.2 Grafo orientato associato a un circuito

Consideriamo un circuito con 6 bipoli e supponiamo che il circuito sia connesso.

e Grafo: a ciascun bipolo facciamo corrispondere astrattamente un lato del grafo. In
generale [ ¢ il numero di lati del grafo (numero di bipoli), in questo caso | = 6.

e Nodo: esso ¢ un punto del grafo dove sono connessi due o pitt bipoli. In generale n
¢ il numero di nodi, in questo caso n = 4.

22
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e Grafo orientato: dobbiamo scegliere una numerazione per i lati del grafo e assegnare
ad arbitrio un verso di riferimento per la corrente di ciascun lato indicando tale verso
con una freccia, come indicato in figura.

/_g\
. ) N
/C(.. /5
e 2
4

e Verso di riferimento della corrente e della tensione: supponiamo di usare la conven-
zione degli utilizzatori per ciascun bipolo. Segue che, fissato il verso di riferimento
della corrente, resta automaticamente fissato il verso di riferimento della tensione
di ciascun bipolo com riportato in figura.

L
= ~
Uy

+
/é{g\
. +

e

Il grafo orientato tiene conto di quanti bipoli ci sono e come sono interconnessi fra
di loro cioé¢ la topologia del circuito ma astrae dal tipo di elementi presenti.

Sl

13

e Maglia: scegliamo una maglia sul grafo cioé un percorso chiuso formato da lati del
grafo e orientiamo la maglia in senso orario o antiorario.
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2.3 Legge di Kirchhoff per le tensioni (KV)

La legge di Kirchhoff per le tensioni (KV) enuncia che & nulla, istante per istante, la
somma algebrica delle tensioni dei lati che si incontrano percorrendo la maglia (algebrica
significa che la tensione ha un segno). Ogni tensione si prende con il segno + se concorde
con il verso di percorrenza della maglia, con il segno — altrimenti.

e Per la maglia 1 si ha
Vg + V1 + Vg = 0

e Per la maglia 2 si ha:
—Vg — U3 + V1 = 0

Ogni KV implica un vincolo di dipendenza fra le tensioni dei lati della maglia quindi
v1(t), ..., v (t) non sono tutte indipendenti fra di loro. Il problema é determinare quante
KV indipendenti possiamo scrivere, di conseguenza anche determinare quante tensioni
indipendenti ci sono per un grafo orientato. Vedremo usando opportuni strumenti della
teoria dei grafi che le KV indipendenti sono in generale pari a [ —n + 1 quindi le tensioni
indipendenti dei lati del grafo sonol — (I —n+1)=n— 1.

2.4 Superficie Gaussiana

Una superficie Gaussiana ¢ una linea chiusa che taglia i lati del grafo senza passare dai
nodi. Consideriamo ancora il grafo orientato precedente, scegliamo una linea Gaussiana e
orientiamo la linea scegliendo una normale positiva rivolta verso l’esterno o verso l'interno.

2.5 Legge di Kirchhoff per le correnti (KI)

La legge di Kirchhoff per le correnti (KI) enuncia che é nulla, istante per istante, la somma
algebrica delle correnti dei lati che intersecano la linea Gaussiana (algebrica significa che
la corrente ha un segno). Ogni corrente si prende con il segno + se concorde con la
normale alla linea Gaussiana, con il segno — altrimenti.

e Per la linea 1 si ha
i5 — 1 — 11 +13=20

e Per la linea 2 si ha
il - i4 —|—Z6 - 0
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Ogni KI implica un vincolo di dipendenza fra le correnti dei lati intersecati da una linea
Gaussiana quindi (), ...,7(¢) non sono tutte indipendenti fra di loro. Il problema ¢é
determinare quante KI indipendenti possiamo scrivere, di conseguenza anche determinare
quante correnti indipendenti ci sono per un grafo orientato. Vedremo usando opportuni
strumenti della teoria dei grafi che le KI indipendenti sono in generale pari a n — 1 quindi
le correnti indipendenti dei lati del grafo sonol — (n —1) =1 —n+ 1.

2.5.1 Seconda versione della KI dalla fisica

La seconda versione della KI enuncia che ¢ nulla, istante per istante, la somma algebrica
delle correnti dei lati che incidono in un nodo. Ogni corrente si prende con il segno + se
esce dal nodo e con il segno — altrimenti.

Si ha
—l4+ 19 +15=0

2.6 Note sulla legge di Kirchhoff per le tensioni (KV)
i . 4

1N
-

Per scrivere la KV a una maglia possiamo usare la regola nota (figura a sinistra) oppure
possiamo sommare algebricamente le cadute di tensione che si incontrano percorrendo
una maglia (figura di destra). Nel secondo caso, attribuiamo il segno + alla tensione del
bipolo k-esimo se incontro prima il + della tensione vk e il segno — altrimenti. In ogni
caso otteniamo

v — vy —v3 =20
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Consideriamo un grafo orientato e utilizziamo per ciascun lato la convenzione degli
utilizzatori. Segue che lungo la maglia {1,2, 3,5} si ha dalla KV che

v1(t) — va(t) —vg(t) +v5(t) =0 Vi

Ricordiamo che

dove AL; ¢ il lavoro compiuto dalle forze del campo elettrico su Ag lungo un percorso
che collega il segno + al segno — del bipolo 1. Analogamente per gli altri bipoli, si ha

X »
~-
8

o A £t

f—rT E=O
e
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Dalla KV segue che il lavoro compiuto dalle forze del campo elettrico lungo una maglia
del grafo é nullo, abbiamo a che fare quindi con un campo elettrico conservativo. Ne
consegue che il lavoro é indipendente dal percorso lungo il grafo che facciamo passando
da un nodo ad un altro, percio ha senso parlare di tensione fra due nodi e anche di tensione
(potenziale) di un nodo rispetto ad un nodo di terra a cui si attribuisce potenziale nullo.
Ad esempio, il potenziale del nodo 1 rispetto a terra ¢ dato da

E1:126:—?}5—’07:?}1—’02—1)4:..‘

e con cio esprimiamo il potenziale di un nodo in funzione della tensione sui bipoli che
si incontrano lungo un percorso qualsiasi che collega il nodo a terra. Noto il potenziale
dei nodi E, Es, E3, E, segue che la tensione di un bipolo si esprime facilmente come
differenza fra i potenziali dei nodi a cui é collegato. Ad esempio

& =

=
Segue che

U1:E1—E2

perché é la tensione del nodo che corrisponde al + di v; rispetto a terra cioé E; meno la
tensione del nodo che corrisponde al — di v; rispetto a terra cioé Es. Segue che

e vy, =F3— FE,

e v3=F,— F3

o vy =0—FE3=—Ij4
o vy =F,—F;

e s =F;

[ J U7ZO—E4:—E4
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Capitolo 3

Bipoli Notevoli e Teorema di Millmann

3.1 Generatore indipendente reale di tensione

Il generatore indipendente reale di tensione si modella con un generatore indipendente
ideale di tensione in serie a una resistenza r, > 0 detta resistenza interna.

E g = SE

Consideriamo la convenzione dei generatori, per una batteria (generatore indipendente
ideale di tensione) si ha che la relazione costitutiva ¢

v=F—rga
Scrivendo la KV alla maglia, nel primo caso a sinistra, si ottiene

vy =F
V—v,+0v,=0 = ,
Vg = T4l

Il risultato non dipende dalla scelta (peraltro arbitraria) dei versi, nel secondo caso a

destra, si ottiene
V=1 —vs =0
vy =L

Vg = —T4l
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3.1.1 Confronto tra generatore ind.te ideale e reale di tensione

e Generatore indipendente ideale di tensione (es. batteria), la relazione costitutiva ¢

o(t) = B Vi(t)

i@ T
v
1

\

A

p—

o=

Il comportamento al variare del carico r > 0 : ¢ = E/r non ¢é limitata, la potenza
fornita al carico p = E?/r non ¢ limitata (tendono a oo per r — 0).

e Generatore indipendente reale di tensione, la relazione costitutiva ¢

v=F—1r4 . FE
) — 1 =
v =11 4Ty

che ¢ limitata da E/rs cio¢ corrente quando r = 0 o corrente di corto circuito.

- ‘:‘, l
La potenza assorbita da r vale
9 rE?
=r = -——-
b (r+rs)?

Segue che p ha un massimo per r = r, > 0 e la potenza massima vale

E2
mas = W (Watt
p I (Watt)
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3.1.2 Interpretazione grafica

La tensione e la corrente ai morsetti si ottengono intersecando la caratteristica tensione-
corrente del generatore reale v = E — ry con la retta di carico v = ri.

Al variare del valore 7 si ha che la corrente di corto circuito varia fra 0 e i.. = E/r e la
tensione a circuito aperto fra 0 e v, = F. La potenza massima corrisponde a

i =lee/2 € V=1/2
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3.2 Generatore indipendente reale di corrente

Il generatore indipendente reale di corrente si modella con un generatore indipendente
ideale di corrente in parallelo a una conduttanza g, = 1/r, >0

Consideriamo la convenzione dei generatori, per un generatore indipendente ideale di
corrente si ha che la relazione costitutiva é

it —1=0 — 1=1—gyv
Iy = gpv P

3.3 Equivalenza fra bipoli

Due bipoli si dicono equivalenti esternamente se hanno la stessa relazione costitutiva cioé
stabiliscono lo stesso legame fra tensione e corrente ai morsetti.

3.3.1 Equivalenza fra gen.re ind.te reale di tensione e di corrente

3.3.1.1 Verifica dell’equivalenza
Dalla KI al nodo otteniamo

ig =E/r;

is =Vgs = 'U/Ts

- v=FEFE-rg

ig=1s+1 — {
che ¢ la relazione costitutiva del generatore reale di tensione.
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3.3.1.2 Osservazioni

L’equivalenza ai morsetti é esterna ma non interna. Supponiamo di avere il generatore
indipendente reale di tensione a sinistra con cui alimentiamo un resistore di carico, poi lo
scolleghiamo e lo sostituiamo con il generatore indipendente reale di corrente. Si ha che
il resistore non si accorge del cambiamento cioé tensione ai morsetti, corrente ai morsetti
e potenza sul resistore rimangono le stesse di prima. Se invece facciamo dei confronti
interni ai due generatori, quanto affermato in precedenza é errato e si puo facilmente
dimostrare: se considero il generatore di sinistra a circuito aperto si ha che la corrente
che fluisce ¢ 0 mentre se considero il generatore di destra a circuito aperto si ha che la
corrente non ¢ nulla ma ¢ quella del generatore.

3.3.2 Equivalenza fra gen.re ind.te reale di corrente e di tensione

rc% L

-
(<)
3.3.2.1 Verifica dell’equivalenza
Dalla KV al nodo otteniamo
— I - 1
v—r +rpi=0 = i:M:—U—l—I:I—gpv con g, = —
Tp Tp Tp

che ¢ la relazione costitutiva del generatore reale di corrente.

3.3.3 Equivalenza tra serie e gen.re ind.te ideale di corrente

\

NCE, i
NXG o -
e e

p——

wrﬂ—"_'_—__-‘_‘o
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33. Elettrotecnica Appunti delle Lezioni

Il generatore di tensione E ¢ ridondante (esternamente) infatti si ha che per la serie

— w4+ E V¥
{” vr v — =1 W

=1 Vv

che ¢é proprio la relazione costitutiva di un gen.re ind.te ideale di corrente.

3.3.4 Equivalenza tra parallelo e gen.re ind.te ideale di tensione

=I=F Vi
{U ! = v=~F Vi

che ¢é proprio la relazione costitutiva di un gen.re ind.te ideale di tensione.

3.4 Bipoli controllabili in tensione o in corrente

3.4.1 Bipoli controllabili in tensione

Un bipolo si dice controllabile in tensione se ha una relazione costitutiva del tipo

i=g(v)

cioé v ¢ una grandezza indipendente e, nota v, conosciamo univocamente i.

3.4.2 Bipoli controllabili in corrente

Un bipolo si dice controllabile in corrente se ha una relazione costitutiva del tipo

v = f(i)
cioé 7 € una grandezza indipendente e, nota 4, conosciamo univocamente v.
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3.4.3 (Osservazioni

e Un resistore ideale I? ¢ controllabile in entrambi i modi
e Un generatore indipendente ideale di tensione v = v,(t)

— & controllabile in corrente infatti la corrente 7 nel generatore ¢ indipendente e,
nota i, ¢ nota la tensione v,(t)

— non ¢é controllabile in tensione infatti la tensione v = v,(t) & stabilita dal
generatore e quindi non ¢ indipendente, inoltre nota v,(t) si ha che non ¢é nota
a priori la corrente ¢

e Un gen.re ind.te ideale di corrente ¢ controllabile in tensione ma non in corrente
e Un gen.re ind.te reale di tensione (o di corrente) ¢ controllabile in entrambi i modi

Un corto circuito & controllabile in corrente ma non in tensione

Un circuito aperto € controllabile in tensione ma non in corrente

3.5 Connessione serie fra bipoli

Due bipoli si dicono collegati in serie se hanno un nodo a comune a cui non sono collegati
altri bipoli, la rappresentazione ¢&

. ' \2 €
I =
+ a” E

La relazione con cui si studia la serie (KI e KV) ¢

7/- - le - ig

V=11 + Vs
La definizione si estende immediatamente alla serie fra n bipoli. La serie ha sempre senso
se tutti i bipoli sono controllabili in corrente.

3.5.1 Esempio: serie fra n resistori

\ R

C ot T el & ol
0 \ £y T b @

t o) Uz e

+ ¢ -

Sbuch.it - All rights reserved



35. Elettrotecnica Appunti delle Lezioni

Si ha
V=01 +V3+ ...+ v, = Ryiy + Roio + ... Ryiny, = (Ri+ Ra+ ...+ R,)i = Reyi
La serie equivale a un resistore di resistenza
Reyg=Ri+Ry+ ...+ R,
Si ha

v

Ri+Ry+...+ R,

i =

e quindi la tensione sui singoli resistori puo essere trovata con la formula
Vi = Rka = RkZ

quindi si ottiene la regola del partitore di tensione

URk
Ri+Ry+...+ R,

V = k:1,2,...,n

Se un bipolo non é controllabile in corrente allora la connessione puo essere ridondante
cioé esternamente uno dei bipoli puo essere eliminato.

(Bl =S
-

< e
7 Ruadat

Supponiamo che entrambi i bipoli siano non controllabili in corrente, in questo caso la con-
nessione serie & assurda se i, # igo (viene contraddetta dalla KI) oppure indeterminata
se 15 = 142 (il potenziale del nodo centrale puo assumere qualunque valore).

(> O——“
9]
745‘5‘??6/& ) IMJ’EMW@J@/
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3.6 Connessione parallelo fra bipoli

Due bipoli si dicono in parallelo se sono collegati fra la stessa coppia di nodi.

La relazione con cui si studia la serie (KI e KV) ¢

V=711 = Vg
1 =11+ 1

La definizione si estende immediatamente alla parallelo fra n bipoli. La serie ha sempre
senso se tutti i bipoli sono controllabili in tensione.

3.6.1 Esempio: parallelo fra n conduttanze
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Si ha
i=d14+la+ ...+, =G+ Gova+...Guu, = (GL + Ga+ ... + Gp)v = Gegv
Il parallelo equivale a una conduttanza di valore
Geg=G1+Ga+...+G,
Si ha

i
G+ GoH ...+ G,

v
e quindi la corrente nelle singole conduttanze puo essere trovata con la formula
ik = Gk'Uk = Gkv

quindi si ottiene la regola del partitore di corrente

1G,

- k=12,
Gi+Gyt .. +G, "

g
Inoltre

e Se un bipolo non é controllabile in tensione allora la connessione puo essere ridon-
dante cioé esternamente uno dei bipoli puo essere eliminato.

e Supponiamo che entrambi i bipoli siano non controllabili in tensione, in questo caso
la connessione parallello é assurda oppure indeterminata.

3.7 Teorema di Millmann

Consideriamo una configurazione con n generatori indipendenti reali di tensione in pa-
rallelo fra di loro. La tensione v4p si puo determinare con la seguente formula

U91G1+Ug2G2+---+UgnGn
Gi+Gy+...+G,

VAB

G ] Y ’
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3.7.1 Dimostrazione

Consideriamo la configurazione precedente, indichiamo il verso della corrente e una linea
guassiana scegliendo una normale rivolta verso ’esterno.

p——

Applicando KI alla superficie Gaussiana tratteggiata si ha
W+te+...+1,=0

[soliamo il generatore k-esimo

e si ha

VAB — _G ik +’ng
k

che implica
ik = VapGr — v G,

Sostituendo si ottiene
'UAB(Gl + Gz 4+ ...+ Gn) - (UglGl + ngGQ + ...+ UgnGn) =0

e quindi risulta la tesi.
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3.7.2 Varianti del Teorema di Millmann

3.7.2.1 Variante 1
UglGl + UgQGQ

VAR = G+ G

3.7.2.2 Variante 2
Vg1G1 + V920G + 1
G+ G

VAB

o)

3.7.2.3 Variante 3

UglGl + UQQGQ + I

v =
AP Gy + Gs
dato che (G5 risulta essere ridondante esternamente.

V,A_BT
= & G @) e

——

s 12

[,
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Capitolo 4

Ret1 due Porte

4.1 Definizione di n polo

Un n polo é un elemento a n terminali (cioé n poli) con i quali pud essere collegato ad
un circuito esterno. La rappresentazione ¢

Ry

Per esempio, un BJT ¢ un tripolo (bipolar junction transistor).

L c
T e

Un esempio di quadripolo ¢ la rete in figura.

—\k
-

>R 1=

Un altro esempio di quadripolo sono due induttori mutuamente accoppiati.

40
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4.2 Definizione di porta

Una porta ¢ una coppia di morsetti tale che la corrente che entra in un morsetto ¢ uguale,
istante per istante, a quella che esce dall’altro morsetto.

4.3 Definizione di rete due porte

Una rete due porte ¢ un quadripolo tale che una coppia di morsetti (1 — 1') forma una
porta e, di conseguenza, I'altra coppia di morsetti (2 —2) forma anch’essa una porta.

A2

Introduciamo quattro grandezze elettriche di porta

e correnti iq, 79 di porta
e tensioni vy, vy di porta

Notare che vy e i1 (v € i3) hanno versi coordinati secondo la convenzione degli utilizzatori.

4.4 Relazioni costitutive di una rete due porte

Le relazioni costitutive di una rete due porte sono date da due legami indipendenti che
la rete stabilisce fra le quattro grandezze di porta vy, vs, 11, is.

4.4.1 Esempio: rete due porte resistiva

Da KV alla maglia 1 si ha

V1 = Rll + 2R<Zl + ZQ)

e da KV alla maglia 2 si ha
Vg = RZQ + 2R(21 + Zg)
Le relazioni costitutive possono quindi essere scritte nella forma
v = 3R11 + 2RZQ
Vo = 2R21 + 3R12
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4.5 Potenza istantanea assorbita da una rete due porte

La potenza istantanea assorbita da una rete due porte é la somma delle potenze istantanee
alla porta 1 e 2 cioé

da cui possiamo trovare ’energia elettrica dw assorbita in dt o in un certo intervallo di
tempo. Se definiamo il vettore delle correnti di porta e il vettore delle tensioni di porta

I = e V=
U2 V2
allora p(t) ¢ data dal prodotto scalare fra V(t) e I(t) cioé

p(t) = (V(t),1(t)) = V(1) - I(t)

4.6 Rete due porte passiva o attiva

La definizione di rete due porte passiva o attiva ¢ analoga a quella di un bipolo passivo
o attivo. Parleremo di rete due porte passiva se qualunque esperimento si faccia sulla
nostra rete due porte la rete non puo mai erogare a circuito pitt energia di quella che ha
precedentemente assorbito (stessa definizione data per un bipolo sostituendo la potenza
istantanea con quella ottenuta dal bipolo).

4.7 Reti due porte passive

4.7.1 Trasformazione ideale

Bl o

01
2

Si ha un rapporto di trasformazione n = N;/Ny dove N; (N3) ¢ il numero di spire del
primo (secondo) avvolgimento. Questo ¢ un modello idealizzato di un trasformatore
ideale, si hanno due bobine accoppiate magneticamente da nucleo ferromagnetico ad
elevata permeabilita relativa p,.

e Le relazioni costitutive sono

V1 = NUy

: L.

1y = ——19
n
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Il trasformatore ideale é una rete due porte senza memoria

La potenza istantanea assorbita vale

1
p = Ulil + ’Ugig = NUy (—-iz) + Ugig =0W (Watt)
n

Il trasformatore ideale & passivo

Il trasformatore ideale € inerte cioé non partecipa agli scambi energetici dato che
la potenza istantanea assorbita ¢ nulla

4.7.1.1 Effetto di un trasformazione ideale su un resistore

\ “‘)_ Y2 ‘}

HA d -+ VjA

i | &
V Va. V2 R
A R b
P . ¢ -

v; = nvy = x(—Riy) = nR(ni;) = n®Ri, = R.giy

Si ha

quindi il bipolo AB dato dal trasformatore chiuso sulla porta 2 su un resistore R trasforma
lo stesso resistore in resistore di resistenza R., = n’R

4.7.1.2 Effetto di un trasformazione ideale su un condensatore

Il bipolo AB trasforma lo stesso condensatore in un condensatore di capacita C,, = C'/n?

4.7.1.3 Effetto di un trasformazione ideale su un induttore

Il bipolo AB trasforma lo stesso induttore in un induttore di induttanza L., = n*L

4.7.2 Trasformazione adattatore di resistenza

Consideriamo il seguente generatore reale di tensione
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e La potenza massima che puo erogare ¢ data da
B 1007
Pmes = . = 41000

=25 W (Watt)

e La resistenza di carico che assorbe la massima potenza é

r =rs = 100092 (Ohm)

Supponiamo che il generatore alimenti una resistenza r = 10 © (Ohm) come in figura.

Quindi r << r, e si ha

100
P << Prnaz = —> i:m%O.lA = p=ri’~10-01°=0.1W

Per ovviare a questo problema possiamo usare un trasformatore che adatta il livello di
resistenza del carico a quello del generatore

L’equazione del progetto ¢

r
Rin = n’r =1, = n=,4/—=10
V 7

Il primario del generatore assorbe p,,.. ed essendo il trasformatore trasparente alla
potenza istantanea fornisce p,,q. al carico. Il carico r assorbe quindi la massima potenza

Prmaz = 2.5 W

L’inserzione del trasformatore adatta la resistenza di carico a quella del generatore e
migliora di un fattore 25 il trasferimento di potenza al carico.
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4.7.3 Giratore ideale

Le relazioni costitutive sono

v = —Ryiy
vy = Roty

dove Ry in Ohm é detta resistenza di girazione.

Il giratore ideale é una rete due porte senza memoria

La potenza istantanea assorbita vale

p= U1i1 + Ugig = —Rgi2i1 + Roilig =0W (Watt)

Il giratore ideale € passivo

Il giratore ideale ¢ inerte cioé non partecipa agli scambi energetici dato che la
potenza istantanea assorbita ¢ nulla

4.7.3.1 Effetto di un giratore ideale su un condensatore

A R \ )

— ‘ A | o
O

Si ha J Ji Ji

. V2 2 ~ Q1 i

= —Ryts = RyC—— = R;C— = L¢y—

. o2 = AT gy T gy T ey
quindi il giratore trasforma il condensatore ideale C' in un induttore ideale di induttanza

Leg = RC

che é detto induttore sintetico.
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4.8 Reti due porte attive

I generatori controllati (dipendenti o pilotati) sono generatori di tensione (o corrente)
dove la tensione (corrente) impressa non € una funzione nota a priori ma dipende dalla
tensione o dalla corrente in un altro elemento del circuito. Studiamo quattro tipi diversi
di generatori, si tratta in ogni caso di reti due porte senza memoria e attive.

4.8.1 Generatore di tensione controllato in tensione
(voltage-controlled voltage-source or VCVS)

Le relazione costitutive sono

1'1:0
ngk’l}l

dove
e vy ¢ la grandezza di controllo
e 1, € la grandezza controllata
e k (senza dimensioni) ¢ detto parametro di controllo

Il generatore sulla porta 2 imprime una tensione kv; che dipende dalla tensione vy sulla
porta 1. La scatolina tratteggiata rappresenta simbolicamente un dispositivo che preleva
la tensione v; fra due opportuni morsetti del circuito (voltmetro ideale), la moltiplica per
k e la applica alla porta 2 in un altro punto del circuito. Solitamente non viene rappre-
sentato in modo esplicito il dispositivo che effettua questa operazione di accoppiamento
fra due punti diversi del circuito. Inoltre la rete due porte é attiva, consideriamo

————

-y N
s =
iy 2_\/1’"\ \
i [
- Y2tz
e e
. /

— —_—

el

Sbuch.it - All rights reserved



47. Elettrotecnica Appunti delle Lezioni

La potenza elettrica alla porta 1 cioé
p1 = viip = 0 W (Watt)
dato che i; = 0 ed inoltre si ha
ve = 2v; = 10 V (Volt)
La scatolina (VCVS) eroga alla batteria una potenza elettrica
v
2

Nel dispositivo VCVS vi ¢ una sorgente interna di energia (batteria) che non viene espli-
citamente rappresentata, per come funziona fisicamente un VCVS preleva energia dalla
sorgente interna ed ¢ capace di fornirla al resistore funzionando da rete due porte attiva.

pr = — =50 W (Watt)

4.8.2 Generatore di tensione controllato in corrente
(current-controlled voltage-source or CCVS)

P - -~ -~

e

Le relazione costitutive sono

U1:0
UQZTil

dove i; ¢ la grandezza di controllo e v, & la grandezza controllata, inoltre r (dimensioni
di Ohm) ¢ detto parametro di controllo (trans-resistenza). Osserviamo che sulla porta 1
vi & un amperometro ideale che misura la corrente ;.

4.8.3 Generatore di corrente controllato in tensione
(voltage-controlled current-source or VCCS)

/
SSCURIE SRR O
G e
G—I———"’ o
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11=0
lg = guy

dove vy ¢ la grandezza di controllo e iy ¢ la grandezza controllata, inoltre ¢ (dimensioni
di Ohm™') ¢ detto parametro di controllo (trans-conduttanza).

Le relazione costitutive sono

4.8.4 Generatore di corrente controllato in corrente
(current-controlled current-source or CCCS)

/A : ..‘_
L )
g | .

Le relazione costitutive sono

V1 =
iQ == hll

dove i; & la grandezza di controllo e i é la grandezza controllata, inoltre h (senza
dimensioni) ¢ detto parametro di controllo.

4.8.5 Generatori controllati per modellare dispositivi elettronici

Consideriamo un BJT (bipolar junction transistor) cioé¢ un tripolo con tre morsetti: una
base (b), un emettitore (e) e un collettore (c).

e GQQeHEne, (<)

base (4

e,wgltjh"&'m&— (e )

Nella configurazione a emettitore comune lo rappresentiamo come rete due porte.

b
[ L .

. Mea)
o v F, -
4 > 0

- - -
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Un modello che possiamo usare ¢ quello per piccoli segnali a parametri ibridi a emettitore
comune, fa uso di una resistenza h;., una conduttanza h,., un CCCS con parametro di
controllo hg. e un VCVS con parametro di controllo h,.. Questi parametri dipendono dal
punto di funzionamento del BJT, alcuni valori tipici

o hie = 1000 Q2 o hje =100
o oo = 1076 Q! o hyo=10"°

Un modello semplificato si ottiene assumendo l'analisi per h,. = 0 ed inoltre h,, = 0
quindi il BJT diventa (a parte il resistore h;.) un CCCS con parametro di controllo Ay..

Le relazioni costitutive del modello semplificato sono

v1 = hiely
lg = hfeil
dato che hf. >> 1 segue che il BJT ¢ fondamentalmente un amplificatore della corrente di

base (risulta che i; ¢ uguale alla corrente di base). Consideriamo un circuito equivalente
per piccoli segnali di un FET (field effect transistor)

e
Anason
G
fe
38
=

Source.

e sostanzialmente, a parte la conduttanza di drain g4, ¢ un VCCS
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.

_.‘..

Le relazioni costitutive sono

ig =0

lg = ImUgs + GaVds

4.9 Amplificatore operazionale (ao) ideale

L’amplificatore operazionale ideale € una rete due porte senza memoria.

Le relazioni costitutive sono

La differenza di potenziale fra morsetto + e — dell’amplificatore operazione ¢ nulla, la
corrente assorbita dal morsetto + e dal — dell’ao ¢ nulla. Segue che

e la tensione v, e la corrente iy alla porta 2 possono assumere qualunque valore e non
sono fra di loro vincolare

® vy e ig possono essere determinate solo quando conosciamo il circuito dove viene
usato I'amplificatore operazionale

e un modello idealizzato di un amplificatore reale, il modello ¢ ben approssima-
to se 'amplificatore operazionale funziona in bassa frequenza (banda audio) e il
funzionamento dell’amplificatore operazionale ¢ di tipo lineare (non in saturazione)

e uno dei morsetti della porta 2 (g) é collegato al nodo di terra (ground) ed inoltre
abbiamo usato la convenzione dei generatori per la porta 2
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4.10 Bipolo nullatore e bipolo noratore

e Il bipolo nullatore soddisfav=0ei =10

e [l bipolo noratore soddisfa v V e ¢ V

JV\P@
g

—+

(MQQA/};TIE/ (U/mo’bcv Sy

e

4.10.1 Rappresentazione di ao con nullore

Un amplificatore operazionale ideale é equivalente alla coppia nullatore e noratore (detta
nullatore) dove un morsetto del noratore ¢ collegato a terra.

\}_ﬂ L\| | o
Ji ! +

—(—-
. T S
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Usiamo il metodo dei nodi per analizzare il circuito con I’amplificatore operazionale e per
determinare I’amplificazione di tensione

(%
A, =—=

Vg

Abbiamo tre nodi E;, F», E5 oltre al nodo di terra £ = 0. Si ha

El = Vyg

Es =y,
e F5 = 0 dato che il morsetto + e — dell’ao sono dello stesso potenziale e il morsetto —
dell’ao ¢ collegato a terra (F = 0). Quindi I'unica incognita & Ej3

H—N\R/\r-—ﬂ“*—‘\ww——@

.

Scrivendo una KI al nodo A dell’amplificatore operazionale ottengo
’il - ’ig + Zli = iQ
dato che i~ = 0 per I'amplificatore operazionale. Inoltre

'U1 E1 E2 Vg

"R R R
e
i _Ug E2 E3 O—UL__U_L
2 R2 RQ a RQ N RQ
Sostituendo ottengo
A, =L _B
Vg Rl

e A, non dipende da R; quindi é un amplificatore invertente per Ry > R;. Per deter-
minare le tensioni dei nodi e A, & stata sufficiente una KI al morsetto — dell’ao. Se
volessi determinare la corrente iy erogata dall’ao devo scrivere una KI al morsetto di
uscita dell’ao, segue che

4 + (%) RQ 1 + 1
W= —lo+iy=——+—=—"Vo—— | =—+ —=—
0 2T R2 R, ‘R, \R, ' R,

4.11.1 Soluzione usando il modello con nullore

Il nodo A ¢ tenuto a potenziale 0 dal nullatore (Ey = 0), il nullatore crea in A una massa
virtuale (tale nodo ¢ a potenziale di terra anche se non é fisicamente collegato a terra).
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4.12 Amplificatore non invertente con ao

Usiamo il metodo dei nodi per determinare

UL _

Ay=— = FE =E'=vy, = wu=ug
v
9

Inoltre da KI al nodo A otteniamo

. . . 0—w . Vg — vy,
11 =1t =0 = = I =jy=2
1 2( ) 1 R 2 7
da cui R
A, =142
Ug Rl

Se isoliamo l'ao e disegniamo la seguente rete due porte
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Le relazioni costitutive sono

’i1:0
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Capitolo 5

Principio di Sovrapposizione degli
Effetti o detto PSE

5.1 Introduzione

Un bipolo senza memoria controllabile in tensione i = g(v) si dice lineare se

g(v1 +v2) = g(v1) + g(v2)

€ omogeneo se
glaw) = a - g(v)

L’unico bipolo senza memoria lineare e omogeneo € il resistore ideale i = Gv perché la

sua caratteristica corrente-tensione ¢ una retta passante per l'origine.

/1’/(,

Un diodo che soddisfa

con
I() >0
k>0

non ¢ né lineare e né omogeneo perché la sua caratteristica ¢ di tipo esponenziale.

95
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Una rete due porte senza memoria si dice lineare e omogenea se le sue relazioni costitu-
tive sono date da due relazioni algebriche lineari e omogenee nelle quattro grandezze di
porta vy, va, 11, 22. Segue che le due relazioni costitutive vincolano le grandezze di porta a
stare su un opportuno sottospazio vettoriale di dimensione 2 dello spazio R*. Il trasfor-
matore ideale, il giratore ideale, i quattro tipi di generatori controllati e I’amplificatore
operazionale ideale sono tutte reti due porte senza memoria lineari e omogenee.

5.2 Enunciato del PSE

Consideriamo una rete contenente bipoli e doppi bipoli senza memoria lineari e omogenei
e un certo numero di generatori indipendenti di tensione e/o corrente (cause). Allora un
effetto (tensione o corrente) puo essere ottenuto sovrapponendo gli effetti dei generatori
indipendenti di tensione e/o corrente. Per effetto di un generatore indipendente si in-
tende la tensione o corrente che si ha quando ¢ presente tale generatore e tutti gli altri
generatori indipendenti sono disattivati. Ricordiamo che disattivare un generatore indi-
pendente ideale di tensione significa sostituirlo con un corto circuito mentre disattivare
un generatore indipendente ideale di corrente significa sostituirlo con un circuito aperto.

5.3 Esempio 1

Determinare v usando il PSE.
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Si ha che
V= U1 + Vg

dove v; é leffetto della batteria e vy & l'effetto del generatore indipendente ideale di
corrente. Una volta disattivato il generatore di corrente abbiamo un partitore di tensione.

sf g
bl el 50

Si ha = o5
vy =5 iy V (Volt)

Disattivando la batteria otteniamo un circuito analizzabile con la regola del partitore di

corrente. Segue che
t“2~
o L

gl fo
3h | 27

Si ha 17 .
o = 3 - =—A (A
i =3 713 (Ampere)
da cui
. 15
Vg = 522 = g Vv (VOlt)
Allora

v=wv;+vy =5V (Volt)

5.4 Nota importante

I1 PSE non vale ovviamente per trovare la potenza, consideriamo il seguente esempio
per cui la potenza assorbita da R vale pr = 0. Applicando il PSE otterremmo invece il
risultato scorretto

Pr = 2E2/R
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&

= —> ZE R
= ﬁ%
| -

5.5 Esempio 2

Determinare v usando il PSE in presenza di generatori controllati.

A

67

- +
£ ‘ A~
= \)/3-L>< sl e an

Nel circuito ci sono due cause e cio¢ i generatori indipendenti E e I, osservare che il
generatore controllato non € una causa. Allora si ha

V=01 + V2

con v; effetto di £ e vy con effetto di 1.

._\_
A
Slxa

Per vy, usando il Teorema di Millman, possiamo scrivere

E 3

- — 9l 28 .
1)1:}13_‘_—1:?—2}%23;1

R 2R

Eliminiamo 7,; scrivendo la KV alla maglia indicata
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Si ha .
v1 = Rign +F — i331:vl_
R
e facendo sistema ottengo
8
v = §E

Segue che il risultato finale non deve dipendere dalla grandezza di controllo i,;. Deter-
miniamo v9, da KI alla superficie Gaussiana si ha

. . V2
w2+ B+ o =0
12+ ZQ+2RI

Inoltre 9
. V2
2 = — = = —RI
2 =R 279
Infine

8 2
U201+U2:§E+§R[
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Capitolo 6

Resistenza equivalente di un Bipolo
senza Memoria, Lineare, Omogeneo

6.1 Bipolo di soli Resistori

Dalla fisica ¢ ben noto il concetto di resistenza equivalente di un bipolo di soli resistori,
alimentiamo il bipolo con un generatore indipendente ideale di corrente i( e valutiamo la
tensione vy ai morsetti. Secondo la convenzione degli utilizzatori, si ha

Ry =20

20

Il concetto puo essere esteso ad un qualsiasi bipolo che contiene al suo interno solo resistori
ideali e reti due porte senza memoria lineari e omogenee. La definizione di R, ¢ la stessa
di prima, il bipolo ¢ detto omogeneo in quanto non contiene generatore indipendenti di
tensione e/o corrente.




61. Elettrotecnica Appunti delle Lezioni

6.2 Reti1 di soli resistori

Le reti di soli resistori si suddividono in due classi

e reti a scala: contengono solo resistori collegati in serie o parallelo, si usano regole
elementari su serie e parallelo per calcolare Iz,

e reti non a scala: non vi sono solo connessioni serie o parallelo, se possibile ci

riconduciamo ad una rete a scala con opportune trasformazioni circuitali

6.2.1 Trasformazione Triangolo-Stella

I due tripoli A— B —C e A’ — B" — (" sono equivalenti se e solo se

_ R oo Malle S 2
" R, - Ry~ R, "" R, r R, + R, “" R, + Ry +R.

A

Ta

TA

ICY
@o@ X1
e
AL R
o - 61 e

6.2.2 Trasformazione Stella-Triangolo

B

I due tripoli A— B—C e A — B’ — C' sono equivalenti se e solo se

Ga — gbgc Gb — gagc GC — gagb
9o+ gb + Ge 9o+ gb + Ge 9a + 96 + Ge

KA A7
= e

>
Pl
D - g/
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6.2.3 Esempio

Determiniamo R, per il bipolo ab. I resistori non sono collegati né in serie né in parallelo,
si tratta di una rete non a scala. Usando la trasformazione Triangolo-Stella per il tripolo
A — B — (C ciriconduciamo a una rete a scala per la quale ¢ immediato ottenere R., con
la regola delle resistenze in serie o in parallelo. Si ha

R TR 4R
Req_R+§+?||?

6.3 Resistenza equivalente di bipoli attivi

Consideriamo bipoli che contengono al loro interno reti due porte attive. Come primo
esempio, troviamo R., per il bipolo in figura contenente un CCCS

Dobbiamo usare la definizione alimentando il bipolo con un generatore di corrente indi-
pendente iy, determinare vy e da

Req - UO/iO
si ha
1o = ip + kig
(§]
iR = Uo/R
Quindi

Req == Uo/io == R(l — k)

dove R, dipende in modo sostanziale dal generatore controllato, al variare di k segue che
R., puo assumere qualunque valore (positivo o negativo).
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6.3.1 Esempio: determinare la resistenza equivalente

Determinare la R, del bipolo attivo ab.

Determiniamo le grandezze di controllo dei generatori controllati (i; e vy) in funzione di
19, Vg € degli altri parametri noti A, B, Ry, Ry, Ry. Si ha

ilzio

inoltre

Vo = —BilRQHRL = —Bi0R2||RL

I due generatori controllati sono di fatto diventati generatori indipendenti.

\ i

BI\@ 0; ‘RL : RL

Scrivendo una KV alla maglia di ingresso otteniamo
Vo = Rlio — ABRQHRLZO
quindi

Ry = 7:—0 — R, — ABR,|R;
0
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_ 7B RQ_H K. /L'O

Il risultato per R, non deve dipendere dalle grandezze di controllo, eliminate al passo 2.

6.3.2 Esempio: determinare la conduttanza equivalente

Determinare la conduttanza equivalente G, del bipolo AB usando per il BJT il modello
a parametri ibridi a emettitore comune.

e
i = hreUO
p= —
hie
Dalla KI al nodo di uscita, otteniamo
htehyev
io = hoetp — 2512 o 0
e
quindi
7 hteh
Geq:_ozhoe_ felre
Vo hie
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Capitolo 7

Teorema di Thevenin e di Norton

7.1 Introduzione

I teoremi permettono di ottenere una rappresentazione molto utile di bipoli lineari non
omogenei che contengono resistori lineari e generatori indipendenti di tensione o corrente.

7.2 Teorema di Thevenin

Consideriamo un bipolo ab contenente resistori ideali (senza memoria, lineari e omogenei)
e generatori indipendenti ideali di tensione e/o corrente. Il bipolo é equivalente a una
resistenza equivalente 7., in serie a un generatore di tensione equivalente v, cosi definiti:

e RR.,: resistenza equivalente del bipolo omogeneo associato che si ottiene disattivando
tutti i generatori indipendenti di tensione e corrente

® v, tensione ai morsetti ab quando sono lasciati a circuito aperto
Geq = Vc.a. = Uyuoto

Usando uno schema a blocchi

% PE t
«r lo
&6%3 %g‘; S JKQ‘? "

[Pl kb ™
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| 1-5 &I} -—’L c.Q/
2 G

7.2.1 Esempio 1

Determinare vy, con il Teorema di Thevenin.

i ?& —1&.

Scolleghiamo il carico Ry, e troviamo 'equivalente di Thevenin del bipolo ab. Notiamo
che il resistore 2R & appeso (non vi passa corrente), possiamo determinare Thevenin.

) E
Req = éR Veq = =

Ricolleghiamo il carico Ry, dalla regola del partitore di tensione otteniamo

E Ry,

LT 9 R+ 5/2R
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7.2.2 Esempio 2

Determinare la corrente [, per il circuito a ponte in figura.

. : o
Ry L R 42&7
. Ro - L&
R_a?

Scolleghiamo R, e determiniamo ’equivalente di Thevenin del bipolo ab, usando la regola
del partitore di tensione si ha

R3 R4
Ry + Rs . Ry + Ry
Per determinare R., disattiviamo il generatore di tensione sostituendolo con un corto
circuito. Abbiamo

Ueq:‘/iﬂ_‘/élze'
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A questo punto, si ha

R., = Ri||R3s + Rs|| R4
re-inserendo R, si trova che

Ve
I=-—2

Reqg+ R,

Verificare che il ponte é bilanciato cioé I, = 0 se e solo se

RiRy = RyR3

7.2.3 Dimostrazione del Teorema di Thevenin

Alimentiamo il bipolo ab con un generatore indipendente ideale di corrente 7y e determi-
niamo la tensione vy usando il PSE. Questo € possibile in quanto la rete é lineare.

ID_ -f-
Vo
/\):; - lo . 'o

[._

Raggruppiamo le cause in due insiemi:

e la causa 1 ¢ data da tutti i generatori di tensione e corrente interni al bipolo

e la causa 2 ¢ data dal generatore di corrente esterno i

Dal PSE si ha

Vg = Vo1 + Vo2

!

Vo4
~ |
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Il bipolo omogeneo associato é

Disattivando 4 si trova che

Vo1 = Vc.a. = Veq

Disattivando i generatori interni al bipolo, troviamo invece che
vo2 = Reglo

quindi
Vg = Vo1 + Vg2 = Veq + Req’io

che ¢ la stessa relazione costitutiva del bipolo di Thevenin.

7.2.4 (Osservazione

Dalla dimostrazione si nota che ’equivalente di Thevenin esiste purché il bipolo ab sia
controllabile in corrente. Con Thevenin abbiamo ottenuto una rappresentazione di un
bipolo tramite un generatore reale di tensione e con Norton, dualmente e sotto opportune
ipotesi, otteniamo una rappresentazione tramite un generatore reale di corrente.

7.3 Teorema di Norton

Consideriamo un bipolo ab contenente resistori ideali (senza memoria, lineari e omogenei)
e generatori indipendenti ideali di tensione e/o corrente. Supponiamo che il bipolo sia
controllabile in tensione, allora il bipolo ¢ equivalente a una conduttanza equivalente G4
in parallelo a un generatore di corrente equivalente 4., cosi definiti:

e G, conduttanza equivalente del bipolo omogeneo associato che si ottiene disatti-
vando tutti i generatori indipendenti di tensione e corrente

® i, corrente ai morsetti ab quando sono chiusi in corto circuito
leg = Yc.c.
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Usando uno schema a blocchi

LT
[ ' 1

7.3.1 Dimostrazione del Teorema di Norton

Dimostrare il teorema usando il PSE. Notare che se un bipolo é controllabile sia in corrente
che in tensione allora
/UC‘(l.

. . Ve.a.
lee. = Vea. = Reqzc.c. Req = -
Req le.c.

7.3.2 Esempio

Determinare I’equivalente di Norton del bipolo ab
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Si ha

1 1
Gy = —+ —
" 2R + 3R
Notiamo che, dalla regola del partitore di corrente, si ha
1T
T 57376

7.4 Presenza di generatori controllati e ao

I teoremi di Thevenin e Norton sono facilmente estendibili al caso importante in cui il
bipolo contiene generatori controllari e/o ao idali.

Supponiamo che il bipolo sia controllabile in corrente, vale ancora enunciato il Teorema
di Thevenin. La definizione di v, € R, € la stessa di prima, per valutare la R., dobbiamo

1. disattivare i generatori indipendenti di tensione e corrente
2. non disattivare i generatori controllati
3. lasciare cosi come sono gli ao

Il bipolo omogeneo associato per il quale applicando iy e valutando vy si ha R., = vo/io.

\fgz——@ Z

Q& CQ..M

T 34
T 3L
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7.5 Esempio: equivalente di Thevenin

Determinare I’equivalente di Thevenin del bipolo AB.

»

Z\/L:L . s
= Q A ‘
@ Ves
N ‘ E ' :[.5 5—4:’_
| =

7.5.1 Primo metodo risolutivo

La tensione equivalente ¢ valutabile dal circuito di partenza e si ha usando Millmann

- E/R — Is+ 54y

eq = =F—Flg+5Ri
Veg 1 / R s+ 8
Eliminando la grandezza di controllo e considerando che
Veg — B

Facendo sistema, abbiamo

R
veq:E+Z[S

Per la resistenza equivalente, consideriamo il circuito per il quale

1o = —di1 + 1y
il = Uo/R

da cui
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L4 n
L < T
T & %
| E;' Ts Bay

7.5.2 Secondo metodo risolutivo

Determiniamo insieme v, e R.,, alimentiamo il bipolo di partenza con un generatore
indipendente di corrente 7y. Si ha

_ B/R— Is+5i; + i

=F —FEls+5RI + Ri
Vo /R 5+ 1+ 1t
Eliminiamo la grandezza di controllo, considerando che
Vo = RZl + F
e
. Vo — E
11 =
! R
Facendo sistema, otteniamo
R R
=F+4+ —Is— —1i
Vg + 1 S 1 20

Se confrontiamo con la relazione costitutiva
Vo = Veq + Rein

del bipolo equivalente di Thevenin, otteniamo

R R
vg=E+ ls = Ry=-7

4

7.6 Esempio: equivalente di Norton

Determinare I'equivalente di Norton del bipolo AB.

—
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Per i.. notare che si ha I = 0 dato che la resistenza da 1/2 € é cortocircuitata quindi
possiamo semplificare come mostrato. Ne consegue che i.. =5 A.

Valutiamo G, si ha

[:2U0

da cui scrivendo una KI per la linea Gaussiana indicata otteniamo
io :U0+U0—4U0+2UO—8U0

quindi

r’
4412

7.7 Metodo Topologico

Si puo ottenere 'equivalente di Thevenin o Norton di un bipolo anche utilizzando tra-
sformazioni circuitali, ¢ detto metodo topologico. Illustriamo 1’idea con un esempio
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74,

2,_9; 4 S
2.4 2V R

7.7.1 Trasformazione di generatori ideali di tensione

Per il bipolo in figura non sappiamo direttamente trasformare il generatore ideale di
tensione. Possiamo introdurre un taglio (nodale) di generatori di tensione con la stessa
tensione impressa in modo da non alterare le KV alle maglie quindi non alteriamo il
comportamento ai morsetti AB.

Possiamo trasformare i generatori reali di tensione, procediamo con equivalenze circuitali
fino ad ottenere I’equivalente di Thevenin richiesto.
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A

S 0
oo =
A 4%
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7.7.2 Trasformazione di generatori ideali di corrente

Una seconda possibilita ¢ introdurre una maglia di generatori di corrente con correnti
impresse tutte dello stesso valore in modo da non alterare le K[ ai nodi, non cambia
quindi il comportamento ai morsetti AB.

Eliminiamo il circuito aperto e procediamo anche in questo caso con equivalenze note fra
bipoli fino ad ottenere ’equivalente di Thevenin.
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Capitolo 8

Elementi di Teoria dei1 Grafi

8.1 Variabili Ausiliarie

Consideriamo il seguente circuito con [ = 6 bipoli e n = 4 nodi. Risolvere il circuito
significa determinare tutte le tensioni v; e correnti i; dei bipoli. Sono 2/ = 12 incognite.

Si individua un sottoinsieme delle incognite dette incognite ausiliarie e si cerca di scrivere
un sistema di tante equazioni quante sono le variabili ausiliarie. Dalle variabili ausilia-
rie possiamo trovare indirettamente tutte le altre incognite, per individuare le variabili
ausiliarie e scrivere il sistema risolvente facciamo uso di alcuni elementi di teoria dei grafi.

8.2 Grafo orientato e nodo

Consideriamo un grafo orientato associato al circuito, il grafo ¢ connesso ed ha un numero
dilati [ = 6 pari al numero di bipoli. Supponiamo di usare la convenzione degli utilizzatori
per ogni lato. Il nodo é un punto del grafo a cui sono connessi due o piu bipoli, in questo
caso n = 4.
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8.3 Maglia

La maglia ¢ un insieme di lati che formano un percorso chiuso, ad esempio M1 =
{1,5,4}, M2 = {1,2,3,4}, etc. Per ogni maglia possiamo scrivere una KV, ad esempio
orientando M1 e M2 in senso positivo orario otteniamo le KV

M1:vy—vs—v,=0

M2 vy +vyg—v3—v,=0

Ogni KV lungo una maglia stabilisce un vincolo di dipendenza lineare fra le tensioni dei
lati che fanno parte della maglia, le tensione dei lati

non sono quindi tutte indipendenti fra loro.

8.4 Taglio

Consideriamo una linea chiusa (linea Gaussiana) che taglia il grafo in due parti senza
passare dai nodi, per taglio si intende l'insieme dei lati che sono intersecati dalla linea
chiusa.
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Ad esempio, T1 = {1,6,4} e T2 = {6,2,3}. Orientiamo ciascun taglio scegliendo una
normale positiva alla linea chiusa (uscente o entrante), nel caso in figura otteniamo le KI

T121+Z4—|—Z6:0

T2Ii6+i2+’i3:0
Ogni KI per un taglio stabilisce un vincolo di dipendenza lineare fra le correnti dei lati
che fanno parte del taglio, le correnti dei lati

i i=1,2,...,1

non sono quindi tutte indipendenti fra loro.

8.5 Albero

Un albero ¢ un insieme connesso di lati del grafo che tocca tutti i nodi del grafo senza
formare percorsi chiusi (maglie).

T

%L:’-TET L}

8.5.1 Proprieta

Ogni albero ha n — 1 rami infatti il primo ramo connette 2 nodi, aggiungendo un ramo
connetto un terzo nodo. Procedendo cosi riusciamo a connettere tutti gli n nodi con n—1
rami.
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8.6 Coalbero

Il coalbero ¢ un insieme di lati del grafo che non fanno parte dell’albero.

//ﬁ;‘\ //6\\\
4 . 4
. . - '_,‘._-_n——»—""" ° ’\ ]
L4 2 s {L 2- '5 /'
\. // ) /3
\ © -~
< - D
(,(,‘_h __'./‘

8.6.1 Proprieta 1

Ogni coalbero ha [ — n + 1 corde, convenzionalmente i rami dell’albero vengono indicati
a tratto continuo mentre le corde sono tratteggiate.

8.6.2 Proprieta 2

Un coalbero non contiene taglio, non ¢ possibile tagliare il grafo in due parti intersecando
solo corde.

//Q‘ 'R/
\-. —
Consideriamo una linea chiusa che taglia il grafo in due parti, prendiamo un nodo interno
ed un nodo esterno alla linea chiusa. Dato che ’albero connette tutti i nodi ed é connesso,

vi sara un percorso lungo l’albero che collega il nodo interno a quello esterno quindi la
linea chiusa interseca almeno un ramo dell’albero.

8.7 Maglia Fondamentale (MF)

Se aggiungiamo una corda ad un albero si forma una maglia costituita dalla corda e, per
il resto, da rami dell’albero. Tale maglia é detta maglia fondamentale.
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Le maglie fondamentali sono in corrispondenza biunivoca con le corde del coalbero, vi sono
quindi [ — n + 1 maglie fondamentali associate all’albero. Ciascuna maglia fondamentale
si orienta convenzionalmente secondo il verso della corrente della corda che le individua

MF1 ={1,5,4} MF2 ={2,3,5} MF3={1,3,5,6}

8.7.1 Tensioni Indipendenti

Indichiamo con

il vettore delle tensioni dei lati del grafo. Inoltre indichiamo con vy il vettore delle n — 1
tensioni dei rami dell’albero e con v, il vettore delle [ — n + 1 tensioni delle corde del
coalbero. Le tensioni v, formano una base per lo spazio delle tensioni dei lati del grafo
cioé

1. le tensioni v, sono indipendenti fra di loro

2. da v, si possono determinare le tensioni dipendenti v, scrivendo [ — n + 1 KV alle
MF associate all’albero

Verifichiamo quanto detto precedentemente

1. deriva dal fatto che I’albero non contiene maglie

2. facciamo una verifica per mezzo di un esempio, scegliamo I’albero in figura per cui

T T
Vg = |:’U1 V3 ’05:| Ve = [Ug V4 UG]
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Segue che le | —n + 1 =3 KV alle MF sono date da

’U4—’Ul+U5ZO
UQ—U3+U5:O

U6—U1—U3+U5:0

Notare che tali KV sono fra di loro linearmente indipendenti infatti ogni equazione
contiene la tensione della corda che individua la MF corrispondente, tale tensione
non appare per costruzione in altre KV. Risolvendo otteniamo le [—n+1 = 3 tensioni
dipendenti delle corde in funzione delle tensioni indipendenti dei rami dell’albero

Vg = V1 — Uy
Vg = V3 — Vs

Vg = U1 + VU3 — Vs

8.8 Taglio Fondamentale (TF)

Il taglio fondamentale ¢ un taglio che contiene un ramo dell’albero e, per il resto, sola-
mente corde del coalbero. Ogni taglio si orienta convenzionalmente secondo il verso della
corrente del ramo corrispondente.
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8.8.1 Proprieta

I tagli fondamentali sono in corrispondenza biunivoca con i rami dell’albero, vi sono
quindi n — 1 tagli fondamentali associati all’albero

TF1={1,4,6} TF2 = {2,4,5,6} TF3 = {2,3,6}

8.8.2 Correnti Indipendenti

Indichiamo con
1
e ) I
1= |ip| € R
Ui

il vettore delle correnti dei lati del grafo. Inoltre indichiamo con io il vettore delle n — 1
correnti dei rami dell’albero e con 7. il vettore delle { — n + 1 correnti delle corde del
coalbero. Le correnti i, formano una base per lo spazio delle correnti dei lati del grafo
cioe

1. le correnti 7, sono indipendenti fra di loro

2. da i, si possono determinare le correnti dipendenti io scrivendo n — 1 KI ai TF
associate all’albero

Verifichiamo quanto detto precedentemente

1. deriva dal fatto che il coalbero non contiene tagli

2. facciamo una verifica per mezzo di un esempio, scegliamo I’albero in figura per cui
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Segue che le n — 1 = 3 KI ai TF sono date da

Zl+l4+2620
i5—i2—i4—i6:0
13+ 12 +16 =0

Notare che tali KI sono fra di loro linearmente indipendenti infatti ogni equazione
contiene la corrente del ramo che individua la TF corrispondente, tale corrente non
appare per costruzione in altre KI. Risolvendo otteniamo le n — 1 = 3 correnti
dipendenti dei rami dell’albero in funzione delle correnti indipendenti delle corde
del coalbero

11 = —l4 — 16

15 = i2 + 14 + 16

ig = —ig _?;6

8.9 Correnti cicliche delle maglie di Maxwell

Consideriamo per esempio: facciamo percorrere ogni MF da una corrente I; che si rin-
chiude su se stessa, detta corrente ciclica o di Maxwell. Ovviamente vi sonol—n-+1=3
correnti cicliche delle MF, inoltre tali correnti risultano in corrispondenza biunivoca con
le correnti delle corde

L=1u ly =iy Is =3

Ne consegue che anche le correnti cicliche

T
Icicliche = [Il _[2 ]3:| S RS

costituiscono una base per lo spazio delle correnti dei lati del grafo. Le correnti dipendenti
dei rami dell’albero si possono ottenere per sovrapposizione delle correnti cicliche. Ad
esempio, per il ramo 4 si ha

1y =1 — Iy + I3
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dato che

si vede che cio equivale a determinare la corrente del ramo usando una KI al TF indivi-
duato da tale ramo.

Si ha che la KI é
g —1i3— 1 +13=20

8.10 Metodo Totale del Tableau

Consideriamo un circuito con [ bipoli e n nodi, inoltre un grafo orientato ad esso associato
e scegliamo un albero. Le incognite sono le tensioni

(¥ i:1,2,...,l

e le correnti
i i=1,2,...,1

dei lati del grafo, in totale vi sono 2 incognite. Le equazioni di tipo topologico (dipendono
solo dal grafo orientato) sono

o | —n-+1KV alle MF associate all’albero

e n— 1 KI ai TF associati all’albero

In totale, abbiamo [ —n + 1+ n — 1 = [ equazioni topologiche. Le equazioni tipologiche
(dipendono dalla natura degli elementi presenti) sono

e [ relazioni costitutive dei bipoli

Complessivamente sappiamo percio scrivere [ + [ = 2l equazioni, tante quante sono le
incognite (il problema & ben posto). Nei principali metodi di analisi non si usa l'intero
insieme delle incognite ma un suo sottoinsieme (variabili ausiliarie), ad esempio nella ver-
sione pitt semplice del metodo delle maglie fondamentali abbiamo che le variabili ausiliarie
sono le [ —n + 1 correnti delle corde.
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Capitolo 9

Metodi1 di Analisi di Reti Resistive

9.1 Metodo delle Maglie Fondamentali (MMF)

I1 MMF ¢ per reti di soli bipoli controllabili in corrente, in particolare reti di resistori e
generatori indipendenti ideali di tensione. Discutiamo il metodo con un esempio: asso-
ciamo alla rete un grafo orientato e scegliamo un albero. Le incognite del MMF sono le
correnti cicliche delle MF

-

T
Icz'cliche: []1 IQ I3:|

oppure equivalentemente le correnti
- T
L= [ld I2 i3]

delle corde. In generale, si hanno [ —n + 1 incognite.

Mostriamo che é sempre possibile scrivere un numero di equazioni risolventi pari a [—n+1.
Procediamo con 3 passi:

1. scriviamo [ — n + 1 KV alle MF associate all’albero

1)1+U5+’06:O
122—’04—?]5—’116:0

V3 — U4 — U5 =0
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2. esprimiamo le correnti dei lati del grafo (in generale sono [) in funzione delle correnti
cicliche, é sempre possibile in quanto le correnti cicliche sono una base per lo spazio
delle correnti dei lati. Usiamo n — 1 KI ai TF associati all’albero

(i =1

1o = I

i3 = I3

g = —1y — I3
is =1 — I — I3
lig=1, — I,

3. dato che per ipotesi i bipoli sono controllabili in corrente, possiamo esprimere le
tensioni dei bipoli (I) in funzione delle correnti dei bipoli. Usiamo le [ relazioni
costitutive dei bipoli controllabili in corrente

(v, = Vg2
vy = 2Riy = 2RI,
vy = 2Ri3 = 2RIy
vi = Riy = R(—I, — I)

Vs = — Vg1

\ V6 = 3R26 = ?)R(Il — IQ)

Sostituendo nel sistema al passo 1, otteniamo un sistema di [ —n+ 1 equazioni nelle
[ —n—+1 incognite date dalle correnti cicliche delle MF. In questo caso [l —n+1 =3
e in forma vettoriale si ha

3R —-3R 0 I Vg1 — Vg2
—3R 6R R . IQ = —Vg1
0 R 3R 13 —Ug1

In generale, il sistema risolvente per il MMF ¢ del tipo

— —

R- Icicliche - ‘/ge.tensione
con
e matrice delle resistenze: R € RU-nt+1)x(i-n+1)

e vettore delle incognite: Lictione € R+

e vettore dei termini noti: Ve sensione € R

Per reti di soli generatori indipendenti ideali di tensioni e resistenze vale la seguente regola
generale per costruire R e [ ;ciche dove

e la somma delle resistenze della maglia k ¢

Ry k=1,....,l—n+1
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e la somma algebrica delle resistenze a comune fra maglia k e maglia h ¢
thh%k‘ h,kzl,...,l—n+1

Ogni resistenza si prende con il segno + se [ e [, la percorrono in senso concorde,
con il segno — altrimenti

e la somma algebrica delle tensioni dei gen.ri ind.ti di tensione della MF k ¢
Vi k=1,....,0—n+1
Ogni tensione si prende con il segno + se [ esce dal morsetto + del generatore di
tensione, con il segno — altrimenti
Le osservazioni sono

e la matrice R é simmetrica cioé R = RT

e per ottenere il sistema risolvente abbiamo usato tutte le KV (I —n + 1) al passo 1,
tutte le KI al passo 2 (n — 1) e tutte le relazioni costitutive dei bipoli (1) al passo 3

e una volta determinate le correnti cicliche, possiamo determinare indirettamente
tutte le altre correnti e tensioni dei bipoli

e MMF ¢ un metodo ad eliminazione: al passo 2 eliminiamo le correnti dei rami
dell’albero mentre al passo 3 eliminiamo tutte le tensioni dei bipoli

9.2 Metodo Modificato di Analisi su Base MF

Supponiamo siano presenti anche generatori indipendenti ideali di corrente (bipoli non
controllabili in corrente), in tal caso non possiamo ripetere il passo 3 della precedente
procedura. Per esempio, supponiamo di non conoscere la tensione sul generatore di cor-
rente i, e introduciamo come incognita aggiuntiva la tensione v, ai capi di tale generatore
(le variabili ausiliarie sono Iy, Iy, I3, v,).
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Procediamo con 2 passi:

1. pensiamo in una prima fase il generatore di corrente come se fosse un generatore di
tensione v,, ci riconduciamo cosi ad una rete con resistenze e generatori di tensione.

1
P—}-o—’—@;\}"_—@
s

Yasps 2-
1aspe &

Possiamo scrivere le seguenti KV

2R 0 0 I Vg + Uy
0 3R -—-2R I = —g
0 —2R 3R I — Uy

2. utilizziamo la relazione costitutiva del generatore ideale di corrente per scrivere
un’equazione aggiuntiva detta equazione di vincolo

igzll—lg

Abbiamo un sistema di 4 equazioni in 4 incognite che, in forma vettoriale, & dato da

2R 0 o —1| [n] [o
0 3R —2R 0| |L| |-v
0 —2r 3rR 1| |m| |o
10 -1 oo |u] ||

I1 metodo descritto ¢ detto metodo modificato (o misto) di analisi su base MF.

9.3 Metodo dei Tagli Fondamentali (MTF)

Si introduce, per dualita rispetto al MMF, per reti di soli bipoli controllabili in tensione
e in particolare per reti di conduttanze e generatori indipendenti ideali di corrente. Di-
scutiamo il metodo con un esempio: associamo alla rete un grafo orientato e scegliamo
un albero. Le incognite del MTF sono le tensioni dei rami dell’albero

T
Vg = |:U2 V4 1)5:|

In generale, si hanno n — 1 incognite.

Sbuch.it - All rights reserved



92. Elettrotecnica Appunti delle Lezioni

Procediamo con 3 passi:
1. scriviamo n — 1 KI ai TF associati all’albero

11+ 129+ =0
11 +i3+ 1+ 16 =0
i1+i3+i5+i6:0

2. esprimiamo le tensioni delle corde (in generale sono [ — n + 1) in funzione delle
tensioni dei rami dell’albero, é sempre possibile in quanto tali tensioni sono una
base per lo spazio delle tensioni dei lati. Usiamo [ — n + 1 KV alle MF associate
all’albero

V1 = Vg + Uq + Us
Vg = VU2 + Vg4 + Vs
Vg = U4 + Uy
3. dato che per ipotesi i bipoli sono controllabili in tensione, possiamo esprimere le

correnti dei bipoli (I) in funzione delle tensioni dei bipoli. Usiamo le [ relazioni
costitutive dei bipoli controllabili in tensione si ha

(i1 = Givy = G1(vg + vy + vs5)
io = GV

i3 = G3vz = G3(vg + v5)

iy = Gavy

i5 = Gsvs

Lig = 1
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Sostituendo nel sistema al passo 1, otteniamo un sistema di n — 1 equazioni nelle n — 1
incognite date dalle tensioni dei rami dell’albero. In questo caso n — 1 = 3, in forma
vettoriale si ha

G1 + G2 G1 G1 () —]
Gl Gl + Gg + G4 Gl + Gg Vg T —1
G1 G1 + G3 Gl + G3 + G5 Vs —1I

In generale, il sistema risolvente per il MTF' ¢ del tipo

G- Vo = lgen.corrente
con

e matrice delle conduttanze: G € R(=1x(n-1)

e vettore delle incognite: 7, € R"™!

. - .. - -1
e vettore dei termini noti: /gen corrente € R"

Per reti di soli generatori indipendenti ideali di tensione e resistenze si puo dare una
regola generale per costruire G' € Igepn corrente. S1 PuO osservare che

e la matrice G & simmetrica cioée G = G¥

e per ottenere il sistema risolvente abbiamo usato tutte le KI al passo 1, tutte le KV
al passo 2 e tutte le relazioni costitutive dei bipoli al passo 3

e una volta determinate le tensioni dei rami dell’albero, possiamo determinare indi-
rettamente tutte le altre tensioni e correnti dei bipoli

e MTF é un metodo ad eliminazione: al passo 2 eliminiamo le tensioni delle corde
mentre al passo 3 eliminiamo tutte le correnti dei bipoli

9.4 Metodo deil Nodi

Il metodo dei nodi € un caso particolare del MTF. Consideriamo il caso in cui sono presenti
solo bipoli controllabili in tensione (conduttanze e generatori indipendenti di corrente).
Scegliamo un nodo di riferimento (nodo di terra o Datum (D)) a cui viene attribuito
potenziale E = 0 e poi un albero stellato (albero che collega ogni nodo direttamente a
D). Infine orientiamo i rami dell’albero in modo che le frecce puntino verso D.
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Applichiamo il MTF all’albero stellato, notare che

e le incognite (tensioni dei rami dell’albero) coincidono con le n — 1 tensioni dei nodi
Ey B, ..., B, 1 rispetto a D

e ogni TF ¢ una linea chiusa che contiene un solo nodo (taglio nodale) ed ¢ orientata
positivamente verso 1’esterno

e le KI per i TF si esprimono dicendo che ¢ nulla la somma algebrica delle correnti
dei lati che incidono su un nodo, ogni corrente si prende con il segno + se uscente
dal nodo e con il segno — se entrante nel nodo. Sono n — 1 KI per tutti i nodi
eccetto il nodo di riferimento

In generale, il sistema risolvente per il metodo dei nodi ¢ del tipo

—

-
G- Igen.corrente

con
e matrice delle conduttanze: G € R(—1x(n-1)
e vettore delle incognite:
E=|B B ... B, eRr"

cioé le tensioni dei nodi rispetto al nodo di riferimento.

—

. . . L n*l
e vettore dei termini noti: Jgen corrente € R

Per reti di soli generatori indipendenti ideali di corrente e conduttanze vale la seguente
regola generale per costruire G' e Igen corrente- Segue che

e la somma delle conduttanze collegate al nodo k ¢

Gkk ]{Z:L...,n—l

e la somma cambiata di segno delle conduttanze a comune fra nodo k e nodo h ¢

thh%k h,k:zl,...,n—l
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e la somma algebrica delle correnti dei generatori indipendenti di corrente collegati
al nodo k ¢
[k k:L,?’L—l
Ogni corrente si prende con il segno + se entrante nel nodo k, con il segno —
altrimenti

Osserviamo che la matrice G ¢ simmetrica cioé¢ G = GT. Inoltre abbiamo un sistema di
n — 1 equazioni in n — 1 incognite, notare che la dimensionalita del sistema non dipende

da (.

9.5 Metodo Modificato di Analisi su Base Nodi (MNA)

Supponiamo siano presenti anche generatori indipendenti ideali di tensione (bipoli non
controllabili in tensione). Per esempio, supponiamo di non conoscere la corrente del
generatore di tensione e ed introduciamo come incognita aggiuntiva la corrente I, di tale
generatore. Le variabili ausiliarie sono F, F», E3, I,.

&y

A0

2. M E_B

S

&, AT ¢

Procediamo per passi:
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1. pensiamo in una prima fase il generatore di tensione come se fosse un generatore di
corrente I, ci riconduciamo cosi ad una rete con sole conduttanze e generatori di
corrente. Possiamo scrivere le seguenti KI

G1 + Gs -Gy 0 B,
—Go G+ G -Gl Ey
—G3 Gz + Gy Es

10

2. utilizziamo la relazione costitutiva del generatore ideale di tensione per scrivere
un’equazione aggiuntiva detta equazione di vincolo, in questo caso si ha

E2:€

Abbiamo ottenuto un sistema di 4 equazioni in 4 incognite che, in forma vettoriale, é

dato da -~
Gy + Go

Gy
0
0

—G,
Gy + G
— Gy
1

0 0 ] _El—
-Gy -1 Es
Gs+Gys O E;
0 0 | _Ix_

_Z'O
0
10

e

I1 metodo descritto & detto metodo modificato (o misto) di analisi su base nodi, & uno dei
metodi pin utilizzati in pratica (ad esempio nel simulatore di circuiti SPICE).

9.6 Analisi di reti con generatori controllati

9.6.1 Nodi con generatori controllati in corrente

Le variabili ausiliarie sono Ey, F», E5 mentre v, non ¢ una variabile ausiliaria e non deve
apparire nel sistema risolvente finale.

@

-

i

r{}_
=

=
U
e

&
.
G-

6_3
&

2
e
7"
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Procediamo per passi:

1. pensiamo il generatore controllato di corrente come se fosse indipendente, scriviamo
le KI ai nodi

3G -G 0 E, ig
-G 3G 0| -|E| =] —i

~

0 0 G| |Bs i — i,

2. usiamo la relazione costitutiva del generatore controllato e esprimiamo la sua gran-
dezza di controllo in funzione delle variabili ausiliarie

% = GUm = G(El — E2>

Sostituendo, otteniamo il sistema

3G -G 0| |E i
0 2G 0| |E|=1|0
-G G G| |Es —i,

Notare che il generatore controllato influisce sulla matrice G rendendola (in generale) non
simmetrica.

9.6.2 Nodi con generatori controllati in tensione
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Procediamo per passi:

1. pensiamo il generatore controllato di tensione come se fosse indipendente, utilizzia-
mo il metodo modificato di analisi su base nodi introducendo un’incognita aggiun-
tiva data dalla corrente di tale generatore di tensione. Le variabili ausiliarie sono
FE., Es, Es, I,. Possiamo scrivere le KI

3G -G O By
0 0 G Es I, —1

2. esprimiamo il vincolo imposto dal generatore di tensione
é=F;— F,
3. usiamo la relazione costitutiva del generatore controllato di tensione ed esprimiamo
la sua grandezza di controllo in funzione delle variabili ausiliarie
Facendo sistema fra le ultime due relazioni, otteniamo
2F, — FEy — E3=0

che rappresenta la quarta equazione del sistema risolvente. Abbiamo ottenuto un sistema
di 4 equazioni nelle variabili ausiliarie

(3¢ ¢ o ol [B] [4]
~G 3¢ 0 1| |B| |o
0 0 @ —1| |B| |-
2 -1 -1 0| |L| |o]

9.6.3 Esempio: MF in presenza di generatori controllati

Procediamo per passi:

1. pensiamo il generatore controllato di corrente come se fosse indipendente, utilizzia-
mo quindi il metodo modificato di analisi su base MF introducendo un’incognita
aggiuntiva data dalla tensione su tale generatore di corrente. Poi anche per il ge-
neratore di corrente I, introduciamo come incognita aggiuntiva la tensione ai suoi
morsetti, le variabili ausiliarie sono I, Is, I3, V1, Vya.

= = ‘Nf ZV/"
dfﬁ@zﬁL@ \ZK g
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<*’ 1\—9#@%
e = = %
+ — Uga
Jzo

ety ____} " "t_'
g o o
e 5 -

Possiamo scrivere le KV

R 0 —R ]1 —Vxl — ‘/3:2
0 4R —-2R| - || = Vi
—R —2R 4R I 0

2. i vincoli imposti dai generatori di corrente sono

[g - _Il +IQ
%: _Il

La prima fra queste relazioni é la quarta equazione del sistema risolvente.

3. usiamo la relazione costitutiva del generatore controllato di corrente ed esprimiamo
la sua grandezza di controllo in funzione delle variabili ausiliarie
~ V;: R[3 [3
Z = — — = —
2R 2R 2
Facendo sistema fra le ultime due relazioni, otteniamo

Il+§:0

che rappresenta la quinta equazione del sistema equivalente. Abbiamo un sistema di 5
equazioni nelle variabili ausiliarie.

'k o -r 1 1] [n] o]
0 4R —2R -1 0| |1I 0
R 2R 4R 0 0|-|L|=]0
110 0 o |u| |1
10 12 0 of |ue [0]
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Capitolo 10

Teorema di Tellegen e Principio di
Conservazione della Potenza

10.1 Legame fra Matrici Topologiche

Consideriamo il grafo orientato e utilizziamo la convenzione degli utilizzatori per i bipoli.

- :

Si ha

- T o T
le = [Zl 7;2 Z3i| g = [24 7;5 Z6i|

Ve = ["01 Vo U3i| Vg = [1)4 Us Uﬁ]

Esprimiamo le correnti dipendenti i, in funzione delle corrente indipendenti ., si ha dalle
n—1=3KIlai TF

i4+i1—i2—i3:0

i5 + 19 + ig =0

iﬁ + il - ig - O
che in forma vettoriale risulta

tg = A -,

dove la prima matrice topologica é

101 1
A=10 -1 -1
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Esprimiamo adesso le tensioni dipendenti v, in funzione delle tensioni indipendenti v,, si

hadallel —n+1=3 KV alle MF

01—124—’1)6:0
U2+U4—U5+U6:O

U3+U4—U5:0

che in forma vettoriale risulta

U, = B -1,
dove la seconda matrice topologica ¢
1 0 1
B=|-11 -1
-1 1 0
10.1.1 Proprieta
Si puo dimostrare che la relazione . .
B'=-A

¢ valida in generale.

10.2 Teorema di Tellegen

Consideriamo il grafo orientato associato a un circuito e vi siano [ bipoli e n nodi.
Utilizziamo la convenzione degli utilizzatori per tutti i bipoli e scegliamo un albero. Sia

[ ]
v = |:/Ul fU2 o . 'Uli| 6 R

un vettore di numeri (tensioni dei lati del grafo) che soddisfano le KV alle MF

- T 1
Z:[il ig .- iz} eR

un vettore di numeri (correnti dei lati del grafo) che soddisfano le KI ai TF
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Allora si ha

—

(7,1)y=@"-7=0

cioé i due vettori ¢ e ¢ risultano fra di loro ortogonali.

10.2.1 Dimostrazione

Segue che

—

dato che (B)T = —A.

10.3 Principio di Conservazione della Potenza

—

Siano ¥(t) e i(t) le tensioni e correnti effettive in un circuito ad un generico istante ¢. Dato
che le tensioni soddisfano per ipotesi alle KV e le correnti alle KI possiamo applicare il
Teorema di Tellegen e ottenere che

7)) =) oe(t) - ik(t) = Y pr(t) = OW

k=1

quindi é nulla, istante per istante, la somma delle potenze istantanee py(t) assorbite dagli
[ bipoli del circuito.

10.3.1 Osservazione

Segue che KV e KI implicano il Teorema di Tellegen che implica il principio di conser-
vazione della potenza istantanea e energia. Un circuito che assiomaticamente soddisfa a
KV e KI verifica quindi automaticamente questi due principi fondamentali.

10.3.2 Conseguenze

Consideriamo due istanti t, # t, e siano #(t1) e i(t;) (rispettivamente @(ty) e i(t,)) le
tensioni e le correnti effettive in un circuito nei due istanti considerati, allora si ha

7' () - i(ty) = 0
Siano

e (e (° due circuiti diversi ma con lo stesso grafo orientato

Ja

o °(t) e i%(t) le tensioni e le correnti effettive di C*

—
a

e %(t) e i%(t) le tensioni e le correnti effettive di C?

Allora
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10.3.3 Interpretazione Geometrica

Le KV implicano @ € 7, (sottospazio di R!) e le KI implicano i € m; (sottospazio di RY).
Segue che i due sottospazi m, e 7; di R! sono fra di loro ortogonali.

10.4 Esempio

Verificare il Teorema di Tellegen per il seguente circuito con ao (nullore).

Determiniamo esplicitamente tutte le potenze elettriche assorbite dai bipoli presenti, si
ha dalla KI al nodo A e al nodo B (rispettivamente) che

 Vu=Ve 0-Va Va—Vo
N 2 2 4

1
da cui
Vy=-1V Vo = -3V

Nella figura sono indicate le correnti che fluiscono nei bipoli e le potenze istantanee
assorbite.

Se verifica che la somma delle potenze istantanee assorbite ¢ nulla, come previsto dal
Teorema di Tellegen.
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Metodo de1 Fasori

11.1 Richiami sui numeri complessi

Consideriamo il numero complesso espresso in forma algebrica
Z=z+jy
con
e z.ycR
e 1 = Re[2] parte reale
e y = Im[Z] parte immaginaria
e j unita immaginaria, j2 = —1

Segue che 2’ puo essere visto come un punto (o vettore) nel piano.

‘ )\‘IIYL /N

Quindi Z puo essere individuato tramite il suo modulo z = y/22 4+ 92 e il suo argomento
¥. Gli argomenti 1 si misurano a partire dall’asse x, a cui si attribuisce 9 = 0 e ruotando
in senso positivo antiorario. Il verso positivo antiorario € detto anche verso degli anticipi
e il verso negativo orario ¢ detto verso dei ritardi. Se z'# 0, si ha

T
cost) = —— sind = Y

Se x # 0 allora tan = z/y e inversamente

T = Zcost
Yy = Zsinv
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In forma trigonometrica, si ha
7= Z(cos? + jsin)

dato che (identita di Eulero)

e’ = cos + jsin¥

otteniamo la forma esponenziale
7= Ze"

Bisogna fare attenzione al calcolo degli argomenti quando z = Re[Z] < 0, proviamo a
scrivere in forma esponenziale i due numeri complessi

z1=1-7 Z=—1+47
Si ha Z, = Z» = /2 e inoltre
Yy = arctan(—1) = 7 /4 ¥y = arctan(—1) = —m /4
e siamo in assurdo, conviene disegnare i numeri nel piano complesso. Si osserva che

191 == —7T/4 191 == —57T/4

R

= €, =P

f

11.2 Funzioni sinusoidali

11.2.1 Dominio del tempo
Per sinusoide si intende una funzione del tempo
e(t) = Ey cos(wt + )
dove
e [y > 0 ¢ l'ampiezza

e w > 0 ¢ la pulsazione (in rad/sec)
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e phi ¢ la fase (in radianti)

e la frequenza (in Hz) ¢ data da

f=1T
w=2nf=2r/T

dove T' (in sec) ¢ il periodo della sinusoide.

11.2.2 Dominio dei fasori

Alla sinusoide e(t) si associa il numero complesso in forma esponenziale

E = EMej ®
detto fasore associato a e(t). Notare che. il modulo del fasore coincide con 'ampiezza

della sinusoide, ’argomento del fasore coincide con la fase della sinusoide e il fasore non
contiene 'informazione sulla pulsazione della sinusoide.

\jfm} ‘.6\'\‘,‘“ -é

o

Ad ogni sinusoide corrisponde il fasore E e quindi un punto del piano complesso inteso
come piano dei fasori. Viceversa, assegnato F e w vi corrisponde un’unica sinusoide a
pulsazione w che possiamo ottenere tramite la formula

e(t) = Re[Ee™™!]
Si ha
Re[Ee/!] = Re[Eye’?e’!] = Re[Ey el @9 = By cos(wt 4 @) = e(t)
Le due relazioni ottenute sono una coppia trasformata e antitrasformata, detta trasfor-
mata di Steinmetz.

11.2.2.1 Interpretazione geometrica

L’operatore -e/*' rappresenta una rotazione di un angolo wt in senso positivo antiorario,
infatti

n jwt 1 jwt J(wt+

E . ¥t = B, el¥elt = EMBJ( ®)

allora
E . ejwt

¢ un vettore di modulo costante Ej; che ruota intorno all’origine con velocita angolare w
in senso positivo antiorario (vettore rotante). Infine, 'operatore Re[E - e/“f] & I'operatore
di proiezione sull’asse reale.
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11.2.2.2 Esempio 1
Determinare il fasore associato a

e(t) = 4 cos(3t)
e interpretare graficamente. Si ha

Ey =4 . .
{ M — E=4¢9=4
=0

11.2.2.3 Esempio 1
Determinare il fasore associato a

e(t) = 2sin(4t)
e interpretare graficamente. Si ha

2sin(4t) = 2 cos(4t — 7/2)
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quindi
Ey =2 - ,

11.3 Calcolo Fasoriale

Abbiamo

e Unicita: siano e;(t) e es(t) due sinusoidi a pulsazione w, si ha e;(t) = ey(t) per ogni
t se e solo se By = E)y

e Linearita: siano e;(t) e ey(t) due sinusoidi a pulsazione w e a,b € R, allora ae; (t) +
bes(t) ¢ una sinusoide a pulsazione w con fasore aF; + bFE,

e Regola di derivazione: sia e(t) una sinusoide a pulsazione w con fasore E , allora
de(t)/dt & ancora una sinusoide a pulsazione w con fasore kwE quindi
de(t) -
— Wk
dt J
Questa importante regola implica che un’operazione differenziale d/dt nel dominio
del tempo si trasforma in un’operazione algebrica jw- nel dominio dei fasori, la
regola é analoga a quella valida per la trasformata di Fourier. Verifichiamo
de(t) d

i =i (e} e[ (5 e

e graficamente si ha
wa’ — wej”/QEMej“D — wEMej(soerﬂ/?)

quindi il fasore jwE di de(t)/dt ha modulo pari a wE); e si ottiene ruotando in
senso positivo antiorario di un angolo pari a /2 il fasore E di e(t).

Sbuch.it - All rights reserved



109. Elettrotecnica Appunti delle Lezioni

11.4 Analisi in regime sinusoidale

Consideriamo il circuito RL con generatore ideale di tensione sinusoidale
vy(t) = Vi cos(wt + ¢y)

Determinare i(t) per ¢t > 0 assumendo i(0) = 4.

4¢) R

.
W)= Vi s (i) |

Segue la KV
vg(t) = vr(t) +vL(t)

quindi il circuito soddisfa alla equazione differenziale affine del primo ordine

i
Ld_jf + Ri = Vyy cos(wt + ©,)

con i(0) = 7y. Si ha
i(t) = fomog(t) + ipartatine(t) = Ke™/7 + ipart afine (t)
con K € Re7 = L/R ¢ una costante di tempo. Verifichiamo che possiamo scegliere
ipart.affine () = Iar cos(wt + ;)
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quindi
i(t) = Ke "7 4 Iy cos(wt + ;)

Il primo termine (che tende a 0 per ¢ — +00) & detto parte transitoria mentre il secondo
¢ detto risposta in regime permanente sinusoidale, in pratica per ¢t > 47 si ha

i(t) ~ I cos(wt + ;)

e quindi, esaurito il transitorio, la corrente nel circuito é sinusoidale alla stessa pulsazione
w del generatore. Determiniamo I,; e ; nel dominio del tempo, si ha

di
Ld_zzf + Ri = —wLIy sin(wt + ¢;) + Rl cos(wt + ¢;) =

R wL
= IyVR? +w?L? | ———=cos(wt + ¢;) — ———=
M VRZ + W22 ( #i) VRZ + W22

= Z Iy [cos(y.) cos(wt + ;) — sin(p,) sin(wt + ;)] =
= ZIy cos(wt + ¢; + ¢2)

sin(wt + ¢;) | =

con Z =VR*+w?l?e
_ R . - wlL
oo = U e = e
e quindi tan(y,) = (wL)/R. Allora

Vs cos(wt + @) = Z Iy cos(wt + o; + )

da cui
L Vu Vu
M TR R
e

(%)
Vi = Py — P, = Y, — arctan f

La soluzione nel dominio del tempo é complicata, introduciamo il metodo dei fasori perché
¢ molto efficiente per determinare le correnti e tensioni in regime sinusoidale (il metodo
dei fasori non permette pero di trovare la parte transitoria della risposta).

11.4.1 Comportamento dei bipoli ideali R, L, C' in regime sinusoi-
dale nel dominio del tempo

11.4.1.1 Resistore ideale

Supponiamo
i(t) = Ips cos(wt + ;)

allora, dalla legge di Ohm
v(t) = Vi cos(wt + ¢,) = Ri(t) = RIy cos(wt + ;)

quindi
Ve = RIy Pov = Pi
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—’L (\YCJC): \/H Cos st-t%. QPU)

=
A C"c): Ty oes (=T P D

Segue che R rappresenta la resistenza fisica (dovuta a un fenomeno dissipativo) offerta
dal resistore al passaggio di una corrente, la tensione da applicare per far scorrere tale
corrente ha ampiezza V); = RI); ed é in fase con la corrente.

11.4.1.2 Induttore ideale

In accordo alla legge di Faraday, si ha

di (L)) dpeon
P _
vt) =Ly = =g i

dove Yeone = Li € il flusso concatenato.

o o) =V tos @sbcce J
]
£ G) — THees @Jc-r e

11.4.1.3 Esperimento 1

Supponiamo che L sia percorso da una corrente costante continua i(t) = ¢ allora v(t) =0
quindi L é un corto circuito per le correnti costanti, bisogna interpretare fisicamente.

11.4.1.4 Esperimento 2

Supponiamo adesso che L sia attraversato da una corrente alternata sinusoidale

i(t) = Ip cos(wt + ;)

allora i
v(t) = Vi cos(wt + ¢,) = Ld—i =
= —wLIy sin(wt 4+ ;) = wLIy cos(wt + @; + m/2)
quindi
7r
Vi = wliy %:%-1-5

La conclusione importante & che a differenza del caso in continua, per far scorrere su L
una corrente alternata di ampiezza [,;, € necessario applicare una tensione alternata di
ampiezza

VM :UJLIM = XLIM
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Tale tensione ¢ necessaria per vincere la forza contro elettromotrice che si sviluppa su L
per il fenomeno dell’autoinduzione. Si ha inoltre che la tensione ¢ in anticipo di 7/2 sulla
corrente. Abbiamo posto

XL:(A}L [XL]:Ohm

che ¢ detta reattanza induttiva e si misura in Ohm. Dato che

;o Vi Var
M=CT T X,

la reattanza induttiva ha il significato fisico di resistenza apparente che I'induttore offre
al passaggio di una corrente alternata (apparente in quanto, a differenza del resistore, tale
resistenza non ¢ legata a un fenomeno dissipativo ma piuttosto a un fenomeno reattivo
dovuto all’autoinduzione). Notare che X, = wL cresce se cresce w quindi L offre resistenze
apparenti tanto piu elevate quanto w é elevata.

11.4.1.5 Condensatore ideale

Si ha
oy Adv d(Cv)  dg.
W=Ch =" ~a

dove g. = C'v ¢é la carica sulle armature.

} * v k) = Vitces @Dh Qﬁy)
> * L) = Lv es (&F+ )
¢ ~

11.4.1.6 Esperimento 1

Supponiamo di applicare a C' una tensione continua v(t) = v allora i(t) = 0 quindi C' ¢é
un circuito aperto (un’interruzione elettrica) per le tensioni costanti, bisogna interpretare
fisicamente.

11.4.1.7 Esperimento 2
Supponiamo adesso di applicare a C' una tensione alternata sinusoidale
v(t) = Vi cos(wt + ¢,)
Dato che la tensione varia, si ha un passaggio continuativo di cariche (elettroni) fra le

armature quindi ’amperometro misura un passaggio di corrente. Ne consegue che C' non
¢ un’interruzione elettrica per le correnti alternate.
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~ (k)
AHPERSMETRO

&

Si ha p
i(t) = I cos(wt + ¢;) = Cd_: =
= —wCV)y sin(wt + ¢,) = wCViy cos(wt + @, + 7/2)
quindi
Vi Vi 7r
[ = CV == = i — o P’y
MZEEIM T 100 T Xe Ty
Abbiamo indicato con )
Xo = oC [Xc] = Ohm

la reattanza capacitiva che ha il significato fisico di resistenza apparente che il conden-
satore offre al passaggio di una corrente alternata (apparente in quanto, a differenza del
resistore, tale resistenza non é legata a un fenomeno dissipativo ma piuttosto a un feno-
meno reattivo). Notare che X¢ = 1/wC decresce se cresce w quindi C offre resistenze
apparenti tanto piu piccole quanto w ¢ elevata.

11.5 Metodo dei fasori per I’analisi di circuiti in regime
sinusoidale

Abbiamo due passi:
1. determinare le relazioni costitutive dei bipoli nel dominio dei fasori
2. determinare 'espressione delle leggi di Kirchhoff nel dominio dei fasori

Otteniamo nel dominio dei fasori un circuito senza memoria che puo essere analizzato
con 1 metodi delle reti resistive.

11.5.1 Relazioni costitutive dei bipoli nel dominio dei fasori
Consideriamo un bipolo in regime sinusoidale a pulsazione w, sia
v(t) = Vi cos(wt + ¢,)

la tensione ai morsetti e
i(t) = Iy cos(wt + ;)
la corrente, indichiamo con
V = Vyel¥
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il fasore della tensione e con

I1=1 MGJ%
quello della corrente. Pensiamo simbolicamente che al bipolo sia applicato V e vi fluisca
I, in questo caso coordinati secondo la convenzione degli utilizzatori.

+
My |

VAT
-

La relazione costitutiva del bipolo ¢ il legame che il bipolo stabilisce fra V e I nel dominio
dei fasori.

—_— '\3 \
‘151\4\6_. L?L

11.5.2 Resistore ideale

Da v(t) = Ri(t), usando la linearita della trasformata fasoriale, otteniamo
V=Rl

detta legge di Ohm simbolica nel dominio dei fasori.
1 % — —

V=T
e

—

V = Ve = RI = RIye’

quindi in accordo a quanto visto nel dominio del tempo

Si ha

Vu = Riy Pov = @5

Per R > 01 due fasori V e I sono paralleli fra di loro e in fase
2 . ’
SEE N ¥

I
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11.5.3 Induttore ideale

Da v(t) = Ldi(t)/dt, usando la linearita e regola di derivazione per la trasformata
fasoriale, si ha

V = jwLl = jX. T

L’induttore ¢ quindi un elemento senza memoria nel dominio dei fasori, 'impedenza in
corrente alternata (c.a.) di L ¢ il numero complesso

ZL :](,UL:jXL [ZL]:Ohm

L’ammettenza € definita da

- 1
Y, = =
Zr
e ha dimensioni Ohm™'. Si ha quindi
V=0 I=L -vv
Zy,

detta legge di Ohm simbolica per 'induttore. Quindi, nel dominio dei fasori, I'induttore
¢ un elemento senza memoria di resistenza (anzi impedenza) Z; = jwL e soddisfa ad una
legge di Ohm formalmente analoga a quella di un resistore.

T 3t
%*:)‘wL _\;"::.J)QJL—I-

11.5.3.1 Interpretazione geometrica

Si ha
V = Vye? = Z, T = ijf: wLIe?™?ei%i
quindi
V = Vel = wLIpel@it/2)
e

VM:(ULIM:XL[M QDUIQDZ—F?T/Q

che sono le stesse relazioni ottenute con un’analisi nel dominio del tempo. Notare che nel
piano dei fasori V' anticipa di 7/2 il fasore I.
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11.5.4 Condensatore ideale

Da i(t) = Cduv(t)/dt, usando la linearitd e regola di derivazione per la trasformata
fasoriale, si ha

I = jwCV
Il condensatore ¢ un elemento senza memoria nel dominio dei fasori, 'impedenza in
corrente alternata (c.a.) di C' ¢ il numero complesso

- 1 1

Zo=——=—j—=—jX Zc] = Oh
© JwC ]wC’ Jace |Zc] o
l'ammettenza & definita da )
c 7. J

e ha dimensioni Ohm™". Si ha quindi

V=2ZcI [=— =YV

QNL| <!

detta legge di Ohm simbolica per il condensatore. Quindi, nel dominio dei fasori, il
condensatore ¢ un elemento senza memoria di resistenza (anzi impedenza) Z¢ = —j/(wC)
e soddisfa ad un legge di Ohm formalmente analoga a quella di un resistore.

11.5.4.1 Interpretazione geometrica

Si ha
[ =Iye% =YV = jwCV = wCVy el ™2l
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quindi
= [el% = WCVMGJ'(%MT/?)

~y

IM:(UCVM QOZ':QOW—F?T/Q

che sono le stesse relazioni ottenute con un’analisi nel dominio del tempo. Notare che nel
piano dei fasori I anticipa di /2 il fasore V.

= . AT
I/ »W»‘-F‘LZQZLU‘{—E -
&= \‘, SR Vz
qué“ vV g
\ T\ %o y/"’//

7 A TR

ThedeVy |-

11.6 Leggi di Kirchhoff nel dominio dei fasori

Consideriamo una rete in regime sinusoidale a pulsazione w cioé tutte le correnti e tensioni,
esaurito il transitorio, sono sinusoidali a pulsazione w. Consideriamo un nodo a cui sono

collegati tre bipoli, si ha dalla KI
—iy(t) 4 ia(t) +is(t) = 0
per ogni t, quindi
—Re[[16/!] + Re[[,¢“!] + Re[I3¢“] = Re[(=I) + I + I3)e’'] = 0

per ogni t, da cui
—Il + .[2 + 13 =0

Consideriamo

e KI nel dominio dei fasori: i fasori delle correnti in regime sinusoidale soddisfano
alla legge di Kirchhoff per le correnti
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e KV nel dominio dei fasori: i fasori delle tensioni in regime sinusoidale soddisfano
alla legge di Kirchhoff per le tensioni

Usando le relazioni costitutive e le leggi di Kirchhoff illustrate possiamo associare al
circuito un circuito simbolico nel dominio dei fasori, il circuito simbolico € senza memoria
e puo essere analizzato con i metodi delle reti senza memoria.

11.6.1 Analisi di circuiti elementari RL e RC con il metodo dei
fasori

Consideriamo ancora il circuito RL studiato in precedenza, determinare i(¢) in regime
sinusoidale.

4¢) R

Consideriamo

1. associamo il circuito simbolico nel dominio dei fasori, &€ senza memoria

2. analizziamo il circuito simbolico con i metodi delle reti resistive per determinare il
fasore incognito I:
e KI: f: fR = fL
[ ] KV ‘79 = VR + VL

e relazioni costitutive:

Vi = RIR
VL = ijfL

Sbuch.it - All rights reserved



119. Elettrotecnica Appunti delle Lezioni

Si ha quindi

—

Vs

V, = Vare?® = (R + jwL)T [=—"9
g = VM€ (R +jwl) R+ jwL

3. Da I otteniamo i(t). Scriviamo I in forma esponenziale

—

f_ ‘/g o VMejSOv
R + JjwlL o /R2 + 2] 2¢eJarctan(wL/R)
quindi
= D VM .
I = I, e9% = e](cpv—arctan(wL/R))
SR ey
allora
Vi wlL
v B )

Abbiamo risolto il problema ottenendo

wlL

Y cos(wt + ¢, — arctan <E>)

VR2 + 212
Lo stesso risultato ottenuto con analisi nel dominio del tempo, il procedimento nel

dominio dei fasori ¢ molto pitt semplice e diretto. Ripetere usano la formula di
antitrasformata fasoriale i(t) = Re[le/*]

i(t) = I cos(wt + ;) =

11.6.2 Diagramma fasoriale

Sia, ad esempio, ¢, = 0 e quindi 179 = V), allora

f _ V—M6_j (arctan(wL/R))

/R? + w212
Si ha
V=Vr+Vy,=RI+ jwLl
dove RI ¢ parallelo a I mentre ijf ¢ in anticipo di /2 rispetto a I. Possiamo allora
costruire il seguente diagramma fasoriale

' jfm
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11.6.2.1 Interpretazione fisica

Un circuito RL serie in regime sinusoidale, per effetto combinato della resistenza Ohmi-
ca e del fenomeno dell’autoinduzione, offre la passaggio di una corrente alternata una
"resistenza apparente" (impedenza) pari a

Zry = VR? +w?L? = \/R? 4+ X? Ohm
La presenza di L in serie a R provoca quindi
e un aumento appartenente della resistenza da R a v R? + w?L?

e uno sfasamento in ritardo della corrente rispetto alla tensione di un angolo ¢, =
arctan(wL/R) compreso fra 0 e m/2

Tali effetti sono tanto pitu evidenti quanto w € elevata.

11.6.3 Risposta in frequenza

Supponiamo
v,y(t) = Vis cos(wt)

facciamo variare w e studiamo gli andamenti di

VM ( ) t (WL>
_— i(w) = —arctan | —
VR4 w22 4 R

Il primo degli andamenti rappresenta la risposta in ampiezza mentre il secondo la risposta
in fase, nel complesso sono la risposta in frequenza del circuito.

IM(W) =

N 1 Cm)
H
My |
® 'r VH_
T
: i
. >
U
KN ~comil e
(2 l
v | e
2 |
|

Si tratta di un filtro passo basso del primo ordine, la pulsazione critica vale

We = % rad/sec

ed ¢ la pulsazione alla quale la risposta in ampiezza ¢ pari a 1/ V2 & 0.707 la massima
risposta in ampiezza (che vale Vj;/R quando w = 0).
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11.6.4 Circuito RC serie

Consideriamo il circuito RC' serie in figura, determinare i(¢) in regime sinusoidale.

Associamo il circuito simbolico nel dominio dei fasori, & senza memoria.

Analizziamo il circuito simbolico con i metodi delle reti resistive per determinare il fasore
incognito I. Si ha

V, = Vet Vo=RI— L]
7 Rt Ve wC
da cui ~
f: IMejgai _ ‘/9 Vi ej(apv+arctan(1/wCR))

T R—j(1/wC)  \JRZt (1/w2C?)

Abbiamo quindi risolto il problema ottenendo

) \%Yi 1
i(t) = Ip cos(wt + @;) = N cos | wt + ¢, + arctan R

La presenza di C' in serie a R provoca

e un aumento apparente della resistenza da R a \/R? + (1/w?C?)

e uno sfasamento in anticipo della corrente rispetto alla tensione di un angolo arctan(1/wCR)
compreso fra 0 e 7/2

Tali effetti sono tanto pitt evidenti quanto w é bassa. Studiare la risposta in frequenza del
filtro e mostrare che ¢ un passo alto del primo ordine con pulsazione critica w. = 1/(RC).
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11.6.5 Impedenza e ammettenza di un bipolo

Consideriamo un bipolo omogeneo in regime sinusoidale a pulsazione w. contenente R, L, C
(non contenenti generatori indipendenti di tensione e corrente), I'impedenza

¢ definita in modo analogo alla resistenza equivalente di un bipolo

T jj
e

"'\?

i

L’ammettenza del bipolo ¢ il reciproco dell'impedenza
LT
Y = = Ohmfl
V

e si puo dimostrare che
1

Z - =
Y

Le regole per il calcolo delle impedenze e ammettenze sono perfettamente analoghe a

quelle per il calcolo delle resistenze equivalenti. Ad esempio, per due bipoli in parallelo

si ha

Y =

Ny =

— —

[=1+L=YV,+YVh= (Y +Y)V

quindi
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La forma algebrica ¢

Z(w) = R(w) + j X (w)

dove R(w) in Ohm ¢ detta resistenza mentre X (w) in Ohm ¢ detta reattanza. Si ha
Y(w)=Gw)+jBw)

dove G(w) in Ohm™" ¢ detta conduttanza mentre B(w) in Ohm™"' ¢ detta suscettanza.
Dato che

7 R+jX R+X?

quindi le formule di trasformazione sono

- 1 1 R—jX
Y:—_, j

R X

e — B—-__ -
R+ X2 R+ X2

La forma esponenziale é
7 — Zeies

dove Z in Ohm ¢ il modulo dell’impedenza e ¢, ¢ I'argomento. Si ha
Y = Yei#r

dove Y in Ohm™" ¢ il modulo dell’ammettenza e ¢, ¢ l'argomento. Le formule di
trasformazione sono

Y:E gpy:—gpz

7 =VR*+ X?

Inoltre

e, se Z # 0, allora ¢, ¢ tale che

R , X
cos(pz) = NI sin(p) = NS
quindi
tan(ip.) = 7
an{w, R
e viceversa
R = Z cos(y,) X = Zsin(p,)

11.6.6 Espressioni di v(t) e i(f) in regime sinusoidale
Consideriamo un bipolo di cui si conosce Z oY ed énota
i(t) = In cos(wt + ;)
Determinare v(t). Si ha
V = Vel = ZI = Zel¥=1,e’%

quindi
Vi = Z1Iu Yy = Pi + @2
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v(t) = Vi cos(wt + p,) = Z1y cos(wt + ¢; + @)

Nota
v(t) = Vs cos(wt + @)

determinare (), si ha

[ =Iye® =YV = Yel#vV, el

quindi

I =Y Vy Yi = Py T Py

i(t) = In cos(wt + ;) = YV cos(wte, + ¢y)

Possiamo scrivere

Vi
i(t) = Ip cos(wt + ;) = 7M cos(wt + v, — ©2)
Si ha
7 _ Zejc'oz - Z _ Vel #v
I [M€J<Pz
e quindi
Vi
Z = [_ Pz = Qv — ¥;
M

Il modulo dell'impedenza coincide con il rapporto delle ampiezze di tensione e corrente
del bipolo, I’'argomento dell’'impedenza coincide con lo sfasamento tensione-corrente.

11.6.7 Esempio: circuito RL

Consideriamo il circuito elementare RL, si ha

7 = 739 = R+ jwl = VRE 1 w?Lled erctan(L/R)

Vaa (Wt + ¢y — ;) = _ Ve cos | wt + ¢, — arctan wl
Z T T VR eD i R

O

=
a0 .
i?}”l \/H.?Q‘f’m
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11.6.8 Esempio: circuito RC

Consideriamo il circuito elementare RC, si ha

7 j P2 1 —jarctan(1/(wCR
quindi
0= R (cen))
1(t) = — cos(wt + p, — ©Y,) = cos | wt + ¢, + arctan
()= 7 coslwt+ oo = ¢2) VR + 1/ (@2C?) 4 wCR

11.6.9 Impedenze di tipo ohmico induttivo e ohmico capacitivo

Consideriamo 'impedenza B
Z(w) = R(w) + jX(w)
e supponiamo che il bipolo sia passivo (R(w) > 0). Segue che

e [’impedenza ¢ di tipo ohmico-induttivo alla pulsazione w se X (w) > 0, in tal caso
da ¢; = ¢, — p.(w) si ha che la corrente ¢ in ritardo di un angolo ¢, (w) fra 0 e 7/2
rispetto alla tensione.

e L’impedenza ¢ tipo ohmico-capacitivo alla pulsazione w se X (w) < 0, in tal caso da
i = @y — p.(w) si ha che la corrente ¢ in anticipo di un angolo ¢, (w) fra 0 e 7/2
rispetto alla tensione.

L’impedenza di un bipolo puo essere di tipo ohmico induttivo per certi valori di w e di
tipo ohmico capacitivo per altri valore di w.

11.6.10 Circuiti risonanti RLC

Consideriamo il circuito risonante RLC' serie in regime sinusoidale a pulsazione w.

v

e ==z

)—— %L :)’co )_

i
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L’impedenza vale

5 o > > 1
Z:ZR+ZL+ZC:R+j(wL—E>:R+j(XL—XC):R+jX

Abbiamo un effetto di cancellazione fra X; e Xc. La pulsazione di risonanza wq, pulsa-
zione alla quale X = X¢ cioé wolL = 1/(wp(C), &

Wy = rad/sec

1
vV LC
Supponiamo scorra una corrente I con w; = 0, vogliamo costruire graficamente la tensione
V' da applicare per far scorrere tale corrente. Si ha

V:VR+V0+‘7L:Rf—]ch+jXLf
Counsideriamo tre casi diversi:

1. w < wp, in tal caso X, < X¢ < X < 0 quindi il comportamento ¢ di tipo ohmico
capacitivo (la corrente anticipa la tensione di un angolo fra 0 e 7/2).

=1

2. W = wp, in tal caso X;, = X¢g, X =0e Z=R quindi il comportamento ¢ di tipo
resistivo (corrente in fase con la tensione).

g

: Vv
j K1 j‘ XL“—i
\F.__e..
i

3. w > wp, in tal caso X; > X, X > 0 quindi il comportamento ¢ di tipo ohmico
induttivo (corrente ritarda rispetto alla tensione di un angolo fra 0 e 7/2).
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7a\
S

~ I

Notare che un circuito RLC cambia drasticamente il suo comportamento al variare di
w passando da un comportamento ohmico-capacitivo ad uno resistivo e infine a uno
ohmico-capacitivo. Si ha

Z(w) = Z(w)el?=)

con

- s (- Y e - (L)

La corrente assorbita in regime sinusoidale vale
i(t) = In(w) cos(wt + pi(w))

con

Vu(w) Vi (w)
2@ R+ (@D — 1))’

IM(CL)) =

pi(w) = po(w) = ¢:(w) = pu(w) — arctan <°"L+/<WO)>

Assumiamo per semplicita che Vi (w) = Vs e ¢, (w) = 0, disegniamo gli andamenti della
risposta in ampiezza I (w) e in fase ¢;(w).
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PH

Wo

—IC
2_ . - - -

o

Si tratta di un filtro passa banda del secondo ordine. Notare che un circuito RLC serie
offre la minima impedenza alla pulsazione wy di risonanza, pulsazione alla quale ’ampiezza
della corrente assorbita risulta massima.

11.6.10.1 Esempio 1

Determinare vy () in regime sinusoidale per il circuito in figura.

{ ’f G (k)
Wm’f

20 cos (Gt 45 ) v

Notare che la fase della tensione del generatore € espressa in gradi invece che in radianti,
nei calcoli che seguono dobbiamo comportarci di conseguenza. Si ha

1
Xo = = 25 Ohm X, =wlL =20 Ohm

wC

quindi otteniamo il circuito simbolico

Go Sl —
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che possiamo analizzare con i metodi delle reti resistive, in particolare
Z11 = —j25|]720 = 100 Ohm

Dalla regola del partitore di tensione

7100

e =17.15¢"" V
60 + ;100 ¢

VO =20e 1%

La tensione in regime sinusoidale vale quindi
vo(t) = 17.15 cos(4t + 16°) V

Possiamo utilizzare un metodo alternativo, trasformiamo il generatore reale di tensione
in uno reale di corrente e determiniamo I, con la regola del partitore di corrente.

e=I15" 1/420

- :
3 1/60+1/— j25+ 1/j20

e poi V, = j 201,. Verificare che si ottiene lo stesso risultato precedente

~\15°
% \ 2542
’5 E’_& Go St -
Determinare w in modo che le correnti i1(t) e i5(t) abbiamo la stessa ampiezza in regime

sinusoidale.
,_}_ <4 Ct) ﬂf £, G)
& - 1 /4 g

11.6.10.2 Esempio 2

o Ct)
Ao

/ro-ﬂ-

Consideriamo il circuito simbolico nel dominio dei fasori

]

B

Sbuch.it - All rights reserved



130. Elettrotecnica Appunti delle Lezioni

Si ha
Viur Vi

Ly = -2 Ly = -2
1M Z1 2M ZQ

1 2
zlzm:zﬁ,/zm(—c)
w

da cui X; = X ossia

quindi deve essere

1 1
VIO  4-10-6

Il problema ¢ disegnare un diagramma fasoriale alla pulsazione w ottenuta assumendo
v, = 0 e interpretare il risultato.

= 500 rad/sec
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Capitolo 12

Potenza in regime sinusoidale

12.1 Valore efficace di una grandezza sinusoidale

Data
v(t) = Vi cos(wt + )

il suo valore quadratico medio &

— dt = 1
T

1 /T 1 + cos(2wt + 2¢) 1%
0 2 2

1 /T
T / Vi cos®(wt + p)dt = Vi
0

dove la media é calcolata sul periodo T' = 27/w della sinusoide. Il valore efficace (root
mean square, rms) ¢ definito come

V2

ed é utile per esprimere potenze in regime sinusoidale, se V3 = 310 V si ha V = 220 V.

1 ("o, Vi
Vims =V = T Vi cos?(wt + @)dt = —= ~ 0.707 Vi
0

12.2 Comportamento energetico in regime sinusoidale
dei bipoli ideali R, L,C

12.2.1 Resistore ideale

Consideriamo un resistore ideale R soggetto a
v(t) = Vi cos(wt)

e quindi attraversato da

i(t) = Vascos(wt)/R

La potenza istantanea assorbita in regime sinusoidale in Watt é

p(t) = v(t)i(t) = ‘%M cos?(wt) >0
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quindi

1V 1 1 V2
B R Y S L PRGN -y C I U5

P2R_2 2 R

La quantita P e detta potenza attiva e si misura in Watt. Si ha

T
P-T:/ p(t)dt = B
0

che ¢ I’energia in Joule, quindi ’energia elettrica assorbita dal resistore in un periodo. Tale
energia ¢ trasformata in altre forme di energia dal resistore (ad esempio, calore o luce).
Se conosciamo la potenza attiva possiamo trovare quindi l’energia elettrica trasferita al
bipolo in modo irreversibile, la potenza attiva viene anche detta potenza reale o potenza
utilizzata. Consideriamo, ad esempio, una stufa da 1 kW alimentata alla frequenza f = 50
Hz e periodo ¢ T' = 20 msec. L’energia assorbita dalla stufa e trasformata integralmente
in calore in un periodo & pari a 1000 - 20 - 1073 = 20 Joule. L’energia assorbita in un
secondo vale 50 - 20 = 1000 Joule e quella assorbita in un’ora ¢ 3600 - 1000 = 3.6 - 10°
Joule, che corrisponde per definizione a 1 kWh (chilowattora). La figura che segue riporta
i diagrammi di v(t),i(¢), p(t) e la quantita P.

12.2.2 Induttore ideale

Sia
v(t) = Vs cos(wt)
e
o Vi V.
i(t) = w—Lcos(wt T/2) = 7 sin(wt)
allora

(t) Vi cos(wt) sin(wt) Vii sin(2wt) W
= —= cos(wt) sin = —
P wlL 2wl
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L 51 Jeaues—

I diagrammi con v(t),i(t) e p(t) sono riportati in figura, notare che nel primo quarto di
periodo 7'/4 l'induttore assorbe energia (p(t) > 0) ma nel secondo quarto da indietro
tutta l'energia assorbita nel primo quarto (p(t) < 0). Il fenomeno si ripete negli intervalli
di tempo a seguire, la potenza assorbita da L vale

T
= —/ QwL T sm(2wt)dt =0W

Vi é uno scambio reversibile di energia a media nulla su un periodo 7" fra generatore che
alimenta L e campo magnetico di L. Tecnicamente ¢ importante misurare tale scambio
energetico, cio viene fatto introducendo la potenza reattiva dell’induttore

1vz 1
:—VI =VI=-"M_ _,LI? VAR
@u = 5Varlu 2wl 2vM

Per ricordarsi che si tratta di potenza scambiata ma non utilizzata, usiamo come unita
di misura i VAR (volt-ampere reattivi). Si puo dimostrare che

QL _ 2wEanedia

dove

pmedia _ 1 / TE (t)dt ! / TlL'Z(t)dt
= — e —1
L T), * T/, 2

¢ l'energia media del campo magnetico di L. Quindi ) & proporzionale all’energia
mediamente scambiata con il campo magnetico in 1" e dipende anche dalla velocita con
cui tale scambio avviene. Si ha

ppmedia _ 1 /TE (t)dt = ! /TlL'2(t)dt—
A e il A -

T
1
= ——/ I3, sin(wt)dt = ZLIJQW Joule
0

mentre Q; = 1/2wLI3,;. Possiamo pensare a J; come una misura convenzionale della
potenza che si deve impegnare per creare il campo magnetico dell’induttore.
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12.2.3 Condensatore ideale

Vale una trattazione duale rispetto a quella dell’induttore. Sia

v(t) = V) cos(wt)

i(t) = wCVy cos(wt + m/2) = —wC'Vyy sin(wt)

allora
1
p(t) = —wCVy cos(wt) sin(wt) = —§wCVA24 sin(2wt) W

I diagrammi con v(t),i(t) e p(t) sono riportati in figura. Notare che nel primo quarto di
periodo T'/4 il condensatore eroga energia (p(t) < 0) mentre nel secondo quarto assorbe
una quantita di energia pari a quella erogata nel primo quarto (p(t) > 0). Il fenomeno
si ripete negli intervalli di tempo a seguire, notare che L e C' scambiano energia con il
generatore con fasi esattamente opposte. Cio é confermato dai diagrammi che seguono
che mostrano la potenza assorbita da L cioé pr(t), quella assorbita da C' cioé po(t) e
I'energia E(t) e Ec(t).

| T
\ \V// e
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La potenza attiva assorbita da C' vale

1 [
P== —0W
/0 p(t)dt =0

Vi & uno scambio reversibile di energia a media nulla su un periodo 7' fra genera-
tore che alimenta C' e campo elettrico di C, tale scambio energetico viene misurato
convenzionalmente con la potenza reattiva del condensatore

1 1 11

Per ricordarsi che si tratta di potenza scambiata ma non utilizzata, usiamo come unita
di misura i VAR (volt-ampere reattivi). Notare che si attribuisce convenzionalmente
segno negativo a Q)¢, in effetto in un circuito gli induttori hanno bisogno di impegnare
(assorbire) potenza reattiva per creare il loro campo magnetico mentre i condensatori
funzionano da sorgenti (erogano) potenza reattiva. Si ha

QC — —QWEgledia

dove
pmedia _ 1 / TE (t)dt ! / ' Lo (t)dt Lov2 Joute
= = == —Cv = - u
¢ T), ¢ T/, 2 4™

¢ l'energia media del campo elettrico di C' quindi ()¢ é proporzionale all’energia media-
mente scambiata con il campo elettrico in T e dipende anche dalla velocita con cui tale
scambio avviene.

12.3 Potenza in regime sinusoidale per bipolo generico

Consideriamo un bipolo in regime sinusoidale a pulsazione w e sia
v(t) = Vi cos(wt + ¢,)

la tensione e
i(t) = Ips cos(wt + ;)

la corrente coordinata secondo la convenzione degli utilizzatori. Studiare la potenza in
regime sinusoidale che viene assorbita dal bipolo.
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A= Tces (o) - .

S
: 1

s ot 6_)
La potenza instantanea assorbita dal bipolo in regime sinusoidale vale

a2

éU‘C‘“)z \/“
@——————7'

p(t) = v(t)i(t) = Vi cos(wt + @, ) I cos(wt + @;) W

Siamo interessati alla potenza media su un periodo 7' = 27 /w quindi

1 /T
P=_
T/o p(t)dt

La potenza media, misurata in Watt, é detta anche potenza attiva o potenza reale e ha,
come per il resistore, un importante significato fisico infatti

T
PT:/p@ﬁ:E
0

dove E ¢ l'energia elettrica in Joule che viene trasferita irreversibilmente e assorbita dal
bipolo in un periodo T'. Se conosciamo la potenza attiva siamo capaci di trovare I’energia
utilizzata dal bipolo in T, energia che viene trasformata in altre forme di energia (calore,
energia meccanica, etc).

12.3.1 Potenza attiva e reattiva di un bipolo generico
Consideriamo un bipolo di tipo ohmico-induttivo di impedenza
7 = Zelv:

e applichiamo
v(t) = Vs cos(wt)

quindi V = Vi & un vettore diretto lungo l'asse orizzontale. Come noto la corrente Ie
in ritardo di un angolo —y, fra 0 e 7/2 rispetto alla tensione. Proiettiamo I lungo una
direzione parallela a V' e una direzione ortogonale a V', otteniamo

o [, detta componente di I in fase con 17, nota come componente attiva della corrente

° I: detta componente di fortogonale a V o in ritardo rispetto a vV di 7/2, nota come
componente reattiva della corrente
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Si ha S
I = ot 1
e quindi
i(t) = iq(t) +i.(t)
dove
iq(t) = Iyp cos(wt)
e

ir(t) = Ly cos(wt — m/2) = Lprsin(wt)
Si ha inoltre

P /Tv(t)i(t)dt —P,+P =

7 [ oo 7 [ owi o

dove

e P, ¢ la potenza attiva trasportata dalla componente di corrente in fase con la
tensione

e P, ¢ la potenza attiva trasportata dalla componente in quadratura

Valutiamo P,, si ha

17 e
Pa = —/ 'U(t)’La(t)dt = —/ VM]aM COSQ(wt)dt =
T 0 T 0
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1/T L Loy cos(2wt) | dt
= — — VL cos(2w
G

quindi
1
P, = EVMIQM =VI,>0W

quindi la componente attiva della corrente trasporta potenza attiva (quindi energia utile
al carico). Valutiamo P,, si ha

NN I , 1M1 ,
P == v(t)i, (t)dt = = Vil ar cos(wt) sin(wt)dt = — =V Loy sin(2wt)dt
T/, T/, T), 2

quindi P, = 0 W. Indipendentemente dalla sua ampiezza, la corrente reattiva non tra-
sporta potenza attiva al carico quindi ad essa non € associato un trasferimento di energia
utile al carico. La componente reattiva della corrente ¢ detta anche corrente oziosa o
corrente swattata. Da un punto di vista fisico la corrente reattiva modella uno scambio
reversibile di energia, a media nulla su un periodo, fra generatore che alimenta il bipolo
e campi elettrici e magnetici all’interno del bipolo. Inoltre come misura convenzionale di
tale scambio reversibile a media nulla si introduce la potenza reattiva

1
Q= Q= 3Vl = VI, > 0 VAR

La potenza reattiva corrisponde a potenza scambiata ma non utilizzata, per tale motivo
@ non viene misurato in VAR. La trattazione nel caso ohmico-capacitivo é analoga, si
attribuisce pero segno negativo alla potenza reattiva cioée

1
Qr = —EVMJTM =—-VI. <0 VAR

12.3.2 Conclusione

Lo stato relativo al trasferimento energetico in regime sinusoidale verso il bipolo consta
di due contributi:

1. trasferimento irreversibile di energia elettrica (energia utilizzata) che puo essere
valutato tramite la potenza attiva

1
P = §VM]aM =VI,=VIcos(p,) = VIcos(p, — ;) W

2. vi é sovrapporto uno scambio reversibile di energia elettrica a media nulla su un
periodo (energia scambiata ma non utilizzata) che puo essere valutato tramite la
potenza reattiva

1
Q= §VMI7”M = VI, =VIsin(p.) = VIsin(p, — ;) VAR

12.4 Potenza apparente

Si introduce la potenza apparente
1
A= §VMIM =VIVA
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che si misura convenzionalmente in volt-ampere (VA). Si ha

P = Acos(p,) Q = Asin(p.)

A=VP+@Q

cioé la potenza apparente € una combinazione di potenza attiva e reattiva. Notare che se

P, Q # 0 allora si ha A > P, Q.

12.5 Potenza istantanea
Si ha
p(t) = v(t)i(t) = Vsl cos(wt + p,) cos(wt + ¢;) =
1 1
= §VMIM cos(p, — i) + EVMIM cos(2wt + p, + ¥;)

e quindi
p(t) = P+ Acos(2wt + ¢, + ¢;)

dove p(t) ha un termine costante P pari alla potenza attiva e un termine variabile a
pulsazione 2w con ampiezza pari alla potenza apparente. Il termine variabile della po-
tenza istantanea puo causare problemi, per esempio un alternatore richiede una coppia
pulsante per funzionare a frequenza costante. Inoltre, lo stesso termine origina vibrazioni
meccaniche indesiderabili.

12.5.1 Esempio

Consideriamo un bipolo dato da L in serie R

©

In questo caso: P =Pr >0, Q =@ >0e A= P,Q. L’andamento qualitativo della
potenza istantanea p(t) &
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%@7

Si noti che p(t) varia fra un massimo

pmax:P+A:P+ \/P2+Q2W

€ un minimo

Pmin=P —A=P—+\/P>?+Q><0W
Ci sono intervalli di tempo in cui p(t) < 0, interpretare fisicamente cosa accade in tali
intervalli.

12.6 Potenza attiva e reattiva

Consideriamo un bipolo di impedenza Z = R + jX e ammettenza Y = G + jB. Siano
V e I i fasori di tensione e corrente coordinati secondo la convenzione degli utilizzatori.
La potenza attiva assorbita dal bipolo puo essere espressa in una delle seguenti forme
equivalenti

1 1 g
P = §VMIM cos(p,) = §Re[V]*] =
1 7172 Lo 1 17/2 1 2
Si ha ‘ ' '
VI = Vel Iye 9 = Vi Ly e?#=2) = VI e0%

Inoltre ] ] )

“Re[VI*] = =Re[ZIT*] = =1}, Re[Z]

2 2 2
e

1 - 1 BN 1 S 1 -
5Re[w*] = 5Re[V(YV) ] = 5Re[VV“"Y*] = §VA24Re[Y*]
Analogamente, per la potenza reattiva assorbita dal bipolo si ha

1 1 e 1. 1 1 - 1

dove l'asterisco denota il complesso coniugato.
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12.7 Potenza Complessa

Definiamo la potenza complessa

— 1 — —
P = §VI* VA
Si ha
P=P+;Q
Inoltre 1 1
pP= §VM6J'%_]M€—J‘% _ _VM]Mej(%—%)
e quindi

P = Al

La potenza complessa ha come parte la potenza attiva e come parte immaginaria la
potenza reattiva, ha come modulo la potenza apparente e come argomento 1’argomento
dell'impedenza.

(vt

Il trasferimento di potenza in regime sinusoidale puo essere caratterizzato in modo com-
pleto riportando nel piano complesso ]3, P, Q,A e v,. Otteniamo cosi il triangolo delle
potenze, che é simile a quello delle impedenze, e in questo contesto il piano complesso
¢ inteso come piano delle potenze. La potenza attiva P (Watt) ¢ sull’asse reale e rap-
presenta una cessione irreversibile di energia al carico. La potenza reattiva @ (VAR) ¢
sull’asse immaginario e rappresenta uno scambio reversibile di energia con i campi elet-
trici e magnetici del carico. Ricordiamoci anche che la potenza attiva é il tramite con cui
so trasforma energia elettrica in altre forme di energia (calore, energia, meccanica, etc),
si noti in particolare che il triangolo rettangolo P, (@, A rappresenta geometricamente la

nota relazione
A= /P2 + QQ

12.7.1 Esempio

Determinare la potenza istantanea, attiva e reattiva fornita dal generatore al motore.

Aoo cos CZH N
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Consideriamo il circuito simbolico per il quale si ha
1o ,
P:§VI =P+jQ VA

Si ha

V, 100 100(3 — j4)
R+ jwL  3+j4  (3+74)(3—j4)

= —12—416 A

quindi
1
P = 5100(12 + j16) = 600 + 7800 VA

Allora P = 600 W, Q = 800 VAR. Si ha

A= /P2 +Q2=1000 VA

@, = arctan(4/3) ~ 53°

Allora
p(t) = P+ Acos(2wt + ¢, + ¢,) = 600 + 1000 cos(4t — 53°) W

Notare che p(t) varia fra un massimo p,.. = P+ A = 1600 W e un minimo py;, =
P—A=-400 W.

12.7.2 Potenza complessa degli elementi fondamentali
12.7.2.1 Resistore ideale
Si ha

Ppr=Pr+jQr= VI = 5RU* = 531@ VA

1

2
quindi

1 1

Pr = 53134 = §GVA24 =RI*P=GV*W

Qr =0 VAR

Un resistore ideale assorbe solo potenza attiva mentre la potenza reattiva impegnata ¢
nulla, non vi é energia scambiata.
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12.7.2.2 Induttore ideale

Si ha
P =P+ QL = §VI* = 5ijU* = jilefw VA
quindi
PL - O W
© 1V2 &
1
Qu=guwlly =50, =Nl =%

Un induttore ideale assorbe solo potenza reattiva mentre la potenza attiva ¢ nulla, non
vi & potenza utilizzata.

12.7.2.3 Condensatore ideale

Si ha

~ 155 15 — * 1

Po = Po+ 7Q¢c = §V[* = §V(ijV) = —j§wCVA24 VA
quindi

Pe=0W
‘ 1 113 V2
= —— 2= M _ _X.’=—— VA
QC QWCVM 2w C XC VAR

Un condensatore ideale assorbe solo potenza reattiva mentre la potenza attiva ¢ nulla,
non vi € potenza utilizzata.

12.7.2.4 QOsservazione

Un induttore ha una potenza reattiva positiva, tale potenza ¢ impegnata per creare il
campo magnetico dell'induttore. Invece un condensatore ha una potenza reattiva negati-
va, ¢ una sorgente di potenza reattiva (una sorgente di potenza magnetizzante). Quando
L e C sono presenti in uno stesso circuito, la potenza reattiva necessaria a L puo essere
in parte o completamente fornita da C.

12.7.2.5 Trasformatore ideale

Consideriamo un trasformatore ideale cioé una rete due porte caratterizzata da

v1(t) = nug(t)

i (t) = —%ig(t>

dove n = N; /N ¢ il rapporto di trasformazione, Ny e Ny sono le spire del primo e secondo
avvolgimento.
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Sappiamo che

PIO) = p1(8)+ pa(6) = 0 0)i(0) + a(0)ia(®) = maa(t) (i) ) + wa(Biat) =0

per ogni t, il trasformatore ideale ¢ trasparente alla potenza istantanea. Per la linearita
della trasformata fasoriale, in regime sinusoidale le relazioni costitutive sono date da

Vi =nlh I = —1/nV,
La potenza complessa assorbita vale
5 . D D 1 T 1 Tk 1 e = 1 Tk
P=P+jQ="P+P=sVili + 5l = onVa(=1/nly) + 5Val5 = 0 VA
Un trasformatore ideale é trasparente sia alla potenza attiva che alla potenza reattiva.

12.7.2.6 Giratore ideale

Consideriamo un giratore ideale cioé una rete due porte caratterizzata da

U1 (t) = —RoiQ(t)

V2 (t) = Rgil (t)

dove Ry in Ohm é il rapporto di girazione.

B

—

Sappiamo che il giratore ideale ¢ trasparente alla potenza istantanea. Per la linearita
della trasformata fasoriale, in regime sinusoidale le relazioni costitutive sono date da

Vi = —Rol Vo = Rol;
La potenza complessa assorbita vale
>3 - >3 5 1 Tk 1 T
P:P+]Q:P1+P2=§V1[1+§V2]2 =

= ——RolsI{ + =Rol1 I, = =
9 0£241 2 0£142 9
quindi un giratore ideale é trasparente alla potenza attiva (P = 0), non & invece traspa-

rente alla potenza reattiva che vale

Ry [ — I} 1] = jRolm[], I;] VA

Q = RoIm[I,I3] VAR
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12.8 Teorema di Boucherot

Consideriamo una rete con [ bipoli in regime sinusoidale a pulsazione w e utilizziamo per
ogni bipolo k la convenzione degli utilizzatori per coordinare i fasori Vj, e Ij. Sia ha

N —

l
Vil =Y (P +jQr) =0 VA
k=1

I !
IIEDD
k=1 k=1

cioé vale la conservazione della potenza complessa. Ne consegue che vale anche la
conservazione della potenza attiva

e della potenza reattiva

l
> Qr=0VAR
k=1

In un circuito in cui sono presenti R, L, C' e un certo numero di generatori di tensione e/o
corrente possiamo scrivere

> Puy= Y Pp= > RI’W

generatori resistori resistori

Z Qs = Z Qr, + Z Qo; = Z wLI? + Z (—wC;V?) =

generatori induttori condensatori induttori condensatori

> Epmean— Y. Egmean| VAR

induttori condensatori

dove P, (rispettivamente ()s;) ¢ la potenza attiva (rispettivamente potenza reattiva)
erogata dal generatore i-esimo. Notare che, nel complesso, i generatori non hanno bisogno
di erogare potenza reattiva al circuito se L e C si compongono cioé¢ 'energia media di
tipo elettrico é pari a quella di tipo magnetico. Segue che

E EL;nedia - E Eclmedia

induttori condensatori

e cio accade, ad esempio, in condizioni di risonanza.

12.8.1 Esempio

Verificare il teorema di Boucherot per il circuito in figura
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2o :STF e

«"Lpo H) = i'H
V2 cos (3t-459) A

’ B

§ S ',_ = ‘
e L
D_LE 4-J-L. JE D

-

Usiamo il teorema di Millmann per determinare V infatti segue che

J :
> _ 2 _ 8+
V= 1+1 5 v
2
o V4j 4+33 oo o 1—38
1 9 5 2 0 1 5

e La potenza erogata dal generatore di tensione vale

. 1o 3444

F. = —5EI} = == VA

e La potenza assorbita dal resistore R vale

1
Pp = 52112M: 1W
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e La potenza assorbita dall’induttore L vale

1., 39
Qu =331 = 15 VAR

e La potenza assorbita dal condensatore C' vale

1 13

Quindi il teorema di Boucherot ¢ verificato infatti abbiamo ottenuto

26
e | T

Rl

12.8.2 Altre convenzioni

Abbiamo definito
f =1 Mej YA

e a volte utilizzeremo questa notazione
I = [ps€%" = Ioppe?® = [e7% Aeft

dove il modulo del fasore corrisponde al valore efficace. Per evitare ambiguita si deve espli-
citamente indicare I'unita di misura cioé Ampere efficari. Usando la seconda notazione
si ha, ad esempio, che la potenza complessa & espressa da

12.8.3 Esempio 1

Determinare la potenza attiva e reattiva assorbita dal bipolo ab in regime sinusoidale a
pulsazione w e verificare la validita del teorema di Boucherot con

wL=1/wC = 1w
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Vs
i

Vﬂ Aoo Ve_ﬂ%

A K j
i él—r

-~
L=

b

Consideriamo il circuito simbolico associato

|
FF

(O

a1
Ep BE
T+
e 4
\/Z/YQC)VQ{{'
'___ﬂ' - J_ﬂ_
=
o—
Segue che
Z=1+j+ 1 T =2+ jw
1+5 1—9y
e —
- 1
JZZ:LO,:zLO—jQOAeff
Z 24
Allora o
P =VI"=100(40 + j20) = 4000 + 52000 VA
e quindi

P=4kW e @ =2kVAR
Verifichiamo il teorema di Boucherot, dalla regola del partitore di corrente si ha
1

L ' 1— 3
11:1%2 (40—3'20)7‘7:10—]'30 Aeff

1+ + 1—3
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e quindi
Iy =1—1, =30+ 510 Aeff

Valutando le potenze attive e reattive assorbite dai bipoli R, L, C si ha che

I? = 1000
I? = 1000
I? = 2000
quindi
Ppi = R I? =1kW
Pry = RiIZ =1KkW
Ppz = R3I? =2 kW
e
Prpi+ Ppo+ Przs =P =4 kW
Inoltre
Qx1 = X1} =1 kVAR
Qx2 = — X212 =1 kVAR
Qxs3 = X312 = 2 kVAR
e quindi

Qx1+ Qx2+Qxs =Q =2 kVAR

Quindi il teorema di Boucherot ¢ verificato.

12.8.4 Esempio 2

I1 bipolo AA é in regime sinusoidale alla pulsazione w, sulla figura sono indicate resistenze
e reattanze dei bipoli alla pulsazione w considerata, é noto che I, = 20 Aeff. Calcolare
per via energetica (teorema di Boucherot) la potenza attiva e reattiva ai morsetti AA.

) E— 1o
| .

A i | Cuz’l- -
) il |= VA e
{U | ,IHB { J

lvﬁ | : SSL
‘ )
A e} -
.
I

Analizziamo il circuito e poi procediamo verso le sezioni a monte:
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e sezione aa

P, = 4I* = 1600 W Q. = 317 = 1200 VAR
allora
A, =+VP?+Q?=2000=V,1, =20V, VA =V, =100 Veff
Inoltre v v
Iip= —2— = -2 =90 Aeff
ERVZE R
e sezione bb
Dal teorema di Boucherot
P, = P, +4I3; = 3200 W Qy = Q. — 3135 =0 VAR

quindi
ap = £/ P?+ Q7 = 3200 = VI, = 100[, VA = [, =32 Veff
e sezione AA
Py =P, + glf = 4096 W Qa = Qy + 2I7 = 2048 VAR
e si ha anche

Ap= /P2 + Q% =4580 = VoI, = 36V4 VA = V4=143V

e Osservazione importante: si ha da KV che ]_1; = fAB + fA pero
I,=36#Iap+1,=20+20=40 A

perché non si possono sommare i valori efficaci di grandezze sinusoidali.
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