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CapPITOLO 1

CALCOLO DI RESISTENZA EQUIVALENTE

ESERCIZIO 1

Determinare la resistenza ai morsetti AB del circuito:

10 C
A
20 2Q
B
D
Soluzione
Dato il circuito resistivo di figura:

1Q

C

B
o

D=B
si vede come le due resistenze da 2 Q siano in parallelo, in quanto
collegate entrambe ai morsetti C e D, che coincide con il morsetto
esterno B. Esse sono dunque equivalenti ad una unica resistenza di
valore meta rispetto a quelle indicate. Lo schema equivalente diviene:
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Calcolo resistenza equivalente P

1Q

1Q

B
[

D=B
La serie in questione fornisce il risultato dell'esercizio e si ottiene:
Rag=1+1=2Q
ESERCIZIO 2

Determinare la resistenza ai morsetti AB del circuito:

1Q ‘C

A g
3Q
B 3Q
o " W F
30
D

Soluzione

Nel circuito si nota come le tre resistenze da 3Q siano collegate a tre
morsetti C, F e D che risultano essere coincidenti in quanto collegati
da corto-circuiti. Il sistema di resistenze puo’ quindi essere
ridisegnato come segue:

o
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Calcolo resistenza equivalente L3

O_._/\/lil/\ C=D=F
A

3Q 30 30
B

Notiamo che dopo I'eliminazione dei corti-circuiti € presente un
parallelo di tre resistenze da 3Q che per la regola del parallelo sono
equivalenti ad un'unica resistenza di 1Q, in serie all'altro resistore di
eguale valore. Si ottiene pertanto:

Ry=1+1=20

ESERCIZIO 3

Determinare la resistenza ai morsetti AB del circuito:

20 C
A
3Q
6Q
LD
2Q 4Q
B
O
Soluzione

Dall'esame del circuito si nota come i morsetti C e D siano
elettricamente equivalenti (allo stesso potenziale) in quanto collegati
da un corto-circuito.
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Calcolo resistenza equivalente 14

3Q 60
40

2Q
B

e L

Una prima riduzione si puo’ ottenere sostituendo alle resistenze da 3
e 6 Q il loro equivalente parallelo,dato da:

¥*
R = L 2Q
3+6
il circuito diventa quindi:

=

R'=2Q
40

2Q
B

e ©

le resistenze da 2 e 2 Q collegate tra i morsetti c e B sono in serie, e
quindi possono essere sostituite da una resistenza equivalente pari a:
R"'=2+2=4Q

20 c=D

40
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Calcolo resistenza equivalente L5

le due resistenze da 4Q sono quindi in parallelo ed, essendo uguali, il
loro equivalente e” apri a 2Q. Si ottiene quindi:

20 C=D

2Q
B

o

per cui la resistenza ai morsetti diventa la serie delle due: R,, = 4Q.

ESERCIZIO 4

Determinare la resistenza ai morsetti AB del circuito:

10© C

o—e N\ \/\—e

A

3Q
6Q

2Q

B

F

Soluzione

Dall'analisi del circuito si puo’ notare come i tre morsetti C, D, F e B
siano connessi tra di loro da corto-circuiti e quindi risultano tra loro
coincidenti e quindi il circuito puo’ essere ridisegnato come:
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Calcolo resistenza equivalente L6

Joe C=D=F

B
O
da cui si vede come le tre resistenze collegate tra i morsetti C, D, F
ed il morsetto G sono ininfluenti in quanto una corrente iniettata dal
morsetto A, dopo aver attraversato la resistenza da 10 Q, puo’

giungere al morsetto B attraverso il corto circuito. La resistenza
equivalente e’ quindi R,, =10Q.

ESERCIZIO 5

Determinare la resistenza ai morsetti AB del circuito:

100 C

30
B 100

Soluzione

Le due resistenze da 15 Q sono connesse in serie, una prima
riduzione del circuito da luogo a:
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Calcolo resistenza equivalente L

10Q

e\ N\
3

0 30 30Q
B 100
. D:
da cui si ricava:
R, = 3—;’- ~100

Questo resistore € ancora in serie ad altri due da 10Q e si ottiene
infine:

R, =(10+10+10)=309.

ESERCIZIO 6

Determinare la resistenza ai morsetti AB del circuito:

1002

10 ko
0_'_/\/\/\ :C ¢ D

A

9

2Q 2Q
B

e

Soluzione

Il circuito puo’ essere semplificato considerando che i due morsetti C
e D sono collegati da un corto circuito e quindi risultano coincidenti.
La resistenza da 100 Q viene quindi eliminata dal circuito in quanto in
parallelo con un corto circuito. La rete resistiva diventa quindi:
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Calcolo resistenza equivalente L8

10

20 2Q

B
o

Le due resistenze da 2 Q in parallelo possono essere sostituite da una
resistenza equivalente da 1 Q e quindi la resistenza complessiva
diventa R, =2Q .

ESERCIZIO 7

Determinare la resistenza ai morsetti AB del circuito:

10Q D
TJ\/\/\
20 ¢
G F E»OQ§
20 [ ]
B H
Soluzione

Esaminando il circuito si puo’ notare come il percorso tra i morsetti C,
D, F, G, H e B sia costituito da corto circuiti. La tensione tra il nodo C
e B risulta quindi sempre nulla e tutte le resistenze, tranne quella da
10Q, sono quindi ininfluenti per la resistenza ai morsetti che
coincinde con la resistenza da 10 Q collegata tra A e C.
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Calcolo resistenza equivalente Lg

ESERCIZIO 8
Determinare la resistenza ai morsetti AB del circuito:
10 30
& .
3Q 3Q 10
B
Soluzione

Partendo dall'esterno del circuito si nota come vi siano due resistori in
parallelo da 1 e 3Q.
L'equivalente di questa parte del circuito diviene:

*

3
¥ 3+1 4

vi € poi in serie una resistenza da 3Q:
R’=[§+3J :EQ :

< 4
si ottiene un circuito del tipo seguente:
1Q
—
30 R’

B
Per le regole del parallelo e della serie:
Ris =14 3.% —(1+5J-— 89

egdf — e T | T

3+ % 3 3
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110

Calcolo resistenza eguivalente

ESERCIZIO 9

Determinare la resistenza ai morsetti AB del circuito:
10

;

3Q 3Q

Soluzione
La cosa pil conveniente da fare & trasformare il triangolo di

resistenze di 3Q nella stella equivalente, essendo le tre resistenze
uguali le formule generali si semplificano nella:

R, =3R,

I lati della stella equivalente hanno pertanto resistenza equivalente di

1 Q. Si ha un grafico del tipo:
10 10
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Calcolo resistenza equivalente LT

E' semplice ora calcolare la resistenza equivalente: i due lati della
stella sono ciascuno in serie ad una resistenza di 2Q. Per ognuno dei
rami si ha:

R,=[1+2)=30

Essendo in parallelo i due rami danno luogo ad una resistenza
equivalente pari a 1.5Q.

Complessivamente si ha che:

RAB=(1+1+1+1.5)=%Q.

ESERCIZIO 10

Determinare la resistenza del circuito visto dai morsetti AB e CD

Soluzione

Per quanto riguarda la resistenza vista da AB si considerano i morsetti
C e D aperti, si ottiene quindi che nella parte superiore della figura i
tre resistori da 1 Q ciascuno risultano collegati in serie. L'equivalente
=4

R, =(+1+1)=30

Lo stesso discorso vale per la parte inferiore della figura: la serie delle
due resistenze ha un equivalente di:

R,=[1+1)=20
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Calcolo resistenza equivalente L2

Si ottiene un circuito come quello sotto riportato:

o o
1.b ¥ N @
3Q
1Q
®
A 00—
1Q 2Q
B
o P

A questo punto si evidenzia un parallelo fra la resistenza di 3Q e
quella di 1Q che puo essere sostituito con il parallelo equivalente:
_31_3 Q
“ 341 4
Tale risultato € in serie ad un resistore di 2Q:
g 11
R, =|—+2|=—Q
4 4
Tale resistenza e’ ora in parallelo alla resistenza da 1Q, collegata ai
morsetti AB, e si ottiene:

*

g+ 1L ”
4
Rypy=—"7"—=—Q
1+H 15
4

Per quanto riguarda la resistenza vista dai morsetti CD, si puo’
considerare ora le tre resistenze in basso sono collegate in serie e
quindi si ottiene:
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Calcolo resistenza equivalente Lz

1Q 1Q

nuovamente il parallelo tra le resistenze da 3Q ed 1Q si puo’
sostituire con:

_3FL 3
¥ 3+1 4
che risulta in serie con le due resistenze:
3 11
R,==+2="Q
4 4

questa resistenza €’ poi in parallelo con la resistenza da 1 Q e quindi
la resistenza equivalente e’ data da:
11

=
Rs=-3 — 1-1—1-Q
CD-H+1 15
4
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CAPITOLO 2

RETI RESISTIVE

ESERCIZIO 1

!

R E=10V
1
Rl =4Q
R Rz =6Q
2 Re R3=ZQ
F Re=5Q
E
Determinare:
a) eq. Thevenin AB
b) corrente in R.
Soluzione

Per determinare I'equivalente di Thevenin ai morsetti A-B si calcolano
la tensione a vuoto e la resistenza equivalenti ai morsetti A-B; per
quest'ultima occorre passivare i generatori, ovvero cortocircuitare
tutti i generatori di tensione ed aprire tutti i generatori ideali di
corrente. Dall'esame del circuito con il generatore di tensione
passivato si ottiene:

o
R., =( Ak J+R3 =(¥+2]= 2442 =440

R +R,

La tensione equivalente si puo’ calcolare considerando che con i
morsetti AB aperti la resistenza R; non e’ percorsa da corrente e
quindi la tensione ai morsetti e’ data dal partitore di tensione tra Rie
R;:
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Reli resistive 2z

__RE _6*10
“ R +R, 4+6
Sostituendo al circuito il suo equivalente di Thevenin si ottiene quindi:

V=6V

4
Eeq
B

Dal circuito in figura risulta ora semplice calcolare la corrente in Re:

E
L=—t=___% _qg384
R, +R, 5+4.4
ESERCIZIO 2
A E=10V
I=10A
Ry ? R;=R,=10Q
=50
1o R
2
+ Determinare;
E ® a) eq. Thevén[n al morsetti AB
b) corrente in Re
B
Soluzione

1l calcolo della resistenza del bipolo equivalente di Thevenin va fatto
passivando il generatore di tensione e di corrente, si ottiene quindi:

¥*
R, = R.R, :(10 10)9:59
R +R, 10+10
Per calcolare la tensione equivalente si puo’ utilizzare il principio di
sovrapposizione degli effetti:

a) contributo del generatore E (con generatore di corrente passivato):
la tensione AB e’ data dal partitore tra le resistenza R; e Ry:
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Reti resistive I3

. __RE__10%10

- — =5V
“ R +R, 10+10

b) contributo del generatore I (con generatore di tensione passivato):
le due resistenze sono in parallelo e quindi la corrente del generatore
si suddividera in base al partitore di corrente, la corrente in R, e’ data
da:

I =d s
R +R,
pertanto la tensione su AB dovuta al generatore di corrente é:
R,I 10-10
£, =—2—= V =50V
=2 2 3

Sommando infine le tensioni trovate si ottiene:
Eyup = E' g hE" =55V

Sostituendo I'equivalente di Thevenin si ha il circuito seguente:

.

A
Req

Re
+

Ee

L

La corrente in R. e’ data da;

£
I=— % 2 ey
R.,+R, 5+5
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Reli resistive Ir4

ESERCIZIO 3
t ? E=10V
A I=2A
3 R4 R;=R;=4Q
o R3=2Q
R4=5Q

=5Q
"
Ry [

® i
Determinare:
® R2 é TI a) eq.
3 Thevenin AB
E () ! b) tr:{c:rrente in
B
Soluzione

Per il calcolo della resistenza equivalente si passivano i generatori e si
ottiene:

*
.7 PR L) PO
R+R 44

Per il calcolo della tensione equivalente si pud utilizzare il teorema di
sovrapposizione, considerando separatamente i contributi dei due
generatori.

a) Contributo del generatore E (con generatore di corrente
passivato).
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Reti resistive L5

—0

Come si nota le resistenze R; e R; non sono percorse da corrente in
quanto fanno capo a morsetti aperti. La tensione AB coincide quindi
con la tensione ai capi della resistenza R, che puo’ essere calcolata
con il partitore di tensione:
R.E 4*10
E =—2_= V=5V
“ R +R, 4+4

b) Contributo del generatore I (c% generatore di tensione passivato).

i

O
Le resistenze R; e R, sono ora collegate tra loro in parallelo ed in
serie a R; la tensione AB €’ data dalla corrente I che percorre questo
ramo:
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Reli resistive 6

RIRZ
R +R,
Sommando infine le tensioni trovate: £, = £',,+£" 'og =13V
Si puo’ ora trovare la corrente nel resistore R. come:

E
T TN Y
R, +R, 4+5

E"Aszf[R3+ J:z*(2+2)=8v

ESERCIZIO 4
el Al
Ri ® ® R4
AL
+ +
E1 ® ® E2
G
E;=10V Determinare:
E,=10V 1. eg. Thevenin AC
R;=R,=10Q 2. eq. Thevenin BC
R3=2Q 3. corrente in Re
R4=8Q
R.=5Q
Soluzione

Per il calcolo dei due equivalenti di Thevenin si pud struttura la

simmetria topologica della rete. Per quanto riguarda le rete di sinistra

tra i morsetti A-C:

E RE, 10*10
4T R +R, 10+10

R.R 10*10
Roiin = ook =5Q
i [lej [10+10J
Cambiando soltanto i valori numerici I'equivalente tra i morsetti B-C
risulta:

5V
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Reli resistive L7z

R.R 2%8
Rigr= |08 . | =1.6Q
v [R3+RJ (2+8J

“ Ry+R, 2+8
Sostituendo i due generatori equivalenti di Thevenin, il circuito

2V

diventa:
? T3
Regac Regac
4=
Equ EquC

C

La corrente nella maglia e nel resistore richiesto diventa pertanto:

L= temeFapc __5-2 e,

© Regic +Regoc +R.  5+1.6+5

ESERCIZIO 5

R2= 1Q
R3=1.Q
R4=8Q
Re=3/5Q

@ @ Determinare:
a) eq. Thevenin AB
b) corrente in R,
D E

AL
O
i
N+
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Reti resistive 1.8

Soluzione
Per risolvere il circuito sj puo’ notare come i due generatori di

R, E,
+
A B
R3 aj
IQ
RI

Per la tensione équivalente ai capi di AB, si puo’ utlizzare il teorema
di Millmann:

I -La
£ R _ 2-0125 _
1 1 0540135
R' R,
R'R, 2*g
= = =1.6Q
Reo R+R, 2+8

A questo punto & immediato trovare la corrente in R.:

£ 3
I, =—2=% _ =1.364
R AR,y 16+06
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Reli resistive 9

ESERCIZIO 6

Rl % L ]
L ]

R E) E;

L ]

Ej=12V
E,=10V
R1=IOQ
R2= 12Q
R3=1.Q
Re=1Q

I

E;

Determinare:
a) eq. Thevenin AB
b) corrente in Rg

Soluzione
Per il calcolo della resistenza equivalente si devono passivare i
generatori:
— @ /\/\/\—0 A
Rs
Ri

B

O
come si nota dall’esame del circuito le resistenze R; e R, sono corto-
circuitate, la resistenza equivalente coincide quindi con la resistenza
Rs.
Per il calcolo della tensione equivalente si pud notare come la
tensione AB sia imposta dal generatore E, collegato direttamente a
questi morsetti (la resistenza R; e’ ininfluente in quanto fa capo ad un
morsetto aperto).
Una volta determinati i valori del circuito di Thevenin, la corrente in
R. vale:
AL S Ny
R.+R, 1+1
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Reli resjstive 10

ESERCIZIO 7
—e
£ B E;=1V
R Re 2 E,=1V
! I,=2A
! I & I,=2A
WP Rt
= 5 ® 2=1Q
E( R;=2Q
A Iz R4=2.Q
g8 L @ L
_).
R4
%‘_\/\/\/_'_ Determinare:

a) eq. Thevenin AB

Soluzione

Il problema si pud risolvere con alcuni passaggi semplificativi. In
primo luogo si pud notare come i due lati che contenenti i generatori
di tensione e le rispettive resistenze R; e R, siano collegati in serie e
quindi i loro parametri possano essere sommati:

E ,=E+E, =2

R,=R +R,=2Q

A questo punto i due lati contenenti i generatori di corrente possono
essere trasformati in equivalenti di Thevenin come:

ramo contenente I;: £, =R, =2*2=4V, R, =R, =2Q

ramo contenente I: £,,, =R, =2%2=4V, R, =R, =2Q
Nuovamente i due rami in serie possono essere sommati:

E =E +E,=4+4=8V

Ry=Rey+Ry, =2+2=4Q
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Reti resistive

JET T

Req Rieq
[ ]

+
EECI () E’eq

‘J‘A

SR

+

—&

Per calcolare I'equivalente di Thevenin si puo’ applicare il teorema di

Millmann ai morsetti AB:
E E',_,q

_Teq 2 8
R R' 574 3
_ eq e . Y.
V= R S T R -4y
Reg R'eq 2 4 4
R _R *
Ry=—aulfa 472 4334
R.,+R, 2+4
ESERCIZIO 8
Ei=1V
E2=1V
Es=2V
Es=1V
R1=1.Q
R2=IQ
R3=2Q=R4
Re=2Q
Determinare:
a) eq. Thevenin
AB

b) corrente in R .

Soluzione

Si pud operare analizzando prima il ramo alla sinistra di AB,

considerando che i diversi bipoli sono collegati in serie:
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Reli resistive 12

Eqg=Ei+E;+E, =3V
R, =R +R, +R, =4Q
Il circuito diventa quindi:

A
+ -

Ee Es
B

Per calcolare l'equivalente di Thevenin si puo’ a questo punto
applicare il teorema di Millmann ai morsetti AB:
E

Eeg  E5 3.2 7
Rg R 2373 4 7
= €4 = == — =
Ve ="F § =7 1§ 528K
Ra R, 4 2 4
RRe _2%4_ 1 334

“"R+R, 2+4

Il calcolo della corrente in R, diventa pertanto:
Ve 233

f = = = 0.6914 =
* "R +R, 2+133
ESERCIZIO 9
T T T X E,=1V
Es=3V
R, Ry Rs L=1A
R1=1.Q
® R,=10Q
R;=30Q
+ + 3
E, 12 l E3 C) Re=2.Q
B Determinare;

@ ® a) eq. Thevenin AB
b) corrente in R,
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Retf resistive i3

Soluzione

Per calcolare I'equivalente di Thevenin ai morsetti AB si pu0 applicare
il teorema di Millmann al circuito in cui si sia rimossa la resistenza R
per la determinazione della tensione equivalente:

%—124*%- 1_1_].; 1
_N 4 1 L [

Vs = l+i = 1 E —i 0.75Q
R, R 1 3 3

Per la determinazione della resistenza equivalente si devono
passivare i generatori come nel circuito seguente:

I ! A
Rl RZ R3

da cui si ottiene che:
_ RR 31
YR +R 3+1
la corrente in R, diventa pertanto:
I= Vae = 075 =0.27A
R.+R, 2+0.75
Nota: se si fosse dovuta calcolare solo la corrente L. si sarebbe potuto
applicare Millmann a tutto il circuito e poi, una volta ottenuta la Vg
complessiva calcolare direttamente L.

=0.75Q
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Reli resistive 114

ESERCIZIO 10

TIZ R.3=3Q

Determinare:
a) eq. Thevenin AB
b) corrente in R.

Soluzione

Esistono diversi modi per risolvere I'esercizio. Un modo veloce e’
quello di considerare che al nodo K, indicato in figura, giungono le
correnti di due generatori ideali di corrente di pari valore, la LKC al
nodo K diventa pertanto:

Iz_fz"'fﬁz :0:>sz ==dy+d; =0

Dato che sara sempre attraversata da corrente nulla, la resistenza R,
pud essere eliminata dal circuito considerando che i morsetti B e K
sono equipotenziali,

Per calcolare la resistenza equivalente di Thevenin: si devono
passivare i generatori e risulta come il percorso A-B incontri il
parallelo fra R; ed Rs.
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Reli resistive 15

R = R3R1 = 3 ® 3

R +R  3+3
Per calcolare il generatore equivalente di Thevenin si puo’ applicare la
sovrapposizione degli effetti.

=1.5Q

a) Contributo generatori di corrente. La rete risulta:

I generatori di corrente trovano una maglia costituita da soli corto
circuiti e come tale il loro contributo alla tensione AB e’ nullo.

b) Contributo generatore E; La rete risulta:
A

X0)
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Relf resjstive 116

la tensione equivalente di Thevenin e’ pari a E;.

c) Contributo generatore E,. La rete risulta:
A

E; (

La tensione AB coincide con quella ai morsetti di R; e, pertanto, si
puo’ calcolare mediante il partitore di tensione:
¥*
- ER__1*3 gy
R,+R ~3+3
Sommando i tre contributi si ottiene una tensione di 1.5V e si puo’
quindi calcolare la corrente che transita nella resistenza richiesta:

AR T
R.+R, 2+15

ESERCIZIO 11

Data la rete rappresentata in figura, determinare il valore della
corrente nella resistenza R;.

R1=2 Q R2=3 Q R3=4 Q R4=2 Q R5=1 Q
R5=8 Q R?=2.25 Q R3=5 Q
E1=10 Vv E2=5 V I1=2 A Iz'—'-]. A
Rs Ea Rz
B
L
KX
R1 L
R4
§ Rz Rs
R3 L
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Reli resistive LI

Soluzione

Un primo passo verso la soluzione del circuito, che verra effettuata
utilizzando il teorema di Millmann, consiste nel sostituire i generatori
reali di corrente con la loro rappresentazione di Thevenin. I valori dei
nuovi parametri risultano essere:

Vins =-LR =-4V

R,y =R =20
Ve = —LLR; = -4V
Ry = R; =4Q

Rs E

R +Rme

Ry Rs §
+

Vrh+V tha

Una ulteriore semplificazione del circuito si ottiene applicando il
teorema di Thevenin alla sezione alla destra dei morsetti A e B. Il
valore della tensione a vuoto e quindi del generatore ideale del bipolo
di Thevenin risulta:

Vin, +Vino

Vi = R:il + Rina —= B B3V
—_— + =
Ripm + Ry Rg

mentre la resistenza equivalente:

Ros = (Rm + Ry )Rs =2 720
Ry +Ryy + Ry

Il circuito complessivo risulta quindi:
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Reli resistive

518

R> L ]

Applicando ora il teorema di Millmann ai morsetti C-B:

£ N Ve
Rﬁ + RS R.-:MS
1 1 1
+—+
Rus R, R +R,
Infine, la corrente nella resistenza R, sara pari a:

V.
I, =—£=0.77A
7R

7

Vs

=1.75V
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CAPITOLO 3

METODO DEL POTENZIALE AT NoDI
—_— CELPVIENZIALE AT NODI

ESERCIZIO 1

Data la rete in regime DC rappresentata in figura, scrivere in modo
simbolico, sulla base della numerazione nodale indicata (0 nodo di
riferimento), il sistema di equazioni relativo all’applicazione del
metodo dei potenziali ai nodi, adottando il metodo diretto,

R1
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Metodo del potenziale ai nodi 2

Soluzione

R:
o
Iy @ 4
3

o

Rs
Bisogna scrivere il sistema risolvente nella forma G-v =1

Per prima cosa si scrivano le correnti che danno contributo al termine
noto nei rami in cui sono presenti i generatori reali di tensione:

Iy = =t diretta dal nodo 1 al nodo 0
R,

E
Iy, =—= diretta dal nodo 2 al nodo 3
R,

E:
— B
Ri &

I

Le correnti calcolate in precedenza sono le correnti impresse dai
generatori reali di corrente ottenuti attraverso la trasformazione di
Norton del lato in cui & presente il generatore di tensione in serie alla
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Metodo del potenziale ai nodi L3

resistenza, quindi /70n sono le effettive correnti di lato I, e 1, indicate
in figura.

Ognuno dei termini del vettore dei termini noti sara dato dalla somma
delle correnti che entrano in un nodo, considerando positive le
correnti entranti e negative quelle uscenti:

£y

‘In RE

I-= _-[14 - _'R_Z
Iu-1,] |g, 41
R—4_ g

La matrice delle conduttanze si ricava scrivendo sulla diagonale la
somma delle conduttanze che confluiscono nel singolo nodo, e sui
termini fuori dalla diagonale la somma, cambiata di segno, delle
conduttanze comprese tra i due nodi considerati:

G, +G, + G, -G, 0
G=| -G, G,+G,+G; -G, +G,)
0 -G, +6G;) G,+6G,+G,
Il sistema risolvente diventera:
E: |
G, +G, +G, ~i: 0 v, Ré
-G, Gs+G,+G;, (G, +G,) |v, |= —R—Z
0 -G, +Gs) G, +6G,+G, |v, E: ‘
R s
L 4 ]

ESERCIZIO 2

Data la rete in regime DC rappresentata in figura, scrivere in modo
simbolico, sulla base della numerazione nodale indicata (0 nodo di
riferimento), il sistema di equazioni relativo all'applicazione del
metodo dei potenziali ai nodi, adottando il metodo diretto.
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Metodo del potenziale ai nodi I 4

—

g2

da é

R2

"

Rs

b .€> E

Soluzione

Bisogna scrivere il sistema di equazioni nella forma G-v =1

Per prima cosa si scrivano le correnti che danno contributo al termine
noto nei rami in cui sono presenti i generatori reali di tensione.

E
Lo -R—l diretta dal nodo 1 al nodo 0

1

E, .

L = E-z_ diretta dal nodo 2 al nodo 3
4

Ognuno dei termini noti sara dato dalla somma delle correnti che

entrano in un nodo, considerando positive le correnti entranti e

negative quelle uscenti:

(Igz +%

Ty =1y é.

I = =11, = “lgz__‘z‘
Ly —1 *

g i_}_g
s R“ o

La matrice delle conduttanze si ricava, come nel caso precedente,
scrivendo  sulla diagonale la somma delle conduttanze che
confluiscono nel singolo nodo, e sui termini fuori dalla diagonale la
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Metodo del potenziale ai nodi s

somma, cambiata di segno, delle conduttanze comprese tra i due
nodi considerati:

G, +G, 0 0
G=| 0 G,+G; -(G,+G,)
0 -(G,+6G;) G,+G,+6G,

Si noti come tra il nodo 2 ed il nodo 1 i sia solo un generatore di
corrente, per cui il valore della conduttanza di quel lato € uguale a 0.

Il sistema risolvente diventera:

- 192+5_W
G, +G, 0 0 Vv, chl_
0 Gi+Gs (G, +G,) |v, |= —192~Ei
0 -(6,+6G;) G, +G,+G, |v, £, N
LR 7]

ESERCIZIO 3

Data la rete in corrente continua rappresentata in figura, scrivere in
modo simbolico, sulla base della numerazione nodale indicata (0 nodo
di riferimento), il sistema di equazioni relativo all'applicazione del
metodo dei potenziali ai nodi, adottando il metodo diretto.

4

Soluzione

Sisogna scrivere il sistema risolvente nella forma G v=I.

Tra il nodo 1 ed il nodo 3 vi & solo un generatore di tensione, per cui
= necessario applicare il metodo dei potenziali ai nodi modificato. Si
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Metodo del potenziale ai nodi IIL6

consideri pertanto come incognita la corrente che attraversa il
generatore, supponendo che essa sia a priori nota:

4

Ognuno dei termini del vettore dei termini noti sara dato dalla somma
delle correnti che entrano in un nodo, considerando positive le
correnti entranti e negative quelle uscenti:

Iy —d 5

Avendo introdotto una nuova incognita bisognera introdurre
un‘equazione in piu:

Vi—V¥s =&,

La matrice delle conduttanze si ricava scrivendo sulla diagonale la
somma delle conduttanze che confluiscono nel singolo nodo, e sui
termini fuori dalla diagonale la somma, cambiata di segno, delle
conduttanze comprese tra i due nodi considerati, stando attenti che il
lato con il generatore di corrente in serie alla resistenza non da
contributo nella matrice delle conduttanze:

G, 0 0 0
G- 0 G, +6; 0 -G,
0 0 G; + G, -G,
0 -G, -G, G,+G,+G,

Tra il nodo 2 ed il nodo 1 vi & un generatore di corrente con in serie
una resistenza; nella scrittura del sistema questo lato contribuira solo
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Metodo del potenziale ai nodi

con in generatore nel termine not
motivo dell'assenza della conduttanza
metodo dei potenziali ai nodi o
Kirchhoff delle correnti nei nodi

0, ma non con la conduttanza. II
deriva dalla dimostrazione del
ttenuta scrivendo le equazioni di
ed esprimendole in funzione dei

potenziali.
Il sistema risolvente diventery:
0 0  G5+G, -G, V| | =L,
:_0 _Gﬁ _67 G4+Gﬁ+6? V4
con

Questo sistema non & ancora risolvibile,
compare al termine noto, pur essendo un |
Portando a sinistra del segno uguale la cor

I'ultima equazione il sistema diventa:

G, 0 0 0 ~1Tv, T =1y ]
0 G,+6, o0 -G, 0| |1,
00 G+, -G, +1]v,|=| 0
0 =G, -G, G,+G,+G, 0 |vi| | o
-1 o0 +1 0 0 %] |-£,]

poiché la corrente I
ncognita del problema.
rente Is e aggiungendo

In particolare si pud osservare come la scrittura del sistema avviene
aggiungendo una riga ed una colonna al sistema che si scriverebbe
con I'analisi nodale pura. Nella colonna relativa alla corrente incognita
comparira un +1 in corrispondenza del nodo in cui esce la corrente
ed un -1 in corrispondenza di quello in cui entra. Nella riga
corrispondente all'equazione aggiuntiva compariranno invece un )
ed un -1 a seconda della numerazione dei nodi.

ESERCIZIO 4

Data la rete in corrente continua rappresentata in figura, scrivere in
modo simbolico, sulla base della numerazione nodale indicata (0 nodo
di riferimento), il sistema di equazioni relativo all'applicazione del
metodo dei potenzialj ai nodi, adottando il metodo diretto.
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Metodo del potenziale ai nodi I8

Soluzione
Bisogna scrivere il sistema risolvente nella forma G-v=1I

4

Per prima cosa si scrivano le correnti che danno contributo al termine
noto nei rami in cui sono presenti i generatori reali di tensione.

iy = E—‘ diretta dal nodo 4 al nodo 1
8

Iyg = < diretta dal nodo 3 al nodo 1

X
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Metodo del potenziale ai nodi g

Ognuno dei termini del vettore dei termini noti sara dato dalla somma
delle correnti che entrano in un nodo, considerando positive le
correnti entranti e negative quelle uscenti:

5+.§._[g
Iy +15 -1, Ry R,
7 Ly
I= g = E,
-1, -
— 1y Ei
R4

La matrice delle conduttanze si ricava scrivendo sulla diagonale la
somma delle conduttanze che confluiscono nel singolo nodo, e sui
termini fuori dalla diagonale la somma, cambiata di segno, delle
conduttanze comprese tra i due nodi considerati:

G; +G, + Gy 0 -G, -G,
G- 0 G, + G 0 -G,
-G, 0 G +G,+G, -G,

-G, -G — &, G, +G; + G,

Si noti come tra il nodo 2 ed il nodo 1 ci sia un generatore di corrente
con in serie una resistenza, per cui il valore della conduttanza di quel
lato é uguale a 0.

1l sistema risolvente diventera:

_§+_El_f

g
G,+G,+G, 0 -G, -Gy v] | R R
0 G+ G 0 - fi__
-G, 0 G,+G,+G, -G, Vs _F'
~B i -G, G, +G, +G, | v, Ez
R

ESERCIZIO 5

Data la rete in corrente continua rappresentata in figura, scrivere in
modo simbolico, sulla base della numerazione nodale indicata (0 nodo
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Metodo def polenziale ai nody T 10

di riferimento), il sistema di equazioni relativo all'applicazione dej
metodo dei potenziali aj nodi, adottando i metodo diretto.

3

Soluzione
Bisogna scrivere j| sistema risolvente nella forma G- v =

Per prima cosa si scrivano le correnti che danno contributo 3 termine
noto nei rami in cyj SOno presenti i generatori realj di tensione.

iy = Ei diretta dal nodo 0 al nodo 1
2

e EEI— diretta dal nodo 2 al nodo 0
1

A. Canova, G. Gruosso, M. Repetto




Metodo del potenziale ai nodi 11

Ognuno dei termini del vettore dei termini noti sara dato dalla somma
delle correnti che entrano in un nodo, considerando positive le
correnti entranti e negative quelle uscenti si avra:

E,

___['g]

[‘1_2_.[9] R2 E
T= [gl '[.-’_I — Igl_?l
_I.-‘J 7 1

— 4ty

= _i
L R3 .

La matrice delle conduttanze si ricava, come nel caso dell’analisi pura,
scrivendo sulla diagonale la somma delle conduttanze che
confluiscono nel singolo nodo, e sui termini fuori dalla diagonale la
somma, cambiata di segno, delle conduttanze comprese tra i due
nodi considerati:

G;+G, 0 0 -G,
G- 0 Gi+G; -G 0
0 -Gs Gs5+G; -G
-G, 0 -Gy, G,+6G,+G;

A questo punto bisogna aggiungere un equazione, che si ricava
direttamente dai potenziali nei nodi:

Vs —Vo ==l =-R,i,

La presenza del generatore pilotato introduce, perd, una nuova
incognita, che € la grandezza pilota. Questa incognita deve essere
determinata perche il sistema sia risolvibile. Sara necessario,
pertanto, introdurre una nuova equazione. Anche in questo caso si
ricorre ai potenziali ai nodi, per cui si pud scrivere I'equazione di
Kirchhoff delle tensioni applicata alla maglia generalizzata formata dal
lato compreso tra i nodi 1 e 4, lato su cui & presente la grandezza
pilota. Si avra allora:
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Metodo del potenziale ai nodi I 12

Bisogna notare che la corrente pilota & /3 corrente di lato i», che &
diversa da quella dovuta al generatore equivalente di Norton del lato
I,

Il sistema risultante sara allora:

E2
—2-1I,
0 G, +Gs -G 0 Vo | Igl_%
0 - 65 GS + Gﬁ = Gﬁ V3 I !
ek
[ R
con l'aggiunta delle due equazioni:
Vi =V, = - = —Rmf;z
V4 = Vl - —Ez = RZ‘;Z
Il sistema opportunamente riscritto diventa:
|_G3 + GZ D 0 - GQ. 0 O __VI |
0 -G; G5 +Gg ~ +1 0 |v;|_
-G, 0 -G G, +G,+Gy, 0 0 |v,|
0 0 +1 0 0 *B, 1y
| =3 0 0 +1 0 R, 14 |
E, -
o
E
P 2L
g RI
= 0
EZ
R,
0
&
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Metodo del potenziale ai nodi 1713

Anche in questo caso il sistema per essere risolvibile € stato
riorganizzato, aggiungendo due incognite: la corrente nel generatore
di tensione I, e la grandezza pilota i,.

ESERCIZIO 6

Data la rete in corrente continua rappresentata in figura, scrivere in
modo simbolico, sulla base della numerazione nodale indicata (0 nodo
di riferimento), il sistema di equazioni relativo all’applicazione del
metodo dei potenziali ai nodi, adottando il metodo diretto.

Soluzione
Bisogna scrivere il sistema risolvente nella forma G-v =1

Si determinino per prima cosa i contributi al termine noto degli
equivalenti Norton dei lati in cui sono presenti generatori di tensione
con in serie delle resistenze.

Il generatore dipendente u; si comporta come un generatore
indipendente ai fini del contributo al vettore dei termini noti, I'unica
differenza & che viene introdotta una nuova incognita che & il valore
della grandezza pilota I; coincidente con la corrente incognita nel
generatore ideale di tensione.

Ii = % diretta dal nodo 2 al nodo 0
1
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Metodo del potenziale ai nody T 14

I due generatori indipendenti E, ed E, sono collegati direttamente ai
nodi della rete, per cui & necessario applicare il metodo di analisi
modificato, introducendo due correnti incognite I; e I,.

Ognuno dei termini del vettore dei termini noti sara percid dato dalla
somma delle correnti che entrano in un nodo, considerando positive
le correnti entranti e negative quelle uscenti si avra:

Y
9_12 '

L'aggiunta delle due correnti richiede due nuove equazioni per
rendere il sistema risolvibile:

V3 —V, ==£,

La presenza del generatore dipendente, richiederebbe una nuova
equazione per determinare il pilota, ma in questo caso essa coincide
con la corrente incognita del generatore E; che gia compare nella
matrice di dei termini noti.

La matrice delle conduttanze sara:

G,
G=| 0

o O o

o Gg
0
- Gg Gg

Per cui il sistema conclusivo potra essere scritto nella forma:

5L,

u

-G, 0 G, |v, 1
1, -1
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Che riorganizzato, in modo da essere risolvibile, diventa:

G, 0 -G, -1 0 ] [-1,]
0 6 o £ _1lv,| |o
R, ol g
-G, U & o 41)|%= 4
-1 0 0o o olfh]| |f
0 -1 +1 0 ol [-£]
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CAPITOLO 4

GENERATORI PILOTATI IN RETI RESISTIVE

ESERCIZIO 1

Sia data la rete elettrica in figura con il seguente valore dei parametri
Ri=4 Q R=2 Q R3=6 Q

E;=120V E;=12V Es=3V, V

Calcolare il valore della grandezza pilota V, e la potenza assorbita dal
resistore R,

Ri

R3

Soluzione

La soluzione della rete si basa sulla scrittura delle equazioni di
Kirchhoff delle tensioni in funzione della corrente I uguale in tutti i
componenti della maglia.

Si otterra in questo modo la seguente relazione

Vo +E3 =V, +E,+V,, —E, =0

ossia
Vo +3V, =V, +E;,+V,, —E, =0

dove V, diventa, secondo la convenzione dei generatori, V,=-R;I
Di conseguenza I'equazione di maglia diventa in funzione di I:

R +3(=RyI) ~ (~R,I) + Ey + RyI —E, = 0
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Generatori pilotati in reti resistive V.2

da cui si ricava
_ E-F,
"R -2R, +R,
da cui si ricava il valore della grandezza pilota I/, = -R,7 = -36V

=18 A

Di conseguenza il valore della potenza sara P, = RyI? =648 W

ESERCIZIQ 2 )
Sia data la rete mostrata in figura con i seguenti valori dei parametri:
Ri=4Q R,=8Q R3=2Q I,=21, E,=12V
Calcolare il valore della corrente pilota I, e della tensione Vag.
A
I
R1 R3
R
+
! L Eg
- E -

Soluzione

La rete puo essere risolta applicando il Teorema di Millmann ai
morsetti AB, ricordando che il lato in cui compare il generatore di
corrente con in serie un resistore equivale ad un generatore di
corrente ideale, per cui:

E E
~I,+=L 2 +=%
el R,
A I R
g e

R, R, R R
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Ceneratorf pilotati in reti resistive V.3

-0 scopo & quello di ricavare la grandezza pilota per cui & importante
avere un equazione in una sola incognita. Si ponga allora V/,, = Rl

Der cui si avra:

E
Y )
2+R’

.-'{?2.{2 = _1—1—3
Mheie R
RZ RB

da cui si ricava:
E

g

I = R} = 0.85 4
3+-2
R3

Vs =R, =685V

ESERCIZIO 3

Data la rete riportata in figura con il seguente valore dei parametri:
Ri=6Q R3=3Q R4=6Q Rs=3Q

=121, E,=18V

Calcolare il valore della grandezza pilota I, ed il valore della potenza
generata da Eg
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Generatori pilotati in reti resistive V.4

Soluzione

La rete verra risolta in questo caso utilizzando il principio di
sovrapposizione degli effetti, che rimane valido anche in presenza di
generatori pilotati, supponendo in un primo momento come se fosse
noto il valore della grandezza pilota ed aggiungendo un equazione
che permetta di ricavarla.

®
Per prima cosa si consideri il contributo del solo generatore di
tensione, per cui si avra dal circuito precedente:

E
5® == ! =-2A

R1+{R4(R3+RS)}

R, +R; +R;

Si calcoli adesso il contributo del generatore pilotato utilizzando |
partitore di corrente applicato alle resistenze R; in parallelo con |z

RiR, +R, =6Q:

resistenza equivalente R,, = ———
“ R +R,

Ry

I = I, =4I
x (Req+R3i9 :
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Ceneratort pilotati in reti resistive V.5

Riapplicando il partitore di corrente al parallelo tra R; e R, si avra

__R

= I, =21
(R1+R4j " '

Il valore della corrente cercato sara:

I =If°+I/*=-2+2I, dacuisiha I, =2 A

Il valore della potenza generata dal generatore di tensione utilizzando
‘2 convenzione di segno dei generatori sara £ = £, (~1,)=-36W.

Cio significa che il generatore eroga potenza negativa, quindi assorbe
ootenza.

ESERQIZI&; };

Data la rete rappresentata in figura, in cui:

R;=2 Q R2:4 Q

E=2VI=1A E;=2 V,

Determinare:

a) la grandezza pilota Vas

b) la potenza erogata dal generatore E; e la potenza assorbita da R,

Ri
A
0—/\/\/\ ®
- +
C_) E1 TIQ <> E>
¢
B Rz
Soluzione
Risposta a)

Adottiamo il metodo della sovrapposizione degli effetti. Determiniamo
contemporaneamente il contributo dei due generatori indipendenti.
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Generatori pilotati in reti resistive V.6

Ri1

d 3 I
|

B R>

Dal circuito rappresentato in figura, ottenuto spegnendo il generatore
pilotato, si pud impostare il calcolo utilizzando il teorema i Millmann,
ottenendo in questo modo la relazione espressa di seguito:

‘E 1

_Ru_ +1;
RIEW 3
R] RE
Consideriamo ora il contributo del generatore dipendente, la rete da

studiare risulta quella mostrata nella figura seguente.
Ry

Vr™ = =2.67 V

A

+
E;
B Ra
E
Vg2 =—"2__R =034EF. 1
AB R1+R2 1 2

Sovrapponendo gli effetti:
VAB = VABE[ o VABE2 = 2.6? + 0.3452

Ricordando E,=2 V,;, si ottiene
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Generatori pilotati in reli resistive

v.7

Risposta b)
Ri
A
@ @
Iy
+ +

s O

La corrente che circola in E; € pari a:

1'1:%:3.17,4

1
La potenza erogata da E; & pari a:
La corrente che circola in R, € pari a:

Ve — E
=48 _—2_ _511A4
- R

2
La potenza assorbita da R; & pari a:

P, =R,I,* =17.808 W
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Generatori pilotati in reti resistive

1V.8

ESERCIZIO 5

Data la rete rappresentata in figura, determinare il valore della

corrente nella resistenza Rs.

Ri=2 Q Ry=3 Q R;=4 Q
Rs=2Q Rs=1Q Re=8 Q
E=10V  I=2I
Rz Rz R4
I
Ri1
Rs Rs
+

Ey

Soluzione

Nella soluzione dell'esercizio viene adottato il
Per prima cosa determiniamo i

sovrapposizione degli effetti.

metodo dellz

contributo del generatore indipendente di tensione E;, ottenendo in

questo modo la rete mostrata nella figura seguente.

R
3

R4
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Generatori pllotati in reti resistive

V.9

I £l _ IEl
D
(R3 + RS )Rﬁ + Rz + Rl
R, +Rs + R,
da cui si ricava, applicando un partitore di corrente:
R
aoga_RtR 484
R.+R, +R,

Si annulli adesso il generatore di tensione:
o R3 I, Rq

Ry
IQ
I R,
Iy =~ 2
T T Rar e ftR)
7 R +R,+R,
19 =1 _RtR ~0.047-1,
R+R +R

La corrente incognita &€ dunque pari a:
I=7%+]% =-25-0.047+0.48 A
Da qui si pué ricavare 1.

I=044A
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Generatori pilotati in reti resistive V.10

ESERCIZIO 6

Il circuito opera in regime stazionario e i suoi parametri sono:

I, =60A E;= 0.5 R; =20 Q R, =60 Q
=30 Q

Calcolare la corrente I,

Soluzione

Si consideri il contributo del solo generatore di corrente I,. Il valore
della corrente cercata sara dato dal partitore di corrente applicato allz
rete:

Iy _ R,

T RR LR |+R,
R +R,

I, =244
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Z=neratori pilotali in reti resistive

V.11

Ri1

L

Il contributo del generatore pilotato di tensione E, sara pertanto
calcolabile come
Ve,

2R,

}":_'-' —

(R3 +R, )Rz
(R3 + R, ) +R,
R, +[ (Rs +R3)Rz ]
(R, +R,)+R,
partitore di tensione.

dove V/,, = E, =0.37,avendo applicato il

Per cui siavra: 1,7 =———1T

Il valore della corrente complessivo sara pertanto:
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Generatori pilotati in reti resistive

1 :
=17+ =24 _—_T dacui 7. =8.234
X X X 200 X X

ESERCIZIO 7

Sia data la rete in figura con il seguente significato dei parametri:
I,=5A Ri=10 Q@ R;=15 Q Eg=5*I V
Calcolare il valore della grandezza pilota I e della tensione Vag.

R
A B 2

S

-
I T R, R < Eq Ri Ry

Soluzione

La rete € in realtd composta da due sottoreti accoppiate I'una 2/'===
solo attraverso il generatore pilotato di tensione. Cid che succ=se
nella sottorete di sinistra influenza la sottorete di destra, mentr= ~um
vale il contrario.

Per cui la corrente pilota pud essere calcolata, utilizzando un par==
di corrente, in modo indipendente dalla presenza del gener=ime
pilotato:

A questo punto il generatore pilotato di tensione avra valore

E,=5I=-15V

Il valore della tensione V,s pud essere calcolato scrivendo l'equazome
di maglia:

Vi +RI+E, =0
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Generatord pilotati in reti resistive V.13

da cui:

V=45V

ESERCIZIO 8

Sia data la rete in figura con il seguente significato dei parametri:
I]_=5 A R1=10 Q R2=15 Q E1=10V1 vV
Calcolare I'equivalente di Thevenin ai morsetti AB
Vi1
S s S

R1
T R,

o I Ot

R

Soluzione
Per prima cosa si calcoli la tensione Vug utilizzando il teorema di

sovrapposizione degli effetti.
Si consideri per primo il contributo del solo generatore di tensione. La

rete equivalente diventa:

Vi
T
R1 A
2
B

R2
Per cui si avra, applicando il partitore di tensione:
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Generatori pilotati in reti resistive Iv.14

P g puy
R, +R,

e

R R
R +R,

Considerando adesso il solo generatore di corrente si avra Iz
seguente rete:

Vi
M
R1 A
R2
t
B

R2
I valori delle tensioni incongnite saranno:

Vg = (ﬁJr szfl =105 V/

R, +R,
e, applicando il partitore di corrente:
Vi =-R - I, =-30V
R, +R,
per cui

Vi =V 4V =4 %Y, -30 ottenendo cosi V, =10V

La tensione Vg diventa in questo modo:

Vi =6*V, +105=170V

Bisogna a questo punto calcolare il valore della resistenza equivalent=
di Thevenin. Per fare questo & necessario annullare i generator
indipendenti, stando attenti a non annullare anche quelli indipendent
che concorrono al valore della resistenza di Thevenin, la quale sarz
data dal rapporto tra la tensione e la corrente ai morsetti. Si annull

pertanto il generatore di corrente e si alimenti la rete con ur
generatore di corrente di valore unitario. Si avra la seguente rete, che
€ del tutto analoga alla precedente:
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Generatori pilotati in reti resistive V.15

Vi
,"‘/——F’_’_'_'_‘_‘_‘_\_\_\_\-‘
R1 A
I R,
o ot 14
B
R2
Applicando, pertanto, la sovrapposizione degli effetti si avra:
Vs = i E, =%
R +R,
Ve, = &) £, =4%),
1 +R2
Ve :[ 55 +R2] 1=21 1/
1 =+ 2
vV =—R{ Ry } =6V
R, +R,
per cui

V, =V +V' =4*V, -6 ottenendo cosi V| =2V
La tensione Vjg diventa in questo modo:
Ve =6%V, +21 =33V

Per cui R, = VT‘B =33Q

E" da notare come nel calcolo dei due contributi ( @ vuoto ed in
presenza della sonda) la topologia del circuito sia cambiata, per cui
sara necessario ricalcolare la grandezza pilota che, come si vede, é
differente nei due casi.
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Generatori pilotati in reti resistive Iv.18

ESERCIZIO 9

Sia data la rete in figura con il seguente significato dei parametri:
[,=5A Ri=10 Q R,=15Q E;=10I, V
Calcolare I'equivalente di Norton ai morsetti AB

T
e

Per prima cosa si calcolera, utilizzando la sovrapposmone deg
effetti, la corrente di corto circuito I che sara uguale alla corrents
del modello di Norton.
Il contributo del generatore di tensione pilotato sara dato dz
partitore di corrente:

R
P e T8 P BERD
C R +R X
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Zzneratori pilotati in reti resistive 1v.17

dove
fX———f———_OSﬂ*f
R +R, /2
Il contrlbuto del generatore pilotato alla grandezza pilota sara:
J,‘IE[ Ilfl
- & ac

Considerando poi il solo generatore di corrente si ottiene la rete
mostrata in figura seguente.

La parte a sinistra del generatore di corrente € cortocircuitata per cui
si avra che:
I"i=0A4
I'i=rA
Si ottlene pertanto
I, =T 4" =02855*1, +5

L =140y = 0.571% 1, +0

Dall'ultima equazione si ottiene I,=0 da cui si ottiene I..=5

3isogna a questo punto calcolare il valore della resistenza equivalente
di Norton. Per fare questo si pud procedere in modo differente
dall'esercizio precedente calcolando la tensione Vas a vuoto.
Jtilizzando ancora una volta il teorema di sovrapposizione degli effetti
si ottiene la rete equivalente riportata nella figura seguente per cui si
puo calcolare il contributo del solo generatore di tensione:
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Generatori pilotati in reti resistive IV.18

Vi
m
A
Ri1
T R
2
e <>
B
R2 1’2
Per cui si avra, applicando il partitore di tensione:
R
VE 48 = 2_F =6*I
R +R, :
e
I =0

i}

Considerando adesso il solo generatore di corrente si avra Iz
seguente rete:

Vi

I valori delle tensioni incongnite saranno:
% =(ﬂ+g}g 105 1
R, +R,
e, applicando il partitore di corrente:
IMy=1=5V
per cui
I,=I%,+1'",=0+5 ottenendo cosi I, =5V
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Gzneratord pilotali in reti resistive V.19

La tensione Vg diventa in questo modo:
Vig=6*1,+105=135V
Da cui si ricava la resistenza cercata:

oc
£’ da notare come nel calcolo dei due contributi ( a vuoto ed in corto
cireuito) la topologia del circuito sia cambiata, per cui bisognera
ricalcolare la grandezza pilota che sara differente nei due casi.

ESERCIZIO 10

Sia data la rete in figura con il seguente significato dei parametri:
E;=15V Ri=10 Q R;=15Q E;=0.5V, V E;=21V
Calcolare il valore delle grandezze pilota V; e I.
Ri Va
PNV VYS
b

Rz

¢ | Eq C) Eq E;

¥ +

Soluzione

Per calcolare le due grandezze pilota, bisogna scrivere due equazioni
in due incognite, che vengono ottenute scrivendo le equazioni delle
tensioni sulle due maglie fondamentali del circuito:

E,-RI+E, =05%V,-RI+E, =0
E,-V,—-E,=2*I-V,-E, =0

dacuisiricava: 7 =0.84A e V,=13.34V
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CAPITOLO 5

DoPPI BIPOLI RESISTIVI

ESERCIZIO 1

Scrivere in forma simbolica la matrice di R del doppio bipolo in figura:

R
@
2R 3R
R
9

Soluzione
Per prima cosa si identifichino i parametri R, e R,,. Per fare questo

si supponga di alimentare il doppio bipolo con un generatore di
corrente di valore I;, come mostrato in figura

R

IT@ Vi V2
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Doppi bipoli resistivi

Si avra allora:
R, =4 _(R+3R+ R)//2R)S = ((R+3R+R)//2R)=10%
I, I 7
e
2R
B v 3 )'(7,5]"1 ~§R
®TL T & 7

dove si ricava la corrente che passa nella resistenza 3R utilizzando -
partitore di corrente,

Analogamente, facendo riferimento alla fi

gura, si avra per i parame—

40| v

. Vo _(R+2R+R)/IBR)I, 12
2T 5 =

=—R

7, 1, 7

e
3R

V @2 )'[ﬁ)jz 6
Rn:—]_—_—————__z—R
da cui si ricava la matrice:

L
R'g 172

—R =R

7 7
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Dappi bipoli resistivi V.3

ESERCIZIO 2

Scrivere in forma simbolica la matrice di R del doppio bipolo in figura:

R

2R 3R

Soluzione
Per prima cosa si identifichino i parametri R, e R,,. Per fare questo

si supponga di alimentare il doppio bipolo con un generatore di
corrente di valore I;, come mostrato in figura

i s * Vs

La presenza del cortocircuito fa si che non passi corrente nelle
resistenze di destra per cui si avra:

/4

R <Y (CRIIRY, 2
1, 4 3

La presenza del cortocircuito fa si che non passi corrente nelle

resistenze di destra per cui si avra:

R”I =ﬁ=_0_=0
B §

1 1
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Doppi bipoli resistivi V<

Analogamente, facendo riferimento alla figura, si avra per i paramet
R

90,

T

e
v
R”:_/'_;:_:O

da cui si ricava la matrice:

2z o

R=|3
3
0 2R
ESERCIZIO 3

Scrivere in forma simbolica la matrice di R del doppio bipolo in figurz
R R

2R 2R

A. Canova, G. Gruosso, M. Rec=—



Doppi bipol resistivi Vs

Soluzione
Per prima cosa si identifichino i parametri R,; e R,,. Per fare questo

si supponga di alimentare il doppio bipolo con un generatore di
corrente di valore I;, come mostrato in figura

R R
k.
S v
—&
Si avra
g W (R+2R+R)/I2R)I, =((R+2R+R)//2R)=£R
7 7 3
-
2R
(2R)-[—]fl
Ry =ﬁ=__6ﬂ—: 2R

£ '8 3
dove si ricava la corrente che passa nella resistenza 3R utilizzando un
partitore di corrente.

Analogamente, facendo riferimento alla figura, si avra per i parametri
Ry e Rp:
R R

v 4O v

—R

R.=Ve _ (R+2R+R)//R)+R)I, _17
5 I, 3
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Doppi bipoli resistivi Ve

e
2R
2 “_I-)
V ( )(6/?)‘ 2

da cui si ricava la matrice:
4 2

—R =R
3

7

ESERCIZIO 4

Scrivere in forma simbolica la matrice di R del doppio bipolo in figurz
R 3R

Soluzione

Per prima cosa si identifichino i parametri R, e R,,. Per fare ques
si supponga di alimentare il doppio bipolo con un generatore =
corrente di valore I;, come mostrato in figura

R 3R
A

v

A V2
i

—
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Doppi bipoli resistivi V.7

Si avra:
p. Vi _((BR+4R)/[2R)+ R+ R)/[2R), _32 ,
N I, "5

Per calcolare il valore della V, si potra applicare un partitore di
corrente ed in seguito un partitore di tensione. La corrente che passa
nella resistenza ai morsetti AB sara uguale a:

2R 9

fﬁ = I -_—_I
* ((BR+4R)//2R)+R+R)+2R) ' 257"
da cui si ha:
18
Vs =2RI,, = 52 Rl

Il valore della tensione V, sara allora:

4R 72

V. = V.. = RI
27 3R+4R 175

1

Il valore della Ry; diventa:

21—

V. 124
I, 175

Analogamente, facendo riferimento alla figura, si potranno calcolare i
parametri R,, e R,,:

R 3R

B

g, Vo _((@R+R+R)/[2R)+3R)/[4R)], _52 ,
2=7 7 55
2 2
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Doppi bipoli resistivi

Ancora una volta & possibile calcolare il valore della corrente c-=

circolo nel bipolo ai morsetti AB:

o 4R I = E
e (2R +R+R)//2R)+3R14R)"* ~ 25

da cui si ha

1,

24
v, = ZR[AB = ERIZ
Il valore della tensione V, sara allora:
2R 12
VV=e— V= Spr
YT IRLRER T T gt
Il valore della R,; diventa:
v, 12

g ==K

I, 25

ESERCIZIO 5

Scrivere in forma simbolica la matrice di R del doppio bipolo in figur=
oV

» £y o o
._ v T

Soluzione
Per prima cosa si identifichino i parametri R e Ry, . Per fare ques—

€ necessario calcolare il valore della grandezza pilota V. Si consice-
pertanto, la rete in figura:
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Doppi bipoli resistivi

Vv.g

Vv
Si avra
R, =Kl_
1
e
V.
Ry ===
21 ]]

Si risolva la rete con la sovrapposizione degli effetti, considerando per

prima cosa il contributo del generatore pilotato:

aV
& 'h
Vi 2R R V)
R
/
“U
\
o= —2R__qy_24y
2R+R+2R 5
= Ry Llay
2R+R +2R 5

Jeek =-—£——0&V =hzoal/
2R+ R+2R 5

Si consideri adesso il contributo del generatore di corrente:
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Doppi bipoli resistivi V.if

& 5 8- — &

3R 6
T N
' (2R+R+2R IJ 51

vi=R—2R __1)-24,
2R+R+2R"') "5

2R 4
=R e -tr T =B
2 (2R+R+2R ‘) 5 °

si avra allora

V=vhpy =ER-Il—lal/ da cuisiha IV = 2R ’
5 5 G+a)

Le altre tensioni saranno allora date da:
6 2 (6 +20)

V,=V"+V* =—RI, +Zal = ——RI,
e B N i r
4 2 4 R
V= V"1+I/“"=—RI V=o—ouoHl
i R e
I valori dei parametri Z saranno allora:
+2
an_(_ﬁ_i)R
5+a)
4 R
Ry = —
G+a)s

Analogamente, facendo riferimento alla fi igura, si avra per i params=
Ry e Ry: ”

© ® & @ ®

\
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Doppi bipoli resistivi

Vi1

Si avra
V
Rll = I_l
2
e
R, =l2
257

Si risolva la rete con la sovrapposizione degli effetti, considerando per

orima cosa il contributo del generatore pilotato:
oV

5
N7

2R 2R V.

"“"'H—h-..;_‘__‘_‘_'_'_'_ﬂ_,,f?'
V
o =—ER——0¢I/ =3al/
2R+ R+2R 5

R 1
= oV =="qal/
RIR IR B

2R 2

SN LY,V
R+R+2RY = 5%

S' consideri adesso il contributo del generatore di corrente:

V2
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Doppi bipoli resistivi V.12

2R 6

Vie=2R — — 1 |=2RI

: [2R+R+2R 2} B

Va=_g.__§1__f] 2
2R+ R+2R™?

i anf R 12] 4 i,
\2R+R+2R 5
si avra allora

1l
I
2

V=V 4y =—312~1av da cuisiha vV =-285
5% 5 (5+0)

Le altre tensioni saranno allora date da:
6 2 . (30+20)R

V=V +V* = ngz +§0cl/ ) 52
v :szz +|/2w =inz _gav '—_ME 21
5 5 5+a) 5
I valori dei parametri Z saranno allora:
R . B0+20)R
27 (5+a) 5
R, = (20 +8a) R
G+a) 5

ESERCIZIO 6

Scrivere in forma simbolica la matrice di R del doppio bipolo in figurz
R

L @

Soluzione
Per prima cosa si identifichino i parametri R, e R,,. Per fare ques=

e necessario calcolare il valore della grandezza pilota V. Si consice-
pertanto, la rete in figura:
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Doppi bipoli resistivi V.13

| @ /

Applicando il teorema di Millmann alla rete posso calcolare il valore
della tensione V=V, :

% =—‘;1“—""tll/_mce(f1 _aV)
A + CHb
2R 2R

da cui si puo ricavare:

V= LIy e di conseguenza € noto anche il valore di V.
(1+ Ro)

Per calcolare il valore della V; si consideri la maglia ABCD e si scriva
I'equazione delle tensioni:

RI
V. -V,, -V =V, —RI, — L =0
i AB 1 1 (1+R6U)
. RI
da cui l/l =R]1 +m

Der cui si avra:

n =5=[R+(1_+%)]f‘ ]

I, I, (1+ Ra)
Z=7- (“Lfaﬂf ()

Considerazioni analoghe si possono fare per determinare il valore
delle altre due resistenze.
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Doppi bipoli resistivi V12

R ; .
@
2R
Iow S 90 v
— o/
& D

Si applichi ancora una volta il teorema di Millmann per determinare
valore della tensione V=V;= V,:
I, -aV

V:ZI=R(IZ~QV)
2R 2R
da cui:
_RI,
" (1+Ra)

Si avra allora:

Rn:%[(ITﬁ%?)J]z =( R J

7 (1+Ra)
e
. 0 +Ea)]"2 (=)

ESERCIZIO 7

Scrivere in forma simbolica la matrice di R del doppio bipolo in figu-=
2R

3R

2R 3R
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Doppi bipoli resistivi

V.15

Soluzione
Per prima cosa si identifichino i parametri R, e R,
2R
I T Vi R 3R Vs
2R 3R
g =W (BR+3R)//3R+2R)I; _ AR
1 ]I
e

3R
s#( Ji
R, =V BR+3R+3R))" _ ,
[l Il

Avendo applicato il partitore di corrente per trovare la corrente che

circola nella resistenza di valore 3R considerata.

Considerazioni analoghe si possono fare per determinare il valore

delle altre due resistenze.

2R
._
3R _
! * T
2R 3R

Si avra allora:

R, =Y (BR+3R)//3R +2R)I, _ 48
I, I,

€

3R
SR(——————JIz
R, <V _BR+3R+3R)?_
12 [2
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Doppi bipoli resisii V.16

ESERCIZIO 8

Scrivere in forma simbolica la matrice di R del doppio bipolo in figura:

2R
@
]!
R Noat

® A \ I.f.l‘.."'-_l '

\v_,' \/

R 3R
Soluzione

Per prima cosa si identifichino i parametri R, e R,

V2

E’ necessario calcolare il valore della grandezza pilota I. Si applichi il
teorema di Millmann e si calcoli il valore della tensione ai capi del
bipolo attraversato da I

v, =5 Za‘r =3R(1, +al)

3R

1

si avra poi I=§i=1'1+af dacui [ =
3R

Si puo adesso calcolare i valori delle resistenze:

R, =?= 2RI,;3RI =2R+13Ra
1 I -
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Doppi bipoli resistivi V.17

e

Rzlzvz

= = 4
I, I, I, -2 1=a

Vig +Vee 3RI+3Ral 3R  3Ra R[l +a]
l1-a

Considerazioni analoghe si possono fare per determinare il valore
delle altre due resistenze.

2R 3R

Il calcolo della grandezza pilota puo essere fatto ancora una volta con
Millmann:
Vie= %a—f =3R(I, +al)

3R
si avra poi:
I:V*“i=fz+af dacui [ =22,
3R 1-a
Si calcolino adesso i valori delle resistenze:
Vo Ve +2RI, Vg +Vp-+2RI, 6RI+2RI, 6R

R, =-2 +2R
2 I2 Iz .ir2 IQ 1—5‘
e
Vi3RI [m)
R,=-b=Z o | T
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CAPITOLO 6

TRANSITORI AD UNA COSTANTE DI TEMPO

ESERCIZIO 1
Ri t=0 E=10V
— Ri=R;=1Q
C C=1uF
R, =— vy  HO=0

Determinare:

& o a) ut)

b) corrente in C
c) corrente in R;
d) corrente in R;

Soluzione
2) Per determinare la v(t) & necessario scrivere le equazioni
opologiche della rete in questione: avendo per t>0 due maglie e
Zue nodi si possono definire:
2 equazioni linearmente indipendenti alle maglie;
1 equazione indipendente ai nodi;
3 equazioni costitutive dei bipoli, due algebriche per le resistenze e
una differenziale per la capacita;

v, =v(t)
E=v +v,

LKT:

LKC: /i =/, +/,
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Transitori ad una costante di tempo VI.Z

i =v, /R

Equazioni componenti: 7, =V, /R,
. av(t)
f.=C—=

¢ dt

Sostituendo le caratteristiche dei tre bipoli si puo’ ottenere
I'equazione differenziale seguente:
dv(t) 1 1 E
+ + vit)=—:
dt [RZC RlC] () R.C
v(0)=0
Per la risoluzione dell'equazione differenziale lineare a coefficient
costanti occorre determinare la soluzione dell'omogenea associata €
I'integrale particolare.

Omogenea Associata

d(t) , 1(1, 1))
dt +C(RZ+RJV(U_O

il polinomio caratteristico diventa:
s I 1

s+—|—+—|=0
C(R2+RJ

e quindi la radice del polinomio &:
1 [ A | 1 1 R +R,
51 = —— —_—————_——

—_—t—
C\R, R, C RR,
da cui la costante di tempo:
" 1__RR ~_rc
s,| R +R, #

e pertanto la soluzione del'omogenea associata diventa:

v(t)=Ke '

dove K & una costante che si determinera’ successivamente in bass
alle condizioni iniziali del sistema

Integrale Particolare

Lintegrale particolare dell’equazione, & una costante. Essendo
derivata di una costante uguale a zero, sostituendo nell'equazione
ottiene:

W,
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Transitori ad una costante dj tempo V7.3

( L . }Vp(t)__

RC RC

ER
t)= 2
Vsl £) R +R,

La soluzione globale diventa:
V(E) =V (t)+v,(t)

e quindi:

Ri+R;

v(t)=Ke R*C |

ER,
R, +R,
Per trovare il valore di K corrispondente a v=0 per t=0; si ottiene per
K:

K=-

ER,
R, +R,
La forma finale dell'equazione diventa:

R R‘l-h‘?g

v L 1 e Ry RaC

(t)= R R, [ ]
Sostituendo i valori numerici:
v(t)=50-e2)y

a) Per il calcolo della corrente nel condensatore basta ricordare che:
i =C av(t)
at
eseguendo la derivata e sostituendo i valori numerici si ottiene:
i, =10 ) 4,

b) Per il calcolo della corrente nel resistore R, si utilizza I'equazione
LKT:

hL=V,/R =v(t)/R,
Sostitiendo i dati calcolati in precedenza si ottiene:
i =5. (1 e'ms“)/-l

d) Nella resistenza R; fluisce la somma delle due correnti calcolate nei
punti b) e ¢):

;1 - !C g 12 = 10(6,—2.105: )+ 5(1 _ e—Z-lOG: ,1'4 — (5 i 56'_2'106" )/4
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Transitori ad una costante di tempo V.4

ESERCIZIO 2

R T i®
s
E=10V
g At R;=R,=1Q
Ry L L=0.1H

\ w v

Tasto T chiuso a t=0 con i(0)=0, determinare:
a) i)

b) corrente nel generatore

Tasto T si apre a t=1s, determinare

a9 iv

Soluzione
a) Per il calcolo della i(t) si segue lo stesso ragionamento
dell'esercizio precedente. Si scrivono prima le equazioni del circuito:

LKT: V2=V
E=v, +V,
LKC: 7, =/, +i(t)
. h=v,/R
Equazioni componenti: ; —y, /R,
v, = L_Gi(f_)
at

Sostituendo | vari termini si ottiene un‘equazione differenziale nella
sola variabile i(t):

di(t) , 1_( RR, ] ER,

f(f)=-(?:——'

d L \R +R R,)L

Omogenea associata:

dict) 1 ( RR \irpyo
aF L (R1+R2 e

Dal polinomio caratteristico si ricava I'inverso della costante di tempo:
L(R +R,)

P

=0=s5 =—-—=1T=
R s| R, 05

La soluzione generale dell'omogenea associata vale:

A. Canova, G. Gruosso, M. Repetic



Transitori ad una costante di tempo W5

RiRa

- ¢
)‘.‘aq (r) = Ke LRy +LR;

Integrale particolare

ip(t)=costante e sostituendo si ottiene:

1( RR, ), ER,
i A i T % T -
[ (R1+RJ"°() R +R)L
da cui:

E
a5 B
)=

1
La costante K'si ottiene imponendo che per t= 0 la corrente sia nulla

e quindi: K = _Ri' La soluzione completa dell'equazione differenziale
1

diventa:
ngz

: E TR LR

f(t)=—+|1-e ™"

Sostituendo i dati numerici forniti dal problema:
i(t)=10-(1-e*)A4

b) La corrente nel generatore puo’ essere determinata da:
fi=k L)

sostituendo le equazioni di Kirchhoff:

. v " Ldi(t)
h=i(t)+2=it)+—=

=it i

Numericamente:

j, =10-(1—e™)+5e™ = (10 —5e™)A.

c) Se il tasto T si riapre dopo 1 secondo, per trovare la /(%) si
dovranno riscrivere le equazioni topologiche imponendo come
condizione iniziale la sostituzione del valore f=1s nell'espressione
della /7). Si puo’ considerare che fisicamente la corrente abbia gia’
raggiunto il regime dato che #=1s corrisponde a 5 volte la costante di
tempo. Detta condizione diventa /Z)=10A. Dalle equazioni di
Kirchhoff riferite alla sola maglia chiusa RL dove pud circolare

A. Canova, G. Gruosso, M, Repetto



Transitori ad una costante di tempo V.6

corrente si ottiene I'omogenea seguente (omogenea perché manca il
termine forzante del generatore):
___d{(t) +&i(t) =1

dt L

Ry
essa presenta una soluzione del tipo: i) =K et
Imponendo la condizione iniziale si trova che: K’ = 10A. Si ottiene
pertanto che:
i'(t)=10e™"VA

ESERCIZIO 3
- Rs t=0
Lit)
e % L E=10V
R1=R2=1.Q
R3=0.5.Q

L=10mH
Determinare:
a) circuito equivalente di Thevenin ai morsetti di L

b) i)
¢) tempo necessario per raggiungere il 50% diI..
d) energia immagazzinata a regime

Soluzione
a) Per il calcolo dell'equivalente di Thevenin ai morsetti di L per t>0

si puo’ scrivere che:
' *
R, =R, +(ﬁ&—]=o.s+1 .10

R, +R, 141
1l generatore equivalente é:
*
£ ER, 10*1 cy

¥R R 141

A. Canova, G. Gruosso, M. Repe=:



Transitori ad una costante dj tempo V9.7

Il circuito diventa pertanto:

Rea =0
vi(t)  E_=sv
ol i Req =1 Q
L=10mH

b) L'équazione differenziale del circuito é:
] E.
=

at
L'omogenea associata vale:

it) R s a2
%(})J“ T"“’i(t) = 0eil suo integrale generale &: /,,(t)=Ke * -

Il suo integrale particolare & una costante che, essendo nulla la sua
derivata:

R E E
i (t)=—L dacui /,(t)=—%
i) == ()=

£
La costante K'si trova che imponendo i=0 per t=0, da cui X = —R—"‘"?.
ag

La soluzione complessiva & quindi:

F Keq,
f(t):—“’[l-e L “J
Req
sostituendo i valori numerici:

i(t) = 5(1 = e'ﬁ]A,

¢) Il tempo necessario per raggiungere la corrente di 2.5 A si puo’
determinare dall'inversione dell’equazione risolutiva:
e 55 _5-25 1 t
2.5=5/1-¢ = s = /(05
[ e ]::»e 5 2:> 5.0 n(0.5) =
= t=-0.01*/7(0.5) =6.93ms
d) A regime la corrente nellinduttanza vale I=5 A. L'energia
immagazzinata varra pertanto:

w =%u2 01257

A. Canova, G. Gruosso, M. Repetto



Transitori ad una costante dji tempo VI8

ESERCIZIO 4
Ry t=0
L 4 @ J{——? V(f) E=10V
E I T R, —— Ri=R,=2Q
C=10uF
®0)=0
Determinare:

a) circuito equivalente di Thevenin ai morsetti di C

b) v(t)
c) corrente in R;
d) energia immagazzinata a regime

Soluzione

a) Il calcolo del circuito equivalente di Thevenin porta ai calcoli
seguenti:

R s RIRZ
% R +R
Per il calcolo della tensione equivalente si puo’ usare il principio di
sovrapposizione degli effetti:

=10

- contributo generatore I: V*,; = lez I=1V;
1 2

- contributo generatore E: V', = ERs 51
R +R,

Sommando si ottiene una tensione equivalente di 6V. Il circuito
equivalente risulta essere:

R e t=0
% AN
o) ]_ e,

L'equazione differenziale del circuito e:

dV(t)_'_V(f): Eq
dt  R,C R,C
Da cui si ricava 7 = R,,C = 10us .

A. Canova, G. Gruosso, M. Repettc



Transitori ad una costante di tempo

VZ.9

Omogenea associata:

av(it) & E)
at  R,C

1

e E
il cui integrale &: v,,(t) = ke "

Integrale particolare

la funzione e una costante e vale:

“lt)= Cdacwv(f) £

eq

RC

Imponendo la condizione iniziale K coincide con —E.

Globalmente:
i
v(t)= Em{l—e?]

sostituendo i valori numerici:

V(t)=6- (1 - e-”’"’f) %

c) La corrente nel resistore richiesto si deduce dal fatto che R; € in
parallelo al condensatore e quindi & sottoposto alla stessa

tensione:

V(f’) - g . (1 _ e—mﬁt] o 3(1 _ e—mﬁtj A

c) A regime la tensione nella capacita vale 6V. Da cui I'energia:

W = %CI/2 =0.18mJ .

A. Canova, G. Gruosso, M. Repetto



Transitori ad una costante di tempo V.10

ESERCIZIO 5
Ry
oy T
- ——»—Z)g E=10V
R;=R;=20
e _LE W C=1pF
Ry K0)=0

Tasto T; chiuso a t=0 con T aperto, determinare:

a) i)
b) corrente nel generatore
Tasto T> chiuso a t=10us, determinare:

c) v(t)
d) corrente nel generatore
e) energia immagazzinata a regime

Soluzione
a) Si nota come per 0<t<10ps |'equazione differenziale si riduce alla
seguente, essendo interdetta la parte a destra della capacita:
dv(r)+v(t) _ E
dt RC RC

Omogenea associata

dv(t)+v(t) -0
dt RC
il suo integrale é:

t

1
-—t
Vou(t) = Ke € = Ke 2°

Integrale particolare

dacuiv,(t)=E

t -
RCVP() 1C

Per la K si trova che imponendo v=0 per t=0, K coincide con —E.
Globalmente:

A. Canova, G. Gruosso, M. Repetic



Transitori ad una costante di tempo Vi1l

&
v(t) = E[l—e R’C}
sostituendo i valori numerici:

e L
V(!‘)zlﬂ-[l—e 2"’1“'5JV

b) La corrente che transita nel generatore coincide con quella che
passa nel condensatore, per 0<t<10us

=10 - (5 A )A = 5e_2*lrﬂ‘."A

e dv(r)
d

¢) Chiudendo il tasto 2 dopo 10 ps, si puo’ considerare come siano
ormai trascorse 5 costanti di tempo dall'accensione del circuito e
quindi esso sia ormai a regime, quindi la tensione sul condensatore &
‘paria10 V.

Il nuovo transitorio si sviluppa a partire dallistante t=10 ps, si
introduce una nuova variabile temporale assumendo che la nuova
origine sia posta nell'istante di chiusura del tasto 2.

Con il tasto 2 chiuso cambiano le equazioni topologiche del circuito,
(diventano identiche a quelle dell'esercizio 1), si giunge allora
all'equazione differenziale:

avie) E
vt ——
dr {RC‘JFRCJ (t)=%¢c
v(0)=10
La cui soluzione (vedi esercizio 1) € pari a:
Ry +R; _L ¥* L f

v(t)=Ke wrct  ER gt (1072 s sy

R +R, 2+2
Si deve ora trovare il valore di K corrispondente a v(0)=10V.
10 ke A, 1072

=Ke " g

2+2

Riscrivendo I'equazione:

=10=K+5= K =5V

LI
v(t)=5+5e 1y

d) La corrente nel generatore vale la somma:
v(t) av(t)
+i(t +C
(t)= R, at

j _f2

A. Canova, G. Gruosso, M. Repetto



Transitori ad una costante di tempo V.12

Eseguendo la derivata e ponendo i dati ricavati si ottiene:

5 I T8 et
- ~& — -6
fa=3[1+ew J+106*5[]B4]ew =

5 5 —% = B B
L Y ew —5pg 07 = Ze g
2 2 2 2

e)Per tche tende ad infinito la tensione ai capi della capacita vale 5V;
pertanto l'energia immagazzinata a regime vale:

% =%C’l/2 _05.10°%.25=1.25-10% .,

ESERCIZIO 6

Ry .
o % > o |E=10V
“« Vit | Ri=R;=2Q
et L ' L=100mH
R £0)=0
Determinare:
a) i(t)

b) corrente in R,
¢) corrente nel generatore
d) energia immagazzinata a regime

Soluzione

a) Il calcolo di /(t) prevede la soluzione di un‘equazione differenziale
che si ricava mediante 3 equazioni di Kirchhoff. Oltre a queste si
possono scrivere tre equazioni costitutive dei bipoli presenti, si
ottiene quindi:

LkT: V2 TV
E=v +v,
LKC: /, =i, +i(t)
h=vi/R
Equazioni componenti: ih=v,/R,
=£dﬁ)
d ar

A. Canova, G. Gruosso, M. Repet=



Transitori ad una costante di tempo W13

Sostituendo nelle equazioni si ottiene:
de) 1 RR ey
dat R +R, (R +R,)L

Omogenea associata:

di(t)+%[ RR, ]m):d,-(r)Jr%,-(f):g

at R +R, at
polinomio caratteristico:
R R
5+—p:0:51 :——pjtzi :izgzo,ls
L L 5| R, 1
La soluzione generale dell'omogenea associata vale:
i
I(t) =Ke "=,

Integrale particolare

Ip(t)=costante, sostituendo nell‘equazione Si ottiene:

R, ER,
— /i (t I(t)=
L) = = () =%
Si determina K'imponendo che per t= 0 la corrente sia nulla:
E
K=-=—
R

da cui la forma finale dell’equazione:

— T | _ 10 =
i(t)=—|1-e " 1-e™ |4
(&)= £-[1-e7) - 2

1

b) Dalle equazioni topologiche si ha che sul resistore v'é la stessa
tensione della L.

_v, _Ldi(t)

bl LI - : -10¢ ) -10¢
2= R 0.1-(50e)/2=2.5(")4.

A. Canova, G, Gruosso, M. Repetto



Transitori ad una costante di tempo .14

c) Per trovare la corrente nel generatore: si utilizza la LKC
i, = i, +i(t)cio equivale a dire che:

L v, _ Ldi(t) _
fl—!(f)+R2 i(t)+ o

=5.f1- ™)+ 2561 = [5-2,56710 )4,

d) A regime la corrente nell'induttore vale 5A. Pertanto I'energia
immagazzinata vale:

w =%r‘_[2 =1.25J

ESERCIZIO 7
Ry t=0
Liw E=10V
£ o R1=R2= 10Q
R L L=1mH
Determinare:

a) corrente nel generatore per t<0

b) it) per t>0

c) corrente nel generatore per t>0

d) potenza massima erogata dal generatore

Soluzione
a) La corrente nel generatore per t<0, cioé a tasto aperto, vale:
E 10
= =—=0.54
R +R, 20

b) La funzione i(t) si pud scrivere grazie alle equazioni topologiche

del circuito che sono identiche a quelle dell'esercizio precedente. Si

ottiene quindi I' equazione differenziale:

di(t) 1 RR ER,
a1 [R1+R )= R R

A. Canova, G. Gruosso, M. Repetc



Transitori ad una costante di tempo V.15

Omogenea associata:

at L R +R

come prima si ha:
RiR>

£
fog(t) - Ke LRy +LRy .

di(t) 1. { RR, J(U 0

integrale particolare

J () WdaCU|)"P(f)—R£

1

1 RR
L R, +R,

In maniera analoga all'esercizio precedente si determina K e i
ottiene la soluzione:

RiRE
it)= 1-e “atth
(t)= R { }

sostituendo allora i dati numerici forniti dal problema: si ha che

i(t)= (1 _ 5000t )/4

b) Per t>0 la corrente nel generatore vale:

5 _ & % 2 Ldi(t)
= W)t
i =I( )+R2 i(t)+ R

Sostituendo i valori numerici si ha che:
- (1 _ e—sooor)+ 0.5 5%t — (1 _ O'SE—sooor)A

c) La potenza massima erogata dal generatore si ha a regime
quando linduttore si comporta come un corto circuito. In tale
situazione la resistenza vista dal generatore & pari a:

E? 100

P.=—=""=10W

R 10

A. Canova, G. Gruosso, M. Repetto



Transitor ad una costante di tempo Wi.16

ESERCIZIO 8
RV :
\\ Sy [E=2V
M Lit) I=2A
E1 L TI R=1Q
Jtzo L=0.5H
Determinare:

a) i(t) supponendo i(0)=2 A
b) corrente nel generatore E
¢) tensione ai capi del generatore I
d) energia immagazzinata a regime

Soluzione
a) Per t=0 nellinduttore la corrente € pari a:
i(0)=2A

I'apertura del tasto per t=0 fa intervenire il generatore ideale di
corrente e inizia a far fluire corrente nell'induttanza, che prima era
cortocircuitata. Per t>0 si possono scrivere due equazioni di
Kirchhoff, una alla maglia di destra e una ai nodi:

. di(t)
E=Rij+L=
I+/, =i(t)

Con le opportune sostituzioni si ottiene I'equazione differenziale che
regge il circuito:

di(t) R. E+RI
CUGr S I v,
" e
i(0)=2

L'omogenea associata & quella di un semplice circuito RL e pertanto
ha soluzione generale data da:

R
i (t)=Ket
Per l'integrale particolare in forma di costante, con passaggi analoghi
agli esercizi precedenti si ha:
2 E
i(t)=—+1
i) =%

A. Canova, G. Gruosso, M. Repetic



Transitori ad una costante di tempo Wiz

Sommando le risposte si ottiene:
R
i(t)=kKe* +%+I

imponendo la condizione iniziale si trova la costante K:

=i
i(0) = Ke '{D+%+I:2:>K=2_%“I=2_2__2=—2A

da cui, sostituendo i valori numerici, si ricava:

oy 2
i(t)=-207% +2+2=4-2e"A
b) La corrente nel generatore di tensione vale:

i =i()—-1
sostituendo i dati numerici:
ji=4-2eH —2=2-2e%A

c) La tensione ai capi di I vale
ai(t) _, -2t
=2e "V
at

d) L'energia immagazzinata a regime dall'induttore , essendo la
corrente di regime pari a 4 A, é di:

W=ttt =47
2

A. Canova, G. Gruosso, M. Repetto



Transitori ad una costante dj tempo

VIL18

ESERCIZIO 9

Ry

i E=10V

Ly R,=R,=2Q
e(t) Ry L imH
i(0)=0
Xe(t) V]

Determinare;

a) {t)0<t<2 ms
b) it) 2<t<4 ms
c) corrente nel generatore 0<t<4 ms

Soluzione

11
> 4 f[ms]

a) Nell'intervallo di tempo considerato la tensione vale costantemente
10V. Il calcolo di i(t) prevede la soluzione di un'equazione
differenziale che si ricava mediante 3 equazioni di Kirchoff. Si hanno
due equazioni alle maglie ed una ai nodi, oltre alle tre equazioni
costitutive dei bipoli presenti, che vengono scritte con le stesse

convenzioni dell'esercizio 1:

ks 2TV
E=v, +V,
LKC; /7, =/, +/(t)
_ h=vi/R
Equazioni componenti: ; -y, /g,
di(t)
=L
-

Dall'equazione LKC si ricava la
I'equazione finale

df(f)+£{ R.R,

da L
i(0)=0

Omogenea associata:
la soluzione é&:

Rk

;a‘;(t) - Ke LRy +LRs .

i(t) e, per sostituzione, si ottiene

ER
) ER
R1+RJ’( )= R IR

A. Canova, G. Gruosso, M. Repetic
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Transitori ad una costante di tempo V.19

Integrale particolare

; 3
In(t)=—
(t) =
Imponendo le condizioni iniziali si ottiene:

. E .
f(t)=—:[1-e ™™
(t) R [

1

sostituendo i dati numerici forniti dal problema: si ha che
i(t)="50-e")4 questo vale per 0<t<2ms.

b) Per il periodo di tempo susseguente la tensione del generatore
diventa nulla. L'induttore si scarica quindi sulle resistenze. Le
equazioni rimangono identiche ma cambiano le condizioni iniziali:
i(2ms)=5(1-e7)=4.32A4

L’equazione diventa omogenea dato che il generatore & a zero:

df(f) I(r) 0

R
L. 4
essa presenta una soluzione del tipo: /' (t)=K'e * .Imponendo la
condizione iniziale si ottiene pertanto che, per 2ms<t<4ms,

' (t) = 4327 4

b) La corrente nel generatore si calcola sapendo che: /, =/, +/(t).

Per la i(t) valgono i ragionamenti dei due punti precedenti; la
corrente nel secondo resistore nei due intervalli di tempo si ricava con
la formula:

i - L dit)

* R, at

da cui si ricava che:

i(t)="5(1-e"%)+

per 0<t<2ms

LLLa ——=5%1000e" =5-2.5e%%" 4
2

. 0.001
f - 4'32 -1000!‘
L(t) € 5

2202 4.32(-1000 ) = 2.16e7° 4

per 2<t<4ms
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Transitori ad una costante di tempo V.20

ESERCIZIO 10

Ry
i Tl E=10V
+ R;=R,=20Q
& R, - L=1mH
i(0)=0

e vi

Determinare:

a) i(t)0t<4 ms 10

b) i(t)4<t<8 ms t[ms]

¢) listante in cui la corrente cambia 4 8 -
segnotra4 e 8 ms -10 —I

Soluzione

a) Il circuito ed i dati sono gli stessi dell'esercizio 9, ma cambiano il
periodo della tensione ed il suo valore. Seguendo un percorso simile a
quello dell'esercizio precedente si puo’ ottenere la soluzione completa
dell'equazione differenziale:

_ £ R
j t s 1 —@ LRy +LRy

sostituendo i dati numerici forniti dal problema: si ha che
i(t)="5(1—e"™)A per 0<t<4ms,

b) Per il periodo di tempo susseguente la tensione del generatore
cambia di segno ma le equazioni del circuito non cambiano. In questo
caso la costante di tempo del circuito € pari a 1 ms, quindi il circuito
nella prima fase di evoluzione ha raggiunto il regime, i(0)=5A.
L'equazione letterale € la stessa del punto a), sono diverse:

_ |a variabile temporale che ha l'origine in t=4ms;

- la condizione iniziale.

di(t) +l.( R.R, ]i(t} ___ER
g L \R+R R +R)L
i(0)=5
La soluzione é&:
i(t)=-5+10e™

A. Canova, G. Gruosso, M. Repetic



Transitori ad una costante di tempo V.21

c) Per ottenere l'istante in cui i(t) cambia di segno basta annullare
I'espressione ricavata per i(t) nel punto b):

L) ==5+10" = 0= g = ~1% = —-1000¢ = /n(0.5) =

/n(0.5)
L
rocg” = 0-69m5

La corrente si annulla 0.69 ms dopo l'inversione della tensione.

A. Canova, G. Gruosso, M. Repetto



AVVERTENZE PER LO STUDENTE

Nei prossimi capitoli la convenzione utilizzata per descrivere il fasore
rappresentativo di una grandezza elettrica variabile nel tempo in
modo sinusoidale & quella associare il modulo del fasore al valore
efficace della funzione e non come fatto in altri contesti al valore
massimo. Nulla cambia invece per la fase della funzione sinusoidale.
Per ritornare ai valori massimi sara pertanto necessario moltiplicare i
moduli dei fasori per N2 , ricordando che sono fasori solo i numeri
complessi rappresentativi di tensioni e di correnti.

L'utilizzo di questa convenzione introduce una differenza significativa
sul calcolo delle potenze. Per esempio si avra che la potenza
complessa e definita nel modo seguente:

S—V*[ = erf(ﬂ/'@f) _ Vinax -[max e/(w-e1) _

V2 2
1 s
=_Vmax[maxej(w or)
)
Come si pud vedere l'uso dei valori efficaci e dei valori massimi

fornisce lo stesso risultato a meno di ricordarsi del fattore 13 presente
nella formula con i valori massimi.
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Reti in regime sinusoidale W1

CAPITOLO 7

RETI IN REGIME SINUSOIDALE

ESERCIZIO 1

E=100V
R=50 O
C=100uF
L=0.05H
f=50Hz

Determinare:
a)fasore corrente
b)diagramma vettoriale tensioni

Soluzione

Data la frequenza di 50 Hz ed i valori dei componenti si possono
calcolare i valori di impedenza:

Z, = jol = j*314%0.05 = j15.70Q

= o=l =0

Ze=oc " 3mar100710° o0

I'impedenza vista dal generatore diventa:

Z =R+Z,+Z. =50+ j15.70 - j31.83 =

o [ -16. 13] .,
=50 - }16.13 = ,\/502 e 16.1326 ., 50 = 52'536—11?.8 Q

L'impedenza si presenta come ohmico-capacitiva dato che la
reattanza e’ di segno negativo. Prendendo il generatore di tensione
come riferimento di fase, il fasore della corrente che circola nella
maglia diventa:

- Fe’ 100

I= _=1.91e’7% 4
Z 525377
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Reti in regime sinusoidale VIL2

I fasori delle tensioni sono dati da:

I7R = Rf_ =50%1.91/V% = 95'156_;'1?,8°V

V, = jX,I = j15.70%1.91e’"* = 29.89e” 7%V

V. =—jX I = -j31.83%1.91e/7¥ = 60.57¢ 7"V

E=100V
R=50 Q
C=10uF
L=0.05H
f=50Hz

Determinare:
a) diagramma vettoriale correnti
b) diagramma vettoriale tensioni

Soluzione
Data la frequenza di 50 Hz ed i valori dei componenti si possono
calcolare i valori di impedenza:
Z = jol = j ¥314 ¥ 0.05 = j15.70Q
5 _-J_ |

° wc 314*%10*10°

31830
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Reti in regime sinusoidale WiL.3

Il parallelo tra le due impedenze diventa:
s s e l L js08*107s

YLC =4 ==

Z  j157 —j3183

‘<||._.ﬁ

Z, === j16.70Q

ic

Limpedenza vista dal generatore e”:
—16,?\|

Z —R+2Z,=50+ j16.70=50" + 16.7%¢ ) _sp 71050
Prendendo il generatore di tensione come riferimento di fase, il fasore
della corrente che circola nella maglia diventa:

jo
fe 100 _;goesmsg
Z, 5271/
I fasori delle tensioni sono dati da:
V, = RT =50%1.89e /%% = 94.5¢/%5'V/
V. =2Z,.0 = j16.70%1.91e /% =16.70e’® #1.91e/** =

=~

= 31.56e/7*°V
le correnti sono quindi:
I = nl-/ii - 31_56'9};5 =2.017185 4
T2 15w
I = @ = 31.56e" _ 0.107165" 4
‘T Z, 3183/
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Reti in regime sinusoidale VIL4

ESERCIZIO 3

Determinare:
a)diagramma vettoriale correnti
b)diagramma vettoriale tensioni

Soluzione
Data la frequenza di 50 Hz ed i valori dei componenti si possono
calcolare i valori di impedenza:
Z, = jolL = j*314%0.1 = j31.41Q
o =3 _J '
2 = = =-7318.3Q

€T oc 314%10*10° 4
1| parallelo tra le due impedenze diventa:
Footed to 1 . ogo4%10%ems
R Z. 50 -;3183

Zpe = Y:I_ =49.3%9¢7%* Q

RC
L'impedenza vista dal generatore e”.

Z =Z,+Z =j31.41+48.87- j7.13=48.87 + j24.48 =

=54.661e’*% Q

Prendendo il generatore di tensione come riferimento di fase, il fasore
della corrente che circola nella maglia diventa:
- Jo .
el 100 _gg5eimiy

Z, 5466’
I fasori delle tensioni sono dati da:
V = Z,T =31.41e/ *1.857/* =58.11e/%°V
V., = Zo I =49.39¢7/%* *1.85¢7/%% =91.37e 7"V
le correnti sono quindi:
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Reti in regime sinusoidale VILS5

= Ve 91.377%7

R 50

_ Ve _ 9137877
Z.  31837/%

=183 4

e 0'28;'55,3“ /4

P I *
.>__| . . E=100V
cll LA R=10 0
_ I+ v _ C=50uF
ED R 7 V. L=0.1H
/ ) f=50Hz
/ /

Determinare:
a) diagramma vettoriale correnti
b) diagramma vettoriale tensioni

Soluzione
Data la frequenza di 50 Hz ed i valori dei componenti si possono
calcolare i valori di impedenza:

Z, = jol = j*314%0.1 = j31.41Q

zZ =-J_ m - _/63.66Q
oc 314*50*10°
Il parallelo tra le due impedenze diventa:
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Reti in regime sinusoidale Vil.6

T s e IR
R Z 10 ;3141

RL
L'impedenza vista dal generatore e”:

Z, =2y +2, =897+ j2.84— j63.66 = 61.46e7"° Q
Prendendo il generatore di tensione come riferimento di fase, il fasore
della corrente che circola nella maglia diventa:
F_Eel _ 100 4 g3emey
L 61.46e /%°
I fasori delle tensioni sono dati da:
V. =Z.I =63.66e7" *1.63e’** =103.76e/*V
Vy =2l =9.4177% *1.63e’™¢ =15.17e’**V
le correnti sono quindi:
= Vg 15178/

T om0 151392 )
R 10
= V., 15.17e/%F -
T oooR V'™ D48 A
Y Z, 3141P0%
a0
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Reli in regime sinusoidale V.7

ESERCIZIO 5
\ - - E,=E,=100V,
% ‘é 9;=0°, ¢=90°
R: R, R:=R;=10 Q,
? C=50F
J ) f=50Hz
—— | | Determinare:
C a) fasore corrente nel
- A < condensatore
& kE e | b) fasori corrente nei
generatori
¢) fasore tensione sui
- * resistori
Soluzione
Limpedenza del componente condensatore e’ data da:
Fe—do —J ~ — 63.660)

wc 314*50%10°
Definendo come A e B i morsetti a cui e’ collegato il condensatore si
vede come il circuito rispetti le ipotesi del teorema di Millmann:

£ & 100 100e’*
7 R R 10 10 +10e/%
V. - 1 SN | ;| 10 _ _
#1111 1 1 0.2+ 70.0157
RR Z 10 10 - j63.66
= 70.48e’ "/

Il fasore della corrente nel condensatore e’ dato da:
7 Ve 7048 ey
Z.  63.66e 7"
Le correnti nei generatori si possono calcolare utilizzando I'equazione
di lato come:

Ve +RI, —E =0
7 _ E, -V, _100-70.48¢’*"
! R, 10
=4,68 - j4.62=6.58e 7% A
Vi+RI,-F, =0

=10-5.32~ j4.62 =
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Reti in regime sinusoidale VIL.8

; BV _ j100-7048¢
’ R, 10
=-5.32+ j5.38= 7.57e713% A
Le tensioni sui resistori sono quindi:
I7;‘?1 = Rl‘[_l =10%* 6.58€_j44u = 65.8€_j440|/
I7R2 = Rgf_z =10%* 7,57@f1340 o 75_76j134°v

00 <=
Vo

= j10-5.32 - j4.62 =

E=230V
R;=10 Q,
R;=R3=50Q
L1=L2=0.1H
f=50Hz

Determinare:

a) fasori corrente nei
componenti

b) diagramma vettoriale
tensioni e correnti

Soluzione
Data la frequenza di 50 Hz ed i valori dei componenti si possono

calcolare i valori di impedenza:
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Reti in regime sinusoidale VIiL9

Z,=2,=jol, = j*314%0.1 = j31.41Q
le impedenze dei due rami in parallelo sono uguali e I'impedenza
equivalente diventa pertanto:

Ly = %(»?2 + Jol, )= 25+ j15.70 = 29.52e/21' Q)

I'impedenza totale vista dal generatore e’ data da:
Zo =R +2Z,,=10+25+ j15.7 =35+ j15.7 = 38.34e’*7
prendendo il generatore come riferimento di fase, la corrente in Ry €’
pertanto:
7 E-eifou — Ge N3 4

Z

tot

dato che le impedenze Z,, e Z,, sono uguali, la corrente si ripartisce
in parti uguali nei due rami in parallelo.

E=230V
R;=10 Q,
R2=31.Q
L,=0.1H
C=50uF
f=50Hz

Determinare:

a) fasori corrente nei
componenti

b) diagramma vettoriale
tensioni e correnti
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Reti in regime sinusoidale VIT.10

Soluzione
Data la frequenza di 50 Hz ed i valori dei componenti si possono
calcolare i valori di impedenza:

Z, = jol, = j *314%0.1 = j31.41Q
s =] =7 :
c=oc 31a¥50%10° 7
1| parallelo tra le due impedenze diventa:

g 4 L. oot
“ R +jZ, Z, 31+j3141 - j63.66 N
1,1 0027 +0015¢™ =

T 441265 63.6667%
_ 0.015— j0.015 + /0.015 = 0.0155

7 1 _gs60
v

g
eq
limpedenza totale vista dal generatore diventa:
v =R +2Z,,=10+66.6=76.6Q
da cui la corrente nel generatore:
jo
Ee 230 _ 3.04
Z.. 766
le correnti nei due rami si possono calcolare mediante i partitori di
corrente:

Je=

_ _ = j45° j45° N

I . W B . M12e’ 5 ggermt
Lo+ Ly 31+ j31.41- j63.66 44 7741

o _ = —je0” - j90° |

Pof P g IO _30 PO asren
£ 31+ j31.41- j63.66 44 7e/%!

A. Canova, G. Gruosso, M. Repe=




Reti in regime sinusoidale Vil 11

Determinare:

a) il fasore della corrente in L

b) il fasore della corrente in C

c) il fasore della tensione del generatore

Soluzione

I valori dei componenti sono:

Z, = jol, = j*314%0.1 = j31.41Q

5 _—J -] :

Ze oc  314%50%10° 7 -

e’ noto il valore di corrente che attraversa la resistenza. Assumendo
questa corrente come riferimento di fase, si puo’ calcolare il fasore di
tensione ai capi della resistenza:

V, = RI, =10 *10e’" =100V

A. Canova, G. Gruosso, M. Repetto



Reti in regime sinusoidale Vi 12

questa tensione e’ applicata ai capi dellinduttanza e pertanto e’
possibile calcolare il fasore di corrente che vi passa:

-V, 100 -
T sl =3.18e7* A
tTZ j314

sommando le due correnti si ottiene il fasore della corrente che passa
nel condensatore:

I.=I,+I, =10~ j3.18=10.5¢77¢ 4
il fasore della tensione ai capi del condensatore diventa:
V.= Z.I. =63.66e 7% *10.5¢ /"% =667.87"% =-201.9 - j636.5/

e la tensione del generatore:
:_E = l7c -+ 171,z =101.9 - }'636.5 - 644.66'130‘901/

ESERCIZIO 9

Determinare:

a) il fasore della corrente in Ry

b) il fasore della corrente in Ry

c) il fasore della tensione del generatore

Soluzione
I valori dei componenti sono:

Z, = jol, = j*314*0.1 = j3141Q
o ol = :
Z =—== = —j63.66Q
<= oc 314%50%10° 7
Nota la tensione ai capi del condensatore ed assunta questa
grandezza come riferimento di fase, si puo’ calcolare il fasore della

corrente che lo attraversa:

7 jo -

IC‘ :&-—:—Zi@e——:zl-57€}%/4
Z. 63.66e7"

A. Canova, G. Gruosso, M. Repetic



Reti in regime sinusoidale VILi3

la resistenza R, e’ attraversata dalla corrente:

_ V. 100e’”
R2 = R_2 “ 710

la corrente che attraversa il ramo RL e’ la somma delle due correnti:

I,=I +1,=10+ j1.57=10.12¢/** A

I'impedenza del ramo RL e’ data da:

Z, =10+ j31.41=32.9¢'*Q

il fasore della tensione e’ pertanto:

V, =21, =132.9¢’*% *10.12e’*" =50.9 + j328.9V

la tensione del generatore si ricava dall'equazione di maglia:

E =V, +V.=50.9+ j328.9 + 100 =150.9 + j328.9 = 361.9e’*V

=104

ESERCIZIO 10

Data la rete in regime Einus_oidale rappresentata in figura, in cui:
Z,=2,=4+j4 Q Z,=2,=6+j4 Q

E,=2+j2 V L, =2+2A  |,=1,=1+1A

Determinare:
Il generatore equivalente di Thevenin ai morsetti A-O
La potenza attiva e reattiva erogata dal generatore | ;

N

E(ji_ ) T A

Soluzione
Risposta a)
Applichiamo il Principio di Sovrapposizione degli effetti.
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Reti in regime sinusoidale VIL 14

Per quanto riguarda il contributo del generatore di tensione E,, si ha:
=0 I

Consnderuamo ora il contributo dei generatori di corrente I 52 ed I
La rete risulta:

1 )

Si evince che le impedenze Z e Z, sono in parallelo cosi come Z, e

Z 1l contributo V l2+1s3 & quindi dato dalla tensione ai capi del

parallelo di impedenze tra Z, e Z,, che risultano percorse dalla
somma delle correnti dei due generatori:

l7Aofgz+fg3 :_(fgz+fg3{zz‘:-zz_]=—2—-j10 %

i+,

Per quanto riguarda invece il contributo di ig,, si ha che le impedenze
Z, e Z, non sono percorse da corrente e la corrente igi percorre il
parallelo formato dalle impedenze Z, eZ;

L% - Igl( 2 ]=—2—j10 v

Z+Z

A. Canova, G. Gruosso, M. Repetic



Reti in regime sinusoidale VIT. 15

¢
La tensione totale & pari alla somma dei contributi precedentemente
determinati:

Vo =—4—j20 V

L'impedenza equivalente & pari a

= ZZ
Z,=|=*%L|=3+j2Q
H {Z4+22] ¢
Risposta b)

La determinazione della potenza erogata dal generatore Tgl puo

essere determinata calcolando il circuito equivalente di Thevenin ai
capi del generatore stesso (ossia in assenza del generatore).
Limpedenza equivalente risulta uguale alla precedente:

O zreq

M. JQ Vio
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Reti in regime sinusoidale VI 16

1l generatore equivalente & quello calcolato precedentemente senza il

contributo di |,
I'r/:;o! or IZOIQZ+Ig3 — _'(fgz 3 ng{ _2422_ ] =-2 - le 4

Z,+2Z

]

La tensione ai capi del generatore € pari a:

Vy=1,2Z,, V' =4+j20 V

gl
La potenza attiva e reattiva & pari a:

)

=V, I'g =48+ j32 VA

A. Canova, G. Gruosso, M. Repettc



Reti in regime sinusoidale Viri17

ESERCIZIO 11

Determinare il generatore equivalente di Thevenin tra i morsetti A e
B, sapendo che:

Z,=Z,=10+3Q Z,=Z,=5+20Q

Inl

™~

A
® ™

Soluzione:

Iniziamo con il calcolo del generatore equivalente. Occorre
considerare i contributi dei due generatori. Per quanto riguarda il
contributo del generatore di tensione E , si ha:

E E E FE

+

A
m
Il
!
I

Zdm—Zou-E = sgy
Zy+ 2, 2 2

iy

i : Z
LmI_LJI

Z: Zs

A

B

Per quanto riguarda il contributo del generatore Tg:

- = ZZ ZZ
Voo 2d, | 208y 2908 | g6 15 £ 254 #1)= 808« #3476 ¥
o g(zl+zz Z3+Z4] (1£10)(5 + j J1) J
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Reti in regime sinusoidale VIL18

=@

ot | —

® ™

1| valore complessivo risulta percio:
V=V, =695+ j3.76 V

Infine, per quanto riguarda l'impedenza equivalente:

A
Zi Z
L! T—e—{ )—I
23 24 B
2= Ll Sl gy j15+25+j1=7.5+25=79/184 Q

Z+Z, Z,+Z,

A. Canova, G. Gruosso, M. Repetz



CAPITOLO 8

RETI IN REGIME SINUSOIDALE:
METODO DELLE POTENZE

ESERCIZIO 1

L C R=10 Q
C=100 pF
1 L=0.1H
,. V=230V
- R
( 4 Determinare:

\ a) corrente assorbita
b) P.Q

Soluzione
Si considera vV come riferimento di fase e, in assenza di indicazioni
diverse, la frequenza pari a 50 Hz:

V

s
R+ JX, — JX¢

JX, = jol = j*314.15%0,1 = j31.41Q
— X =—Jj(1/ @C) = - j(10000/314.15) = —j31.831Q

il fasore dalla corrente diventa:

230 230

= = 23723 4
10— j31.8319 + j31.415 10— j0.4169

I=

a questo punto e’ possibile calcolare le potenze assorbite dal dipolo:
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Reti in regime sinusoidale: metodo delle potenze VIIL.2

S =P+ jO=VI"=(230*23)(cos(2.38°) + j sen(2.38°)) =
= 5285.40 + j220.34 VA4

P =5285.40W
Q =220.34 Var

ESERCIZIO 2

R=10 O
C=100 uF
’ L=0.1 H
.- L C V=230V

\ Determinare:
\ a) corrente assorbita
: o e b) P.Q

Soluzione

Si determinano le impedenze dei rami in parallelo:

JX, = jol = j*314.15%0.1 = j31.410

- jX.=-j(1/oC)=-j(10000 / 314.15) = -731.83Q

Si calcolano quindi le potenze attive e reattive assorbite. Dato che i

dipoli sono sottoposti alla tensione V si pud calcolare la potenza
assorbita in funzione della tensione:

2 2
_VE_(B0) s oopy
R 10

Le potenze reattive di Le C:

I/? 2307

=Im —|=- = -1661.95Var
@ [z] 31.83
2 2

& Im[%} =230 _ 1683,9var

Q.. = Q. +Q, =21,96ar

S, =P+ jQ, = (5290 + j21,96 VA
Una volta nota la potenza complessa assorbita dal dipolo si puo
considerare il fattore di potenza:

tgtngﬂzO:coscpzl

ot
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Reli in regime sinusoidale: metodo delle potenze VIIIL.3

in seguito al calcolo del fattore di potenza si pud vedere come i
termini reattivi siano ininfluenti, elidendosi a vicenda, il dipolo €’ in
condizioni di risonanza e dall’esterno viene visto come una resistenza
di valore pari a R. Assumendo la tensione come riferimento di fase, la
corrente assorbita e” quindi pari a:

_ jo )
I Y& _s8.m5
R

d55

ESERCIZIO 3

R=2Q
f L C=60 uF
f ® L=10 mH
f V=230V

o

<
I

Determinare:

a) P,Q del ramo RL

R b) Q del condensatore
c) P,Q complessiva

! d) corrente assorbita

Soluzione
Il problema richiede il calcolo preventivo dell'impedenza del ramo RL:
JX, = jol =7 *314,15%0,01 = j3,141Q
= V? 2307
Sp==<= z

Z* 2-j3.141
eos(57.51° ) = 0.537
sen(57.51°) =0.843

S, =14.20 * (0.537 + j0.843) = (7,63 + j11,98 )kVA.

La potenza assorbita dal condensatore vale allora:

Q. =Im(-joCV?) =-wCV? = -314.15*%60 ¥ 10™° * 230% = —997.14Var

Complessivamente la potenza apparente richiesta ai capi del bipolo &:
S, =(7.63+ j11.98 - J0.99 ) )kVA = (7.63 — j11)kVA

Si calcola infine la corrente assorbita:

tgop = %"*’— =1.44 = cos ¢ = 0.569

fot

=14.20e’”*" kVA
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Reli in regime sinusoidale: metodo delle potenze VIIL.4

G, B T30 e
Vecoso 230%*0.569
ESERCIZIO 4
R=0.5Q
C=30 pF
L=10 mH
V=100 V

Determinare:

a) P,Q del ramo RL

b) Q del condensatore
c) P.Q comp_lgssiva

d) tensione VP

Soluzione
Si determinano le impedenze dei tre componenti:
JX, = jolL = j*314.15%0.01 = j3.14Q

- X, =—j(1/eC)=-j(1/314.15%30%10°) = —j106.1Q

R=0.58
Assumendo V come riferimento di fase si puo’ determinare la corrente
nel ramo RL:
T - l7 = ]00610 = 100 e_jgolgo -
R+ jX, 05+ j3.14 3.181
= 31,447 /%74;

Sw =VI" =100 * 31,4475 = (497 .185 + j3104 VA;

Per trovare la potenza reattiva assorbita dal condensatore, nota la reattanza
e la capacita”:

Qp = X I* = —106.1 % 31.44> = —104.86kVAr

Complessivamente il bipolo assorbe una potenza complessa che,
grazie al teorema di Boucherot, si calcola come somma di tutte le
potenze singole:

Syt = 0.497 — j101.77 kVA;
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Reti in regime sinusoidale: metodo delle potenze VIIL.5

La tensione agente su tutto il bipolo si pud calcolare dai dati sulla
potenza:

tg o= Qe _ 204.7 = cos ¢ = 0.005
tot

P 4970

= = = 23604
ITcoso 31.44 *0.067
ESERCIZIO 5
1 R=10Q
L L=10 mH
/ ' V=230V
Q=10 kVAr
( v —£
|V — Determinare:
/‘\\;.Q a) P,Q del ramo RL
R b) Q del condensatore
||\ ] C) c
d) corrente assorbita
Soluzione

Al fine di determinare la potenza attiva e reattiva del ramo RL si pud
calcolarne I'impedenza:
JX, = jol =j *314.15* 0.01 = j3.14Q

R=1Q

|Za| =12 +3.14% =3.200

AER.{ = fan“[3'—114] =72

da cui la potenza complessa si puo calcolare come:

e e PR 230° S 5
S, =V*I"= T [16045 cos(72°) + j16045sen(72° )VA =

P, =4.87kW ;
Q,, =15.26kVAr ;

A questo punto, nota la potenza reattiva assorbita dal dipolo e quella del
ramo RL, per differenza e’ possibile calcolare quella assorbita dal
condensatore:

Q- =(10 - 15.26 )kVAr = -5,26kVAr
La capacita dello stesso condensatore e’ quindi pari a:
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Reti in regime sinusoidale: metodo delle potenze VIIL.6

= |Q‘l Y

wlV* 314.15% 230
La corrente assorbita dal dipolo si puo calcolare mediante le potenze:
g = g—wf —2.05 = cos @ = 0.438

tot

_ P _ 4870 _ 48344
Vecoso 230%*0.438
ESERCIZIO 6
C=1pF
= V=230V
4 P=20 W
f C ” Q=20 VAr
% el z
S T Determinare:
%P:Q a) Q del cgndensatore
s b) P,Qdi Z
c) R X
Soluzione

La potenza reattiva del condensatore si puo’ calcolare nota C e la
tensione applicata:

Q= Im(-jCV?) = -314.15* 107 * 230 = -16.62VAr

Per differenza la potenza attiva e reattiva di Z diventa:

Q,=Q-0Q. =20-(-16.62) = 36.62VAr

P, = 20W

A questo punto, nota la tensione e la potenza complessa si puo’
calcolare I'impedenza del ramo RL:

tg o= g—z ~1.83 = cos @ = 0.479

=

- B D _pisy
Vcose 230%*0.479
Vv 230
A OO OO, i 5
=T 018

R =2, cos¢=0612Q
X, =Z,sinp=11210
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Reti in regime sinusoidale: metodo delle potenze VIIL.7

ESERCIZIO 7

V=230V
Z=5+ 50
Z,=0.1+ j0.2Q

Determinare: _
a) corrente assorbita da £
b) PQdi £
c) tensione VY

Soluzione
La corrente che transita nel carico e’ data da:
Fol _ B0 g ey ey

Z 5+J5

La potenza attiva e quella reattiva assorbite da questo valgono:

P, =RI* =5% (32,52 )® =5.28kIW

Q, = XI* =5%(32.52)? =5.28kVAr

La tensione Vp si puo’ calcolare dalla potenza complessiva assorbita
dai carichi. La potenza attiva e reattiva dellimpedenza 7 si puo’
calcolare come:

P =RI*=0.1%*32.52 =105.7W

Q = XI? =0.2%32,52 = 211.5/A4r

la potenza complessa in partenza alla linea diventa:

P, =P, + P, =5280+105.7 = 5385.7W

Q, =Q, +Q, =5280+211.5 = 5491.51/4r

da cui si ricava il fattore di potenza:

tgo= % =1.02 = cos ¢ = 0.700

P
e la tensione in partenza alla linea:

P 5385.7
Ve 2 o = 236.5/
" Icose 32.52%0.700
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Reti in regime sinusoidale: metodo delle potenze

VIII.8

ESERCIZIO 8
Z I V=230V
gL gk P=10kW, Q=10KVAr
1 Z, =014 j0.2Q
VP Vv PfQ
Determinarei
| \ a) corrente /
b) P,Qdi <
¢) tensione Ve
Soluzione
La corrente assorbita dal carico e’ data da:
tgp = % =1.00 = cos ¢ = 0.707

F 10000

I= = =61.494
Vecose 230%*0.707

La potenza attiva e quella reattiva assorbite dalla impedenza di linea

valgono:
P =RI*=0,1%(61.49)* =378,1W

Q, =X,I*=0,2*%(61.49)* =756,4VAr

la potenza complessa in partenza alla linea diventa:

P, = P+ P, =10000 + 378.1 =10378.1 W

Q, = Q +Q, =10000 + 756.4 = 10756.4 VAr

da cui:
go= % =1.04 = cos ¢ = 0.694

-l
e la tensione in partenza alla linea:
v, = P _ 10378.1  _ 241.6V/
Icosp 61.49*0.694
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Reti in regime sinusoidale: metodo delle potenze VIII.9

ESERCIZIO 9
Z —f» V=230V
— ] y LB
_ p P=10kW, Q=10kVAr
Ve 14 Q Z,=0.2+j0.20

- Determinare:

R a) corrente ]
! b) P,Q di <

c) tensione Ve

Soluzione
Per calcolare la corrente assorbita dai due carichi €' necessario
determinare la potenza complessa:

2 2
8= Vo = 5290/

R 10
che sommata alla potenza attiva del carico fornisce una potenza
complessa complessiva:

P, = P+ P, =10000 + 5290 = 152901/

Q,, = Q = 10000VAr

Qx‘o:‘
g @ =2kt
ge=y

tot

T P _ 15290
Vecosep 230%*0.837

La potenza complessa della impedenza di linea diventa ora:

P, =RI*=0,2%(79.43)* =1261.9W/

Q, =X,I*=0,2%(79.43)°VAr = 1261.9VAr

P> =P+ P, =15290 +1261.9 = 16551.9W

Qpr =Q+Q, =10000+1261.9 =11261.9VAr

da cui secondo il noto procedimento:

lgop, = % = 0.680 = cos ¢ = 0.826

F=

__ P _ 165519
# Tcosg, 79.43%0.826

=0.654 = cos ¢ = 0.837

=7943 A

=252.3V
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Reti in regime sinusoidale: metodo delle potenze

VIII.10

ESERCIZIO 10

V=230V
o 7 F’_-—lOkW, Q=15kVAr
Z ., Z,=0.2+j0.20
o—{
4 1
_ _{|pPQ
Ve v ( ' Determinare:
\\ a) corrente f_
- b) tensione Ve
¢) rifasamento cosg’=0.9
d) corrente '
7!
e) tensione Ve
Soluzione
Si puo’ calcolare la corrente assorbita dal carico dai dati delle
potenze:
tgp = % = LS = omsy=0.554
P 10000

= 78.484

I = =
Vcose 230*0.554

P, = RI* =0, 2% (78.48)° =1231.8W

Q, =X,I* =0,2*(78.48 )*VAr =1231.8VAr
P, = P+ P, =10000 +1231.8 = 11231.8//
Q, = Q+Q, =15000 + 1231.8 = 16231.8VAr
da cui secondo il noto procedimento:

g, = % =1.445 = cos ¢ = 0.569

I

y __ P _ 112318
# Icosg, 78.48%*0.569

= 251.5V

Per realizzare il rifasamento con fattore di potenza 0,9 si deve
introdurre una capacita che assorba la potenza reattiva in eccesso:

Q. = P(tan ¢'—tan ¢) = 10000(0.484 — 1.5) = ~10160VAr

@] 10160

Ci= Tl 2
wl/ 314,15 * 230

— 611pF
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Reti in regime sinusoidale: metodo defle potenze VIII.11

In condizioni di carico rifasato, la corrente assorbita dalla linea
diventa:

I P _ 10000
Vecoso 230%0.9

e di conseguenza si modificano tutti i valori gia’ calcolati

P',=RI'*=0,2%(48.31)" = 466.7W

Q,=X,I'"=0,2* (48.31 )*VAr = 466.7VAr

P’y =P+ A =10000 + 466.7 = 10466.7W/

Q' =Q+Q. +Q, =15000 — 10160 + 466.7 = 5306.7VAr

da cui secondo il noto procedimento:

r

tgy’, = —)b,—" = 0.507 = cos ¢’, = 0.891
-4

yro__Ps _ 10466.7
" I'cos¢,  48.31*0.891

=48.314

=243.2V
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CAPITOLO 9

AMPLIFICATORI OPERAZIONALI

ESERCIZIO 1

Calcolare la tensione V, del circuito indicato in figura sapendo che:
R1=10 Q R2=30 Q R3=15 Q E1=20 Vv

Soluzione
Ricordando che per I'amplificatore operazionale ideale la corrente
entrante nei morsetti "+” e“-" & ugualea 7, =7 =0 e che

V., =V_ si avra che

Vi =V =RT, =0V

da cui si pud ottenere il valore della corrente I, scrivendo I'equazione
di Kirchhoff delle tensioni:

V_+RI,+E =0

e quindi:
ﬂ=—K+5

1
Essendo 1.=0 si avra che

=2A
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Amplificatori operazionali IX.2

L =1,=2A

per cui il valore della tensione V, si ricava scrivendo l'equazione di
Kirchhoff delle tensioni:

V -RI,-V,=0

ottenendo quindi

V, =-R, 1, =30V

ESERCIZIO 2
Calcolare la tensione V, del circuito indicato in figura sapendo che:
R;=10 Q R,=30 Q R3=35 Q R4=25 Q E;=20 VE,=10V

R3

Soluzione
Ricordando che per I'amplificatore operazionale ideale la corrente
entrante nei morsetti “+” e“-" e ugualea 7, =J_=0 eche

V, =V_ siavra che

V.=V =R,

La corrente I5 si puod ricavare scrivendo l'equazione di Kirchhoff alla
maglia:

E,-RI;-RI,=0

da cui

f=—tl_.—054

LAY
La tensione ai morsetti di ingresso dell'amplificatore sara allora:
V. =2V =R1L =15V
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Amplificatori operazionali IX.3

I calcolo della corrente 1; si ottiene scrivendo I'equazione di Kirchhoff
alla maglia:

V+RIL+E,=0

da cui si ricava:
fonge V_+E,

4
Essendo 1.=0 si avra che
Li=1,=-1A
per cui il valore della tensione V, si ricava scrivendo I'equazione di
Kirchhoff delle tensioni:
V -RI,-V,=0
da cui si trova:
V, =V_-RI, =50V

=-1A4

ESERCIZIO 3
Calcolare la tensione V, del circuito indicato in figura sapendo che:
R2=3 Q R4=4 Q R_3=1 Q Igi=2 A E2=4 V

Soluzione
Ricordando che per I'amplificatore operazionale ideale la corrente
entrante nei morsetti “+”e™-"éugualea 7, =7_ =0 e che

V. =V_ siavra che

V, =V.=-R,I, =6V

Il calcolo della corrente I; si ottiene scrivendo I'equazione di Kirchhoff
alla maglia:
V +R I +E; =0
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Amplificatori operazionali IX.4

da cui si ricava:

I, =—V—;EQ =0.25A

4

Essendo 1.=0 si avra che

I =1, =0.254

per cui il valore della tensione V, si ricava scrivendo l'equazione di
Kirchhoff delle tensioni:

V =R, -V, =0

da cui si trova:

V, =l —RJI; =625V

ESERCIZIO 4
Calcolare la tensione V, del circuito indicato in figura sapendo che:
R1=10 Q R2=8 Q R3=15 Q R4=40 Q E1=20 V E2='40 V

Ra

Soluzione

In questo caso si hanno due amplificatori in cascata. Per risolvere la
rete € necessario procedere per ordine, partendo dal calcolare |'uscita
dell'amplificatore a sinistra che costituisce un ingresso
dell'amplificatore a destra. Ricordando che per Iamplificatore
operazionale ideale la corrente entrante nei morsetti “+” e "-" e
ugualea I, =7 =0 eche V, =V_ siavra che

V.=V =F =0l

1l calcolo della corrente I, si ottiene scrivendo I'equazione di Kirchhoff
alla maglia:

V_+RI, =0

da cui si ricava:
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Amplificatori operazionali IX.5

I = —K‘— =—4 A

R
Essendo 1.=0 si avra che
I,=1,=-4A

per cui il valore della tensione V', si ricava scrivendo I'equazione di
Kirchhoff delle tensioni:

V.-RL-V',=0

da cui si trova:

V',=V_-R,I, =52V

A questo punto per il secondo amplificatore si avra nuovamente

I. =1 =0eV, =V_percui

V.=V =E, =-40V

Il calcolo della corrente I; si ottiene scrivendo I'equazione di Kirchhoff
alla maglia:

Vi,V -RI,=0
da cui si ricava:
P S =6.134 A

3
Essendo 1.=0 si avra che
I,=1I,=6.134 4
per cui il valore della tensione V, si ricava scrivendo I'equazione di
Kirchhoff delle tensioni:
V_-R, I -V, =0
da cui si trova:
V, =V_-R,I, =-285.36V
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Amplificatori operazionali IX.6

ESERCIZIO 5
Calcolare la tensione V, del circuito indicato in figura sapendo che:
Ri=10 Q R,=20 Q R3=5Q E;=10VE,=20V ;=2 A

R3
I3

Soluzione
Si utilizzera il principio di sovrapposizione degli effetti per la soluzione
del circuito, spegnendo a turno i generatori indipedenti.

Per prima cosa si spenga il generatore di corrente, ottenenendo cosi
la rete seguente:

Ricordando che per I'amplificatore operazionale ideale la corrente
entrante nei morsetti “+” e “-” & uguale a I, =1 =0 e che
V, =V_ siavra che

V.=l =E =10V

1l calcolo della corrente I'; si ottiene scrivendo I'equazione di Kirchhoff
alla maglia:

V +RI'\-E,=0

da cui si ricava:
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Amplificatori operazionali IX.7

r=5"Y%_,4

R,
Essendo 1.=0 si avra che
I'=I'=1A4

per cui il valore della tensione V', si ricava scrivendo I'equazione di
Kirchhoff delle tensioni:

V_ - R3[|3_V|0 = 0

da cui si trova:

V'G,:Il/_ ‘_R3[l3:5V

Si spengano adesso i generatori di tensione lasciando accesso il solo
generatore di corrente ottenendo in questo modo:

Rz
I\"f

Questa volta si avra:
V., =V_=-R,1, =40V
Il calcolo della corrente I"; si ottiene scrivendo I'equazione di
Kirchhoff alla maglia:
V+RI'" =0
da cui si ricava:

1 =2 V_
I'=—==4A4

RI

Essendo 1.=0 si avra che
I'y=TI"%=4A4
per cui il valore della tensione V", si ricava scrivendo I'equazione di
Kirchhoff delle tensioni:
I/_ - R3I”3—I/“O = 0
da cui si trova:
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Amplificator operazionali IX.8

I/ 'O= V_ = Ra.[”?’: ‘“60V
A questo punto la tensione cercata sara:
v, =V',+",=-55V

ESERCIZIO 6
Calcolare la tensione V, del circuito indicato in figura sapendo che:

Ri=4 Q X=30 Q X=15Q I, =2 A E,=4V

.ﬁfz_fp‘_

Rlcordando che per Iamphﬂcatore operazionale ideale la corrente
entrante nei morsetti “+” e“-"éugualea 7, =7_=0eche V, = =V
si avra che

V, =V =-jx,1I g =—J60A

Il calcolo della corrente 7, si ottiene scrivendo l'equazione di
Kirchhoff alla _maglia:

V+RI,+E, =0

da cui si ricava:

I, =—V-;EZ =1+ jI5A

4

Essendo J_ =0 si avra che

I =I,=-1+ j15A

per cui il valore della tensione I/,si ricava scrivendo l'equazione di
Kirchhoff delle tensioni:

V+ixI-V,=0

da cui si trova.

V, =V + jX.I,=-225- jI5V
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Amplificatori operazionalf IX.9

ESERCIZIO 7

Calcolare la tensione V, e la potenza complessa assorbita
dall'induttore L, nel circuito indicato in figura sapendo che:

R4=4 Q XL1=20 Q X|_2=10 Q Xc=15 Q Eg =4V

Ry ?ﬁpﬁ_

Ricordando le proprieta dell’amplificatore ideale si avra:

V,=V_=0A

Il calcolo della corrente I, si ottiene a questo punto scrivendo
I'equazione di Kirchhoff alla maglia:

V+RI, +E,=0

da cui si ricava:

- E,

Ity
R,

Essendo 7 =0 siavra che

I =I,=-14

per cui il valore della tensione Vsi ricava scrivendo I'equazione di
Kirchhoff delle tensioni:

V +xI,-V,=0

da cui si trova:

V, =V + jX.I,=—j15V

Il valore della potenza assorbita dall'induttore sara:

= _ V2 25

S, ==2 —=—J15VA
T Jj15 J
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CariTOLO 10

RETI TRIFASE

ESERCIZIO 1

Zy =2+ j20Q
V=400 V

Determinare:
a) fasori ,‘1! l&: I3;
b) P,Q del carico

Soluzione

Dato che il carico e’ equilibrato, la tensione a cui sono sottoposte le
impedenze e’ pari a quella del generatore di fase corrispondente. Le
tensioni di fase si possono ricavare dalle tensioni concatenate divise
per+/3 . Prendendo E, come riferimento di fase:

E =230 oo _ 3000y

NE

A partire da questo risultato, la corrente di fase si ottiene dividendo
per l'impedenza di fase: Z, = 2J2e/**" e si ottengono i tre fasori di
corrente richiesti:

_ £ Jo - co

Toln o B0 5 55 o)
Zy 2\/59145

_ = —j120° o

1'2:&:%:81.659‘”65/4
Z, 22e’¥

_ = J120° .

I3 25:*@'8———0'-:81.6561?5/4

Per il calcolo delle potenze si considera tre volte la potenza complessa
della singola impedenza:
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Reti trifase X.2

P =3RI*=3-2-(81.65) = 40kW
Q=3X*=3.2-(81.65) = 40kVAr

ESERCIZIOZ
H b {
d —>

BT
O et |

&

Z,=3+ 30
V=400 V

NI

Determinare:
a) fasori h, b, k;
b) P,Q del carico

NI

NI

Soluzione

L'esercizio si puo’ risolvere considerando il carico a triangolo o
trasformando il triangolo in una stella equivalente:

s 1= 1 ; .

Zy:32a=§(3+;3)=1+;sz

Prendendo E, come riferimento di fase:
= 400 :
E, =—¢e’% =230e’°V

SRVE]
A partire da questo risultato, la corrente di fase si ottiene dividendo
per l'impedenza di fase: Z, = J2¢*5 e si ottengono i tre fasori di
corrente richiesti:

o
230‘2 —=1633¢7"A

230e‘f il

\/’2‘6;45

=163.3¢7'"A

_230e"™”

=163.3¢7"" A
ﬁe;45
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Reti trifase X.3

Per il calcolo delle potenze si considera tre volte la potenza complessa
della singola impedenza:

P =3RI* =3-1-(163.3) =80kW
Q=3XI*=3-1-(81.65)" =80kVAr

ESERCIZIO 3
I
i e -
Sl 1 Z, =1+ jIQ
ll s
Vv z, Z, =3+ j3Q
V=400 V
1>
~F 15 !
® l Z
24
~F I
L
Determinare:
a) i fasori delle 3 correnti
di linea
b) P,Q del carico

Soluzione

Si puo’ notare come i due carichi equilibrati siano collegati in parallelo
essendo sottoposti alla stessa tensione. Per determinare la corrente
di linea complessiva si puo’ trasformare il carico a triangolo in uno a
stella e calcolare il parallelo equivalente:

1= 1 - ;
Zy_gza :§(3+j3)=1+]1§2
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Reti trifase X.4

I
~
N

\

v
ot |2
ek A
Ve
O+ =in-

E:%’eﬂ — 230e”°V.,

A partire da questo risultato si divide per l'impedenza di fase:
2?_ o é(ﬁehso }Q

e si ottengono i tre fasori di corrente delle correnti di linea:

I, —i—32227e T4
Zr

L 5 et g
Zr

o =5 30767

pe ZT

Per il calcolo delle potenze si considera |'espressione dell'impedenza
nei dati:

P =3RI* =3.1-(322.27) = 311.57KW
Q=3XI*=3-1-(322.27) =311.57KVAr
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Reti trifase X.5

ESERCIZIO 4

/-‘\+ - =

- V=400 V
VE PO P=10kwW

S Q=4 KVAr

s
L

Determinare:

a) la corrente assorbita dal carico

b) limpedenza equivalente a stella

c) limpedenza equivalente a triangolo

Soluzione

La corrente assorbita dal carico pud esprimersi in funzione della
potenza attiva purché sia noto il fattore di potenza. Questo si pud
desumere calcolando:

fano = Q =0.4 = coso = 0.928
¢ p ®

la corrente di linea si puo’ ricavare dalla formula della potenza:
P 10000 S

" B-V-cosg 37*400*0.928

L'impedenza a stella equivalente si puo’ ottenere considerando che
ciascuna impedenza attraversata dalla corrente di linea assorba una
potenza pari ad 1/3 della potenza totale del carico:

P 10000
R =—"= =13.8Q
¥ 31> 3*(15.54)

A R T

Y T3 3%(15.54)
Z, =R, + jX,=(138+ j5.52)Q

In caso di impedenze collegate a triangolo si puo’ considerare che la
corrente di fase e’ 1/4/3 della corrente di linea, a questo punto
ciascuna impedenza del triangolo diventa:
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Relj trifase X.6

R = P . 100002 _ 41.40;
3{ IJ (15.54)
V3
x,=—2 - 30 _ 15560
3( ;J (15.54)
V3

Z, =R, +jX, = (41.4+ j16.56 )Q

ESERCIZIO 5

Z

' 64- —— V=400 V
O 4 —— 4P P=5KW

E+ Q=2 kVAr
€

Determinare:

a) la corrente assorbita dal carico
b) P,Q della linea

c) Ve

d) il valore dei generatori di fase

Soluzione

La corrente assorbita dal carico pud esprimersi in funzione della
potenza attiva purché sia noto il fattore di potenza. Questo si pud
desumere calcolando:

tgo= % =04 = cos 9 =0.928
la corrente di linea si puo’ ricavare dalla formula della potenza:

" P B 5000 B
V3-V-cose /3 %400*0.928
Note le correnti che transitano sulla linea & possibile trovare la
potenza attiva e quella reattiva assorbita dalla linea trifase:

P =3RI*=3.0.1-(7.77) =18.11W
Q=3X1"=3-0.1-(7.77F =18.11WAr

7.77A
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Reti trifase X.7

La tensione in partenza alla linea si puo’ ricavare dal metodo delle
potenze:

P, = P+P, =5000 +18.11 = 5018.11W
Q, =Q+Q, = 2000 +18.11 = 2018.11VAr

tano, = % =0.402 = cos ¢ = 0.927

-

o - P, _ 5018.11
* J3.I-cosg, +3*¥7.77%0.927

I generatori di fase posti a monte della linea hanno quindi un valore
efficace di tensione pari a:

= 402.2V

Vv,
E,=—-2=232.2V
B
ESERCIZIO 6
~F V=400 V
V )' R=10 Q
i wl P,Q P=5kW
J o Q=2 kVAr
.
= @
Determinare:
a) la corrente assorbita dai carichi
R b) P,Q dei carichi
Soluzione

Per calcolare la corrente assorbita dai carichi si puo’ calcolare la
potenza complessa del sistema di resistenze e poi, grazie al teorema
di Boucherot, sommare a quella del carico a fine linea:

WiBf v
Pr =
R R 10
Sir =Pr + P+ JjQ =21+ j2)kVA
la corrente assorbita si puo’ ottenere come:

tang,,; = %‘1 =0.0952 = cos ¢ = 0.995

fot

= 16kW
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Reti trifase X.8

I= Frot = AR =30.46A
V3.V . cos@, 3 %400%0.995
ESERCIZIO 7
v ) V=400 V
C=10 pF
L [ ] ®
Cy Determinare:
a) la corrente nei condensatori
b) Q dei condensatori
Soluzione

Ogni condensatore e’ sottoposto alla tensione di fase, percio’,
assumendo la fase 1 come riferimento:

— 400 -
o= e’” =230e’"V
RE]
I'impedenza di ciascun condensatore e’ data da:
= 1 : i :
— ————— =-7318.3Q.
ot =/ 3tatsri0s -

I fasori delle correnti si ottengono dividendo la tensione stellata per
I'impedenza trovata:

- 2306/

L =—— =072 A
318.3e 7%

_ ~J120° .

5, =220 _(7e/ 4
318.3¢ /%

~ j120° e

.[3 == L = 0,?2612]0 A
318.3¢ 7%

La potenza reattiva dei condensatori vale:
Q. =3X.I* =3(-318.3)(0,72) = -495.16VAr
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Reti trifase X.9

ESERCIZIO 8
VY V=400 V
/ C=10 pF
Cs I
Determinare:
_ I _ a) la corrente di fase in C,
- | - b) la corrente di linea
¢) Q dei condensatori
Soluzione

L'impedenza di ciascun condensatore € identica a quella calcolata
nell’'esercizio precedente:
Foo wd o 1

c=7oc ~ 73a15+10°
Questa volta pero” la tensione a cui e’ sottoposto ciascun
condensatore e’ pari alla tensione concatenata. Il valore efficace della
corrente di fase nel condensatore diventa:

v 400

I, =—=——=126A
" Z. 3183

La corrente di linea invece & pari a 4/3 volte la corrente di fase:
IT=y3%I =.3%126=2.184

La potenza reattiva si pud calcolare direttamente dalla tensione
concatenata:

Q. = -30CV* =3-(-318.3)-(400) = —-1507.92VAr

=—7318.3Q.

r
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Reti trifase X.10

ESERCIZIO 9
Z z
1 %+V v V=400 V
0—@ip—6}—| 2}, =1.5+j0.5Q
e Z,=0.1+ j0.1Q
T, +— —e— ’

Determinare:

a) la corrente assorbita dal carico
b) P,Q della linea

c) Vp

Soluzione
Per il calcolo della corrente assorbita dal carico si calcola I'impedenza
del carico in modulo e fase:

Z, = 158",
da cui la corrente di linea assorbita:
F= V/ﬁ =2—30=145.6A.

Z 1.58

¥
la potenza attiva e reattiva assorbita dal carico €’ pari a:

P =3R I*=3.1.5-(145.6) = 95.4kW
Q=3X,17=3-0.5-(145.6)° = 31.8kVAr

Nella linea trifase transitano le stesse correnti di linea gia calcolate
nel punto precedente. E' allora immediato calcolare le potenze attive
e reattive assorbite:

P, =3RI?*=3.0,1-(145.6) = 6.4kW
Q =3X,1*=3.0,1-(145.6) = 6.4kVAr

La tensione ai capi della linea si ottiene applicando il teorema di
Boucherot:
P, =P+P =954+6.4=101.8kW

0, =0+Q, =31.8+6.4 = 38.2kVAr
tang, = % ~0375 = cos¢ = 0.936

=

A 1018%10°
J3-I-cosg, ~/3%145.6%0.936

Vv, = 431.2V

A. Canova, G. Gruosso, M. Repetto



Reti trifase X.11

ESERCIZIO 10

Z
~F . / V=400 V
v, ; Z,=0.1+ j0.1Q
O+ i @ EK PQ Pilﬂ kW
Y, e—{ e
Determinare:

a) condensatori a stella per rifasamento a cos¢p’'=09.
b) P,Q della linea con rifasamento
¢) Vp con rifasamento

Soluzione

La potenza reattiva richiesta ai condensatori di rifasamento e’ pari a:
Q. = Pltan¢'—tan ¢) = 10000(0.484 — 1) = -5160VAr.

La capacita' dei condensatori a stella si puo' ricavare considerando
che ciascuno e' sottoposto alla tensione di fase:

2| 5160

C, - 13/ = 3400 = 102.6uF
~_| 314,152
{5 o

La corrente di linea assorbita dal carico rifasato si puo’ ricavare dalla
formula della potenza:
7 P 10000

" J3.V.-cosg' /340009
Nota la corrente di linea si ricavano le potenze di linea:
P, =3RI*=3%0.1*(16.04) = 77.1W
Q =3X1?=3.0.1.(16.04) = 77.WVAr
La tensione in partenza alla linea si puo’ ricavare dal metodo delle

potenze:
P, =P+ P, =10000+77.1 =10077.1W

@, =Q+Q.+@Q, =10000-5160 +18.11 = 4917.1VAr

tang, = % =0.488 = cos ¢ = 0.898

=16,044

I3
' 10077.1

v, = d = = 404V
" J3.I.cosg, +/3%16.04%0.898
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