Patterson: 3.5

Lezione 12 - Standard IEEE-754 per le operazioni floating-point

(o . ‘oo QN
* Nelle operazioni f|00'|'lf(l\g point dobbiamo rappresentare &= bye”
'\
’ngr_r\g_r‘l,mn—dwmelleg 3116 < tom Lomw for FO
. Reolls o 1 "' .
numer'! molto plCCOll., e.g., .000000001 9 pomew &¢ QW\;Or FEJJI% 8 j;ﬁi
* numeri molto grandi, e.g., 3.15576 x 10 N asodiome MM’L W"df

B R

. . (U
. Rappresem'azu%ne nel calcolatore: P st

5 Qﬂm\‘mu%,o
* Partendo dall'idea di memorizzare Ta(l\{l\gr'\umer'l usando cifre binarie,
scriveremo il numero floating point x da rappresentare nella forma: Cpg{,&} M@\

x = (-1)¢9" x mantissa x 2esponente
orpoton T 41, Nore ol G e
- dove viene scelto 1 <= 'mantissa’ < 2 e Qe o 3987 gompe 4

- piu cifre binarie (bit) di ‘'mantissa’ danno piu accuratezza nelle operazioni

- piu cifre binarie (bit) di 'esponente’ permettono numeri molto grandi e molto piccoli

Roberto Giorgi, Universita di Siena, C124L12, Slide 1 h-|--|-ps ://ar'cal ) d“sm . unisi ) it



IEEE-754
- TEEE 754 floating point standard:

- singola precisione (“float” del C) > uso 32 bit per memorizzare:
1 bit per S, 8 bit per E, 23 bit per M**

- doppia precisione ("double” del C) > uso 64 bit per memorizzare:
1 bit per S, 11 bit per E, 52 bit per M**

* quadrupla precisione (*__float128"” del C) - uso 128 bit:
1 bit per S, 15 bit per E, 112 bit per M**

—— i -

. = esize = msize
Esempio:
b A Do wouus (ﬁwm.ﬂﬁm

910 31 |[EEE-754 Singola Precisione (32 bit totali)
" v ' Se x = 0.6, la sua rappresentazione floating point IEEE-754 &: oo ~ax
S E F= 111111 1010, (=0x3f19999a) *W@’?ﬁwagb

\

mom £ (L o, Ao Fth,S)ZmMEo (% g_+{ PNt 5 SP

**Nota: utilizzando il “trucco’ della normalizzazione della mantissa nella forma 1.xxxxx (/¢ 2
le cifre (binarie) effettive per la mantissa sono 24 (singola prec.), 53 (doppia prec.), 113 (quad. prec.)

Roberto Giorgi, Universita di Siena, C124L12, Slide 2



RELAZIONE FRA NUMERO e
SUA RAPPRESENTAZIONE IEEE-754 <S,E,M>

- Sia

X = (-1)%e9 x mantissa x 2esponente

- Nel formato IEEE-754 la rappresentazione F di x é:
(%)eee-754=F=<S,E,M>

dove _
S = segno J: 0eQo
€ SCoNENTES oy R f? otis, o s | RELAZIONE FRANUMERO x
EE = esponen'lj‘lg;eﬁpolar'!’zﬁgzaf:o e E SUA RAPPRESENTAZIONE IEEE-754
M = inf[‘fﬂfﬁanﬁséa- ) x 2"1“’5‘26] (Ne , U Ao N

Crestis Bumpipz) N e e b e @ lgo T, (83> GE 2 ‘Q\MS = WY (o9 ‘53‘2}3)
(S.E.M sono numeri interi rappresentati su un certo numero di bit ovvero . reno
S=001, M« 2msize [E ¢ 2esize_] polarizzazione=2°size-1-1) SE WT € peuddico

Wao (227 Ep. L 055 po=n: 227 TOwRCo

Per es. in «IEEE-754 singola precisione» si ha: polarizzazione=127, msize=23, }E‘ize=8 quindi:
e @ G n ool 2 (| S

x=0.375 = (-1)° x[1.5 x 22| oppup\EAT (gL 25 2

Ob-NP p¢=2

> segno=0,esponente=-2,mantissa=1.5 > S=0, E=-2+127=125, M=(1.5-1)* 223-222 Z’O%JE;M

> > (X)ieee.754 = f‘n_: <0,125,2225, ., = <0,0111 1101,1W%QO%£QQ(LOQQ2.,WZ pRe
TWRLETTA O 29 & S\

_ _gﬁm‘.a_ét%flm_ NATISsA @Q C‘OJAQ\*W Nota: I'operazione int[.] tronca il numero di bit = quindi la
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Come utilizzare i bit

* Nel caso di interi a 32 bit: Ko o o o
- . MMM“‘MM&‘- L
n{@m\ M e @"Jﬁ\p‘ - rY\g‘ﬁja'/\gl‘nteri rappresenteé'(ﬁ‘i‘-’(h{ltomplemento a2)
Ro ot (araoudelils 2 pow -~ \‘

< 0 > T Our

031 231 _ ] . .

.J Soneue Mosn NMD)Z: (U (uS-L

\. Nel caso di floating-point: f e o 222 P

el caso di floating-point: , , ... fa > e
NIMEAL Tad®o ACCol- ¥
Overflow  Numeri negativi rappresentabili AN 9 Numeri positivi rappresentabiliy  Overflow
- sui negativi Y0y [poerwD, . i + oo
gativi sui positivi
< X A >
L(2-2°23) . 2127 _1.2-126 1.2-126 (2-223) . 2127 |,

SR Al,fﬂ." QUJLM»B@J A Underflow Underflow

b v G Wﬂu‘ (o bt sui negativi sui positiyl
AR —

C Qn[«ﬂm}m- (e wdn oRe L AL7 A eKp

o o usaZo (28 € \L7 b e, Cool i co prutec 3.0

Nota: il numero di valori rappresentati con 32 bit € circa lo stesso nel caso INT e in quello FP... la densita dei punti non € costante, quindi.

Nome/ ()XCM’ s’ (Mool 0 ol o um W% € @ Vo (alo  on Lo STome (lg‘th\m sel 7 WP‘Q“"R
vewo lo @ waa.. I;;; :::I ——— I —t— — I &702:1"““
UU\&O 00 : 2_3 2_2 2_1 oum 20 P ; | ’
Pow No b SO sl , ke =7 O sl Joye 6 Foro spl- | G@)’“S.%,
}.(m)a)‘. o, \ o ¢ N:‘j W‘\»(wfe- (\'\.q,v&'{" L LJAV N DA ,441'%' We. L mWhe/lk M@)}‘lﬂﬂ
' —] A L stoma Spradie
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valony

Q/)(f z \’18[ |24 >»° W&I
IEEE 754 floating-point mantissa ed esponente

* Mantissa

- Rappresentazione in base due con Normalizzazione (e modifica dell'esponente)
in modo tale da riportare un 1 nella cifra piu significativa

- (tale unico) 1 prima della virgola non compare nella codifica

- I bit dalla mantissa r&mefﬁgla?&gn Nﬂgmero dﬁfim%!; (in base 2) >=1 e <2

- M=1-mantissa= m;x2°1 + mx22 + . + Mp3x2°2% 0k |m,; |m, M., J

dow eSS M o

Nota: come detto, le cifre oltre la m23 le butto!

- Esponente
* Rappresentazione “polarizzata” (biased) per rendere piu facile il sort
- polarizzazione=127 per la singola precisione, 1023 per la doppia precisione

- i valori vanno da 1 a 2¢-2 (e=#bit per |'esponente) e codificano
gli esponenti da -2¢-1+2 a +2¢! -1 (e.g. -126..+127)

 Codifiche riservate
= 1% + bipg = Loulam FO N
- esponente con tutti 1 e mantissa |= O * ‘ME 17+ Ples=uss %:{: [ o
codifica "Not a Number” (NAN) (risultato di 0/0)

- esponente con tutti 1 e mantissa == 0 €xp:\17 ¢ Foliss. = © s
i~ codifica "Infinity” (INF) (risultato di un numero diverso da zero diviso 0) !\%ﬂf
se LRI esponente con tutti O e mantissa = 0

“"’%'_‘ﬂgp‘ ~ codifica “underflow” (numero denormalizzato) Swe &l F; ,Jawo gggﬂo @ 4o omclm%w
. . | cebro
+ Ricapitolando: per (-1)5x (1+M) x 2E-polarizzazione 5 memg’;'uf@ozg <S,M,E>

o« S=0 01, M=mantissa_normalizzata senza "1.” iniziale, = E=esponente+polarizzazione
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Esercizio

* Rappresentare -0.75 in formato IEEE single precision
- rappresentazione decimale: -0.75 = -3/4 = -3 x 22 - -l5- |

. . . ~> S AN
* rappresentazione binaria: -11 x 2-2 = -1.1 x 2-1 ke oo

* rappresentazione binaria normalizzata: -1.1 x 2-!

»l
)
. segno=ne%a1'ivo A = 0\ 654~ /

> 5% Frez =\ e\t
* mantissa_normalizzata=1.1000 0000 0000 0000 0000 000
> M = 1000 0000 0000 0000 0000 000

- esponente=-1
> E=esponente+polarizzazione = -1 + 127 =126 > 01111110

- TEEE single precision: 10111111010000000000000000000000

* Nota: la mantissa é stata normalizzata. Per questo tutti i bit piu
significativi risultano spostati verso SINISTRA.
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Floating-Point: single precision (32 bits)

8 bits 23 bits

A
\4
A
v

S E M

@c@g\;m- AANVAYA ]Mﬂ
Esempi con mantissa ed esponente positivi/negativi: (e Wellpue o1/ \iiw

+ 7 ;

+1.1010001 -2*10100 > 0 10010011 10100010000000000000000

-1.1010001.2%10100 5 7 10010011 10100010000000000000000 o Sort
+1.1010001 2710100 > 0 01101011 10100010000000000000000
-1.1010001-27%0100 > 7 01101011 10100010000000000000000
Esempi di numeri "notevoli":
0 2 0 QJQQQOOOO 00000000000000000000000 AknTies R
‘ O4(LF = NoLsa Y Q’([m.... O ‘ Jo
"’%“‘”ﬂ“{ﬁm}l - 0 01111111 OOOOOOOOOOOO0.0Q\Q,OOOOOOO poe (o et Yoy

minore rappresentabile (2-26) > 0 $54000001 00000000000000000000000
maggiore rappres. (2-2-2%).2%27 = 0 11111110 11111111111111111111111

127 2 £ wdifcbe 1oV
© > (0 11111111 00000000000000000000000 !
NaN - 0 11111111 0,9,9.0,0,0:0.0,0,9:0.0,0:9:9,0,9,9.9.9.9.0.0.&

N

o
’ ] 93\ ‘
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Modalita di arrotondamento IEEE-754
- TEEE-754 prevede 4 modalita di arrotondamento flgi:;;;::!;q =

* round to nearest: arrotonda al pili vicino rappresentabile ofrecesblif:

* round to+w: arrotonda al primo numero rappresentabile NON INFERIORE al
valore da arrotondare (eventualmente arrotonda a +inf) « 4«

* round to-w: arrotonda al primo numero rappresentabile NON SUPERIORE al

valore da arrotondare (eventualmente arrotonda a -inf) = S« o & 2t
* round to O: arrotonda al piu vicino rappresentabile con modulo NON s > %
SUPERIORE al valore da arrotondare vewo @ imdipeeed  \u fuo Cotio e

o W " a:dlnva‘e,'ﬂwg . oq N ""'D.L”"/{

* Nel caso di "round to nearest” ci puo essere ambiguita quando il 3~

numero da arrotondare sia esattamente equidistante dai due |
numeri piu vicini rappresentabili

* Lo standard adotta la regola “"round ties to even”, ovvero
in caso di pareggio va scelto il piu vicino rappresentabile PART

» Il vantaggio rispetto alla modalita “"round ties to away (from 0)" (supportata
nella revisione dello standard IEEE-754-2008) audovlo ol mywawo U Loy, 4o ﬂ
e che in media I'errore di arrotondamento si annulla**

+ L'implementazione di “round ties to even” & piu complessa

L _ **Goldberg, D. 1991. What every computer scientist should know about floating-point arithmetic.
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Esempi di arrotondamento

numero fe» r.to nearest r.to +inf
1.00000003 1.0 1.00000012
1.00000007 1.00000012 1.00000012
-1.00000003 -1.0 -1.0
-1.00000007 -1.00000012 -1.0
J\‘O\ {.000002 1T
v ) 7
* e , - o

® o )
=
A
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r.to -inf
1.0

1.0
-1.00000012
-1.00000012



Ricapitolazione

* L'aritmetica del calcolatore é limitata da precisione finita

* I pattern di bit non hanno particolare significato ma esistono standard
per: LUTWM Nz

+ complemento a due a Socomda  dodle € STowscaws
- IEEE 754 floating point \ wlaupndls gﬁﬁ

* Le istruzioni determinano il “significato” dei pattern di bit | g wa@

* Le prestazioni e |'accuratezza sono importanti: e (PMourdor
ci sono diverse complessita nelle macchine reali ox ¢

* Lo standard e stato rivisto nel Giugno 2008 come IEEE 754-2008:

* Fra le novita il supporto per floating point a 128-bit
- Aritmetica floating point decimale (oltre che binaria)
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OPERAZIONI FLOATING-POINT
NEL PROCESSORE RISC-V

AT o B2, Onll,
. ch'@%@@r O~ MaAR



%cﬁ 6)9 &ﬂﬂﬁ“’ On bodg (VPO 4, n :’3
Supporto architetturale per' le op. floa'rmg pomf nel RISC-V)

REGISTRI PER REGISTRI AGGIUNTIVI aiﬂlﬂ: STou

OPERAZIONI SU INTERI: PER OPERAZIONI SU FLOATING- POINT s 2 bit, d= 64b|t q=128bit):
. HoReGistan Foa 2642 128 o
x0 fo
x1 f1
x31 £31
: 32 bit
. < 64?1; ‘ . 128 bit - 64 bit < ' 3
. fad f1 f2 lavora sui registri fp a 32 bit (estensione 'F' del RI&C V)
‘jadd@fo, f2, f4 lavora su registri fp a 64 bit  (estensione 'D ' del RISC- V)?”"’F“
- fadd.q fO, f2, f4 lavora su registri fp a 128 bit (estensione 'Q’ del RISC- V)

- Sta al programmatore di utilizzare correttamente i contenuti dei registri
Aon PosSe

- Ad es., se uso fadd.d fO,f1,f2 e subito dopo pretendo di usare fadd.s f4,f3,f0 < ,.mes
sucuramen‘re commetto un er'r'or'e dato che i bit meno significativi di fO codificano il rbtlssﬂ»

* Per usare correttamente operandi di precisione diversa ci sono istruzioni di
conversione, es. fra double e single
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Istruzioni floating point nel processore RISC-V

+ ARITMETICHE (dove 'z’ puo essere s per single, d per double, q per quad)
fadd.z f1, f2, f3 2= S, d QI # somma

fsub.z # sottrazione

fmul.z # moltiplicazione

fdiv.z # divisione

fsqrt.z f1,f2 # radice quadrata

fmv.z  F1,f2q "one wa fush WSY # spostamento fra reg. fp

fabs.z f1,f2 # valore assoluto

fneg.z f1,f2 # valore contrario (negato) e ¢ Lamss
. R%D o }76{, - In blu-chiaro: pseudoistruzioni basate su FSIGNJ
“’?’ Hd’7 fig- fl 100(x5) # flw:32bit, fld:64bit, flq:128bit

fsw / fsd / fsq f1 100(x5);mTMw oo Ju E6E754 |
& VT 2% p\COmUM do ﬂocﬁ o M
ARENT g

* SPOSTAW 8 fp ¢z ff} SPOST. CON CONVERSIONE
fmv.x.w ' x5 Jai:’:ﬁ;go Nota: qua x signfiic fevt.s.w / fevt.s.wu  fl, x5
fr%q‘ﬁ'q X s f1 x5 registro intero \oxcs) fevt.w.s / fevt.wu.s x5, fl
fmvégcf x5, f1 Nota2: |ospostamentol fevt.d.w / fevt.d.wu fl1, x5

mv. d X f1, x5 di quantita ‘¢ non esist fecvt.w.d / fevt.wu.d x5, f1

o andhs ud) W = intero con segno (word)
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Istruzioni condizionali floating-point
* Sono nella forma

fcc.s x5, f2, f4

dove ‘cc’ indica una condizione di confronto e puo essere:
'It" > less than
'le’ > less than or equal
‘eq’ > equal

* Perché non ci sono i casi (gt, ne, ge)?
Nel RISC-V si e scelto di non inserire istruzioni per tali casi
in quanto basta.. scambiare gli operandi* per trattarlil

» Il risultato va su un registro intero 0 noudBi Dz

- Esempio: pb i1 g L vk 4 t@uj}"w& ' As WO o
flt.s x5, f2, f4 viooul. Leluo o rogio il
beq x5, x0, L1

* oppure, es., usare bne invece beq nell’'uso
del valore booleano della condizione
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Istruzione FCLASS.xX e la usehowso

* FCLASS .z permette di safer'e se il numero FP e
normalizzato o meno, +/-INF, +/-0, NaN

- dal manuale "RISC-V User-Level ISA V2.2"

The FCLASS.S instruction examines the value in floating-point register rs! and writes to integer
register rd a 10-bit mask that indicates the class of the floating-point number. The format of the
mask is described in Table 8.5. The corresponding bit in rd will be set if the property is true and
clear otherwise. All other bits in rd are cleared. Note that exactly one bit in rd will be set.

31 a7 26 25 24 20 19 15 14 12 11 TG 0
funct5 fmt rs2 rsl rm rd opcode
2 2 D D 3 3 7
FCLASS S 0 SIC 001 dest OP-FP
rd bit | Meaning

0 rel is —oo.

1 rsl is a negative normal number.

2 rsl is a negative subnormal number.

3 rsl is —0.

I rsl is (0.

5 rsl is a positive subnormal number.

£ rsl is a positive normal number.

7 rsl is +oo.

3 rsl is a signaling NaN.

9 rsl is a quiet NaN.
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RISC-V Floating-Point ABI (Application Binary Interface)

- Definisce la convenzione di uso dei registri nel software

* Valido nel caso single e in quello double precision

- f10,f11 (chiamati fa0,fal) > argomenti delle funzioni %
o valori restituiti

- f12-f17 (chiamati fa2,fa7) > argomenti ulteriori di funzioni

Fg Quunt( Yo 5‘525) st Togads W now

- £8,19,f18-f27 (chiamati fsO-fs11) > registri "saved” £ Veﬁﬁf
Jowo Iondy™ 2o L 0SD i
- fO-f7,f28-f31 (chiamati ftO-ft11) > registri temporanei

. o2 o o ¥ €\¢ SMN&
g@ @ O (6’6@151[0/0

Vot Stk

R GO Xo ¢ O o pas S0

Ry o nanll
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Alcune syscall che coinvolgono i numeri floating point

- ‘ecall’ serve per chiedere un servizio al sistema operativo
(chiamata anche 'system call’)

- PARAMETRI DI INGRESSO/USCITA
- a7 deve contenere il numero del servizio

- 2: stampa un single-precision float a video
(faO contiene il float da stampare)

- 6: leggi un single-precision float dalla tastiera
(faO in uscita, contiene il float letto in binario)

- 3: stampa un double-precision float a video
(faO contiene il double da stampare)*

- 7: leggi un double-precision float dalla tastiera
(faO contiene il float letto in binario)*

*Nota: non disponibile in RARS 1.3
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