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Lezione 2: Dalle Porte Elemen'rarl aIIeO&eh Loglch

‘ﬁo Uns. S(Hobhw p Leflle (2o
* Una Rete Logica e tipicamente un sistema elettronico: 4ugu <o

* Unidirezionale, cioé in cui i segnali viaggiano da I| ingressi verso le uscite e
non viceversa (ovvero il sistema non & reversibile

* T cui segnali di ingresso e di uscita sono dlgl'|'0|l cioé ogni filo assume valori
zero, uno, indeterminato o alta-impedenza - §y"* 2~ sepudia lhiyecton, o scllgs

NI e Un o s 2 2 S 0O
E)escmvublle con equazioni deII algebra booleana, se si assume una situazione

ideale (in cui i valori dei segnali sono solo zero o/no)

g2 gesso—> oStk D (e lpie ¢ dopouyllnde Com eq. Creloond
Seppcls no D12 Nl Da & Xy &
P SR T
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QL o disobono (o dre (Qorn’  fousaeBL-
Reti Combinatorie e Reti Sequenziali /=1 coGucue f=42

=
eti COMBINATORIE (RC o CN==Combinatorial Network) ek f‘%z_“ \ gzo o
£ use
E?[n qualunque istante (oo ove E’Agngsmm
le uscite sono funzione del valore che gli ingressi hanno in quellistante
- Il comportamento (uscite in funzione degli ingressi)ﬁ%@%‘e’wo
e descritto da una tabella Lo UnQ Aoldle 1o
- NON CONTENGONO ANELLI DI RICHIUSURA No

v ! O e

* Reti SEQUENZIALI T e T UMU_%MJWVQ\ vsolh 1 pucl
- In un determinato istante Wguamo ¢ umo VSTV R ne dpcnias & oxt el
le uscite sono funzione del valore che gli ingressi hanno in quell'istante
e dei valori che gli ingressi hanno assunto precedentemente

- Presentano Stati Interni (sono quindi reti dotate di MEMORIA)
> La descrizione & piu complessa di una semplice tabella

- PRESENTANO ANELLI DI RICHTUSURA | (1o S| Descyorn (o0 ik Weus

Ut Seq. (& (MEEnTO  (onn mccﬂf”ei‘ﬁéﬁ?f%
e_

Roberto Giorgi, Universita di Siena, C124L02, Slide 2



Porte Logiche Base Qe Gpcr g1 2ol | ume fook g

- Rappresentazione circuitale delle funzioni logiche

o q;saw @mqdew% —
<°ﬂ,2%ND o prodotto §; } z
 Z=X10Xp X3 X

MO e W v L ARD ¢ va ks

1 - OR 0 SOMMA R ¢ s S i; 372
Z=X,+X,

* NOT o negazione X4[>0— Z 'NVeareR

l
7=X Casstlll (6T028% @ N
X o KoYl e
* Con le sole porte AND, OR, NOT si puo realizzare una Rete Logica qualsiasi

L- Verra dimostrato nel sequito riducendo una rete logica arbitraria a

forme «standard» (cf. "somma di prodotti" o "prodotto di somme")
) f%SS'D Fosf noang Mﬁ#a_ %{\My@:—!ﬁw_ Qaclogeco
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Esempio di rete logica (e giE (a, € O sy O

* Data una RETE LOGICA, possiamo-descrivere la relazione fra

ingresso X e uscita Z tramite una funzione 'f'
%1 Qﬁm@)\m Omoliiong
X2 Z=1(X,, X,,...., X,))
R iy 0 Untasts Tt
« Ad esempio, pofremmo avere: bole u ey @ vy / S s vieds 9\[ Po owddle
Z=f(X1, X, o Xn) = (X1 Xp) - (X1+ X3) ¥ il o]
(e
______ ) gmﬂﬂzbz_g_____________.
X, : 9 ‘ o\ X1t X3) :
x2 I J \ l
I AeD I y4
[ _j [
3 v (X1* X3) I
[ [

L _________ J | | r _______ J
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Porta NAND e NOR oscdn PoT o 0@ Mg 30g
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1 10 Reguide
\ogsllo
- NOR 5‘{LNDQ\
Nzy ol 6
X1 X, (gt &

o
o
© © © =N

N
|l
>
(=
_I_
>
N

o< X
N

Roberto Giorgi, Universita di Siena, C124L02, Slide 5



U Tawrinkon o e 00 Vopy . rus

Proprieta della porta NAND| (NOR) e

- Utilizzando solamente porte solo NAND (o solo NOR)
e possibile realizzare qualunque rete logica: infatti

- NOT Gstg}%‘fﬁ Co ollat) @Q_ :"@“m Jow (, == O
X —CD— z=X kil
%@o ; -zaurﬂ'
. AND x '/ ﬁ /UDT {0/‘ (M a MO
v O— ] YO—z=xx
2 (oWcndey
N T
. OR veppo por S—
X, -
Vogo gh rpret’, 2 =X,+X,
X, o

K/—/f—j Qb & DR
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1T ol

OR Esclusivo (XOR) e m‘“ﬁw Ex lowve O,

- Realizzazione dell'OR Esclusivo

X1 X, Z osof wh 32 gl Wpen s o, iﬁPﬁf;Tg;
0 010 Awte #n
0O 1|1 Z = XX2 =LX_1X2 +X1)sz= (X, +)TZ)(X_1+X2)=(X_1X2)(X1X_2)
1 0|1 meﬁm‘m R o] e dbre (ot
1170 ‘Ww=> sele O
o o W fw ceuset £ S pes TR con
x1H \ oo
N oL X—
Z xz_} z x
X; - | =
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Algebra della Logica  J & vl 1o 2o KA

* George Boole
- Matematico inglese (1815 - 1864)

- Algebra della Logica, Algebra di Boole, Algebra Booleana

- Sistema matematico formale che descrive funzioni logiche

* Funzigni e variabili che possono assumere solo due valorij

- Falso Vero . 1 . .
- 0 (logico) 1 (logico) ﬁ@L &i (g soapsee &Hbe. ‘ipw
- Livello logico Basso Livello logico Alto
- 0oV 5V
- Sistema matematico formale Fﬂgﬂrw\ 20 it £
- insieme di elementi oI o ol 0 welotl”
-  insieme di operazioni
- insieme di postulati O ( ’( / Vero oo
- TEOREMI J

* Perché e importante:

* Nel 1938, Shannon dimostro che |'Algebra booleana puo descrivere le operazioni di
circuiti elettrici che commutano fra due valori

Ko Wo (o eleliiug,,  SV{Tee %‘C@»‘@@'
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Tabella di Verita Qugis £opro Tolon. Vpo (& & OUT

* Una funzione logica pué sempre essere espressa da una tabella detta:
.. | 2° SERVAYAI\0)
- Osservazioni [\M

* Una funzione logica di "n” variabili ammette 2" possibili valori

- Tale funzione & completamente descritta da una tabella che ha sulla sinistra le 2"
possibili configurazioni degli ingressi e a destra i valori (O o 1) a secondo del valore
della funzione. Tale tabella & detta tabella di verita

R e Bl o Bb" codion il

+ Esempio (funzione di tre variabili) z = f(xq,x2,x3)

L/\J@(L@SSQ T&j,@@%\ [ /_*W‘_/—_\ ‘)}U:ng\ _
A v Ve, %W

Z
7(0,0,0) Ladposa  No(IBTS
£(0,0,1) (o JuoTlo
£(0,1,0) QW
£(0,1,1)
£(1,0,0) 0,4
£(1,0,1)
£(1,1,0)
£(1,1,1)

{‘f\\l.m;oﬂlQa{ 2" g

Aaaa0009X
S 2002209k
—‘O—\O—‘O—‘OJ‘(
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Postulati di HUNTINGTON  F-s& 7o

SN o ‘vente Qb
%Wojb\ [USMW/; M . ;'(p.e@%tr ey, Syma o Rod D

Postulato Espressione primale Espressione duale

(rispetto alla somma) (rispetto al prodotto)
Esistenza di almeno Ix,y EB:ix #y
due elementi distinti
Esistenza degli  vmome 7 x+P=x xel=ux (fjm s
elementi identita e oot 9% oy Pt [
Proprieta X+y=y+x Xey=yex )
commutativa Doy i T (1
Proprieta xe(y+z)=((xey)+(x02) | x+(yoez)=(x+y)e(x+2)
distributiva
Esistenza del ovow %o imibe | x+x =1 WS xeX =0 |Wiwn o
complemento ~ © < s
Chiusura Vx,y €EB,(x+y) €EB Vx,y €EB,(x*y) €EB

| _~
% <> e
# L 0 e ) 2 x YNt
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Osservazioni

* Alcune proprieta dell'algebra booleana sono vere anche nell'algebra
normalmente usata:

* Proprieta commutativa
* Proprieta distributiva del prodotto logico

+ Altre proprieta non sono vere nell'algebra 'rradizionaleg

* Proprieta distributiva della somma logica

- L'operazione complemento logico esiste solo nell’algebra booleana

. La sottrazi o divisi . ralaebra bool

- Vale un PRINCIPIO DI DUALITA

- I postulati duali si ottengono da quelli primali operando le seguenti sostituzioni:

Scambiando i due operatori binari fra loro, (+) con (-) e (-) con (+) ;
" SN
Scambiando fra loro i due elementi identita, 1 con O e O con 1 Cese mawﬁw

Wl an ' 0Q
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TEOREMI FONDAMENTALI

* Tecniche di dimostrazione dei teoremi
* Impiego dei postulati fondamentali
* Uso di teoremi precedentemente dimostrati

- Dimostrazione per assurdo

- (si ipotizza verificata l'ipotesi opposta a quella desiderata]
e si conclude che non é possibile che sia vera)

- Dimostrazione per induzione

- (se una ipotesi & vera per n=0 (nel caso booleano sempre) .
e assumendo vera l'ipotesi con k variabili risulta vera anche per k+1 variabili allora é
vera per qualunque n)

* La tabella di verita consente di provare la veridicita di una relazione logica, e,

- Dimostrazione per induzione perfetta it 0 .oy S s M
L,

poiché verifica se la relazione ¢ vera per TUTTE le possibili binazioni dei (.,
valori_delle variabili:n (wqsecso

* Tale metodo prende il nome di \[W {7% (j)ﬁ \jQﬂ,tJe/QCD
Metodo dell INDUZIONE PERFETTA

Do Tor Con XY
i(t:ggf@n‘!i‘ l‘»@ﬁofﬁ

Lk plivasions
W bt gl
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TEOREMI

TEOREMA

Espressione primale

Espressione duale
(rispetto al prodotto)

(rispetto alla somma)

Roberto Giorgi, Universita di Siena, C124L02, Slide 13

Annullamento W 1 =11 xe0=0
Involuzione (%) =x
Idempotenza PN X+x=x Xex=x
Assorbimento ( @ ) X+xy=x x(x+y)=x
Somma con il complementox / ox+xy=x+y x(x+y)=xy
Associativita x+(y+z2)=(Cx+y)+z x(yz) = (xy)z
=x+ty+z = XyZ
Teorema del consenso xy +xz+yz K‘C:;@ S’ (x+y)x+2)(y+2)
= Xy + xz =(x+y)(x+2z)
Teorema di De Morgan (x+y)=x-7y
U




Esempio di dimostrazione

x+y)=xy T oo cdhongn
T — —_
(X- ) X+y
X y|x y|xty|(x+ty)| x-y
O 0 | 1 1 0 1 1
o 1 1 0 1 0 0
1 o 0 1 1 0 0
1 1 0O O 1 0 0
c.v.d.
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Teorema del Consenso

Xy + /xz + yz = xy + /xz

Roberto Giorgi, Universita di Siena, C124L02, Slide 15

X y z|/xxy /xz yz| xy+t/xz+yz | xyt/xz
O 0 O0O|1 0 0 O 0 0
o o 1|1 0 1 O 1 1
o 1. 0|1 0 0 O 0 0
o 1 1|1 0 1 1 1 1
1 0 0|0 O O O 0 0
1 0 1|0 0 0 O 0 0
1 1 0|0 1 0 O 1 1
1 1 10 1 0 1 1 1

c.v.d.




Dalle tabelle di verita alla sintesi della rete logica

- Una_funzione booleana pud sempre essere definita tramite tabella di verita

- Esempio:
a b c|z
0 0 0/(1
0 0 10
0 1 0|
0 1 10
1.0 01
1.0 1|4
1.1 0|
1.1 1|0

@550 SW.UUDQ(QMG ’YJ&Q@I ¢’ we  Qool-

N , =3
- E possibile derivare’ 0qaoﬂgsg¥'}é§§|oneua g’bgbr'ic a
partire dalla tabella di verita in (almeno) due modi:

=4 @-%oc

- Identificando tutte le righe che producono un 1 e sommando (OR) i

corrispondenti termini (prodotti ovwvero AND di variabili) che producono
tale 1. Tali «termini prodotto» prendono il nome di mintermini.
L'espressione risultante & detta somma di prodotti. Esempio:

- - - _ — — — — 50M
zzla-é-cha-b-c+a-b-c+a-b-c+a-b-c e
(A L >k

» Identificando tutte le righe che producono uno O e facendo il prodotto

(AND) dei corrispondenti termini (somme ovvero OR di variabili) che
roducono tale 0. Tali «termini somma>» prendono il nome di maxtermini.
‘espressione risultante & detta prodotto di somme. Esempio: o o

el

z=(a+b+2)-(a+l_9+2)-(a+b+c SonAE
@\O\{ =9 Q‘\%?’

b
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Programmable Logic Array - PLA

Cs Q‘Cxp&am&m Mpee. © (0SS e
s o

* Dato che si puo sempre rappresentare una funzione logica come tabella
di verita, si cl:.uo sempre rappresentare anche come somma di prodotti
i

(o prodotto di somme)

. l()22ues‘l'o conduce ad una tecnica di implementazione universale nota come

LA
Fﬂﬁ;\uouf L?)C ’\W‘PY B

Qure Tuxiy
_ > \ n.’O‘D(O)zjb
] porte
Ingressi S ‘ ANI_), ,
— 5 fpUi g?, \Wr
Termini '
di prodotto
- porte
doen Todefls = - Ooloms o
dals - ek 3 Gowle, Sorma Tl ¢
». LA usorrat
NRVEw

possono essere anche rese
“programmabili” e

— Uscite
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Jotpas

N

(vedere lezioni successive)

Gl [aigy e por Pporcedto
el-ﬁ,‘@@‘"*"n“ ‘W(O‘*UJQ @“ one Qosbiose
Qgﬂwﬁfb SoUuo @xzfnr}a ©

Le due matrici AND ¢ OR e M€

(M‘EEAND
O

Se 505091&9.

SZXON

C et o



Mappa di Karnaugh Varnad ¢ drlimgn o Jollo e Lo WAlls

* Puo essere comodo semplificare |'espressione booleana
- Per ottenere espressioni booleane pil semplici e facili da verificare 2Tvma R
* Per sintetizzare una rete logica con un minor numero di porte (minor area)

l(_,l/t MQAJLE’LFJ
f1T seqle

* La Mappa di Karnaugh € una rappresentazione alternativa della tabella di
verita che, sfruttando la proprieta di assorbimento®, permette rapidamente
di identificare termini piu semplici

* La Mappa di Karnaugh si ottiene:
- disponendo gli "indici” generati dalle variabili di ingresso in modo che due indici adiacenti differiscano
per una sola cifra. Esempio:

L A\NGaeSo ;BB 1A Nota: la mappa si svolge

a b clz ab W _ in realta su una superfice

0 0 01 ) urva VAL ALLAE NOLTA toroidale -> | sottocubi

0 0 10 C £ yullo .

o 1 ol4 C 00 | 01 11 10 / & U possono continuare su celle

o 1 1o | adiacienti la parte opposta

1.0 01 0 1 11 11 [11]] 00 | 01|11 10

1.0 1|1 — 0 |

1.1 0|1 1 0 0 0 1 a-b 1 /1 1

1 1 1]0 ) ey -
Z Tewar dos '/ SoUlpalo € (

dﬁ}\ @@. J{ 0w - LQ G Q:a

<SS\
* Localizzando i gruppi adiacenti di 1 con un numero di 1 pari a una gﬁtenza di 2 _
(detti sottocubi di ordine k se contengono 2% uni) { . L uw oui Wrovo ’é;fo- o) N

* Un termine é identificato dagli indici che rimangono “fissi” nel sottocubo. Esempio:
Nedlo (@B W00 o Y& (752

— — wlave o KSZ/ ¢ X7 ©
z=c+a-b b Vignow o
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Mappe di Karnaugh a 2, 3, 4, 5 variabili

Iy, [\MW X udy (u.'u’&wmte (us:ﬂ::ﬂe

00 [ 01 | 11 | 10
0 1 00 | 01 | 11 | 10
00
0 1 1
1 1 | 1 o i
2 variabili 3 variabili 11 1 J
10
ﬁlvariabili
01 | 11 | 10 Ve
0
N 001 1 |10 11
00 (1 - 10
01
11 5 variabili (richiede una visione “multidimensionale”
10 SBLC et W e

Roberto Giorgi, Universita di Siena, C124L02, Slide 19

ngfaw}\ju (\&m Dq't;\mf]




Note sulle Mappe di Karnaugh

Qreve = D de {
- Se la mappa contiene dei rmcx_?wpgmilcaio Xo-)

* Si pugd etare e ¢ pil veniente pe enhere bi_pid di

+ Se ci sono piu possibilita con sottocubi piu piccoli e piu grandi
- Si preferiscono sempre coperture con sottocubi piu grandi (hanno meno ingressi)

* Si prendono solo i termini strettamente necessari per ottenere una j
lista di coperfura "a cosfo minimo”

+ Esiste molta letteratura in merito alla ottimizzazione delle liste a costo minimo (ma non
fa parte di questo corso)

- Esercizio:
* Scaricare la app per Android: “Karnaugh Kmap Solver” (simili esistono anche per iPhone)
* Provare a verificare la sintesi con alcune funzioni logiche usando tale app

Karnaugh, M. “A Map method for Synthesis of Combinational Logic”, Transactions

of AIEE, Communication and Electronics, 72, part |, Nov. 1953, pp. 593-99
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