
Esercizi sul luogo delle radici

Gli esercizi che seguono faranno riferimento allo schema a blocchi riportato di seguito.

G(s)
r y

k

Esercizio 1. Sia data la seguente funzione di trasferimento

G(s) =
1

s(s+ 1)
.

• Tracciare il luogo delle radici e discutere la stabilità al variare del guadagno k.

• Verificare la correttezza del luogo delle radici tracciato studiando analiticamente le soluzioni del
polinomio caratteristico.

• Verificare gli intervalli di stabilità mediante il criterio di Routh e di Nyquist.

Soluzione:
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Centro stella s0 = − 1

2
. Asintoti=

{

−90◦, 90◦ luogo diretto

0◦, 180◦ luogo complementare

• Stabilità:

{

k > 0 stabile
k < 0 instabile con 1 polo a destra

• Il polinomio caratteristico risulta: s2 + s+ k = 0 le cui radici sono

s1,2 =
−1±

√
1− 4k

2
.

• Tabella di Routh
2 1 k
1 1 0
0 k
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Bode Diagram
Gm = Inf dB (at Inf rad/sec) ,  Pm = 51.8 deg (at 0.786 rad/sec)
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Poiché il margine di guadagno è infinito e il margine di fase è sempre positivo, si avrà stabilità per
ogni k > 0.
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Esercizio 2. Sia data la seguente funzione di trasferimento

G(s) =
s+ 1

s2(s+ 4)
.

• Tracciare il luogo delle radici e discutere la stabilità al variare del guadagno k.

• Verificare gli intervalli di stabilità mediante il criterio di Routh e di Nyquist.

Soluzione:
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Centro stella s0 = −1.5. Asintoti=

{

−90◦, 90◦ luogo diretto

0◦, 180◦ luogo complementare

• Stabilità:

{

k > 0 stabile
k < 0 instabile con 1 polo a destra

• Il polinomio caratteristico risulta: s3 + 4s2 + ks+ k.
Tabella di Routh

3 1 k
2 4 k
1 3k 0
0 k

Possiamo scrivere la G(s) in forma di Bode come:

G(s) =
s+ 1

s2(s+ 4)
=

1

4
·

1 + s

s2
(

1 +
s

4

) .
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Bode Diagram
Gm = −Inf dB (at 0 rad/sec) ,  Pm = 20.4 deg (at 0.53 rad/sec)
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Poiché il margine di guadagno è infinito e il margine di fase è sempre positivo, si avrà stabilità per
ogni k > 0.
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Esercizio 3. Sia data la seguente funzione di trasferimento

G(s) =
1

s(s+ 4)(s2 + 8s+ 32)
.

• Tracciare il luogo delle radici e discutere la stabilità al variare del guadagno k.

• Verificare gli intervalli di stabilità mediante il criterio di Routh e di Nyquist.

Soluzione:

−20 −15 −10 −5 0 5 10 15 20

−30

−20

−10

0

10

20

30

Luogo diretto

Real Axis

Im
ag

in
ar

y 
A

xi
s

−40 −30 −20 −10 0 10 20

−50

0

50

Luogo complementare

Real Axis

Im
ag

in
ar

y 
A

xi
s

Centro stella s0 = −3. Asintoti=

{

45◦, 135◦, 225◦, 315◦ luogo diretto

0◦, 90◦, 180◦, 270◦ luogo complementare

• Stabilità:







0 < k < k̄ stabile
k > k̄ instabile con 2 poli a destra
k < 0 instabile con 1 polo a destra

• Il polinomio caratteristico risulta: s4 + 12s3 + 64s2 + 128s+ k = 0.
Tabella di Routh

4 1 64 k
3 12 128 0
2 160 3k
1 −36k+20480

160

0 3k

Il sistema sarà stabile se k > 0 e −36k + 20480 > 0, ovvero 0 < k . 569. Quindi k̄ ≃ 569.

Possiamo scrivere la G(s) in forma di Bode come:

G(s) =
1

s(s+ 4)(s2 + 8s+ 32)
=

1

128
·

1

s
(

1 +
s

4

)

(

1 +
s

4
+

s2

32

) .
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Bode Diagram
Gm = 55.1 dB (at 3.27 rad/sec) ,  Pm = 89.8 deg (at 0.00781 rad/sec)
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Il margine di guadagno risulta γm = 55.1dB ≃ 569. Il punto di intersezione del diagramma di
Nyquist con l’asse reale sarà quindi −1/γm ≃ 1.75 · 10−3.
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Esercizio 4. Sia data la seguente funzione di trasferimento

G(s) =
s+ 2

s(s− 1)
.

• Tracciare il luogo delle radici e discutere la stabilità al variare del guadagno k.

• Verificare gli intervalli di stabilità mediante il criterio di Routh e di Nyquist.

Soluzione:
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Centro stella s0 = 3. Asintoti=

{

180◦ luogo diretto

0◦ luogo complementare

• Stabilità:







0 < k < k̄ instabile con 2 poli a destra
k > k̄ stabile
k < 0 instabile con 1 polo a destra

• Il polinomio caratteristico risulta: s2 − s+ ks+ 2 = 0.
Tabella di Routh

2 1 2
1 k − 1
0 2

Il sistema sarà stabile se k > 1. Quindi k̄ = 1.

Possiamo scrivere la G(s) in forma di Bode come:

G(s) =
s+ 2

s(s− 1)
= −2 ·

1 +
s

2
s(1− s)

.

−40

−30

−20

−10

0

10

20

30

40

M
ag

ni
tu

de
 (

dB
)

10
−1

10
0

10
1

10
2

−270

−225

−180

−135

−90

P
ha

se
 (

de
g)

Bode Diagram
Gm = 4.01e−015 dB (at 1.41 rad/sec) ,  Pm = 0 deg (at 1.41 rad/sec)
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Il margine di guadagno risulta γm = 0dB = 1. Il punto di intersezione del diagramma di Nyquist
con l’asse reale sarà quindi −1/γm = −1. Cosa possiamo concludere?
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Esercizio 5. Sia data la seguente funzione di trasferimento

G(s) =
s− 1

s(s+ 1)
.

• Tracciare il luogo delle radici e discutere la stabilità al variare del guadagno k.

• Verificare gli intervalli di stabilità mediante il criterio di Routh e di Nyquist.

Soluzione:

−6 −5 −4 −3 −2 −1 0 1 2

−6

−4

−2

0

2

4

6

Luogo diretto

Real Axis

Im
ag

in
ar

y 
A

xi
s

−2 −1 0 1 2 3 4 5 6

−6

−4

−2

0

2

4

6

Luogo complementare

Real Axis

Im
ag

in
ar

y 
A

xi
s

Centro stella s0 = −2. Asintoti=

{

180◦ luogo diretto

0◦ luogo complementare

• Stabilità:







k > 0 instabile con 1 polo a destra
k̄ < k < 0 stabile
k < k̄ instabile con 2 poli a destra

• Il polinomio caratteristico risulta: s2 + s+ ks− k = 0.
Tabella di Routh

2 1 −k
1 k + 1
0 −k

Il sistema sarà stabile se −1 < k < 0. Quindi k̄ = −1.

Possiamo scrivere la G(s) in forma di Bode come:

G(s) =
s− 1

s(s+ 1)
= −

1− s

s(1 + s)
.
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Bode Diagram
Gm = Inf ,  Pm = −180 deg (at 1 rad/sec)
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Esercizio 6. Sia data la seguente funzione di trasferimento

G(s) =
1

s(s+ 2)(s+ 10)
.

• Tracciare il luogo delle radici e discutere la stabilità al variare del guadagno k.

• Verificare gli intervalli di stabilità mediante il criterio di Routh e di Nyquist.

Soluzione:
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Centro stella s0 = −4. Asintoti=

{

−60◦, 60◦, 180◦ luogo diretto

−120◦, 0◦, 120◦ luogo complementare

• Stabilità:







0 < k < k̄ stabile
k > k̄ instabile con 2 poli a destra
k < 0 instabile con 1 polo a destra

• Il polinomio caratteristico risulta: s3 + 12s2 + 20s+ k = 0.
Tabella di Routh

3 1 20
2 12 k
1 240− k
0 k

Il sistema sarà stabile se k > 0 e 240− k > 0. Quindi k̄ = 240.

Possiamo scrivere la G(s) in forma di Bode come:

G(s) = G(s) =
1

s(s+ 2)(s+ 10)
=

1

20
·

1

s
(

1 +
s

2

)(

1 +
s

10

) .

−200

−150

−100

−50

0

50

M
ag

ni
tu

de
 (

dB
)

10
−2

10
−1

10
0

10
1

10
2

10
3

−270

−225

−180

−135

−90

P
ha

se
 (

de
g)

Bode Diagram
Gm = 47.6 dB (at 4.47 rad/sec) ,  Pm = 88.3 deg (at 0.05 rad/sec)
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Il margine di guadagno risulta γm = 47.6dB ≃ 240. Il punto di intersezione del diagramma di
Nyquist con l’asse reale sarà quindi −1/γm ≃ 4.16 · 10−3.
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