Esercizi sulla stabilita dei sistemi in retroazione

Gli esercizi che seguono faranno riferimento allo schema a blocchi riportato di seguito.
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Esercizio 1. Sia data la seguente funzione di trasferimento
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e Tracciare i diagrammi di Bode e Nyquist di G(s).

e Discutere la stabilita dell’anello chiuso al variare di k& mediante il criterio di Nyquist.

e Determinare gli intervalli di stabilita dell’anello chiuso mediante il criterio di Routh.

Soluzione:  Possiamo scrivere la G(s) in forma di Bode come:

Risulta kp = 1/5 = 0.2 ~ —14dB.

Bode Diagram
Gm=Inf, Pm=Inf

Nyquist Diagram
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e Stabilita:

k>0 stabile
—5 < k<0 stabile
k<=5 instabile con 1 polo a destra



e Il polinomio caratteristico risulta: s2 + (12 + k)s + (20 + 4k) = 0.
Tabella di Routh

2|1 20 + 4k
112+ k&
0| 20+ 4k

Il sistema sara stabile se 12+ k > 0 e 20 + 4k > 0, cioe se k > —5. In tutti gli altri casi avremo
una variazione di segno e quindi un polo a destra.

Esercizio 2. Sia data la seguente funzione di trasferimento
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e Tracciare i diagrammi di Bode e Nyquist di G(s).

Si provi a calcolare il valore dell’asintoto orizzontale del diagramma di Nyquist. Se tale asintoto
non esiste, dimostrare comunque che la fase del diagramma per w — 0 coincide con quella del
diagramma tracciato.

Discutere la stabilita dell’anello chiuso al variare di k mediante il criterio di Nyquist.

Determinare gli intervalli di stabilita dell’anello chiuso mediante il criterio di Routh.

Soluzione:  Possiamo scrivere la G(s) in forma di Bode come:
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Risulta kg = 1.

Bode Diagram
Gm = -Inf dB (at 0 rad/s) , Pm = -5.7 deg (at 0.998 rad/s)
Nyquist Diagram

w="Foo (fase=90°) !
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Il diagramma di Nyquist presentera un asintoto orizzontale se lim Im[G(jw)] € finito.

w—0
10 —100 10
Gjw)=————==...= j
(%) = = 350+ 10) 2100 +o2) T o100+ o?)
31_>rno G(jw) = i_r{lo "l + 1700 da cui il_}mo Im|[G(jw)] = +oo per cui Pasintoto orizzontale non esiste.

Sia arctan2(y,r) la funzione inversa della tangente sui 4 quadranti®. Si calcoli adesso la fase di G(jw) per
w—0:
w— ]_O—c,u7 F w—0

per cui la fase risulta essere in accordo con il diagramma.

1 -1
LG(jw) = limO atan2 ( ) =7+ lim arctan (—%) =7+ arctan(0) = 7

Lvedi hittp://it.wikipedia.org/wiki/Arcotangente2 o la funzione Matlab atan2.



e Stabilita:
k > 0 instabile con 2 poli a destra
k < 0 instabile con 1 polo a destra

e Il polinomio caratteristico risulta: s + 10s? + 10k = 0.
Tabella di Routh

301 0
2110 10k
1| -k

0| 10k

Per k£ < 0 avremo un polo instabile, mentre per £ > 0 ne avremo due.

Esercizio 3. Sia data la seguente funzione di trasferimento

10s+1
G ="ay1

e Tracciare i diagrammi di Bode e Nyquist di G(s).

Calcolare I'equazione dell’asintoto obliquo del diagramma di Nyquist.

e Discutere la stabilita dell’anello chiuso al variare di £ mediante il criterio di Nyquist.

Determinare gli intervalli di stabilita dell’anello chiuso mediante il criterio di Routh.

Soluzione: La G(s) risulta essere gia in forma di Bode (kg = 1).

Bode Diagram
Gm = Inf, Pm =89.4 deg (at 10.1 rad/s) Nyquist Diagram
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e Stabilita:

k>0 stabile
—1 <k <0 instabile con 2 poli a destra
k< -1 instabile con 1 polo a destra

Dal diagramma di Bode si puo notare che la fase dell’asintoto e circa 84°. Tale fase e facilmente
calcolabile in modo diretto valutando ZG(j1) = arctan(10/1) ~ 84°.

Se volessimo conoscere ’equazione esatta dell’asintoto € necessario applicare il procedimento de-
scritto nelle dispense:

, 14 710w 1 . 10w )
~—— ~——
X (w) Y (w)



Assumendo che ’equazione dell’asintoto sia Y = mX + n, risultera:

w 10(1—w?)4-20w>
el e R 1041007
B w—1 d)jlf:’-’) B w—1 (17(*“))2)2 B w—1 2w o
da cui
. . 10w 1 . 10w —10 . —-10(1 —w)
n—i;ml[Y(w) —mX () _ul;lgll 1—w? - 10 T—w? ool I—w? el 1+w)(l-w) -

L’equazione dell’asintoto obliquo sara quindi Y = 10 X — 5.

e Il polinomio caratteristico risulta: s? 4+ 10ks + (1 + k) = 0.
Tabella di Routh

2|1 1+k
1| 10k
O0|1+k

Il sistema sara stabile se 10k > 0e 1+ k > 0, cioe se k > 0.

Esercizio 4. Sia data la seguente funzione di trasferimento
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e Tracciare i diagrammi di Bode e Nyquist di G(s).
e Discutere la stabilita dell’anello chiuso al variare di £ mediante il criterio di Nyquist.

e Determinare gli intervalli di stabilita dell’anello chiuso mediante il criterio di Routh.

Soluzione:  Possiamo scrivere la G(s) in forma di Bode come:

Risulta kg = —0.1, per cui |kg| = —20dB.

Bode Diagram
Gm =21dB (at 112 radis) , Pm =-79.2 deg (at 0.1 radls)
Nyquist Diagram

Magritude (d8)

Imaginary Axis

w = +oo
(fase=—180°)

Phase (deg)

e Stabilita:

k> é stabile
0<k< é instabile con 2 poli a destra
k<O instabile con 1 polo a destra



e Il polinomio caratteristico risulta: s3 4+ 9s% + (k — 10)s + k = 0.
Tabella di Routh

301 k—10
219 k
1|8k—90

0|k

4
Il sistema sara stabile se 8 —90 > e k > 0, cioe se k > ZE) Possiamo quindi affermare che oo = =

Esercizio 5. Sia data la seguente funzione di trasferimento

s+2

G(s) = 5@

e Tracciare i diagrammi di Bode e Nyquist di G(s).
e Discutere la stabilita dell’anello chiuso al variare di £ mediante il criterio di Nyquist.

e Determinare gli intervalli di stabilita dell’anello chiuso mediante il criterio di Routh.

Soluzione:  Possiamo scrivere la G(s) in forma di Bode come:

s s

14+ - 14+ -
o=>2 "3 _ 45 T3
-1 s(1-y¢) s(1—ys)

Risulta kp = —10, per cui |kp| = 20dB.

Bode Diagram
Gm=-14 dB (at 141 radls) , Pm = 58.4 deg (at 5.26 rad/s) Nyquist Diagram
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E’ possibile calcolare analiticamente il valore dell’asintoto verticale

10 + 55 —15w?
asintoto = lim Re[G(jw)] = lim Re [—#] =...=lim 47u)2 =-15
w—0 w—0 w +]w w—0 W* + w
e Stabilita:
k> é stabile
0<k< é instabile con 2 poli a destra
k<O instabile con 1 polo a destra

e Il polinomio caratteristico risulta: s? + (5k — 1) s + 10k = 0.
Tabella di Routh

211 10k
1|5k—-1
0| 10k

1
1l sistema sara stabile se £ > 0 e 5k — 1 > 0, cioe se k > 5 Possiamo quindi affermare che o = 5.



Esercizio 6. Sia data la seguente funzione di trasferimento

3(s2+9)

G(s) =

(1+s)(s®2+4)(1+0.2s)

e Tracciare i diagrammi di Bode e Nyquist di G(s).

e Discutere la stabilita dell’anello chiuso al variare di k£ mediante il criterio di Nyquist.

e Determinare gli intervalli di stabilita dell’anello chiuso mediante il criterio di Routh.

Soluzione:

Possiamo scrivere la G(s) in forma di Bode come:

3-9
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G(s) = —-

27
Risulta kg = e =6.75 ~ 17dB.
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Bode Diagram
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e Il polinomio caratteristico risulta: 0.2s* + 1.2s% + (1.8 + 3k)s? + 4.8s5 + (4 + 27k) = 0.
Tabella di Routh

411 9+ 15k 20+ 135k  (ho moltiplicato la riga per 5)
31 4 (ho diviso la riga per 1.2)

2| 1+3k 4427k (ho diviso la riga per 5)

1 ﬁgk (ho diviso la riga per 15)
0|4+27k

4
Il sistema sara stabile se (143k) > 0, k < 0 e (44 27k) > 0, cioe se ~o7 < k < 0. Possiamo quindi
affermare che o = 27/4.

Esercizio 7. Sia data la seguente funzione di trasferimento

64(s +2)
s+0.5)(s? + 3.25 + 64)

e Tracciare i diagrammi di Bode e Nyquist di G(s).

G(s) = i

e Discutere la stabilita dell’anello chiuso al variare di k& mediante il criterio di Nyquist.

Soluzione:  Possiamo scrivere la G(s) in forma di Bode come:

(3) = . 5 4 - 5
0.5-64 (1+ 3) 1+3.2s+s (1+ s> 1+3.2s+s
s 325 87 < s
d 05 64 ' 64 05 64 ' 64

Risulta kp = 4 ~ 12dB. I poli complessi hanno w,, =8, £ = 0.2.

Bode Diagram
Gm=933dB (at 7.7 radls) , Pm =51.2 deg (at 1.59 rads)

Frequency (rads)

Ingrandimento del diagramma di Nyquist intorno alforigine.

Imaginary Axis
Imaginary Axis




e Stabilita:

k> é instabile con 2 poli a destra
0<k< é stabile
k<0 instabile con 1 polo a destra

Poiché il margine di guadagno e di circa 9.33dB, risulta che o ~ 0.34.

Esercizio 8. Sia data la seguente funzione di trasferimento
s+ 40
(s+5)(s? + 2s + 100)

e Tracciare i diagrammi di Bode e Nyquist di G(s).

G(s) = 100

e Discutere la stabilita dell’anello chiuso al variare di k& mediante il criterio di Nyquist.

e Determinare gli intervalli di stabilita dell’anello chiuso mediante il criterio di Routh.

Soluzione:  Possiamo scrivere la G(s) in forma di Bode come:

S S

Gy = 10040 '+ 4 "+
- 50100 (1+f) A (1+f) 1B
5 100 100 5 100 ' 100

Risulta kg = 8 ~ 18dB.

Bode Diagram
Gm=-21.7 dB (at 109 radls) , Pm = -41.2 deg (at 18.2 radls) Nyauist Diagram

Magnitude (dB)

(fase=—180°)

Imaginary Axis

Phase (deg)

Frequenc]yu (radis) Real Axis
e Stabilita:

k> é instabile con 2 poli a destra
0<k< é stabile
—% <k <0 stabile
k< —% instabile con 1 polo a destra

e Il polinomio caratteristico risulta: s3 + 7s% + (110 4+ 100k)s + (500 + 4000k) = 0.
Tabella di Routh

311 110 + 100%

27 500 + 4000%

1]19-110k (ho diviso la riga per 30)
0] 148k (ho diviso la riga per 500)

1 9
Il sistema sara stabile se 9 — 110k > 0 e 1 + 8k > 0, cioe se —3 <k < 10" Possiamo quindi
affermare che av = 110/9.




